Fonction ¢ de Riemann et vdp de van der Pol en python (Denise Vella-Chemla, avril
2024)

1) Dessiner le graphe de la fonction ¢ de Riemann

On essaie de programmer la fonction £ de 'article énoncant I’hypothese de Riemann. Il est écrit en
note, dans la traduction en frangais de I'article en question, que la phrase “il est tres probable que
toutes les racines [de cette fonction | sont réelles.” est la premiere formulation de I'hypothese de
Riemann.

Voici la définition de la fonction € :

1 1 o 1
£(t) = i 2+ 1 /1 ¢(m)x’% cos §t log x | dx

o0
avec Y (z) = Z e,
1

On dessine le graphe de cette fonction pour vérifier du moins pour les petites valeurs, qu’elle
s’annule sur les mémes points que ¢. Voici ce qu’on obtient (de 0 & 10, puis de 10 a 20, etc...).
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def complex integ(f, a, b, N, integral=simpson):
u = lambda t:f(t).real
0.5 4 v = lambda t:f(t).imag
return integral(u, a, b, N) + lj*integral(v, a, b, N)

def psi(x, N):
return np.sum(np.exp (-np.power (np.arange(l, N+1), 2)*np.pi*x))

0.4 1 def integrand(x, t, N):
return psi(x, N)*np.power(x, -3/4)*np.cos(1/2*t*np.log(x))

def xiden(t, N, intHsimpson):
return (0.5-(t*t+0.25) *complex_integ(lambda x:psi (x,N)*pow(x,-0.75)*cos (0.5%te

0.3 4 §*log(x)),1,100,999))
def xi(t, N, int=simpson):
return 1/2 - (np.power(t, 2) + 1/4)*int(lambda x:integrand(x, t, N), 1, 100,2
i 999)
0.2 def xiquad(t, N, int=simpson):
return 1/2 - (np.power(t, 2) + 1/4)*quad(lambda x:integrand(x, t, N), 1, 1002

i, limit=99%) [0]

nbpoints = 1000

, 10, nbpoints

#plt.ylim(-0.001,0.001)

plt.grid(True)

plt.xticks(range(a,b, 1))

plt.legend()

t = [atk*(b-a)/c for k in range(c)] # puisque a = 0 remplacer par k*b/c
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 plt.plot(t, [xiguad(tt, nbpoints, int=simpson) for tt in t])

plt.show()
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def complex_integ(f, a, b, N, integral=simpson):

lambda t:f(t).real

v = lambda t:f(t).imag

return integral(u, a, b, N) + lj*integral(v, a, b, N)

def psi(x, N):
return np.sum(np.exp(-np.power (np.arange (1, N+1), 2)*np.pi*x))

def integrand(x, t, N):
return psi(x, N)*np.power(x, -3/4)*np.cos(1/2*t*np.log(x))

def xiden(t, N, int=simpson):
return(0.5-(t*t+0.25) *complex_integ(lambda x:psi(x,N)*pow(x,-0.75)*cos(0.5%te
ls*log(x)),1,100,999))

def xi(t, N, int=simpson):
return 1/2 - (np.power(t, 2) + 1/4)*int(lambda x:integrand(x, t, N), 1, 100,2
s 999)

def xiquad(t, N, int=simpson):
return 1/2 - (np.power(t, 2) + 1/4)*quad(lambda x:integrand(x, t, N), 1, 100@
s, 1imit=999) [0]

nbpoints = 1000

a, b, c =10, 2@, nbpoints
splt.ylim(-0.001,0.001)
plt.grid(True)
plt.xticks(range(a,b,1))
plt.legend()

t = [atk*(b-a)/c for k in range(c)] # puisque a = 0 remplacer par k*b/c
plt.plot(t, [xiguad(tt, nbpoints, int=simpson) for tt in t])

plt.show()
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def complex_integ(f, a, b, N, integral=simpson):
u = lambda t:f(t).real
v = lambda t:f(t).imag
return integral(u, a, b, N) + lj*integral(v, a, b, N)

def psi(x, N):
return np.sum(np.exp(-np.power (np.arange (1, N+1), 2)*np.pi*x))

def integrand(x, t, N):
return psi(x, N)*np.power(x, -3/4)*np.cos(l/2%*t*np.log(x))

def xiden(t, N, int=simpson):
return(0.5-(t*t+0.25) *complexiinteq('_ambda x:psi(x,N) *pow(x,-0.75) *cos(0.5*te
g*log(x)),1,100,999))

def xi(t, N, int=simpson):
return 1/2 - (np.power(t, 2) + 1/4)*int(lambda x:integrand(x, t, N), 1, 100,2
& 999)

def xiguad(t, N,Dint:simpson):
return 1/2 - (np.power(t, 2) + 1/4)*quad(lambda x:integrand(x, t, N), 1, 100@
M, limit=999) [0]

nbpoints = 1000

a, b, c 20, 30, nbpoints
#plt.ylim(-0.001,0.001)
plt.grid(True)
plt.xticks(range (a,b,1))
plt.legend()

t = [a+k* (b-a)/c for k in range(c)] # puisque a = 0 remplacer par k*b/c
plt.plot(t, [xiguad(tt, nbpoints, int=simpson) for tt in t])

plt.show()
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def complex_integ(f, a, b, N, integral=simpson):
u = lambda t:f(t).real
v = lambda t:f(t).imag
return integral(u, a, b, N) + lj*integral(v, a, b, N)

def psi(x, N):
return np.sum(np.exp (-np.power (np.arange (1, N+1), 2)*np.pi*x))

def integrand(x, t, N):
return psi(x, N)*np.power(x, -3/4)*np.cos(l/2*t*np.log(x))

def xiden(t, N, int=simpson):
return (0.5- (£¥t+0.25) *complex_inteq(lambda x:psi(x,N) *pow(x,-0.75)*cos (0.5%ta
gE*log(x)),1,100,999))

def xi(t, N, int=simpson):
return 1/2 - (np.power(t, 2) + 1/4)*int(lambda x:integrand(x, t, N), 1, 100,2
 999)

def xiguad(t, N, int=simpson):
return 1/2 - (np.power(t, 2) + 1/4)*gquad(lambda x:integrand(x, t, N), 1, 1002
M, limit=999) [0]

nbpoints = 1000

a, b, ¢ = 30, 4, nbpoints
#plt.ylim(-0.001,0.001)
plt.grid(Trus)
plt.xticks(range(a,b,1))

plt.legend()

t = [a+k* (b-a)/c for k in range(c)] # puisque a = 0 remplacer par k*b/c
plt.plot(t, [xiguad(tt, nbpoints, int=simpson) for tt in t])

plt.show()
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def complex integ(f, a, b, N, integral=simpson):
u = lambda t:f(t).real
v = lambda t:f(t).imag
return integral(u, a, b, N) + lj*integral(v, a, b, N)

def psi(x, N):
return np.sum(np.exp(-np.power (np.arange(l, N+1), 2)*np.pi*x))

def integrand(x, t, N):
return psi(x, N)*np.power(x, -3/4)*np.cos(l/2*t*np.log(x))

def xiden(t, N, int=simpson):
return(0.5-(t*t+0.25) *complex integ(lambda x:psi(x,N)*pow(x,-0.75)%*cos (0.5%te
g*log(x)),1,100,999))

def xi(t, N, int=simpson):
return 1/2 - (np.power(t, 2) + 1/4)*int(lambda x:integrand(x, t, N), 1, 100,2
& 999)

def xiguad(t, N, int=simpson):
return 1/2 - (np.power(t, 2) + 1/4)*quad(lambda x:integrand(x, t, N), 1, 100@
&, 1limit=99%) [0]

nbpoints 1000
a, b, c = 40, 50, nbpoints
#plt.ylim(-0.001,0.001)

plt.grid(True)
plt.xticks(range(a,b,1))

plt.legend()

t = [a+k*(b-a)/c for k in range(c)] # puisque a = 0 remplacer par k*b/c
plt.plot(t, [xigquad(tt, nbpoints, int=simpson) for tt in tl)

plt.show()
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def complex_integ(f, a, b, N, integral=simpson):
u = lambda t:f(t).real
v = lambda t:f(t).imag
return integral(u, a, b, N) + lj*integral(v, a, b, N)

def psi(x, N):
return np.sum(np.exp(-np.power (np.arange (1, N+1), 2)*np.pi*x))

def integrand(x, t, N):
return psi(x, N)*np.power(x, -3/4)*np.cos(1/2*t*np.log(x))

def xiden(t, N, int=simpson):
return(0.5- (t*t+0.25) *complex_integ(lambda x:psi(x,N)*pow(x,-0.75)*cos(0.5%te
§*log(x)),1,100,999))

def xi(t, N, int=simpson):
return 1/2 - (np.power(t, 2) + 1/4)*int(lambda x:integrand(x, t, N), 1, 100,#
§ 999)

def xiquad(t, N, int=simpson):
return 1/2 - (np.power(t, 2) + 1/4)*quad(lambda x:integrand(x, t, N), 1, 100=
§, limit=599) [0]

nbpoints = 1000

a, b, ¢ =50, ﬁ@, nbpoints
#plt.ylim(-0.001,0.001)
plt.grid(True)
plt.xticks(range(a,b,1))
plt.legend()

T t = [atk*(b-a)/c for k in range(c)] # puisque a = 0 remplacer par k*b/c
59 plt.plot(t, [xiquad(tt, nbpoints, int=simpson) for tt in t])
plt.show()
\-—— test-Riemann.py 27% 134 (Python ElDoc)
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def complex_integ(f, a, b, N, integral=simpson):
u = lambda t:f(t).real
v = lambda t:f(t).imag
return integral(u, a, b, N) + lj*integral(v, a, b, N)

def psi(x, N):
return np.sum(np.exp(-np.power (np.arange (1, N+1), 2)*np.pi*x))

def integrand(x, t, N):
return psi(x, N)*np.power (x, -3/4)*np.cos(1l/2*t*np.log(x))

def xiden(t, N, int=simpson}:
return(0.5- (t*t+0.25) *complex_integ(lambda x:psi(x,N)*pow(x,-0.75)*cos (0.5%t#
*log (x)),1,100,999))

def xi(t, N, int=simpson):
return 1/2 - (np.power(t, 2) + 1/4)*int(lambda x:integrand(x, t, N}, 1, 100,2
999)

def xiquad(t, N, int=simpson):
return 1/2 - (np.power(t, 2) + 1/4)*guad(lambda x:integrand(x, t, N), 1, 1002
, 1imit=399) [0]

nbpoints = 1000

a, b, ¢ = 60, 7@, nbpoints

#plt.ylim(-0.001,0.001)

plt.grid(True)

plt.xticks(range(a,b,1))

plt.legend()

t = [atk*(b-a)/c for k in range(c)] # puisque a = 0 remplacer par k*b/c
plt.plot(t, [xiquad(tt, nbpoints, int=simpson) for tt in t])

plt.show()
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def complex integ(f, a, b, N, integral=simpson):

mbda t:f(t).real

v = lambda t:f(t).imag

return integral(u, a, b, N) + lj*integral(v, a, b, N)

def psi(x, N):
return np.sum(np.exp (-np.power (np.arange(l, N+1), 2)*np.pi*x))

def integrand(x, t, N):
return psi(x, N)*np.power(x, —-3/4)*np.cos(l/2*t*np.log(x))

def xiden(t, N, int=simpson):
return(0.5-(t*t+0.25) *complexiinteq (lambda x:psi(x,N)*pow(x,-0.75)*cos (0.5%te
g*log(x)),1,100,999))

def xi(t, N, int=simpson):
return 1/2 - (np.power(t, 2) + 1/4)*int(lambda x:integrand(x, t, N), 1, 100,=2
g 999)

def xiguad(t, N, int=simpson):
return 1/2 - (np.power(t, 2) + 1/4)*guad(lambda x:integrand(x, t, N), 1, 100a
&, limit=999) [0]

nbpoints = 1000

a, b, c =70, 80, nbpoints
#plt.ylim(-0.001,0.001)
plt.grid(True)
plt.xticks(range(a,b,1))
plt.legend()

t = [a+k*(b-a)/c for k in range(c)] # puisque a = 0 remplacer par k*b/c
plt.plot(t, [xiguad(tt, nbpoints, int=simpson) for tt in t])

plt.show()
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def complex integ(f, a, b, N, integral=simpson):
u = lambda t:f(t).real
v = lambda t:f(t).imag
return integral(u, a, b, N) + li*integral(v, a, b, N)

def psi(x, N):
return np.sum(np.exp(-np.power (np.arange (1, N+1), 2)*np.pi*x))

def integrand(x, t, N):
return psi(x, N)*np.power(x, -3/4)*np.cos(1/2*t*np.log(x))

def xiden(t, N, int=simpson):
return (0.5~ (£*t+0.25) *complex_integ(lambda x:psi (x,N)*pow(x,-0.75)*cos (0.5%te
E*log(x)),1,100,899))

def xi(t, N, int=simpson):
return 1/2 - (np.power(t, 2) + 1/4)*int(lambda x:integrand(x, t, N), 1, 100,2
| 999)

def xiguad(t, N, int=simpson):
return 1/2 - (np.power(t, 2) + 1/4)*quad(lambda x:integrand(x, t, N), 1, 1002
i, 1imit=989) [0]

nbpoints = 1000

a, b, ¢ = 80, 9@, nbpoints
#plt.ylim(-0.001,0.001)
plt.grid(True)
plt.xticks(range (a,b,1))
plt.legend()

t = [at+k*(b-a)/c for k in range(c)] # puisque a = 0 remplacer par k*b/c
plt.plot(t, [xigquad(tt, nbpoints, int=simpson) for tt in t])
plt.show()
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le-12 def complex_integ(f, a, b, N, integral=simpson):
u = lambda t:f(t).real
v = lambda t:£f(t).imag
M return integral(u, a, b, N) + lj*integral(v, a, b, N)
0.8 4 def psi(x, N):
return np.sum(np.exp(-np.power (np.arange (1, N+1), 2)*np.pi*x))
0.6 4 def integrand(x, t, N):

return psi(x, N)*np.power(x, -3/4)*np.cos(1/2*t*np.log(x))

def xiden(t, N, int=simpson):
0.4+ return(0.5-(t*t+0.25) *complex_integ (lambda x:psi(x,N)*pow (x,-0.75) *cos(0.5*t2
E*log(x)),1,100,999))

0.2 def xi(t, N, int=simpson):
return 1/2 - (np.power(t, 2) + 1/4)*int{{lambda x:integrand(x, t, N), 1, 100,#
s s99)[]
0.0+ - o def xiquad(t, N, int=simpson):
return 1/2 - (np.power(t, 2) + 1/4)*guad(lambda x:integrand(x, t, N), 1, 1002

&, limit=999) [0]
~0.2 1
nbpoints = 1000

a, b, ¢ = 90, 100, nbpoints

#plt.ylim(-0.001,0.001)

-0.4 4 plt.grid(True)

plt.xticks(range(a,b,1))

plt.legend()

t = [a+k*(b-a)/c for k in range(c)] # puisque a = 0 remplacer par k*b/c
90 91 92 93 94 95 96 97 08 09 plt.plot(t, [xiguad(tt, nbpoints, int=simpson) for tt in t])

plt.show ()

print ("\u03CB6(14.134725142) = ', psi(14.134725142,1001))

ﬁ' é % "}'Q E -\——- test-Riemann.py Bot L28 (Python ElDoc)

Les zéros ont bien 'air correct jusqu’a 50 mais a partir de la, le graphe devient totalement inex-
ploitable. On abandonne ces tentatives de comprendre I'article de Riemann et la fonction (.
2) Dessiner le graphe de la fonction vdp de van der Pol

Si on se concentre sur la formule de la fonction vdp de van der Pol qui permet de retrouver les zéros
de la fonction ¢ de Riemann, et que ’on programme comme

2 2

10 (exp(x) % 1) * cos(z * t) N 10 (exp(x) % 1) * sin(x * t)
I sy

les zéros apparaissent bien approximativement.

vdp(t) =



3.0 4
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On voit les périodicités de cette formule en allant jusqu’a 1000.
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Il faut etre cependant vigilant : bien qu’on ait une illusion de périodicité, avec des pics bien placés
aux multiples de 157 (=~ 100 x 7.), en fait, il y a une “accélération des zéros” ; il y a 57 (a gauche
du pic central a 157) et 90 (a droite du pic central) zéros dans la premiere tranche jusqu’a 314 ;
dans la seconde tranche, il y en a 102 et 110 et dans la troisieme tranche, il y en a 118 et 122.
Pour simuler ce comportement, il nous faudrait trouver une fonction assez périodique mais dont le
rythme d’annulation s’accélere lentement.

Sil’on teste (pour éliminer le modulo 1, qui est une fonction scie problématique) le remplacement du

) . _ Pl sin(2mkx)
x mod 1 (noté x % 1) par son approximation qui est — E —
T

1

, alors les zéros disparaissent.

On voit mieux leur disparition en n’allant que jusqu’a 100.
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Derniere exécution avec des abscisses plus lisibles.
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3) De la nécessité d’utiliser une fonction de calcul d’intégrale fournie par python

Ci-dessous le résultat de deux programmes tres proches : on utilise dans le premier cas l'intégrale
calculée par méthode Simpson 1/3 et dans autre cas la méme intégrale mais calculée par python.
Les résultats d’exécution sont tres tres différents :



Calcul de l'intégrale par méthode Simpson 1/3 (pas trés loin)
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from scipy.integrate import gquad

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

from numpy import sgrt, log, cos, sin, exp, sum,
€ power, arange

floor, modf, pi, inf, linspace,®

def simpson(f, a, b, N=1_000):

assert (N32 == 0)

linspace(a, b, num=N+l, endpoint=True)
(b - a)/n

[f(xx) for xx in x]

(y[0] + 4%sum(y[1:N:2])

% =
h o=
v =
return + 2*sum(y[2:N-1:2]) + y[N]) * h/3
psi(x, N):

return sum(exp(-power(arange(l, N+1), 2)*pi*x))

xi(t, N, integ=simpson):
£ = lambda x:psi(x,N) * power(x, -3/4) * cos((l/2)*t*log(x))
return 1/2 - (power(t, 2) + 1/4)*integllf, 1, N, NJ[]

a, b, N~ =0, 100, 500

x = linspace(a, b, num=N+1,
y = [xi(t,1000,simpson) for
plt.plot(x,y)
plt.xticks(range(a,b,5))
plt.grid(True)

plt.show()

endpoint=True)
t in %]

print("\u03CB(14.134725142) =

', psi(14.134725142,1001))
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Calcul de l’intégrale par la fonction du package numpy de python numpy.quad

@ re-test-Riemann-copie-sur-Jacques.p: - o X
File Edit Options Buffers Tools Python Help
Oed=x LA

¥,/ Figure 1

from scipy.integrate import quad

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

from numpy import sgrt, log, cos, sin, exp, sum,
% power, arange

floor, modf, pi, inf, linspace,®

def simpson(f, a, b, N=1_000):
assert (N2 == 0)
x = linspace(a, b, num=N+l, endpoint=Trus)
h=(b-a)/N
v = [f(xx) for xx in x]
return (y[0] + 4*sum(y[1:N:2]) + 2*sum(y[2:N-1:2]) + y[N]) * h/3
def psi(x, N):
return sum(exp(-power (arange (1, N+1), 2)*pi*x))
def xi(t, N, integ=simpson):
f = lambda x:psi(x,N) * power(x, -3/4) * cos((1/2)*t*log(x))
return 1/2 - (power(t, 2) + 1/4)*quad(f, 1, N, limit=N)[ﬂ]D
a, b, ¥ =0, 100, 500
% = linspace(a, b, num=N+1, endpoint=True)
v = [xi(t,1000,simpson) for t in x]

| plt.plot(x,y)
plt.xticks(range(a,b,5))
plt.grid(True)
plt.show()

print ("\u03C6(14.134725142) = *,psi(14.134725142,1001))
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1
On rappelle ici que ¢(0) = ~3 et que In ¢(0)
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#éEP Q=

—In2 + 7wl

On reste avec le doute, par rapport a cette fonction & de 'article de Riemann car elle est notée
comme une fonction travaillant sur les réels, puisqu’elle est définie en fournissant I’expression de

ICela ne correspond pas aux valeurs fournies par le traducteur dans la note 8 & la suite de l’article de Riemann

ici lien


http://denise.vella.chemla.free.fr/extraits-Riemann.pdf

1
£(t) avec un peu plus haut écrit s = 5 + t7 donc t réel mais par ailleurs, Riemann note :

“la fonction &(t) peut seulement s’évanouir lorsque la partie imaginaire de t se
trouve comprise entre %z et —%i. Le nombre de racines de £(t) = 0 dont les
parties réelles sont comprises entre 0 et T' est environ égal a

T 1 T T

o 8 or 27w

”»

ce qui exprime le fait que la fonction £ est une fonction définie pour des nombres complexes.

On note que 'utilisation de quad du module numpy de python n’a cependant pas amélioré grand
chose quand on regarde les résultats détaillés : pour des petits intervalles de 10 en 10 on ne parvient
pas a voir les zéros correctement a nouveau a partir de 50.

'K Figure

0.5 4

0.4 1

0.3 1

0.2

0.1+

o
N4
~
[=)]
[=+]

10



|r ¥, Figure 1 - ] X

0.035 A

0.030 A

0.025 A

0.020 A

0.015 A

0.010 A

0.005 A

0.000 A

| A
*,! Figure 1 = (m] X
le-5
0 4
-1
—2
-3
20 22 24 26 28

=) x=24 17 y=6.2e-08

11



¥, Figure 1 = ] P4

le—8

0.5 4

0.0 1

—0.5 1

-1.0 1

-1.5 1

H x=31.52 y=6.72e—-09

L

¥, Figure 1 - [m] *

le-11

2.0 1

1.5

1.0 4

0.5 4

0.0 A

—0.5 4

x=45.87 y=2.208e-11




r -
% Figure 1 = O %

le—14

—0.5 41

-1.0 41

-1.51

—2.0 A

—2.5 1

—3.0+ T T T T T
50 52 54 56 58

R $+ Q=

%, Figure 1 _ o %

le—14

—2.2 4

—2.44

—2.6

—2.8 A

—-3.0 1

=3.2 A

-3.4 4

—-3.6 1

—3.8 A

60 62 64 66 68

$ Q= X=66.69 y=—2 192614

13



'3'%‘1' Figure 1 _ O %

le—14

—2.0 A

—2.5 1

—3.04

—3.5 1

-4.0

—-4.5 1

70 72 74 76 78

a $ Q= X=78.60 y=-3.4566—14

1\ Figure 1 — O X

le—-13

1.0 4
0.5 4
0.0 1 "\¢
—0.5 |
-1.0 1
~1.5 1

—2.0 4

b

x=84 .68 y=4 43e-14

14



'-gi Figure 1 = =] X

le—-13

-2 4

T T T T T

90 92 94 96 98

A< $Qz=

Et les résultats sont mauvais a partir de 50 méme en augmentant le nombre de points d’un facteur
10 (au-dela, les temps d’exécution sont prohibitifs). Ci-dessous, de 50 a 60 avec 1000 points ou de
90 a 100 avec 1000 points.
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