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Walks, Transitions and Geometric Distances in Graphs.

Abstract This thesis studies combinatorial, algorithmic and complexity aspects
of graph theory problems, and especially of problems related to the notions of walks,
transitions and distances in graphs.

We first study the problem of traffic monitoring, in which we have to place
as few censors as possible on the arcs of a graph to be able to retrace walks of
objects. The characterization of instances of practical interests brings us to the
notion of forbidden transitions, which strengthens the model of graphs. Our work
on forbidden-transition graphs also includes the study of connecting transition sets,
which can be seen as a translation to forbidden-transition graphs of the notion of
spanning trees.

A large part of this thesis focuses on geometric graphs, which are graphs whose
vertices are points of the real space and whose edges are determined by geometric
distance between the vertices. This graphs are at the core of the famous Hadwiger-
Nelson problem and are of great help in our study of the density of sets avoiding
distance 1 in various normed spaces. We develop new tools to study these problems
and use them to prove the Bachoc-Robins conjecture on several parallelohedra. We
also investigate the case of the Euclidean plane and improve the bounds on the
density of sets avoiding distance 1 and on its fractional chromatic number.

Finally, we study the complexity of graph homomorphism problems and estab-
lish dichotomy theorems for the complexity of locally-injective homomorphisms to
reflexive tournaments.

Keywords Graphs, walks, forbidden transitions, graph homomorphisms, indepen-
dence number, geometric distances, sets avoiding distance 1, NP-completeness
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Marches, Transitions et Distances Géométriques dans les Graphes.

Résumé Cette these étudie les aspects combinatoires, algorithmiques et la
complexité de problémes de théorie des graphes, et tout spécialement de problémes
liés aux notions de marches, de transitions et de distance dans les graphes.

Nous nous intéressons d’abord au probléme de traffic monitoring, qui consiste a
placer aussi peu de capteurs que possible sur les arcs d'un graphe de facon a pouvoir
reconstituer des marches d’objets. La caractérisation d’instances intéressantes dans
la pratique nous améne a la notion de transitions interdites, qui renforce le modele
de graphe. Notre travail sur les graphes a transitions interdites comprend aussi
I’étude de la notion d’ensemble de transitions connectant, que ’on peut voir comme
I’analogue en terme de transitions de la notion d’arbre couvrant.

Une partie importante de cette thése porte sur les graphes géométriques, qui
sont des graphes dont les sommets sont des points de ’espace réel et dont les arétes
sont déterminées par les distances géométriques entre les sommets. Ces graphes
sont au cceur du célebre probléme de Hadwiger-Nelson et nous sont d’une grande
aide dans notre étude de la densité des ensembles qui évitent la distance 1 dans
plusieurs types d’espaces normés. Nous développons des outils pour étudier ces
problémes et les utilisons pour prouver la conjecture de Bachoc-Robins sur plusieurs
paralléloédres. Nous nous penchons aussi sur le cas du plan euclidien et améliorons
les bornes sur la densité des ensembles évitant la distance 1 et sur son nombre
chromatique fractionnaire.

Enfin, nous étudions la complexité de probléemes d’homomorphismes de graphes
et établissons des théorémes de dichotomie sur la complexité des homomorphismes
localement injectifs vers les tournois réflexifs.

Mots-clés Graphes, marches, transitions interdites, homomorphismes de graphes,
nombre de stabilité, distances géometriques, ensemble évitant la distance 1, NP-
complétude
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Introduction (en frangais)

Cette thése étudie des probléeme et des notions liées a la structure mathématique
de graphe. Les graphes et graphes orientés sont un modéle puissant qui permet
de décrire n’importe quelle relation binaire sur un ensemble. Les éléments de cet
ensemble sont appelés des sommets et les paires d’éléments liés (ou adjacent) sont
appelées arétes. Grace a leur expressivité, les graphes trouvent des applications
dans d’'innombrables domaines: systémes d’information, télécommunications, bio-
informatique, traitement d’images, réseaux de transports, réseaux sociaux, planifi-
cation... et bien d’autres. Les graphes ont été introduits il y a presque trois siécles
et I'intérét qui leur est porté n’a cessé de grandir depuis, surtout avec 1’émergence
de l'informatique.

Plus précisément, cette thése s’intéresse a la notion de marche et de distance
dans les graphes, ainsi qu’aux aspects combinatoires, algorithmiques et & la com-
plexité de problémes liés. Une marche dans un graphe est une suite de sommets
adjacents qui permet de relier deux sommets. Le nombre d’éléments dans la marche
permet de définir sa longueur et la longueur des marches entre deux sommets définit
leur distance. Nous étudions également de prés les graphes géométriques, qui sont
des graphes dont les sommets sont des points de l'espace réel. La relation en-
tre la distance définie par 'adjacence dans le graphe et la distance géométrique
nous intéressera tout particuliérement. Nos travaux font aussi beaucoup intervenir
d’autres notions connues de théorie des graphes, dont celles d’ensemble stable, de
coloration et d’homomorphisme.

Les problémes et résultats présentés dans cette thése peuvent se diviser en trois
parties.

Transitions dans les graphes

La premiere partie se penche sur le modele de graphes & transitions interdites. La
puissance des modeles de graphe et de marche en fait les modéles de choix pour
étudier des problémes de routage dans de nombreux contextes. Par exemple, le
réseau routier d'une ville peut étre modélisé par un graphe dans lequel chaque endroit
d’intérét et chaque croisement sont représentés par des sommets et ou l'existence
d’une route directe entre deux sommets est traduite par une aréte (ou un arc dans le
cas d’une route a sens unique). Ce faisant, nous définissons implicitement un ensem-
ble des marches entre chaque paire de sommets qui peut-étre utilisé pour résoudre de
nombreux problémes. On peut par exemple résoudre des problémes d’optimisation
pour trouver le plus court chemin entre deux points, éviter des embouteillages, ou
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chercher des attributs qui distinguent un ensemble de marches. Cependant, dans la
pratique, beaucoup des marches définies par le graphe représentent des itinéraires
qu’un conducteur n’a pas le droit de prendre. Pour modéliser une situation ot un
conducteur n’est pas autorisé a tourner a gauche ou a droite & une intersection, nous
définissons les transitions dans le graphe comme des paires d’arétes consécutives.
L’étude des graphes a transitions interdites, ou la définition du graphe inclut un
ensemble de transitions autorisées ou interdites, est un domaine de la théorie des
graphes qui émerge rapidement. Il existe aussi plusieurs autres modeles proches,
parmi lesquels les marches proprement colorées sur des graphes arétes-colorés ou les
graphes a sous-chemins interdits.

Le premier des deux principaux problémes liés a la notion de transitions interdites
que nous étudions dans cette thése est le probléeme de traffic monitoring. Dans le
cadre de ce probléme, on nous donne un graphe dans lequel des objets se déplacent et
nous connaissons a ’avance un ensemble de marches possibles que ces objets peuvent
prendre. Nous avons la possibilité de placer des capteurs sur les arcs du graphe qui
nous indiquent quand un objet passe par un arc équipé. Ainsi, pour chaque objet,
nous connaissons la suite ordonnée des arcs équipés qu’il a utilisé. Notre objectif
est de trouver comment placer aussi peu de capteurs que possible sur le graphe de
facon a ce que les informations qu'’ils renvoient suffisent quand méme a reconstituer
exactement l'itinéraire des marcheurs. Prenons par exemple le graphe représenté en
figure 1, ou les arcs tu, vw et wx sont équipés de capteurs que nous appelons a, b et ¢
respectivement. Un objet qui suit la marche (t, u, v, w, z, z) activera successivement
les capteurs a, b et ¢. Un objet qui suit la marche (¢,u,w,z,y,v,w, z) activera les
méme capteurs mais activera c avant b. Ainsi, ’ensemble de capteurs {a, b, c} permet
de distinguer ces deux marches.

Figure 1: Un graphe dont trois arcs (représentés en bleu) sont équipés de capteur.

La complexité de ce probléeme a déja été étudié dans [85], mais avant nos travaux,
les seuls algorithmes congus pour ce probleme [88] se placaient dans le cas des graphes
acycliques, dans lequel les marches possibles sont trés limitées et ne peuvent notam-
ment pas passer plusieurs fois par le méme sommet ou le méme arc.

Le probléme de traffic monitoring requiert de trouver des moyens efficaces de
décrire des ensembles des marches dans un graphe, ce que nous faisons grace a des
outils de théorie des langages. Nous faisons apparaitre des liens entre le probléme de
traffic monitoring et le probléme de code séparateur grace a un nouveau modele de
séparation basé sur les langages, qui nous permet de prendre en compte le nom-
bre de fois et l'ordre dans lequel les capteurs sont activés. Nous essayons en-

2 Thomas Bellitto
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suite d’identifier les types d’instances les plus utiles en pratique et d’exploiter leur
spécificités pour développer des algorithmes aussi efficace que possible. C’est ici
que le modeéle de transitions interdites prend toute son importance. Nous étudions
plusieurs types d’instances, dont certains font apparaitre des transitions interdites,
et nous développons des algorithmes pour reformuler le probléeme de traffic moni-
toring sous la forme d’un programme linéaire en nombres entiers [9].

L’autre probleme que nous étudions dans cette partie de la thése est celui d’ensem-
ble de transitions connectant minimum, qui peut étre vu comme 1’analogue en terme
de transitions du probléme d’arbre couvrant minimum. Etant donné un graphe con-
nexe, un arbre couvrant minimum est un sous-ensemble d’arétes de taille minimum
qui assure la connectivité du graphe, i.e. tel qu’il existe une marche entre toute
paire de sommets qui n’utilise que des arétes de I'arbre couvrant minimum. De la
meéme facon, un ensemble de transitions connectant minimum est un ensemble de
transitions aussi petit que possible tel qu’il existe une marche entre chaque paire
de sommets qui n’utilise que des transitions de I'ensemble connectant minimum.
D’apreés la définition standard d’'une transition dans un graphe non orienté, utiliser
deux fois de suite la méme aréte n’est pas une transition et est donc toujours autorisé.
Par exemple, la figure 2 représente un graphe ou les deux transitions autorisées sont
uvy et wvy. 1l existe des marches autorisées entre w et n’importe quel autre som-
met du graphe: les marches (w,v) et (w,z) n’utilisent aucune transition, la marche
(w,v,y) utilise une transition autorisée et méme si la marche (w,v,u) est interdite,
il est toujours possible de relier w a u par la marche (w, v,y,v,u). Néanmoins, il est
impossible d’aller de z &4 u ou y et 'ensemble de transitions {wvy, uvy} n’est donc
pas connectant. Il le devient si on lui ajoute par exemple la transition uvz.

/

O—0—@

Figure 2: Un graphe avec deux transitions autorisées, représentées en vert.

Dans beaucoup de champs d’application ou le modele de transitions interdites
est pertinent (c’est le cas par exemple des réseaux routiers, des réseaux de trans-
ports ou des réseaux optique de télécommunications), il peut arriver qu’a cause de
travaux de maintenance ou d’'un malfonctionnement, certaines transitions devien-
nent inutilisables. Le probléme de robustesse & la suppression de transitions a déja
été étudié pour plusieurs propriétés des graphes [105] et la connexité est une pro-
priété fondamentale qu’on attend des réseaux dans tous les champs d’application
des transitions interdites. Toutefois, ce que nous étudions ici n’est pas le plus pe-
tit nombre de transitions a enlever pour déconnecter le graphe, mais a l'inverse, le
plus petit nombre de transitions & assurer pour garantir la connexité du graphe.
Sans donner d’information pertinente sur la robustesse aux pannes du réseau, cette
grandeur permet toutefois de mettre en évidence quelle partie du réseau sont les plus
importantes a son bon fonctionnement et peut donc s’avérer utile dans la conception

Walks, Transitions and Geometric Distances in Graphs. 3
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de réseau robuste, comme les arbres couvrants sont utiles dans les domaines ou les
pannes affectent les arétes et non pas les transitions.

Cette these présente les résultats d’'un travail commun avec Benjamin Bergoug-
noux et étudie différents aspects de ce probleme. Nous analysons les aspects struc-
turels des ensembles connectants minimaux, et en ressortons une reformulation du
probléme sous forme d'un probléme de décomposition de graphe que nous appelons
hypergraphes connectants optimauz. Ce nouveau probléme s’avére plus facile & ma-
nipuler et se montre d’'une grande aide dans les preuves des résultats suivants. Nous
nous intéressons ensuite a ’aspect algorithmique du probléme et a sa complexité et
nos résultats principaux sont la preuve de NP-complétude du probléme et la mise
au point d’une %-approm'ma,tion polynomiale [10].

Graphes géométriques et ensemble évitant la distance 1

La deuxiéme partie de cette thése présente les résultats de projets menés avec Chris-
tine Bachoc, Philippe Moustrou, Arnaud Pécher et Antoine Sedillot sur la densité
maximale qui peut étre atteinte par des ensembles de points A de I’espace réel qui ne
contiennent pas deux points a distance exactement 1. Intuitivement, la densité est
la portion d’espace qu'occupe A. La plus grande densité atteignable dépend aussi
de la distance dont on munit R™. Dans cette thése, nous ne considérons que des
distances induites par des normes et nous notons cette quantité m;(R™, || -||) ou || - ||
est notre norme sur R". La densité maximale des ensembles évitant la distance 1 a
été étudiée depuis au moins le début des années 1960 [91], surtout dans le cas du
plan euclidien, mais s’avere étre un probléme tres difficile qui est encore trés ouvert.

Prenons un empilement de disques de rayon 1 (i.e. un ensemble de disques de
rayon 1 deux a deux disjoints). Un exemple d’ensemble qui ne contient pas deux
points a distance 1 est I'union de disques ouverts de rayon % et de méme centre
que les disques de notre empilement. La densité maximale d'un empilement de
disque dans le plan euclidien est d’environ 0.9069 et on sait ainsi que m;(R?) >
0‘9;)69 > 0.2267. Un ensemble réalisant cette borne est illustré en figure 3. La
meilleure borne inférieure est 4 peine meilleure ; elle a été obtenue par Croft en
1967 en affinant la construction précédente et est d’environ 0.2293. A I'inverse,
les bornes supérieures ont été ameéliorées plusieurs fois au fil des années mais sont

toujours loin de la borne inférieure. Avant nos travaux, la meilleure borne supérieure
connue était de mq(R?) < 0.258795 et a été établie par Keleti et al. en 2015 [70]
a l'aide d’une approche basée sur ’analyse harmonique trés différente de la notre.
Dans cette thése, nous développons une nouvelle approche et améliorons la borne
en m;(R?) < 0.256828.

Un objectif important des travaux portant sur ce sujet est de prouver une con-
jecture d’Erdés selon laquelle m; (R?) < %. Remarquons que si la norme est telle que
I’ensemble des points & distance 1 de l'origine est un polytope qui pave parfaitement
Pespace (c’est a dire qu’il existe un empilement de polytopes unité de densité 1),
la construction présentée dans le paragraphe précédent produit un ensemble évitant
la distance 1 de densité exactement %. Ainsi, la conjecture d’Erdos dit que mq est
plus petit dans le plan euclidien a cause des espaces vides entre les disques d’un
empilement optimal.
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Figure 3: Un exemple d’ensemble évitant la distance euclidienne 1 (en bleu).

Pour progresser vers la conjecture d’Erdés, Bachoc et Robins ont étudié la den-
sité des ensembles évitant la distance 1 pour des distantes induites par des normes
pour lesquelles le polytope unité pave parfaitement 1’espace (on appelle de telles
normes des normes paralléloédres). Ils ont conjecturé que dans ce cas, la construc-
tion précédente était optimale et donc, que si || - ||p est une norme paralléloedre,
m1(R™, || - ||p) = 5. Dans cette these, nous prouvons cette conjecture en dimension
2 ainsi que pour une famille de normes paralléloédres en dimension quelconque et
nous établissons des bornes sur m,(R", || - ||p) pour une autre famille de normes [5].

Ce probléme est étroitement lié au célebre probléme de Hadwiger-Nelson, qui
consiste a déterminer combien de couleurs sont nécessaires pour colorer tous les
points du plan de sorte que deux points a distance exactement 1 n’aient jamais
la méme couleur. La figure 4 illustre une coloration d’'une portion du plan. Par
exemple, un triangle équilatéral de c6té 1 dessiné dans un plan proprement coloré
aura forcément ses trois sommets de couleurs différentes.

Figure 4: Une coloration d’une portion du plan euclidien.

De nombreuses variantes de ce probléme ont également été étudiées, parmi
lesquelles la coloration d’espaces munis de distances non-euclidiennes, la coloration
mesurable (ot on impose que les classes de couleur soient mesurables) ou encore la
coloration fractionnaire, ot 'on cherche le plus petit nombre 7 tel que a couleurs
différentes soient suffisantes pour donner & chaque point du plan b couleurs distinctes
de facon a ce que deux points a distance 1 n’aient aucune couleur en commun.

Le probléme de Hadwiger-Nelson a fait I’objet de nombreux travaux depuis au
moins 1960 [52]. Les bornes inférieures et supérieures de 4 et 7 ont été rapidement
établies, mais personne n’a su les améliorer jusqu’a ce que De Grey prouve en avril
2018 dans [34] qu’au moins 5 couleurs sont nécessaires pour colorer proprement le
plan euclidien.

Walks, Transitions and Geometric Distances in Graphs. 5
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Tous ces problémes peuvent étre reformulés comme des problémes dans des
graphes géométriques. Le graphe géométrique dont les sommets sont tous les points
de D'espace et dont les arétes sont les paires de points & distance géométrique 1 est
appelé le graphe distance-unité. La densité des ensembles évitant la distance 1, le
probléme de Hadwiger-Nelson et ses variantes reviennent tous a déterminer la valeur
d’invariants de graphes bien connus, tels que le taux de stabilité, le nombre chroma-
tique ou le nombre chromatique fractionnaire, sur le graphe distance-unité du plan
euclidien.

Les graphes distance-unité ont une infinité non dénombrable de sommets et sor-
tent du cadre des mathématiques discrétes dans lequel s’inscrit traditionnellement
la théorie des graphes. Cependant, beaucoup d’informations sur le graphe distance-
unité peuvent étre déduites de ses sous-graphes. Par exemple, le triangle équilatéral
représenté en figure 4 définit un sous-graphe complet de taille 3 pour lequel trois
couleurs sont nécessaires. On prouve ainsi qu’au moins trois couleurs sont requises
pour colorer le plan euclidien entier. Nous verrons que des propriétés similaires sont
vérifiées par la densité des ensembles stables (qui sont des ensembles de sommets
deux-a-deux non-adjacents et sont donc directement reliés a my).

Nous étudions algorithmiquement la notion de taux de stabilité pondéré optimal
et I'utilisons pour étudier les problémes décrits précédemment. Cette méthode est au
cceur de plusieurs projets en cours et a déja amené des résultats intéressants. Parmi
ces résultats, on peut citer 'amélioration de la borne supérieure sur m;(R?), mais
aussi ’amélioration de la borne inférieure sur le nombre fractionnaire chromatique
du plan de 3.61904 [31] & 3.89366 et une borne supérieure sur m;(R3, |-, ||p) quand
P est un paralléloedre régulier [4] [11].

Complexité des homomorphismes de graphes

La troisieme partie de cette thése porte sur la complexité de problémes d’homomor-
phismes de graphes, et plus particuliéerement sur les homomorphismes localement
injectifs de graphes orientés. Un homomorphisme de graphe est une fonction des
sommets d’'un graphe vers les sommets d’'un autre telle que 'image d’une aréte est
une aréte, ou dans le cas orienté, telle que I'image d’un arc est un arc. Par exemple,
dans la figure 5, la fonction qui associe b, fetgau,detea v, aa wet caxestun
homomorphisme du graphe représenté en figure 5a vers le graphe de la figure 5b.

(a) (b)

Figure 5: On attribue une couleur a chaque sommet du graphe cible (& droite). La
couleur des sommets du graphe de gauche indique leur image par I’homomorphisme.

Les homomorphismes sont une généralisation de la coloration de graphes. Dans
le cas non-orienté, la coloration est le cas particulier d’homomorphisme ou chaque
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sommet du graphe cible est relié 4 chaque autre, mais pas & lui-méme. Dans le cas
orienté, les colorations sont définies comme des homomorphismes vers des graphes
qui contiennent exactement un arc entre chaque paire de sommets distincts. De tels
graphes s’appellent des tournois et sont trés importants dans I’étude des homomor-
phismes orientés.

Les homomorphismes localement injectifs sont un cas particulier d’homomor-
phismes ou on ajoute la contrainte que I’lhomomorphisme doit étre injectif sur le voisi-
nage des sommets du graphe en entrée. Les homomorphismes localement injectifs
sont intéressants du fait qu’ils préservent la structure locale du graphe en entrée bien
mieux que ne le font les homomorphismes standards. Ainsi, les homomorphismes
localement-injectifs trouvent des applications dans une grande variété de domaines,
parmi lesquels la détection de motifs en analyse d’image, la bio-informatique ou
encore la théorie des codes. Cependant, en fonction de ce que I'on veut modéliser,
nos contraintes ne sont pas exactement les mémes et I'on trouve ainsi plusieurs
définitions de l'injectivité locale dans la littérature. Par exemple, on peut vouloir
que '’homomorphisme soit injectif sur le voisinage ouvert des sommets ou sur leur
voisinage fermé (qui inclut le sommet lui-méme). En fonction de la définition, le
fait que sur la figure 5, le sommet g ait la méme image que son voisin f peut étre
compatible ou non avec le critére d’injectivité locale. De la méme facon on peut
imposer que ’homomorphisme soit injectif sur les voisinages entrants et sortants
des sommets séparément ou sur leur union. Ici encore, en fonction de la définition,
le fait qu’un voisin entrant (le sommet b) et qu'un voisin sortant (f) de d aient la
meéme image peut étre autorisé ou non. On choisit en fonction des applications les
propriétés du graphe initial qui doivent étre préservées et on choisit la définition
d’injectivité locale qui le permet. Par exemple, si ’lhomomorphisme est injectif sur
I'union des voisinages entrants et sortants des sommets, on assure que 'image d’un
chemin (une marche ou les sommets sont deux a deux distincts) de longueur 2 sera
également un chemin de longueur 2. Néanmoins, renforcer le modéle peut rendre
algorithmiquement plus difficile le probléme de déterminer l'existence d’un homo-
morphisme localement injectif entre deux graphes. C’est ce que nous étudions dans
cette partie de la these.

L’objectif habituel des études sur la complexité des problémes comme la k-
coloration ou 'existence d’'un homomorphisme vers un graphe G donné est la mise au
point d’un théoréme de dichotomie : on partitionne les problémes en deux classes, on
prouve que ceux de la premiére classe sont polynomiaux et que ceux de la deuxiéme
sont NP-complets. Par exemple, dans le cas non-orienté, il est connu que la k-
coloration est polynomiale pour k& < 2 et NP-compléte pour k& > 2. Hell et Nesetril
ont prouvé dans [61] que le probléme d’homomorphisme vers un graphe non-orienté
G est polynomial si G possede une boucle ou est biparti et NP-complet dans le cas
contraire. Ces résultats sont des théorémes de dichotomie.

Notre point de départ dans 1’étude de la complexité des homomorphismes lo-
calement injectifs est le cas ou la cible est un tournoi. En effet, la complexité des
variantes d’homomorphismes étudiées dans la littérature dépend souvent du nombre
chromatique de la cible. Par exemple, dans le théoréme de Hell-Nesetril, les graphes
bipartis sont exactement les graphes 2-colorables. Parmi les quatre définitions non
équivalentes de l'injectivité locale que nous avons recensées dans le cas orienté, la
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complexité de trois est ouverte dans le cas des tournois. Ces trois définitions sont
équivalentes dans le cas ou la cible ne posséde pas de boucles et 'une d’elles ne
tient pas compte des boucles sur la cible. Sa complexité est donc impliquée par celle
des deux autres et il nous reste donc a étudier deux définitions d’injectivité locale.
Sous ces définitions, Campbell, Clarke et MacGillivray ont déja établi dans [20] que
le probléme est polynomial vers le tournoi réflexif & deux sommets et NP-complet
vers les deux tournois réflexifs a trois sommets. Cependant, aucun théoréeme de
dichotomie n’avait émergé sur une classe de tournois infinie avant nos travaux.

Avec Stefan Bard, Christopher Duffy, Gary MacGillivray et Feiran Yang, nous
avons établi un théoréme de dichotomie sur la complexité des homomorphismes
localement injectifs vers les tournois réflexifs pour nos deux définitions d’injectivité
locale : dans les deux cas, le probleme est polynomial si la cible a deux sommets
ou moins et NP-complet si la cible en a trois ou plus [7]. Nos résultats impliquent
également un théoreme de dichotomie sur la complexité des colorations réflexives
localement injectives.

Contenu de la thése

Le chapitre 1 présente les notions de base que nous utilisons tout au long
de la thése. Ces notions viennent de domaines variés des mathématiques et de
I'informatique dont la théorie des graphes, de la complexité, la géométrie, la théorie
des langages et la programmation mathématique.

Le chapitre 2 introduit le probléme de traffic monitoring, présente le modeéle et
les outils que nous développons pour l'étudier et montre comment les utiliser pour
résoudre le probléme sur plusieurs types d’instances intéressantes en pratique.

Le chapitre 3 présente le probleme d’ensemble de transitions connectant min-
imum, ’étudie sur plusieurs classes de graphes et présente une reformulation, une
approximation polynomiale et une preuve de NP-complétude dans le cas général.

Le chapitre 4 présente le probléme de la densité des ensembles évitant la dis-
tance 1 ainsi que son contexte, et notamment le probléme de Hadwiger-Nelson. Nous
y présentons une méthode qui utilise des bornes sur le taux de stabilité de graphes
géométriques infinis et 1'utilisons pour prouver la conjecture de Bachoc-Robins sur
plusieurs familles de paralléloedres dont tous ceux de dimension 2, et nous établissons
des bornes supérieures sur m;(R", || - ||) pour d’autres.

Le chapitre 5 présente la notion de taux de stabilité pondéré optimal, 1’étudie
sur des graphes géométriques et l'utilise pour étendre les résultats du chapitre
précédent. Ce chapitre contient des améliorations sur la borne du nombre frac-
tionnaire chromatique du plan euclidien et sur la densité des ensembles évitant la
distance 1 dans le plan euclidien et dans 'espace en trois dimensions équipé de
normes paralléloédres réguliéres.

Le chapitre 6 présente le probleme d’homomorphismes localement injectifs et
les deux définitions que nous considérons et prouve pour les deux un théoréme de
dichotomie sur les tournois réflexifs.

Le chapitre 7 conclut la thése en résumant les contributions principales et en
présentant des problémes ouverts que nos travaux soulévent et qui pourraient faire
I'objet de futurs projets.
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Introduction

This thesis studies problems and notions that revolve around the mathematical ob-
jects called graphs. Graphs and directed graphs are very powerful models that allow
to describe any binary relation on a set. The elements of this set are called ver-
tices and the pair of related (or adjacent) vertices are called edges. Because of their
expressiveness, graphs find application in a countless variety of fields: information
systems, telecommunication, bio-informatics, image processing, transportation sys-
tems, social networks, scheduling.... among many others. Graphs were introduced
almost three centuries ago and have received ever-increasing attention since, espe-
cially with the emergence of computer science.

More precisely, this thesis pays close attentions to the notions of walks and
distances in graphs and to the combinatorial, algorithmic and complexity aspects of
some of the related problems. A walk in a graph is a sequence of adjacent vertices
that allows to connect two vertices. The number of elements in the walk allows
to define its length and the length of the walks between two vertices leads to the
definition of their distance. We closely study geometric graphs, which are graphs
whose vertices are point of the real space. The connection between the distance
defined by the adjacency in the graph and the geometric distance will be of great
interest to us. Our works also involve extensively other well-known notions of graph
theory, such as independent sets, graph colourings and homomorphisms.

The problems and results presented in this thesis can be divided into three parts.

Transitions in graphs

The first part focuses on the model of forbidden-transition graphs. The strength
of the models of graphs and walks makes them the model of choice to address
routing problems in various contexts. For example, the road network in a city can
be modelled by a graph where every potential destination or crossroad is denoted by
a vertex and roads between two vertices, by edges (or arcs if the road is halfway).
We thereby implicitly define a set of possible walks between each pair of vertices
that can then be used for many purposes. Examples include several optimization
problem, such as finding the shortest walk between two points, avoiding traffic jams,
or monitoring and separating a set of possible walks. However, in practice, many
of the walks that the graph defines denote routes that drivers are not allowed to
take. To model a situation where a driver may not turn left or right at a given
crossroad, we define a transition in a graph as a pair of consecutive edges. The
study of forbidden-transition graphs, where graphs are defined together with a set of
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