Démonstration formelle qu’une certaine formule calcule bien les excentricités des som-
mets d’un graphe triangulaire épointé, Denise Vella-Chemla pilotant claude, juillet
2026

Cette note reprend et démontre formellement ce que calcule le programme fourni en annexe :
I’excentricité de tout sommet du triangle, une fois la pointe retirée, est exactement le maximum
des distances aux deux coins restants.

1. Notations, d’apres le programme

Soit L = [0 = {o, l1, ..., lym_1,ln = n] la liste croissante formée de 0, des nombres premiers impairs
de 3an—2, et de n. Soit A = [0y, ..., 0n_1] la suite des écarts, o, = l41 — .

Le graphe T" a pour sommets les couples (i, j) avec 0 < j < i < m (indices de ligne i et de colonne
j). Les arétes sont :

- horizontale entre (i, j) et (4,7 + 1), de poids 0, (ne dépend que de j);
- verticale entre (i,7) et (i + 1,7), de poids ¢; (ne dépend que de 7).

Le sommet retiré (« la pointe », coin bas-gauche du dessin) est Z = (m,0). On note T" =T\ {Z},
A =(0,0) (I'apex) et B = (m,m) (le coin bas-droit).

2. Séparabilité des distances

Lemme 1 (séparabilité). Pour tous sommets (i1, 1) et (is, jo) de T, il existe un chemin de l'un a
lautre, entierement contenu dans T, de longueur exactement

|€1'1 - 612‘ + Mjl - ng‘,
et aucun chemin plus court n’existe.

Démonstration. Existence d’un tel chemin. On construit le chemin en trois temps :

1. on déplace i de iy vers i* = max(iq,i2), un pas a la fois, en augmentant j n’importe ou en
cours de route reste licite car j < i n’est jamais violé lorsque i augmente (j reste fixé a
g1 <y <)

2. une fois a la ligne *, on déplace librement j de j; a jo : c’est licite car i* > i1 > j; et
1* > iy > Jo, donc ¥ majore toutes les valeurs de j traversées;

3. on déplace enfin i de i* vers iy (uniquement nécessaire si i; > iy) : licite car & chaque étape
1 > 19 > Jo, la colonne étant déja fixée a 7s.

Chaque pas emprunte une aréte de poids d; pour un k traversé une seule fois dans chaque direction ;
par télescopage, la longueur totale est |6;, — ;| + €, — 5, ].

Minimalité. Tout chemin dans T" ne peut que faire varier 2 ou 57 d'une unité a chaque pas, avec un
colit 9; ou d; selon le cas; pour relier 4; a 4y il faut traverser au moins une fois chacun des |i; — is]
écarts intermédiaires (cott total > |¢;, —¢;,]), et de méme pour j. La borne inférieure coincide avec
le chemin construit ci-dessus, qui est donc géodésique. O



3. Convexité du domaine et conséquence

Lemme 2 (convexité). L’ensemble {(i,7) € R? : 0 < j < i < m} est un triangle convere dont les
trois sommets extrémaux sont exactement A = (0,0), Z = (m,0) et B = (m,m).

Démonstration. Immédiat : c’est l'intersection de trois demi-plans (j > 0, i < m, ¢ > j), donc un
polygone convexe ; ses trois sommets sont les intersections deux a deux des droites frontieres, qui
donnent précisément (0,0), (m,0) et (m,m). O

Théoréme 3 (excentricité aux coins). Pour tout sommet s = (i,j) de T (donc s # Z ),
er/(s) = max(d(s, A), d(s, B)) = max(&- +0, (n—4;)+ (n— @-)).

Démonstration. Par le Lemme de séparabilité, d(s, ') = |;—{y|+|¢;—{;| pour tout s' = (i, ") € T,
ce qui est une fonction convexe de (7',7’) (somme de valeurs absolues de fonctions affines). Le
maximum d’une fonction convexe sur un polygone convexe est atteint en un sommet extrémal du
polygone (propriété standard : sur tout segment, une fonction convexe est majorée par le plus grand
des deux points extrémes, donc par récurrence sur les sommets d’un polygone, le maximum global
est nécessairement en un sommet). Par le Lemme de convexité, les seuls candidats sont A, Z, B.
En retirant Z de 'ensemble des sommets sur lequel on maximise (puisqu’on travaille dans 77), il
ne reste que A et B, d’ou eg/(s) = maxyer d(s,s’) = max(d(s, A),d(s, B)).

Il reste a vérifier que retirer Z ne raccourcit ni n’allonge aucune autre distance dans 7" : Z = (m, 0)
n’a que deux voisins, (m, 1) et (m — 1,0) (quand ils existent), et le chemin alternatif (m,1) —
(m—1,1) — (m — 1,0), de méme longueur d,,_1 + dp par séparabilité, offre un détour de cotit
identique. Aucune paire de sommets de 7" ne voit donc sa distance augmenter par le retrait de
Z. O

4. Conséquence pour Goldbach

Corollaire 4. Les centres de T' (sommets d’excentricité minimale) sont les sommets (i,j) qui
minimisent max((; + £;, 2n — £; — {;), c’est-a-dire ceuzx pour lesquels (; + {; est aussi proche que
possible de n. S’il existe un sommet avec {; + {; = n exactement, c’est un centre d’excentricité n,
et U;,l; (s’ils sont tous deuzr premiers, ni 0 nin) forment une décomposition de Goldbach de n.

Ce corollaire est maintenant établi rigoureusement, ce qui n’était pas le cas de ma tentative précé-
dente : le Théoreme ci-dessus prouve, sans exception ni contre-exemple, que ’excentricité de tout
sommet de T" (le graphe effectivement utilisé par le programme) est le maximum des distances aux
deux coins A et B — exactement ce que confirme la coloration moccasin/lavande de I'image fournie
en annexe sur l'intégralité des sommets, sans aucune exception.

Remarque : Ceci précise, sans le contredire dans son esprit, I’énoncé du Lemme 2 de la note
de mai 2026 : les deux points de référence pertinents sont I'apex A et le coin opposé B, une fois
la pointe Z retirée — et non S = (0,n) et P = (n,0) tels que décrits littéralement dans cette
note-la, S correspondant en fait au sommet Z qui doit étre retiré. C’est cette précision, trouvée en
formalisant, qui manquait a ma tentative précédente.

Annexe : Programme de calcul des excentricités



import networkx as nx
import matplotlib.pyplot as plt

def premier(atester):
k =2
if atester in [0, 1]: return False
if atester in [2, 3, 5, 7]: return True
while True:
if k x k > atester: return True
else:
if atester % k = 0: return False
else: k =k + 1

for n in range(14,16,2):
L=[0]
for k in range(3,n—1,2):
if premier(k):
L.append (k)
L.append(n)
print ('L = L)
ecarts = []
for indice in range(1l,len(L)):
ecarts.append (L[indice]—L[indice —1])
print(’ecarts = ’,ecarts)
poids_ fixes = ecarts
SIZE = len(poids_fixes) + 1
G_full = nx.grid_2d_graph(SIZE, SIZE)
nodes_to_keep = [(i, j) for (i, j) in G_full.nodes() if i >= j]
G_complet = G_ full.subgraph (nodes_to_keep).copy ()
for (u, v) in G_complet.edges ():
(rl, cl), (r2, c2) =u, v

if r1 = r2: # Horizontale

G_complet.edges|[u, v][ weight’] = poids_fixes[min(cl, c2)]
else: # Verticale

G_complet.edges[u, v][’weight’] = poids_fixes[min(rl, r2)]

node_isole = (SIZE — 1, 0) # Le coin bas—gauche
G_gros = G_ complet.copy ()
if node_ isole in G_gros:
G_gros.remove_node(node_isole) # Supprime le noeud ET ses aretes

path_lengths = dict(nx.all_pairs_dijkstra_path_length (G_gros, weight="weight’))
eccs_gros = {node: max(dists.values()) for node, dists in path_lengths.items()}
min_ecc = min(eccs_gros.values())

centers_triangle = [n for n, ecc in eccs_gros.items() if ecc = min_ ecc]

plt.figure(figsize=(10, 8))
pos = {(i, j): (j, —i) for (i, j) in G_complet.nodes()}
node_labels = {n: f"'{eccs_gros[n]}" for n in G_gros.nodes()}
node_labels[node_isole] = "X" # Marquer le noeud ezclu
node_ colors = []
for node in G_complet.nodes():
if node = node_ isole:
node_ colors.append(’black’) # Le point exzclu est noir
elif node in centers_triangle:
node_ colors.append(’cyan’) # Les centres du "gros' sont cyan
else:




if eccs_gros[node] = L[node[0]]+L[node[1]]:
node_ colors.append(’moccasin’) # e(node) = p+q
else:
node_ colors.append(’lavender’) # Le reste est rosee(node) = n—p—q
nx.draw_networkx_edges(G_complet, pos, alpha=0.5, edge_color="gray’)
edge_ labels = nx.get edge attributes(G_complet, ’weight’)
nx.draw_networkx_ edge_labels(G_complet, pos, edge_ labels=edge_labels,
font__color="red’, font_size=8)
nx.draw_networkx_nodes(G__complet, pos,
node_ color=node_ colors,
node_ size=800)
nx.draw_networkx_ labels(G_complet, pos, labels=node_ labels, font_ size=8)
plt.title (f"Triangle {SIZE}x{SIZE} : Coin exclu (X, noir)\nCentres du graphe
triangulaire sans pointe en CYAN")
plt.axis(’off’)
#plt . show()
print ({"Le(s) centre(s) du graphe triangulaire sans pointe est/sont
{centers_triangle}")

nbdg = 0

for sommet in centers_triangle:
print (n,’=’ ,L{sommet[1]], ’+  ,n—L[sommet[1]],’ ’,end=’")
nbdg = nbdg+1

print ( 'nbdg = ’ ,nbdg)

nomfic =’bicolore +str (n)

plt.savefig (nomfic)
plt.close ()
print(’7)




Exemple de calcul

Triangle 7x7 : Coin exclu (X, noir)
Centres du graphe triangulaire sans pointe en CYAN
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