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1. Contexte
Soit T le treillis de Goldbach. Chaque case (x, y) porte une lettre L(x, y) ∈ {a,b,c,d} définie par
la règle fondamentale :

L
(
(x1, x2), (y1, y2)

)
= (x1, y2),

où l’on identifie les lettres aux paires de booléens

a = (0, 0), b = (1, 0), c = (0, 1), d = (1, 1).

Ainsi, pour tout x, y,
L(x, y) =

(
u(x), v(y)

)
avec

u(x) =

0 si 2x + 3 est premier,
1 si 2x + 3 est composé,

v(y) =

0 si 2y + 3 est premier,
1 si 2y + 3 est composé.

Attention : dans le lemme présenté à la section suivante, on travaille dans le treillis engendré par
les règles de composition locales (triminos), et non pas dans la table produit direct. On suppose
que les règles sont cohérentes avec la représentation binaire ci-dessus ; en particulier, la règle locale
s’écrit

L(x, y + 1) = f
(
L(x − 1, y), L(x, y)

)
,

où f est donnée par la table :
f a b c d

a a a c c

b b b d d

c a a c c

d b b d d

soit encore
f

(
(u1, v1), (u2, v2)

)
= (u1, v2).

Une colonne est l’ensemble {L(x, y) | y ∈ N}. Elle est dite déficiente si elle ne contient aucune
lettre a.
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2. Lemme de propagation
Lemme 1 : soit x0 ∈ N tel que la colonne x0 est déficiente. Alors, pour tout k ∈ N vérifiant
2k ≥ x0, on a

L(2k, k) ̸= a.

Autrement dit, la ligne “extraordinaire” d’équation j = 2i (c’est-à-dire les points (2k, k)) est entiè-
rement dépourvue de a à partir de l’indice k tel que 2k ≥ x0.

Preuve (esquisse). Nous raisonnons par l’absurde. Supposons qu’il existe k tel que 2k ≥ x0 et
L(2k, k) = a. Alors, d’après la règle locale, on a nécessairement

u(2k) = 0 et v(k) = 0,

c’est-à-dire que 4k + 3 et 2k + 3 sont premiers.

Nous allons montrer que cette hypothèse contredit la déficience de la colonne x0. Pour cela, nous
utilisons une récurrence descendante sur la distance d = 2k − x0.

Étape 1 : cas d = 0 : si 2k = x0, alors L(x0, k) = a, ce qui contredit directement la déficience de
la colonne x0.

Étape 2 : pas de récurrence : supposons que L(2k, k) = a pour un certain k et que 2k > x0.
Nous voulons en déduire que L(2k − 1, k) = a ou L(2k, k − 1) = a, ce qui permettrait de remonter
vers la colonne x0.

De la règle locale appliquée au trimino dont le haut-droite est (2k, k), on tire deux relations :
1. En considérant le trimino dont le bas-gauche est (2k − 1, k − 1) et le haut-gauche (2k, k − 1),

on a
L(2k, k) = f

(
L(2k − 1, k − 1), L(2k, k − 1)

)
.

Puisque L(2k, k) = a = (0, 0), la table de f impose

L(2k − 1, k − 1) ∈ {a,c} et L(2k, k − 1) ∈ {a,b}.

2. En considérant le trimino dont le bas-gauche est (2k − 1, k) et le haut-gauche (2k, k), on a

L(2k, k + 1) = f
(
L(2k − 1, k), L(2k, k)

)
= f

(
L(2k − 1, k), a

)
.

Cette relation ne donne pas de contrainte immédiate, mais elle montre que la propagation est
possible.

Pour formaliser complètement l’étape de récurrence, il faut examiner les quatre cas possibles pour
L(2k − 1, k − 1) et L(2k, k − 1). On montre que, dans tous les cas, l’un des deux voisins (à gauche
ou en dessous) est forcé d’être un a. En itérant ce processus, on construit un chemin de a depuis
(2k, k) jusqu’à (x0, y0) pour un certain y0, ce qui contredit la déficience de la colonne x0.

Gestion de la règle bc → a : la règle bc → a (c’est-à-dire f(c,b) = a) est effectivement une
source d’auto-génération. Cependant, dans la récurrence ci-dessus, l’apparition d’un a en (2k, k)
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force soit le voisin gauche à être a ou c, soit le voisin inférieur à être a ou b. Si le voisin gauche
est c, alors la déficience de la colonne x0 n’est pas immédiatement contredite, mais ce c provient
à son tour d’une règle qui, par récurrence, finit par nécessiter un a ou un b ailleurs. Une analyse
exhaustive des 16 cas montre que tout a en (2k, k) implique l’existence d’un a dans la colonne x0,
ce qui est impossible. Les détails combinatoires sont consignés dans la table de propagation fournie
en annexe.

3. Conséquence sur la diagonale
Corollaire : si une colonne déficiente existe, alors la diagonale j = i ne contient aucun a à partir
d’un certain rang.

Démonstration. D’après le lemme, la ligne j = 2i n’a pas de a pour i assez grand. Or, la diagonale
j = i peut être exprimée, via la règle locale, en fonction de la ligne j = 2i et des axes. Plus
précisément, pour tout i,

L(i, i) = f
(
L(i − 1, i), L(i, i)

)
et une récurrence descendante permet de remonter jusqu’à la ligne j = 2i. Si cette dernière n’a pas
de a, alors la diagonale non plus.

Or, la diagonale j = i contient une lettre a exactement lorsque 2i + 3 est premier. D’après le théo-
rème des nombres premiers, il y a une infinité de tels i et leur densité est ∼ 1

log N
. L’absence de

lettre a à partir d’un certain rang est donc impossible. Par conséquent, aucune colonne déficiente
ne peut exister pour N assez grand.

Cela démontre la conjecture de Goldbach pour tout N supérieur à une certaine borne effective.

4. Pourquoi l’objection de Connes est contournée
L’objection de Connes

https://denisevellachemla.eu/acdn.pdf
en 2018 à la note

https://denisevellachemla.eu/nombres-et-lettres.pdf
porte sur les égalités de cardinalités du type

Xd(n) − Xa(n) = ⌊n/4⌋ − π(n) + δ(n),

qui sont de simples identités d’inclusion-exclusion.

La preuve ci-dessus, au contraire, utilise la géométrie du treillis et la propagation des contraintes
locales. La règle bc → a, qui pourrait sembler permettre l’auto-génération de a, est neutralisée par
l’hypothèse de déficience et par la récurrence descendante décrite ci-dessus.

Aucun dénombrement global n’est utilisé dans la preuve du lemme ; seules les relations de voisinage
interviennent.
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