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1. Introduction

La conjecture dite conjecture paire de Goldbach, qui date de 1742 ([8])EL énonce que tout nombre
pair n supérieur a 2 est la somme de deux nombres premiersﬂ (voir [11] pour un compte-rendu
historique & son sujet). Elle a intéressé de nombreux savants (tels que Cantor [3] qui a vérifié, a
I'époque a la main, qu’elle était vraie pour tous les nombres jusqu’a 1000, ou Laisant [9] qui a
proposé un procédé expérimental permettant de la vérifier). Est proposée ci-aprés une modélisation
de la conjecture de Goldbach qui est basée sur 1'idée de considérer certaines sommes égales a n
comme des points du plan N2. On place les nombres p; et n — pi, avec p, un nombre premier
compris entre 3 et n — 3, 'un, p, sur 'axe des abscisses, et ’autre, n — p;, sur 'axe des ordonnées.
La modélisation utilise la notion de parcoursﬂ eulérien et un théoréme concernant la bissection de
collier.

2. Représentation des décompositions de n en sommes p; + (n — pi), avec p, un nombre
premier, dans le plan N?

Appelons E, 'ensemble des nombres premiers impairs compris entre 3 et n — 3 inclus.
On note E! l’ensemble des nombres n — py avec py, € E,.
E, et E/ ont méme cardinal.

E, ={pr|3 < pr <n—3,pest un nombre premier}

E;l :{n—pk|pk€En}.

Par commodité, on représente les points qui sont utiles pour la justification par des points (z,y)
dans un carré C' de coté de longueur n, carré dont les sommets sont les points (0,0), (n,0), (0,n)
et (n,n). Les nombres premiers p; sont positionnés sur I’axe des abscisses. Les nombres n — py sont
positionnés sur I’axe des ordonnées.

On trace dans le carré C' un réseau de droites :
- chaque droite verticale a pour équation x = p, pour chaque nombre premier p, € E,, ;
- chaque droite horizontale a pour équation y = n — p; pour chaque nombre n — p; € E,.

L’ensemble U,, des points d’intersection du réseau de droites dans le carré C' est défini par

Uo={(z,y) eN’ |z €E,, yc E}.

1. On trouve aussi la phrase latine “Sed et omnis numerus par fit ex uno vel duobus vel tribus primis”, traduisible
en “Mais tout nombre pair est composé d’un, deuxr ou trois nombres premiers.” dans un écrit posthume, publié en
1701, de Descartes (cf. [I] et [2]).

2. On considérera ici seulement les nombres pairs supérieurs a 4, comme sommes de deux nombres premiers
impairs.

3. On dit aussi chemin (path en anglais, un joli mot, mais parcours est chouette a cause de “Pars! Cours!”.



L’ensemble U, est de cardinall] #(E, x E!) = (#E,)%

Exemples : Donnons pour exemples les ensembles Fig, F'g, Eoy et Ef,. On a

B = {3,5,7,11,13} 4Fig =5 (#E est impair). El, = {13,11,9,5,3}

By = {3,5,7,11,13,17,19} 4 Foy =T (# Esy est impair). By, ={21,19,17,13,11,7,5}

Remarque : Un nombre pair qui est le double d’'un nombre premier p; (comme 38 = 2 x 19, ou
94 = 2 x 47) vérifie trivialement la conjecture de Goldbach, car ce nombre étant de la forme 2py, il
a une décomposition en somme de la forme n = 2p, = py + pr quel que soit p, un nombre premier ;
un tel nombre est la somme de deux nombres premiers confondus (identiques). Leur graphique (voir
ci-dessous) associé présente un point rouge au centre du carré, a I'intersection de la droite verticale
(d’équation x = pg), et de la droite horizontale (d’équation y = p) (et donc a l'intersection des
deux diagonales du carré).

3. Illustration graphique d’un exemple

Pour illustrer la modélisation, on va traiter le cas n = 16 en caractérisant les décomposants de
Goldbach de 16 qui sont 3 et 13 d’une part, et 5 et 11, d’autre part.

La figure 1 montre le carré représentant les décompositions de Goldbach du nombre n = 16 en
rouge sur la diagonale ascendante (il s’agit des points (3,3), (5,5), (11,11) et (13, 13)).
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Fi1G. 1 : L’exemple du carré pour n = 16.

4. On utilise le symbole #FE pour désigner le cardinal de ’ensemble E.



Pour n = 16, on a vu que #FE14 = 5 est impair. Le réseau U,, contient # F4 = 25 points.
4. Matrice, plus court chemin, algébre min-plus

Voyons notre carré autrement : considérons-le comme un graphe-grille, dont les arétes sont orien-
tées, soit de gauche a droite, soit de haut en bas ([4]).
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Voyons la recherche d'un point sur la diagonale ascendante comme la recherche d’un point a égale
distance de la source S du graphe, qu’on choisit comme étant le point en haut a gauche du carré
et le puits P du graphe, qu’on choisit comme étant le point en bas a droite du carré. L’illustration
ci-dessous sera plus explicite.



P

Pour trouver ce point a égale distance de S et P, on utilisera 1’algorithme classique de Dijkstra
([6])E] de calcul de plus court chemin dans un graphe, qu’on appliquera deux fois. Une premiére fois
pour calculer les plus courts chemins de la source S a tous les points du graphe et une seconde fois
pour calculer les plus courts chemins de tous les points du graphe au puits P. Le(s) décomposant(s)
de Goldbach seront tels que leurs distances a la source et au puits sont égales :

K correspond a un décomposant de Goldbach de n <= d(S, K) = d(K, P).

Il s’agira alors d’étudier ce qui, dans la matrice d’adjacence, garantit 1’existence obligatoire d’'un
tel point a égale distance de la source et du puits du graphe (ou sur la diagonale ascendante du
carré tel qu'on le regardait initialement).

L’algorithme de Dijskstra travaille sur une matrice 2 x 2. Les chemins de longueur k£ peuvent s’obte-
nir en calculant la £'°™¢ puissance de la matrice d’adjacence, mais en effectuant une multiplication
matricielle un peu particuliére, qui consiste a remplacer ’addition par le minimum et la multiplica-
tion par 'addition, ce qui correspond au fait de “travailler dans I'algébre min-plus”. La recherche
de plus court chemin est la résolution d’un systémes d’équations linéaires dans le semi-anneau
min-plus (NU {oo}, ®,®) avec z @ y = min(z,y) et * ® y = = + y. Le neutre pour & est 400, le
neutre pour ® est 0.

Modifions notre modélisation pour qu’elle corresponde a cette nouvelle facon de voir la conjecture
de Goldbach.

On a maintenant un ensemble de nombres qui contient les nombres premiers compris entre 3 et
n — 3 inclus, ainsi que les nombres 0 et n. Pour 'exemple n = 16,

P, =10,3,5,7,11,13,16].

5. Voir également un cours de I'Université de Lyon 1 jici ou, concernant la terminaison, la correction et la com-
plexité de 'algorithme de Dijkstra, voir 14/.


https://math.univ-lyon1.fr/irem/Formation_ISN/formation_parcours_graphes/dijkstra/1_algorithme.html
https://perso.eleves.ens-rennes.fr/people/julie.parreaux/fichiers_agreg/info_dev/Dijkstra.pdf

On étiquettera les arétes par les écarts entre nombres premiers successifs, ou par le nombre premier
3, ou par l’écart entre le plus grand nombre premier inférieur a n — 1 et n. Cet ensemble des écarts
dans le cas n = 16 est

A, =13,2,2,4,2,3].

Pour alléger I’écriture, ne notons plus les indices indiquant le paramétre n dorénavant.

Un sommet du graphe est un couple de S = P x P et une aréte du graphe est un couple de sommets
A =5 x S. L’aréte est orientée et étiquetée par un écart entre deux nombres premiers successifs
er € A. Le graphe étant un graphe-grille, il ne contient que des arétes horizontales et verticales.
Les arétes horizontales sont de la forme ((P[i], P[j]), (P[i+ 1], P[j])) tandis que les arétes verticales
sont de la forme ((P[i], P[j]), (P[], P[j + 1])).

L’algorithme de Dijkstra travaille sur une matrice d’adjacence entre sommets qui est de taille 2 x 2
alors qu’on a ici une matrice 4 x 4, chaque sommet ayant 2 coordonnées. On rappelle que m(n)
désigne le nombre de nombres premiers (dont le nombre premier 2) inférieurs ou égaux a n. Ici,
on ne considére jamais le nombre premier 2 : comme on cherche une décomposition de Goldbach
d’un nombre pair n > 4, 2 ne permet jamais d’obtenir une décomposition de Goldbach de n, son
complémentaire & n étant un nombre pair, donc composé.

Pour pouvoir appliquer I'algorithme de Dijkstra a une matrice 2 x 2, on fixe une numérotation
des m(n) + 1)? sommets ligne par ligne, ce qui permet d’obtenir facilement les coordonnées d’un
sommet comme quotient et reste de la division entiére de son ordinal dans la numérotation (comme
dividende) par le cardinal de ’ensemble de départ (égal en 'occurrence a w(n)+1) (comme diviseur).

La matrice d’adjacence 2 x 2 est tres creuse : chaque sommet du graphe n’a que 2 sommets adjacents
(voire un seul pour tous les sommets situés aux bords droit ou inférieur du carré initial) et la matrice
ne contient donc que 2 éléments non nuls par ligne. Quand il n’y a pas d’arétes entre 2 sommets,
on étiquettera cette aréte par +o0o. L’élévation de la matrice a la puissance k s’effectuera presque

comme d’habitude : .

(M");; = @M )i @ M.
k=1
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