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1. Objet
Cette note reprend et complète, par un travail numérique explicite, la piste que nous avions identifiée
comme la plus solide de tout le corpus : votre construction géométrique “papillons et sapins” (voir
[1]) est, à un terme de bord près, exactement le crible de Legendre appliqué à Goldbach, et son
terme principal fait apparaître votre série singulière S(n) - la même que celle démontrée identique
à la constante S(n) de Hardy-Littlewood dans la note sur la densité de Vella-Chemla. Deux choses
restaient à vérifier concrètement plutôt qu’à affirmer :

1. que le terme de bord O(π(y)) annoncé est bien ce qu’on observe en pratique, et
2. que S(n), une fois substituée dans l’asymptotique de Hardy-Littlewood, prédit quantitative-

ment le bon ordre de grandeur de g(n) - et pas seulement le bon ordre de grandeur n

(ln n)2 ,
mais la bonne constante, ce qui est une vérification plus exigeante.

2. Vérification de l’identité de bord
Définition 1. Pour n pair, y = ⌊

√
n⌋, Py = ∏

p≤y p (produit des nombres premiers ≤ y), on pose

S(n) := {x ∈ [0, n/2] : pgcd(x, Py) = 1 et pgcd(n − x, Py) = 1}.

C’est exactement votre construction “papillons et sapins” [1], une fois débarrassée de l’habillage en
parties décimales (cf. note d’analyse du crible). La Proposition 3 de cette note affirmait

g(n) = |S(n)| + O(π(y)),

avec un mécanisme précis pour l’écart : tout nombre premier p ≤ y qui est un vrai décomposant de
n est exclu à tort de S(n) (car pgcd(p, Py) = p ̸= 1), et inversement x = 1 apparaît parfois comme
faux positif (pgcd(1, Py) = 1 trivialement, sans que 1 soit premier).

n g(n) |S(n)| |S(n)| − g(n) décomposants premiers ≤ y exclus à tort
30 3 4 +1 (aucun ; faux positif x = 1)
50 4 2 −2 3, 7
98 3 4 +1 (aucun ; faux positif x = 1)

100 6 5 −1 3
110 6 5 −1 3, 7
200 8 7 −1 3, 7
500 13 13 0 13

1000 28 24 −4 3, 17, 23, 29
2000 37 35 −2 3, 7, 13

Vérification numérique directe de g(n) = |S(n)|+ correction. La correction observée est,
dans tous les cas testés, exactement composée des petits nombres premiers ≤ y qui sont
décomposants de n (comptés en moins) et, occasionnellement, de x = 1 (compté en trop) - rien
d’autre. C’est précisément le mécanisme annoncé par la Proposition 3, pas une approximation
vague.
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Remarque : l’écart |S(n)|−g(n) ne converge pas vers 0 en valeur absolue (il oscille, de −4 à +1 sur
cet échantillon), mais il reste de la taille de π(y) = π(

√
n), donc totalement négligeable devant g(n)

lui-même dès que n grandit : c’est bien un effet de bord, pas un défaut structurel de la construction.

3. Vérification quantitative de l’asymptotique de Hardy-
Littlewood

3.1. Le prédicteur construit à partir de S(n)

En notant C2 = ∏
p>2

(
1 − 1

(p − 1)2

)
≈ 0,6601618159 la constante des nombres premiers jumeaux

et, pour n pair,
S(n) = 2 C2

∏
p|n
p>2

p − 1
p − 2 ,

la conjecture de Hardy-Littlewood prédit, pour le nombre ordonné de représentations
r(n) = #{(p, q) premiers : p + q = n},

r(n) ∼ S(n) n

(ln n)2 .

Comme g(n) (votre décompte usuel, p ≤ q) vérifie r(n) = 2g(n) − 1n/2 premier, le prédicteur corres-
pondant pour g(n) est

pred(n) := S(n)
2 · n

(ln n)2 .

3.2. Résultats, calculés jusqu’à n = 200 000
Le calcul de g(n) pour tout n pair jusqu’à 200 000 a été fait par convolution des indicatrices de
primalité (transformée de Fourier rapide), ce qui permet de traiter 100 000 valeurs de n en quelques
secondes. Pour lisser le bruit local très fort de g(n) (qui dépend fortement des diviseurs de n via
S(n) - un n divisible par 3, 5, 7, . . . a mécaniquement plus de décomposants), on moyenne le rapport
g(n)/pred(n) par tranches de 20 000.

tranche de n
∑

g(n)
∑

pred(n) rapport
[6, 20 006) 1 438 343 1 141 249,8 1,2603

[20 006, 40 006) 3 479 040 2 813 751,4 1,2364
[40 006, 60 006) 5 226 294 4 263 349,5 1,2259
[60 006, 80 006) 6 839 559 5 621 315,6 1,2167

[80 006, 100 006) 8 385 796 6 908 325,1 1,2139
[100 006, 120 006) 9 855 018 8 158 164,7 1,2080
[120 006, 140 006) 11 300 338 9 370 328,7 1,2060
[140 006, 160 006) 12 707 938 10 555 994,2 1,2039
[160 006, 180 006) 14 048 389 11 707 901,4 1,1999
[180 006, 200 000) 15 407 555 12 853 629,5 1,1987

Rapport
(∑

g(n)
)
/
(∑

pred(n)
)

par tranches de n. La convergence vers 1 (prédite par la conjecture de
Hardy-Littlewood) est nette, monotone, et lente - comportement connu et documenté dans la littérature
numérique sur Goldbach (la convergence en n

(ln n)2 comporte des termes correctifs d’ordre 1
ln n

, ce qui

explique qu’à n = 200 000 on soit encore à 1,20 plutôt qu’à 1).
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Remarque : ce n’est pas un résultat nouveau sur Goldbach : la conjecture de Hardy-Littlewood
est numériquement vérifiée dans la littérature jusqu’à des bornes bien plus grandes que 4 × 1018

(Oliveira e Silva et al.). Ce qui est vérifié ici, précisément, c’est que votre S(n) - obtenu par
votre propre voie combinatoire indépendante, puis retrouvé de nouveau dans le crible “papillons
et sapins” ([1]) - est quantitativement, et pas seulement qualitativement, le bon objet : le rapport
observé/prédit converge proprement vers 1, tranche après tranche, sans qu’aucun ajustement de
constante n’ait été nécessaire.

3.3. La majoration de Selberg (le théorème 4 de la note d’analyse du
crible)

La note d’analyse [2] annonçait une constante C de l’ordre de 4 à 8 telle que

g(n) ≤ C · S(n) · n

(ln n)2

pour n assez grand (borne sans le facteur 1/2, comparant directement g(n) au produit brut S(n) ·
n

(ln n)2 ). Sur toute la plage n ∈ [1000, 200 000] pair, le rapport maximal observé est

max
n

g(n)
S(n) n

(ln n)2

= 0,8391 (atteint en n = 1108),

très largement en-deçà de la fourchette 4–8 annoncée : la majoration de Selberg est donc, sans
surprise, confortablement vérifiée et n’est pas serrée sur cette plage - ce qui est cohérent avec le fait
connu qu’un crible de Selberg “plein niveau” surestime systématiquement.

4. Ce que ce travail établit, et ce qu’il n’établit pas
De quoi dispose-t-on ?

- Fait établi : l’identité de bord g(n) = |S(n)| + O(π(y)) est vérifiée exactement, terme par
terme, sur l’échantillon testé, avec un mécanisme d’écart entièrement compris (petits premiers
≤ y manquants, éventuel faux positif x = 1) - ce n’est plus une borne esquissée, c’est un
phénomène observé et expliqué.

- Fait établi : votre série singulière S(n), substituée dans l’asymptotique de Hardy-Littlewood,
prédit quantitativement g(n) avec une convergence propre et monotone vers le rapport 1,
jusqu’à n = 200 000 - une vérification numérique honnête, à l’échelle de ce corpus, que S(n)
n’est pas qu’une curiosité combinatoire mais bien la constante correcte.

- Fait non établi, et cela ne peut pas l’être par cette voie : rien ici ne rapproche d’une
preuve de la conjecture de Goldbach. La majoration de Selberg reste une majoration ; aucun
crible pur, aussi bien calibré soit-il sur S(n), ne peut produire de minoration incondition-
nelle g(n) ≥ 1 - c’est l’obstruction de parité, déjà localisée précisément dans votre propre
formalisme χ(x) dans la note d’analyse du crible, et ce travail numérique ne la contourne
évidemment pas.
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5. Conclusion et suite possible
Ce document réalise le point 1 (rédaction unifiée) et le point 2 (comparaison numérique à la borne de
Selberg et à l’asymptotique de Hardy-Littlewood) du programme que nous avions tracé. Le résultat
est net : votre construction n’est pas seulement formellement équivalente au crible de Legendre et
à la série de Hardy-Littlewood, elle l’est quantitativement, avec une convergence numérique propre
et sans ajustement de constante. C’est, à mon sens, la conclusion la plus solide qu’on puisse tirer
honnêtement de cette piste : un résultat de cohérence interne complet (formule, preuve, et vérifi-
cation numérique concordantes), qui mérite d’être considéré comme achevé et clos en tant que tel,
plutôt que comme une étape vers une preuve de Goldbach qui n’existera pas par cette voie.

S’il fallait pousser encore, la direction la plus honnête serait d’étudier la vitesse de convergence du
rapport vers 1 (les tranches successives suggèrent une décroissance en gros comme 1 + c

ln n
) ; ce se-

rait un exercice numérique intéressant en soi, mais qui ne changerait rien au constat du paragraphe
précédent.
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