
Complément à la démonstration du théorème 1 de la note : tout centre du graphe
triangulaire épointé qu’on a choisi d’utiliser est un décomposant de Goldbach de n,
mai 2026

Sont expliquées ici les différentes idées qui sont utilisées dans la preuve de la conjecture de Gold-
bach basée sur le fait qu’un graphe (non vide) connexe (i.e. il existe un chemin de tout point à tout
autre) possède toujours au moins un centre. Cela conduit à une simplification mais un théorème
important reste à démontrer.

1. Forme des graphes dits “triangulaires épointés”

Les graphes utilisés, dont les centres sont les décomposants de Goldbach de n sont de la forme
suivante : on fournit le graphe pour n = 12 ainsi que la forme pour n quelconque.

Pour n = 12, les abscisses des points appartiennent à l’ensemble X12 = {0, 3, 5, 7, 12} (les élé-
ments de cet ensemble autres que 0 et n sont les nombres premiers compris entre 3 et n − 3) et
les ordonnées des points appartiennent à l’ensemble Y12 = n−X12 = {12, 9, 7, 5, 0} = {0, 5, 7, 9, 12}.
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Figure 1 : Le graphe pour n = 12.
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Figure 2 : Forme du graphe pour n quelconque.

(*) la fonction π(x) dénote le nombre de nombres premiers qui sont inférieurs ou égaux à x.

Dans les paragraphes suivants, il est plus simple de considérer les graphes, comme contenant des
sommets qu’on visualise dans le plan euclidien, en effectuant un changement de coordonnées : l’ori-
gine est placée en haut à gauche (en le point de coordonnées (0, n) du dessin ci-dessus), et le vecteur
de base pour les ordonnées est “à l’envers”, ce qui a pour conséquence que les ordonnées et abcisses
correspondent directement aux sommants des décompositions, ce qu’on illustre ainsi
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Figure 3 : changement de repère par rapport au choix initial de coordonnées.

Les points du plan euclidien qui sont sur l’“l’hypothénuse du triangle épointé” sont de coordonnées
(pk, pk) avec pk un nombre premier compris entre 3 et n− 3.

2. Excentricité des sommets du graphe

L’excentricité d’un sommet étant le maximum de l’ensemble des distances qui le séparent de tous les
autres sommets du graphe, on comprend aisément que dans le cas qui nous intéresse, pour chaque
sommet, on aura essentiellement seulement deux distances à étudier, celle qui sépare le sommet du
sommet source S et celle qui sépare le sommet du sommet puits P , qu’on a positionné ci-dessous,
en montrant pourquoi ces distances sont les plus grandes possibles à partir d’un sommet et donc
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les deux seules distances qu’on aura à comparer.

L’excentricité de chaque sommet est bornée supérieurement par 2n qui est l’excentricité des deux
points particuliers (celui d’ordonnée maximale, et celui d’abscisse maximale) ; c’est la distance de
Manhattan qui sépare ces deux points.

Si l’on avait pas “épointé” le triangle, le sommet à la pointe en bas à gauche du triangle a une
excentricité minimale qui est égale à n : il est à distance n des deux points extrêmes du triangle
S et P . Cette excentricité minimale fournit une borne inférieure des excentricités des sommets du
graphe lorsqu’on enlève ce sommet (en “épointant” le triangle).

Sur le dessin ci-dessous, associés à chaque sommet sont fournis : en bleu la décomposition en somme
que le sommet représente, en noir la formule à laquelle est égale son excentricité, en orange, violet
ou cyan selon la position du sommet, son excentricité.
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Figure 3 : Les excentricités pour n = 12.
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Figure 4 : e(X) = max(d(X,S), d(X,P ), d(X,C1), d(X,C2)).

3. On peut oublier les chemins menant aux points C1 et C2.

Preuves sans mots du fait qu’on peut ne tenir compte que des seules longueurs des chemins d’un
point X vers S et de ce point X vers P pour calculer son excentricité (on a dessiné au mieux les
chemins dont les longueurs sont des distances de Manhattan dans le plan euclidien, les chemins
partent des points et aboutissent aux points, les petits détours en diagonale sont utiles pour écarter
un peu les chemins des bords pour qu’ils soient plus visibles ; la notation ℓ(k) désigne la longueur
du chemin k, les numéros des chemins étant indiqués en couleur) :
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3. Centre(s) du graphe

Un sommet de S est un centre du graphe G = (S,A) si son excentricité est égale au minimum des
excentricités de tous les sommets du graphe. Du fait de ce qu’on a vu ci-dessus, son excentricité
est donc

min {max (2n− (p+ q), p+ q), p ∈ Xn}
4. Bicoloration du graphe selon max(2n− p− q, p+ q)

Le graphe voit ses sommets séparés en deux groupes : ceux pour lesquels 2n− p− q > p+ q, ceux
pour lesquels 2n− p− q < p+ q, ceux pour lesquels 2n− p− q = p+ q (les centres).

5. Un centre est un décomposant de Goldbach.

L’excentricité de tout sommet du graphe est ≤ 2n et c’est aussi la distance qui sépare la source S
du puits P et donc l’excentricité de S est 2n et l’excentricité de P est 2n.

L’excentricité de tout sommet du graphe est ≥ n. Cette excentricité serait celle du sommet qu’on
épointe car il est à égale distance n de S et de P mais on ne sait pas encore démontrer que les
centres du graphe triangulaire épointé sont eux-aussi d’excentricité égale à n, i.e. on ne sait pas
démontrer que l’excentricité minimale pour le triangle épointé est n.

Pour montrer que tout centre du graphe triangulaire épointé est un décomposant de Goldbach de
n, il faut montrer qu’il existe dans le graphe triangulaire épointé un point d’excentricité n. Re-
venons au graphe triangulaire non épointé : on sait que le point situé à l’angle droit du triangle
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rectangle isocèle (en bas à gauche) est un centre du graphe triangulaire non épointé et on sait que
ce point est d’excentricité égale à n : il est à distance n de S et à distance n de P . Les autres
centres du graphe triangulaire non épointé sont donc forcément eux aussi d’excentricité n, car le
minimum d’un ensemble a une valeur unique et de plus, le calcul de leur excentricité ne dépend
pas de l’appartenance ou pas de cette “pointe” au graphe, puisque l’excentricité en question est
calculée comme étant la longueur maximum d’un centre à S et de ce même centre à P , et puisque
ces chemins ne passent pas par la “pointe”. Les centres sont donc forcément d’excentricité égale à
n.

La distance entre 2 sommets quelconques du graphe est donc comprise entre n et 2n.

Il suffit pour calculer l’excentricité d’un sommet de considérer les longueurs des 4 chemins colorés
du dessin ci-dessus : en effet, tout autre chemin d’un point X à un point quelconque du graphe est
de longueur inférieure à celle de l’un des 4 chemins en question.

6. Idées

Plutôt que de considérer les deux sommants d’une décomposition de Goldbach de la forme n = p+q,
comme l’illustre le dessin de Charles-Ange Laisant,

Figure 5 : les tirettes de l’article de Charles-Ange Laisant “Sur un procédé expérimental de
vérification de la conjecture de Goldbach”, Bulletin de la SMF, no 25, 1897.

Cette vision linéaire de la conjecture de Goldbach rappelle comment Gauss mit les nombres en
quinconce pour calculer rapidement la somme des 100 premiers entiers :

1 2 3 · · · 100
+ 100 + 99 + 98 · · · + 1

101 101 101 · · · 101

Le choix effectué dans la présente note consiste à considérer les deux sommants dans le plan, chacun
étant associé à un axe de coordonnées différent. Cela peut faire penser à la démonstration de Cantor
qu’il y a autant de points dans le carré que dans son côté 1 :

1. Ce dessin est emprunté à cette page https://accromath.uqam.ca/2025/02/vers-linfini-et-plus-loin-encore/ du
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Il se trouve que Cantor avait dénombré les décompositions de Goldbach des entiers pairs jusqu’à
1000.

Une autre idée consiste à inverser le sens de parcours de l’axe des ordonnées, lorsqu’on effectue le
changement d’origine.

L’idée suivante consiste à transposer le problème de la théorie des nombres (arithmétique ou ana-
lytique) dans un autre domaine, ici la théorie des graphes mais on comprend que les seules notions
importantes qui interviennent dans celles d’excentricité et de centre sont les notions d’existence
d’un minimum, et d’un maximum d’un ensemble non vide muni d’un ordre total. C’est le fait
d’avoir séparé les deux sommants qui permet d’avoir un ordre total “sommant par sommant” : si
on a x1 < x2 et y1 > y2, on ne peut rien dire de la relation d’ordre entre x1 + y1 ? x2 + y2, à part à
considérer les écarts qui sépare chaque couple d’abscisses d’une part et d’ordonnées d’autre part.
Coordonnée par coordonnée, i.e. dans les graphes (vus dans le plan euclidien) ligne par ligne ou
colonne par colonne, la comparaison est possible.

La théorie des graphes présente l’avantage que ces représentations sont visuelles, et que la vision
aide le raisonnement (elle peut même être, pour certains, totalement nécessaire au raisonnement,
mais le sens de la vue peut également être trompeur). Cependant, tous les raisonnements présentés
ici peuvent être transposés dans le domaine de l’algèbre linéaire : les sommets et arcs peuvent être
représentés par des matrices d’adjacence et des matrices contenant les poids sur les arêtes. Le calcul
de plus court chemin (de Dijkstra par exemple) correspond alors au calcul de la puissance d’une
matrice, etc. On se reportera pour cette correspondance entre la théorie des graphes et l’algèbre dite
algèbre min−plus qui a été utilisée ici aux articles de Minoux [2], [3], ou à l’article d’Alain Connes
[1] (paragraphe 4.2, Le monde de la caractéristique 1 ). Le livre [4] est également une référence du
domaine et traite des cheminements dans les graphes à la page 115.
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Annexe 1 : étiquetage des arêtes, excentricités des points du graphe triangulaire
épointé et centres pour n = 32

Figure A : graphe triangulaire épointé pour le cas n = 32.

Annexe 2 : programme de calcul des décomposants de Goldbach par minimax
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1 def premier(atester):
2 k = 2
3 if atester in [0, 1]: return False
4 if atester in [2, 3, 5, 7]: return True
5 while True:
6 if k * k > atester: return True
7 else:
8 if atester % k == 0: return False
9 else: k = k + 1
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11 for n in range(6,104,2):
12 L = []
13 for p in range(3,n-1,2):
14 if premier(p):
15 L.append(p)
16 print(’L = ’,L)
17 minimum = 2*n+2
18 for p in L:
19 for q in L:
20 if q <= p:
21 lesd=[]
22 if max(p+q,2*n-p-q) == n:
23 print(’(’,p,’,’,q,’)’)
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