
Décomposants de Goldbach dans le plan complexe (Denise Vella-Chemla, 9.7.2024)

Hier, on a étudié les graphiques obtenus par programme, qui montrent les parties réelle et imaginaire
des produits :
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Précédemment, on avait étudié les points du plan complexe d’affixes les produits en question. Trois
nombres sont “intrigants” : les nombres 24, 40 et 78 car pour eux trois, ce qu’on avait appelé leurs
papillons, sont bien positionnés parallèlement ou perpendiculairement aux axes réel et imaginaire
du plan complexe selon les trois graphiques ci-dessous :
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Voyons les courbes représentant les parties réelle et imaginaire des produits A et A′ :

n = 24

Les courbes correspondant aux parties réelles (bleu et cyan) deA etA′ se confondent (se chevauchent),
on ne voit qu’une couleur. Les courbes correspondant aux parties imaginaires (rouge et rose) ont
leur point pour x et n−x qui sont systématiquement de même valeur absolue et de signes opposés.

n = 40

On ne voit rien de flagrant.
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n = 78

On ne voit rien de flagrant.

Etudions les affixes des décomposants de Goldbach dans ces trois cas particuliers :
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n = 78

Pour n = 24, on découvre certaines symétries entre différents affixes, au sein de chacune des courbes,
et entre les 2 courbes (des parties réelles pour x et n − x) ; pour n = 40, on découvre certaines
symétries au sein de chacune des deux courbes mais non pas entre les courbes ; pour n = 78, on ne
découvre rien de similaire aux cas précédents.

La difficulté de localisation des décomposants de Goldbach serait peut-être dûe au fait qu’à un
nombre entier correspondrait une rotation d’un certain angle des axes formant la base du plan
complexe. Et la symétrie à laquelle il faudrait à nouveau réfléchir serait cette symétrie d’ordre 8
du cercle unité 1, à transposer sur des cercles plus ou moins grands.

On rappelle que les deux opérateurs f et g du plan complexe, f envoyant le point a+ ib sur le point
b+ ia et g envoyant le point a+ ib sur le point −a+ ib par exemple, ne commutent pas. En effet,
si on les fait agir l’un avant l’autre, ou bien l’un après l’autre, sur un point (x, y), on n’obtient pas
le même résultat :

1Les traits orange ont été ajoutés à titre décoratif.
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- dans le premier cas (g ◦ f), on obtient : (x, y) → (y, x) → (−y, x).

- dans le second cas (f ◦ g), on obtient : (x, y) → (−x, y) → (y,−x).

On voudrait également montrer ici les courbes associées au nombre 30 : l’ensemble des points non
nuls des courbes bleu et cyan d’une part (ils sont marqués en noir et appartiennent à l’ensemble
[1,7,11,13,17,19,23,29]), et l’ensemble des points non nuls des courbes rouge et rose d’autre part (ils
sont marqués en noir et appartiennent à l’ensemble [3,5,9,15,21,25,27]), sont exactement complémen-
taires l’un de l’autre et couvrent l’ensemble des entiers impairs de l’intervalle [0, 30] considéré. C’est
marrant !

Voici les valeurs des affixes des décomposants dans ce cas particulier n = 30.

Dans ce cas, on trouve des correspondances entre les affixes d’un point correspondant à un décomposant
de Goldbach de l’une des deux courbes et un autre point correspondant à un décomposant de Gold-
bach de l’autre courbe, mais non pas entre deux points différents appartenant à une seule des deux
courbes.
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