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1. Résumé
Ce document présente une analyse structurelle du treillis de Goldbach, un objet combinatoire in-
troduit par Denise Vella-Chemla pour étudier la conjecture de Goldbach.

Les colonnes du treillis sont des mots sur un alphabet de 4 lettres (a, b, c, d) codant les décompo-
sitions d’un nombre pair n en somme de deux impairs.

Les colonnes sont reliées par 16 règles de réécriture.

Nous démontrons que ces 16 règles se réduisent à une structure algébrique simple : une bande rec-
tangulaire (produit tensoriel de deux lois binaires).

Cette reformulation élégante du problème ne constitue toutefois pas une preuve de la conjecture de
Goldbach, car elle la ramène à un problème ouvert de corrélation entre deux suites de bits.

2. Introduction
La conjecture de Goldbach binaire stipule que tout nombre pair n ≥ 6 peut s’écrire comme somme
de deux nombres premiers.

Le treillis de Goldbach est une représentation tabulaire des décompositions de chaque nombre pair
n en somme p + q avec 3 ≤ p ≤ n/2, p impair, et q = n − p.

Chaque décomposition est codée par une lettre selon la nature de p et q :

Lettre Nature de p Nature de q
a premier premier
b composé premier
c premier composé
d composé composé

La colonne Cn est donc un mot de longueur ℓ(n) = ⌊n/4⌋ sur l’alphabet {a, b, c, d}.

3. Les 16 règles de réécriture
Les colonnes du treillis sont reliées par 16 règles de réécriture. La colonne Cn est obtenue à partir de
la colonne Cn−2 par application d’une règle R à des paires de lettres adjacentes, avec des conditions
de bord spécifiques.
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La table complète de la règle R est :

R a b c d
a a b a b
b a b a b
c c d c d
d c d c d

4. Structure algébrique des 16 règles

4.1. Observation fondamentale
La table ci-dessus a une propriété remarquable : elle est le produit tensoriel de deux règles plus
simples.

4.2. Le codage (u, v)
Codons chaque lettre par un couple de bits (u, v) :

Lettre (u, v)
a (0, 0)
b (1, 0)
c (0, 1)
d (1, 1)

Interprétation :
- u = 0 si p est premier, u = 1 si p est composé.
- v = 0 si q est premier, v = 1 si q est composé.

4.3. Théorème fondamental
Théorème 1. Avec le codage (u, v), la règle de réécriture R devient :

R
(
(u1, v1), (u2, v2)

)
= (u1, v2).

Démonstration. Vérification directe sur les 16 cas. Par exemple :
- R(a, c) = R((0, 0), (0, 1)) = (0, 1) = c. ✓

- R(c, b) = R((0, 1), (1, 0)) = (0, 0) = a. ✓

La table complète est identique.
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Corrigé par l’ia claude - 16 juillet 2026
Théorème [corrigé] Avec le codage (u, v), la règle de réécriture R telle que donnée par la table de
la section 3 s’écrit en réalité

R
(
(u1, v1), (u2, v2)

)
= (u2, v1),

et non (u1, v2) comme énoncé précédemment.

Preuve : Vérification directe sur les 16 cas, qui correspondent tous exactement à la table de la
section 3 :

X\Y a b c d
a a b a b
b a b a b
c c d c d
d c d c d

Par exemple :

- R(a, c) = R((0, 0), (0, 1)) = (uc, va) = (0, 0) = a. ✓(conforme à la table : ligne a, colonne c)
- R(c, b) = R((0, 1), (1, 0)) = (ub, vc) = (1, 1) = d. ✓(conforme à la table : ligne c, colonne b)

(L’énoncé initial (u1, v2) était en désaccord avec 12 des 16 entrées de la table, y compris avec les
deux exemples cités en illustration dans le texte d’origine, qui étaient eux-mêmes incohérents avec
la table.)

Proposition [corrigée] L’ensemble {0, 1}2 muni de la loi ∗ définie par (u1, v1)∗(u2, v2) = (u2, v1) est
encore une bande rectangulaire (au sens de la Définition 2), à condition d’indexer les coordonnées
dans l’ordre (v, u) plutôt que (u, v) : en posant i = v et j = u, la loi devient (i1, j1)∗(i2, j2) = (i1, j2),
qui est la forme canonique de la définition 2.

Preuve : Associativité, calculée directement sur les couples (u, v) dans leur ordre d’origine :

((u1, v1) ∗ (u2, v2)) ∗ (u3, v3)= (u2, v1) ∗ (u3, v3) = (u3, v2),
(u1, v1) ∗ ((u2, v2) ∗ (u3, v3))= (u1, v1) ∗ (u3, v2) = (u3, v1).

Remarque (ajoutée par l’ia claude). Ce calcul montre que la loi (u2, v1) prise telle quelle n’est
pas associative sur les couples (u, v) dans cet ordre : les deux parenthésages donnent respectivement
(u3, v2) et (u3, v1), qui ne coïncident pas en général. C’est précisément pour cette raison qu’il faut
passer par le changement d’indexation (i, j) = (v, u) indiqué ci-dessus pour retrouver une bande
rectangulaire au sens strict. Avec i = v, j = u, on obtient bien (i1, j1) ∗ (i2, j2) = (v1, u2) = (i1, j2),
qui est associative et idempotente par la Proposition 3 originale (appliquée à (i, j) au lieu de (u, v)).

4.4. Structure de bande rectangulaire
Définition 2. Une bande rectangulaire est un ensemble I × J muni de la loi :

(i1, j1) ∗ (i2, j2) = (i1, j2).
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Proposition 3. L’ensemble {0, 1}2 muni de la loi ∗ définie par (u1, v1) ∗ (u2, v2) = (u1, v2) est une
bande rectangulaire.

Démonstration. La loi est associative :

((u1, v1) ∗ (u2, v2)) ∗ (u3, v3) = (u1, v2) ∗ (u3, v3) = (u1, v3),

et
(u1, v1) ∗ ((u2, v2) ∗ (u3, v3)) = (u1, v1) ∗ (u2, v3) = (u1, v3).

Elle est idempotente : (u, v) ∗ (u, v) = (u, v).

Elle n’est pas commutative en général.

5. Conséquences sur le treillis

5.1. Propagation des classes
Les 16 règles induisent deux relations d’équivalence sur les lettres :

- L-équivalence : (u, v) ∼L (u′, v′) si u = u′.

Les classes sont {a, b} et {c, d}.
- R-équivalence : (u, v) ∼R (u′, v′) si v = v′.

Les classes sont {a, c} et {b, d}.

5.2. Reformulation du problème
Soient deux suites de bits :

- U = (u0, u1, u2, . . .) où ui = 0 si le i-ème petit sommant est premier.
- V = (v0, v1, v2, . . .) où vi = 0 si le i-ème grand sommant est premier.

La colonne Cn est alors la suite des couples (ui, vi+d(n)) pour un certain décalage d(n).

Corollaire 4. La conjecture de Goldbach équivaut à : pour tout n, il existe i tel que (ui, vi+d(n)) =
(0, 0).

6. Limites de l’approche
La structure de bande rectangulaire est une reformulation élégante du problème, mais elle ne
constitue pas une preuve.
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6.1. Le problème de corrélation
La question est de savoir si deux suites de bits :

- U (primalité de p),
- V (primalité de q),

ont toujours une intersection non vide après un décalage.
C’est un problème de corrélation entre deux suites. La densité des 0 dans chaque suite est ∼
1/ log n (par le théorème des nombres premiers), ce qui est insuffisant pour garantir une intersection.

6.2. Liens avec d’autres résultats
- Le théorème des nombres premiers donne la densité, mais pas de borne inférieure pour les

intersections.
- Le théorème de Hardy-Littlewood (conditionnel) donne une estimation asymptotique de

Xa(n), mais ne prouve pas qu’elle est toujours > 0.
- Les résultats de Zhang-Maynard sur les écarts entre nombres premiers ne s’appliquent pas

directement au problème de corrélation.

7. Conclusion
Le treillis de Goldbach à 4 lettres et 16 règles est un objet mathématique remarquable.

Sa structure algébrique est celle d’une bande rectangulaire, une structure simple et bien comprise.

Cette découverte permet de reformuler la conjecture de Goldbach en un problème de corrélation
entre deux suites de bits :

∀n, ∃i, (ui, vi+d(n)) = (0, 0).

Cette reformulation, bien qu’élégante, ne simplifie pas le problème fondamental.

Elle met en lumière la nature profonde de la conjecture : elle repose sur la corrélation entre la
primalité de p et celle de n − p, qui est un problème ouvert de la théorie des nombres.

Le treillis reste néanmoins un outil heuristique et pédagogique précieux pour visualiser et com-
prendre la conjecture de Goldbach.

8. Annexe : Code Python de vérification

import sympy as sp

def code (p , q ) :
" " " Retourne l e couple (u , v ) pour p et q . " " "
u = 0 i f sp . i sp r ime (p) else 1
v = 0 i f sp . i sp r ime ( q ) else 1
return (u , v )
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def r e g l e (x , y ) :
" " " Applique l a r e g l e R a deux coup l e s (u , v ) . " " "
return ( x [ 0 ] , y [ 1 ] )

# V e r i f i c a t i o n sur un exemple
n = 18
for p in range (3 , n//2 + 1 , 2 ) :

q = n − p
x = code (p , q )
print ( f " {p}+{q} : {x} −> l e t t r e { [ ’ a ’ , ’ b ’ , ’ c ’ , ’ d ’ ] [ x [ 0 ] ∗ 2 + x [ 1 ] ] } " )
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