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L’ANALYSIS SITUS.

(Fugres de Riemann, »* édit., p. 479.

Deux variétés & nne dimension seront regardées comme faisant
partie du méme groupe, ou bien de groupes différents, selon que
I'une peut étre transformée en 'autre d'une maniére continue, ou
bien ne le peut pas.

Deux variétés i une dimension, qui ont pour frontiéres la méme
paire de points, forment par leur réunion une variété connexe a
unc dimension, sans frontiéres, et celle-ci peut ou non former la
frontiére compléte d’unc variété a deux dimensions, suivant que
lesdeux variétés primitives appartiennent respectivement au méme
groupe ou a des groupes différents.

Une variété, intérieure ('), connexe, sans frontiéres, i une di-
mension, prise une fois, suffit pour former la frontiére totale d’une
variété & deux dimensions intérieurea cctte frontiére, ou bien n’y

suffit pas.

Soienta,, ay,...,amn, m variétés, inlérieures, connexes, fermées,
4 n dimensions, qui, prises une fois, ne peuvent ni séparément

(') Pour respecter le texte on a traduit le mot « innere » par intérieure; le
mot « innere » tout seul n’a pas du reste en allemand une signification plus claire
qu’en francais. Il semblerait que dans cette définition « innere » ou intérieure
signifie « a U'intérieur d’une variété a deux dimensions ». La phrase suivante est
encore moins claire. Peut-8tre y pourrait-on dive : « Soienta, a,,..., a,, m va-
riétés 4 Pintérieur d'une mulliplicité qui les renferme, ..., etc. ». — (L. L.}
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ni par leur réunion former la frontiére compléte d’nne- variété,
intérieure, & (n + 1) dimensions, et soient by, ba, ..., by, m va-
riétés a n dimensions, définies de méme, dont chacune pent for-
mer par sa réunion avec nne ou plasicurs des « la frontiére com-
plete d’nne variété, intérieure, 4 (n+1) dimensions; alors chaque
variété, intérienre, connexe, a n dimnensions, qui, par sa réunion
avec les a, peut former la [rontiére compléte d’une variété, inté-
rieure, 4 (n +1) dimensions, le pourra de méme aussi par sa réu-
nion avec les b, ct réciproquement.

Lorsqu’une variété quelconque, intérieure, fermée, & n dimen-
sions forme, par sa réunion avec les a, la fronliére totale d’une
variélé, intérieure, & (n -+ 1) dimensions, alors, par suite de nos
hypotheses,; les a peuvent étre éliminés successivement et rem-
placés parles b.

Une variété A & n dimensions est dite transformable en une
autre B lorsque 'on peut former, par la réunion de A ¢t de mor-
ceaux de B, la frontiére compléte d’une variété, intérieure, a(n+1)
dimensions.

Lorsqu’a I'intérieur d’une maltiphicité étendue d’une maniére
continue, chaque variété fermée A n dimensions forme frountiére
a l'aide de la réunion de m norceaux lixes de variétés & n di-
mensions, ces morceaux pris séparément ne formant pas fronticre,
alors cette muluplicité a la connexion (m 1) dans la pi*me di-
mension.

Une maltiplicité connexe, étendue d'unc maniére continue, est
dite simplement connexe lorsque la connexion est simple dans
chaque dimension.

On nomme scction (ransverse d'une multiplicité A fermée,
étendue d’une maniére continue, chaque multiplieité B & nombre
de dimensions moindre, connexe, comprise a I'intérieur de A, et
dont la fronliére est tout entiére situde sur la frontiére de A.

La connexion d’une variété a » dimensions, par l'effet de chaque
seclion transverse simplement connexe qui est elle-méme unc
variété & (n — m) dimensions, sera ou bien diminuée de 1 dans
la mitme dimension, ou bien angmentée de t dans la (e — 1)ime
dimension.

La connexion dans la pi*™* dimension peut élre seulewent mo-
difiée, ou bien si l'on transforme des variétés sans frontiéres a
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p dimensions, ne formant pas frontiére, en variétés ayant des
frontiéres, ou bien si I'on transforme de telles variétés, forinant
frontiére, en variétés ne formant pas frontiére; et le premier cas
a lieu parce qu’il est ajouté ainsi de nouvelles portions a la fron-
tiére d'une variété a p. dimensions, et le second cas n’a lieu que
parce qu’il en est ajouté de méme a la frontiére d'une variété i
¢+ 1 dimensions.

Dépendance entre la connexion de la frontiére B d’une multi-
plicité A, étendue d’une maniére continue, et la connexion
de la multiplicité A

Les variéiés a plusienrs dimensions, sans frontiéres, ne formant
pas frontiére & I'intérieur de B, se distribuent en variétés qui, in-
Lérieurement & A, ne forment pas frontiére, et en variéiés qui,
intérieurement 3 A, forment frontiére. Recherchons d’abord com-
ment la connexion de B sera modifiée par I'effer d’une section
transverse simplement connexe de A.

Sotent n la dimension de A, m celle de la section transverse ¢ ;
soit @ une variété de dimension (2 —r1— m), enveloppant un
point de g et ne coupant pas ¢, ct enfin soit p la frontiére de g.

La conuexion de A dans la (n—1-- m)*“™ dimension sera aug-
mentée de 1 lorsque, 4 l'intérieur de A’, a ne forme pas frontiére ;
dans la (n — m)*=¢ dimension elle sera diminuée de 1 lorsque, &
I'intérieur de A’, a forme frontiére ().

Al—A =

(m—i—r) quand, a l'intérieur de A’, a ne forme pas
el

frontiére (a);

fl

m \ quand, a I'intérieur de A’, a forme fron-
) tiére (f);

=L

(') Ici se présente encore unc certaine chscurité tenanl a I'insuffisance des dé-
finitions. Il semble que l'on doit par A entendre la surface primitive, ct par A’
la surface A décomposée par la section transverse. — (L. L.)

(%) Ici 'on trouve encore dans le manuscrit quelques signes dont je n’ai pu dé-
chiffrer le sens. — ( WEBER.)
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MODIFICATIONS

de A. de B.
a intérieurement 3 A'ne formant pas fron-
tiére, ¢ intérieurement a B’ ne formant
pas frontiére, par suite p intérieure- (m 1\ fn—m—1 m \
ment & B formant frontiére... (

41 —+1 -+,

1.

@ intérieurement & A’ formant frontiére,
a intérieurement a B’ ne formant pas
frontiére, par suile p intérieurement a ( m > fn—m—r m >
B formant frontiére A | 41

1L

a intérieurement a A’ formant frontiére,
aintérieurement 4 B'formant frontiére,

. - oo s 7
par suite p intérieurement a B nc for- ( 1k ) (’1-* m. m — 1) .
—1

Deux portions d’une variété i plusieurs dimensions (portions
d’espace) sontdites connexes ou lormées d’une seule pitee, lorsque
d’an point intérieur a 'une on peut mener une ligne, passant par
Pintérieur de la variété & plusiears dimensions (espace), jusqu’a
un point intérieur i l'autre,

Tutovimes d’Analysis situs.

1. Une variété & nombre de dimensions inférieur a (n —1) ne
peut séparer les unes des autres des portions d’une variété a n
dimensions. Unc variéié eonnexc 4 n dimensions jouit de la pro-
pri¢té d’éuwe morcelée par chaque section transverse formée par
une variété d (n — 1) dimensions, ou bien elle.n’en joait pas.

Nous désignerons les variéiés définies daus le premier de ees
deux cas par a.

Lorsqu’une variété 4 n dimensions, faisant partie des a, est,
par leffet d'une section transverse, {ormée par une veoriété a
(n— 2) dimensions, transformée en une autre variété, cette der-
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niére est connexe et elle fait partie des a ou bicn elle n'en fait
pas partie,

Ces variétés @ a n dimensions, qui sont transformées par chaqu
seclion transverse, formée par une variété a (r — 2) dimensions, ex
les variétés qui ne sont pas dutype a, nous les désignerons par e;.

2. Si une variété A 4 plusieurs dimensions est transformee par
effet d’une section transverse, formée par une variété & p dimen-
sions, en unc autre A, chaque section transverse de A ayant plus
dc u +1 dimensions est aussi une section transverse de A/, et ré-
ciproquement.

S1 une des variétés a, a n dimensions est transformée par I'ef-
fet d'une section transverse formée par unc variété a (n — 3) di-
mensions, en une autre, celle-ci appartient alors aux a (2), mais
elle peul apparlenir aux a,, ou bien elle ne le peut pas.

Les variétés du type a, qui, par 'effel de chaque section trans-
verse, formée par une variété 4 (n — 3) dimensions, peuvent étre
transformées en les variétés qui ne sont pas dua type a, : nous les
désignerons par ..

Si l'on procede ainsi successivemcent, ’on arrive enfin & une ea-
tégorie a,_q de variétés a n dimensions, qui embrasse cellcs des
@n_g,qui sonttransformées parI'effet dechaque section transverse,
formée par une variété 4 une dimension (linéaire), en celles qu
ne sont pas du type a,_;. Ces variétés a,_» & n dimensions se-
ront dites simplement connexes. Les variétés a, & n dimensions
sont, par conséquent, simplement connexes, en tant que l'on fait
abstraction de sections transverses a (n — w — 2) dimensions, ou
a dimensions inférieures a ce nombre, et seront dites simplement
connexes jusqu’a la (n — & — 2)¥=¢ dimension (').

Une variété 4 n dimensions qui n'est pas simplement connexe
jusqu’a la (» —1)¥me dimension peut étre décomposée par une
section lransverse, formée par une variété & (n — 1) dimensions,
sans étre morcelée par l'effet de cette opération.

La variété 2 n dimensions ainsi formée, lorsqu’elle n’esl pas

(') Pour concorder avec ce qui suit, les variétés a,dn dimensions pourraient
plutét étre dites simplement connexes jusqu'a la (n — p — 1)*= dimension.
( WEBER. )
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simplement connexe jusqu’a la (n — 1)¥*™* dimension, pourra en-
core étre décomposée de nouveau par une seclion transyerse pa-
reille, et Pon peut évidemment procéder ainsi successivement tant
que I’on n'arrive pas i une varié¢té simplement connexe jusqu'a Ja
(n ~—1)kme dimension.

Le nombre des sections transverses, par I’effet desquelles sera
effectuée une telle décomposition de la variété & » dimensions en
unc variété simplement connexe jusqu’a la premiére dimension,
peut différer selon le choix de la décomposition, mais il est clair
que ce nombre est un minimum pour une certaine espéce de dé-
composition ().

(') On doit citer, concurremment avec ce fragment, un Mémoire de Betti [So-
pragli spazi di un numero qualunque di dimensioni (Annali di Mat,,2° sér.,
tome IV; 1871)], que je ne conaaissais pas encore lors de la publication de la pre-
miére édilion de Riemann, et qui renferme des conceptions et des développements
apalogues. — ( WEBER. )



