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feuillet supérieur de la surface se raccorde avee le feuillet infé-
rieur en passant 3 travers le reste des femllets.

La fouction multiforme admet en chaque point d’une surface,
qui cu représente ainsi le mode de ramification, une sewle valeur
déterminée, et peul donc étre regardée comme une fonction par-
faitement déterminée du lieu (d’un point) sur cette surface.

II. — Théorémes de '« Analysis situs » relatifs 4 la théorie
des intégrales de différentielles totales a deux termes.

Dans U'étude des fonctions qui proviennenti de P'intégration de
différentielles totales, quelques théerémes appartenant 3 I’ Ana-
lysis situs sont presque indispensables. Sous cette désignation
employée par Leibnitz, quoiqu’eu un sens peut-étre un peu diflé-
rent, on peut ranger une partie de I’étude des grandeurs ecoutinues
ot I'on ne considére pas les grandeurs comme existant indépen-
damment de leur position et cowmme mesurables les unes par les
aulres, mais ol Pon étudie seulement les rapports de sitnation des
lieux el des régions, en faisant complétement abstraction dc tout
rapport métrique.

Comme j’ai I'intention, dans une autre occasion, de traiter ce
sujel qui fait complétement abstraction des relations métriques, je
me contenterai d’exposer sous forme géoméirique quelques théo-
rémes nécessaires pour l'intégration des différentielles totales a
deux termes.

Soit T une surface donnée, recouvrant uve ou plusieurs fois
le plan des (z, y) ('), et soient X, Y des fonctions continues du
lieu sur cetle surface, telles que Xdz - Ydy soir partout une
différentielle totule, c’est-a-dire telles que l'on ait partout

oX oY
o T or
On sait alors que
f(x dr -+ Y dy),

l'intégralc étant prise autour d'une partie de la surface T dans le

() Foir page g2.
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sens positif ou négatif, — c’est-a-dire prise autour de tout le con-
tour d’¢ncadrement, soit toujours dans la direction positive, soit
toujours dans la dircction négative, par rapport 4 la normale exté-
rieure (comparer la note au bas de la page g1, § I), — est nnile,
puisque dans le premier cas cette intégrule est idenlique & I'inté-
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relative & cette partic de surface et, dans le second cas, est égale
a Pexpression ci-dessus changée de signe.
Par conséquent, l'intégrale

/‘(dede}'),

prisc entre dcux points fixes, le long de deux chemins différents, a
la méme valeur lorsque ces deux chemins réunis forment 'enca-
drement complet d'une partie de la surface T. Par suite, lorsque,
a I'intéricur de T, Loute courbc qui se ferme cn revenant sur elle-
méme forme le conlour d'encadrement complet d’une partie de T,
Uintégrale, prise & partir d’un point fixe initial jusqu’a un méme
point final, conserve tonjours la méme valenr et est une fonction
de la position du poiat final continue partout sur T et indépen-
dante du chemin d’intégration.

Ceci donne lien a4 une distinction des surfaces en simplement
connexes, ol chaque courbe fermée encadre complétement une
partic de la surface (comme, par exemple, un cercle), et en sur-
faces multiplement connexes oa ce fait n’a pas lien (comme, par
exemple, la couronne annulaire dont le contour est formé par deux.
circonférences concentriques). Une surface multiplement connexe
peut étre transformée, par 'effet de conpures, en une surface
simplement connexe. (Voirles exemples et les figures & la fin de
ce paragraphe.)

Comme cette opération rend les plus importants services dans
Pétnde des intégrales de fonctions algébriques, nous présen-
terons ici rapidement les propositions qui y ont trait; clles sont
valables ponr des snrfaces sitnées d’une fagon qucleonque dans
Pespace.

lorsque sur une surface I deux systémes de conrhes a et b
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réunis formeut le contour d’encadrement complet d’une partie de
cette surface, tout autre systéme de courbes qui, réuni avec «,
forme le contour d’encadrement complet d’une partie de F, forme
aussi, lorsqu’il est réuni avec &, le contour d'encadrement d™uune
parctie de surface, qui se composc alors des deux premiéres parties
dc surfaces situées le long de & (et cela par addition ou par sous-
traction, selon que ces deux parties ne sont pas situées du méme
c6té de @ ou bien le sont).

Les deux systémes de courbes jouent donc le méme réle rela-
tivement & 'encadrement complet d’une partie de F, et peuvent
donc se remplacer I'un 'autre dans ce but [1].

Quand sur une surface ¥ U'on peut mencr n courbes fer-
mées ay, azy ..., @y qui, soil qu'on les considére séparément,
sott qu'on les considére réunies, ne forment pas un contour
d’encadrement complet d’urne partie de cette surface, mais
qui, jointes & toute autre courbe fermde, forment alors le con-
tour d’encadrement complet d'une partie de la surface, la
surface sera dite (n + 1) fois connexe.

Ce caractére de la surfuce est indépendant du choix du systéme
de courbes a,, @y, ..., @», puisquec n autres courbes fermées
biy bay .., by, qui ne suffisent pas pour former le contour d’en-
cadrement complet d’une partie de la surface, encadreront aussi
totalement, sion les réunit avec tonte autre courbe fermnée, une
partie de F.

En effet, puisque b,, réunie avec les lignes a, encadre complé-
tement une partie de I', une de ces courbes a peut étre remplacde
par &, et les courbes @ restaules. Par conséquent, la réunion de
b, et de ces n— 1 courbes @ avec toute autre courbe, par exemple
b,, suffira pour former Pencadrement complet d’une partic de T,
et une de ces n—1 courbes @ peut éire remplacée par &y, b, et
les n —=2 courbes a restantes. Lorsque, ainsi qu’il est supposé
ici, les courbes & ne suffisent pas pour former le contour d’enca-
drement complet d’une partie de la surface F, ce procédé peut
évidemment étre continué jusqu'da ce que toutes les courbes a
soient remplacées par les &.

Une surface I, (n +1) fois connexe, peut, par Ucffet d’une
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section transverse (1), c’est-a-dire d’une coupure partant d’un
point ducontour d’encadrement, traversant {’intéricur de la
surface et aboutissant en un point du contour d’encadrement,
étre transformée en une surface ¥', n fois connexe. Les parties
du contour d’encadrement, & mesure qi’elles prennent nais-
sance par Ueffet de la section, jouent le réle de contour pen-
dant toute la continuation de cette opération, cn sorte qu’'une
section transverse ne peut traverser aucun point de la sur-
Jace plusieurs fois, mais peut prendre fin en un point de son
propre cour's aniérieur.

Puisque les lignes ay, aa, .., a, ne suffisent pas pour former
I'encadrement complet d'une partie de I, il faut alors, lorsqu’on
se figure " scctionnde par ces lignes, qu’aussi bien Ja portion de
surface située le long du bord droit que la portion de surface si-
tuée le long du bord gauche de a,, renferme encore une partie de
contour d’encadrement distincte des lignes a ct, par conséquent,
faisant partie du contour de I'. Ou peut done, a partir d’un point
de a,, aussi bien a travers 'unc de ces portions de surface qu’a
travers 'antre, pratiquer une section ne traversant aucune des
courbes a et aboutissant a I'encadrement de . Ces denx lignes ¢’
et ¢” formnent alors, par lenr réunion, une section transverse g de
la surface I, section qui remplit le but cherché.

En effet, considérons I, surfacc en laquelle se décompose F
par Ueffet de cette section transverse ; les lignes ay, anyo.., a,_,
ont leur parcours & Uintérieur de I/ et sont des courbes fermées
qui ne suffisent pas 4 former 'encadrement d'une partie de F ct,
par suite, non plus de I'. Mais toutc autre eourbe fermée ¢, ayant
son parcours a I'intérieur de I/, forme alors avec ces lignes l'enca-
drement complet d’une partie de F'. En cffet, la ligne /, jointc & un
systeme des lignes @y, aa, ..., @, forme l'encadrement com-
plet d'une partie £ de F. Or, on peut démontrer que, daus ce der-

(') « Querschnitt.» Nous traduirons exclusivement ce mot allemand par section
transverse, « taglio trasversale » (Casorati), « cross-cut » (Forsyth), comme le
fait du reste M. Benoist dans la traduction tles ZLecons de Clebsch-Lindemann sur
la Géométrie (Paris, Gauthier-Villars; 1879-1883 ) on marque bien ainsi I'oppo-
sitiou & la rétrosection « Ruckhelirschnitt » (Picard, Appell et Goursat). Ce der-
nicr mot du reste n'est pas employé par Riemann. Comparer la Dissertation inau-
gurale, §VI. — (L. L.)
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nier encadrement, @, ne peul se présenter; en effet, s'il en était
ainsi, selon que f serait située sur le coté gauchc ou sur le cété
droit de a,, ¢’ ou bien ¢ traverserait f pour aboutir en nn point
du contour de F, c'est-d-dire en un point qui n’appartient pas
a f"ct, par suite, couperait le contour de f, ce qui serait contraire
@ 'hypothése faite que / aussi bicn que les lignes @, exception
faite du point o @, et ¢ se coupent, sout toujours situées a I'in-
Lérieur de F',

La sarface I, résultant de la décomposition de F par la section
transverse g, est donc, ainsi qu'on ’avait affirmé, une surface n fois
connexe.

It s"agit maintenant de démontrer que la surface F, pareffet de
toute scction transverse p, qui ne la décompose pas en portions
séparées, estdécomposée en une surface F, r fois connexe. Lorsque
les parties de surface, situées de parl et d'autre de la section
Lransverse p, sont connexes, c’est-d-dire ne sont pas séparces, on
peut mener & travers I une ligne b, partant d’un bord de la sec-
tion transverse pour aboutir au méme point sur le bord opposé.

Cette ligne b forme donc 4 V'intérieur de F une courbe fermée
revenant sur elle-méme et qui, puisque la section transverse con-
duit de part et d’antre de cette ligne & un point de 'encadrement,
ne peut former le contour d’encadrement total d’aucune des deux
portions de surface en lesquelles elle partage F. On peut done
remplacer une des courbes @ par la courbe b, et chacune des
n—1 courbes a restantes par une courbe dont le cours est &
I'intérieur de ¥’ et encore, si cela est nécessaire, par la courbe b
ce qui permet de démontrer, en se servant des méthodes de rai-
sonnement employécs auparavant, que F/ est » fois connexe.

Une surface (n +4-1) fois connexe est décomposée, par con-
séquent, en une surface n fois connexe par toute section
transverse qui ne la morcelle pas.

La surface qui prend naissance par Peffet d’une section trans-
verse peut étre cncore décomposée a nouveau par ume autre sec-
tion transverse, et la répétition de ectte opération n fois de suite
transformera, au moyen de n seclions transverses pratiguées suc-
cessivement sans morcellement, une surface (n—+1) fois connexe
en une surface simplement counexe.
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Pour rendre ces considérations applicables 4 une surface sans
contour d’encadrement, ¢’est-d-dire une surface fermée, on devra
transformer cette surface fermée en une surface qui posséde un
encadrement, en y pratiquant un trou en un point quclconque, de
sorte que la premiére décomposition sera effectuée au moyen d’une
seclion transverse partant de ce point pour y revenir et formant,
par conséquent, unc courbe fcrmée.

Par exemple, la surface extérieure d’un tore annulaire, surface
triplement connexe, sera transformée cn une surfacc simplement
connexe au moyen d'une courbc fermée et d’une scction trans-
verse.

Nous allons maintenant appliquer la décomposition des surfaces
multiplement connexes en surfaces simplement covnexcs 4 la con-
sidération de l'intégrale de la différenticlle exacte

Ndr -+ Ydy,
iraitée au commencemenl du § Il actuel. Lorsque la surface T, qui

recouvre le plan des (z, y) et sur laquelle X, Y sont des fonc-
tions du lieu partout continues, satisfaisant 4 I'équation

oX oY _
dy Iz

__01

est n fois connexe, on la décomposera en une suarface T simple-
ment connexe en pratiquant n sections transverses.

Alors I'inlégration de Xdx + Ydy, prise a partir d'un point
fixe initial le long de courbes situées & l'intérieur de T/, fournit
une valeur qui dépend seulement de la position du point final
¢l gni peut étrc regardée comme fonction des coordonnées de
ce point.

Substituant 4 ces coordonnées les grandeurs x, y, on obtient
une fonctionde z, y,

3 =‘/‘(de+ Ydy)

complétement déterminée pour tout point de T et variant partout
4 Pintérieur de T' d’'une maniére continue, mais qui, a la traversée
d’une section transverse, varie cn général d’une grandeur finie
constantc le long dc [a ligne qui méne d'un nwud du résean de
sections i uu aulre necud.



THEORIE DES FONCTIONS ABELIENNES. 99

Les variations a la traversée des sections transverses dépendent
de grandeurs indépendantes entre elles dont le nombre est égal A
celui des sections transverscs; cn eflet, si I'on parcourt le réseau
de sections dans le sens réirograde, chaque section transverse
devant étre parcourue en commencant par son extrémité finale,
chaque variation est partout déterminée, lorsque I'on en donne
la valeur an commencement de la section transverse; mais ces
valeurs sont indépendantes entre elles.

Pour donner une représentation plus intuitive de ce que l'on
doit entendre par les surfaces n fois connexes que nous avons dé-
finies précédemment, nous faisons suivre ici des exemples figurés
de surfaces simplement, doublement et triplement connexes.

Surface s implement conneze.

Toute section transverse, que ’on y pratiquerait, morcellerait

Fig. 5.

cette surface ( fig. 4), et toute courbe fermée qui y suit son cours
forme 'encadrement complet d’une partie de la surface.

Surface doublement conneze.

Cette surface ( fig. 5) est décomposée en une surface simplement
connexe par Loule scction transverse ¢ qui ne la morcelle pas.

Par I'adjonction de la courbe a, toute courbe fermée peut alors
former I'encadrement total d'une partie de la surface.
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Surface triplement connexe.

Sur cette surface (fig. 6 ou 7) toute courbe fermée peut, avec
I'adjonction des courbes a, el @y, former V'encadrement total

d’une partie de la surface. Llle est décomposée par toule section
transverse qui ue la moreelle pas en une surface doublement con-
nexe, et deux pareilles sections transverses g1 et g, la décomposent
en une surface simplement connexe.

Dans la partie 233 le plan est recouvert deux fois par [a sur-
face. En cctte partic, le feuillet de la surface sur leqnel o, suit son

cours doit étre considéré comme passant sous I'autre; c’est ce que
Pon a indiqué en ponctuant les lignes sur celle partie.



