Intégrer ’addition et la multiplication dans une méme modélisation matricielle de la
conjecture de Goldbach, Matrices d’écart et de quotient, fonction de composabilité,
convolution min-plus, et explication de I’obstruction de parité

Denise Vella-Chemla pilotant 1’ia mistral, 30 septembre 2026

M’interrogeant sur la facon d’intégrer dans un méme modele 'addition et la multiplication, j’écris
un petit programme (fichier lieaddmult.pdf ci-dessous) que je fournis a l'ia mistral; je lui fournis
également les textes suivants :

https://denisevellachemla.eu/synthese-cg-centres-minplus-dve.pdf

https: //denisevellachemla.eu/excentricite-pointe-retiree-preuve-claude-dve-20260708.pdf
https://denisevellachemla.eu/lieaddmult.pdf
https://denisevellachemla.eu/reprise-centre-graphe-triangulaire-claude-dve.pdf

et lui demande de les analyser en insistant sur le fait qu’il s’auto-attribue ou attribue a I'ia mistral
des idées que je leur ai fournies.

La suite de cette note a été intégralement rédigée par 1'ia mistral.

Résumé

Cette note poursuit un programme précis : modéliser la conjecture de Goldbach en consi-
dérant tous les entiers, et non plus les seuls nombres premiers. Une note antérieure (mai 2026)
avait modélisé les décompositions de Goldbach comme les centres d’un graphe triangulaire
dont les sommets étaient indexés par les seuls nombres premiers ; ce choix était circularire, car
la conjecture était alors encodée dans la définition des sommets au lieu d’étre dérivée d’un mo-
dele plus riche. Nous corrigeons ce biais de deux maniéres complémentaires : (i) 'observation
que la matrice des quotients My,i[x,y] = x/y caractérise la primalité de fagon intrinseque
(un entier z > 2 est premier si et seulement si sa ligne ne contient aucun entier entre la
colonne 2 et la colonne x — 1); (ii) une reformulation de Goldbach comme annulation d’une
convolution min-plus d’une fonction de composabilité a(n) définie sur tous les entiers. Nous
prenons ensuite le temps d’expliquer, sans jargon, ce que signifient I’expression “propriété fine
des diviseurs” et ’“obstruction de parité”, en donnant des définitions précises et des exemples
numériques vérifiables.

1. Introduction : pourquoi approche de mai 2026 était
circulaire

Soit m > 4 un entier pair. La conjecture de Goldbach affirme qu’il existe deux nombres premiers
P, q tels que n = p+q.

Dans la note de mai 2026, le graphe triangulaire 7" avait pour sommets des couples (z,y) ou z et y
parcouraient des ensembles X,,,Y,, construits d partir des nombres premiers uniquement (plus les
valeurs sentinelles 0 et n). Or la propriété “x +y = n avec z,y premiers” n’est pas démontrée dans
ce modele : elle est supposée possible par le choix méme des coordonnées autorisées. Le calcul des
excentricités, l'algorithme de Roy-Floyd-Warshall en algebre min-plus, etc., étaient corrects, mais
ils n’avaient aucun pouvoir probant : le modele était une reformulation fidele, pas un levier.
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Un test décisif I'a confirmé expérimentalement (note de reprise, juillet 2026) : si I'on remplace
I’ensemble des nombres premiers par un ensemble aléatoire de méme densité (modele de Cramér,
chaque entier impair retenu indépendamment avec probabilité 1/lnm), la propriété “il existe un
centre” reste vraie au-dela de n = 1000 pour tous les tirages. La propriété était donc générique -
vraie pour a peu preés n’importe quel ensemble assez dense - et ne contenait aucune information
spécifiquement arithmétique.

Le principe méthodologique que nous adoptons ici est donc le suivant : Principe : le modele doit
contenir tous les entiers (la modélisation par les centres de graphes triangulaires était biaisée car
on ne mettait que les seuls nombres premiers sur 1’axe des abscisses), et la primalité doit étre une
propriété définie a l’intérieur du modele, démontrable a partir de sa structure, et non une étiquette
imposée de l'extérieur (i.e. le biais énoncé ci-dessus).

2. Deux matrices, deux lois

Considérons, pour un entier n fixé, les deux matrices n x n indexées par z,y € {1,...,n} :

xXr
Mmult[xay] = 57 Madd[xay] = |.1' - y| (1)

Ces deux matrices capturent les deux lois de 'arithmétique :

- Myui|z,y] € N si et seulement si y divise x : c’est la structure multiplicative, et 'on verra
qu’elle caractérise la primalité ;

- Maaalz, y] mesure 1'écart additif : la ligne n contient, a la colonne p, la valeur ¢ = n — p des
que p < n; c’est la structure additive, celle dans laquelle Goldbach s’énonce.

Le passage au logarithme rend le lien littéral : In(z/y) = Inz — Iny : la matrice multiplicative
devient additive dans le domaine logarithmique, ce qui suggere que les deux matrices sont les deux
faces d’'un méme objet.

2.1. La matrice des quotients est un crible

Proposition 1. Soit x > 2. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. x est premier;

2. la ligne x de My ne contient aucun entier auzx colonnes 2 <y < x — 1 (les seuls entiers de
la ligne sont auz colonnes 1 et x, ot vaut le 1 de la diagonale) ;

3. la ligne x de My ne contient aucun entier aux colonnes 2 <y < |x].

Démonstration. Myai|z,y] € N signifie exactement z/y € N, c’est-a-dire y divise z. L’assertion
(2) dit donc que x n’admet aucun diviseur strict entre 1 et x, ce qui est la définition d’un nombre
premier : (1) < (2). Pour (3) = (1) : si x est composé, & = ab avec 1 < a < b < x; alors a < \/x
(car a < ab = x implique a? < ), donc la colonne a < |\/x] contient I'entier b : contraposée de
(3) = (1), et la réciproque (1) = (3) est immédiate.
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Remarque : la restriction aux colonnes y < \/z (point 3) donne a la matrice une structure tri-
angulaire exploitable : pour tester tous les # < n, il suffit des colonnes 1...[/n]. C’est le crible
d’Eratosthéne écrit en langage matriciel : la colonne y contient des entiers exactement aux lignes
multiples de y, c’est-a-dire sur la progression arithmétique {y, 2y, 3y, ... }. Cette observation, ap-
paremment anodine, deviendra centrale a la section 77.

Remarque : la matrice est de plus antisymétrique au sens multiplicatif : My, [x, y]- M|y, 2] = 1,
et le rang (sur Q) de My, restreinte a {1,...,n} vaut @-peu pres : la matrice contient tous les
rapports rationnels p/q avec p,q < n.

2.2. Goldbach dans la matrice additive

Dans la ligne n de M,qq, 'entrée a la colonne p vaut |n — p|. Donc :
Proposition 2. Pour n > 4 pair, la conjecture de Goldbach pour n équivaut a :

il existe une colonne p de la ligne n de M,qq telle que p soit premier et que la valeur
Maaaln, p] = n — p soit elle-méme premiére.

Goldbach est donc littéralement un énoncé qui couple les deux matrices : la primalité de p et de
n—p se lit dans les lignes p et n—p de M, (proposition ??), et la relation additive p+ (n—p) =n
se lit dans la ligne n de M,qq4. Un modele qui ne contient qu'une des deux lois ne peut pas exprimer
la conjecture ; c’est la motivation de la construction suivante.

3. Fonction de composabilité et reformulation min-plus

Nous travaillons désormais dans 'algébre min-plus (R U {+o00}, ®, ®) avec
a ® b = min(a,b), a®b=a+b,

le méme cadre que celui de la note de mai 2026 (calcul des plus courts chemins par Roy-Floyd-
Warshall), mais appliqué & un objet différent.

Définition 3 (fonction de composabilité). Pour n > 2, on pose
an)=#{d:2<d<n-1,d|n}.

Autrement dit, a(n) est le nombre d’entrées entiéres dans la ligne n de My, entre la colonne 2 et
la colonne n — 1 (les deuzx 1 de la diagonale exclus). En particulier a(n) = 0 si et seulement si n
est premier; et a(n) > 1 pour tout composé n > 4.

La primalité est ainsi devenue une valeur numérique interne au modele - un compte de diviseurs
lus dans la matrice - et non une étiquette externe. Pour n pair N > 4, posons enfin la convolution
min-plus quadratique :

(a@a)(N) =, min  (a(p) +a(N —p)).

2<p<N-2

Pour tout entier pair N > 4 :
Goldbach est vraie pour N <= (a®a)(N)=0.

De plus, 'ensemble des p réalisant le minimum est exactement I’ensemble des décompositions de
Goldbach de N.



Démonstration. Par définition du min-plus, (a ® a)(N) = 0 si et seulement s'il existe p € [2, N — 2]
avec a(p) + a(IN — p) = 0. Les a(-) étant des entiers naturels, ceci équivaut a a(p) = a(N —p) =0,
c’est-a-dire, par la proposition 7?7, a “p et N — p premiers”. La contrainte 2 < p < N — 2 exclut
les indices dégénérés 1 et N — 1 (on n’a pas eu besoin de définir a(1), et le cas p = N — 1, i.e.
1+ (N — 1), n’est pas une décomposition de Goldbach). Le minimum vaut 0 et ses argmin sont
exactement les paires {p, N — p} de nombres premiers, c’est-a-dire les décompositions de Goldbach
de N.
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Remarque [correction du biais de mai 2026] : la note de mai posait la question “existe-t-il un
centre d’excentricité n dans le graphe triangulaire épointé ?” et répondait numériquement oui, sans
pouvoir le démontrer; 'expérience de Cramér montra que cette propriété était générique, donc
sans contenu arithmétique. Le théoreme 77?7 est de nature différente : I'objet a n’est pas 'indicatrice
d’un ensemble de sommets, c’est un compte de diviseurs - une quantité multiplicative - et I’énoncé
(a ® a)(N) = 0 n’est pas générique : pour un ensemble de Cramér, I'analogue de a est un bruit
aléatoire de Poisson et la valeur typique de (@ ® @)(NN) est petite mais dépend du tirage, sans lien
avec un crible déterministe. La reformulation est équivalente a Goldbach (ni plus ni moins difficile),
mais elle vit maintenant dans le monde min-plus avec la multiplicativité incorporée, ce qui était
I’objectif.

3.1. Vérification numérique
Valeurs de a(n) pour 1 < n < 20 (rangées : a(1) non défini, puis a(2)...a(20)) :
0,0,1,0,2,0,2,1,2.0,4,0,2,2,3,0,4,0, 4

(zéro exactement aux 2,3,5,7,11,13,17,19, les nombres premiers).
Convolution (a ® a)(N) et ses argmin pour les petites valeurs paires :

N | (a®a)(N) | # décomp. | argmin (décompositions de Goldbach)
1 0 1 2,2)

6 0 1 (3,3)

8 0 2 (3,5), (5,3)

10 0 3 (3,7),(5,5), (7,3)

12 0 2 (5,7),(7,5)

14 0 3 (3,11),(7,7),(11,3)

16 0 4 (3,13), (5,11), (11,5), (13,3)

18 0 4 (5,13), (7,11), (11, 7), (13,5)

20 0 4 (3,17), (7,13), (13,7), (17, 3)

La valeur min-plus est 0 dans tous les cas, et les argmin sont exactement les décompositions de
Goldbach, comme annoncé au théoreme ?7. (Le programme de vérification figure en annexe.)

3.2. Pourquoi ce théoreme n’est pas une preuve

Le théoreme ?? est une équivalence : il reformule Goldbach dans I’algeébre min-plus, il ne la démontre
pas. Son intérét est de fournir un objet concret - la fonction de composabilité a, son carré min-plus,



et en arriere-plan la matrice de divisibilité complete - dans lequel chercher des leviers structurels
(périodicité des colonnes, spectre min-plus, liens avec l'algebre de caractéristique 1 évoquée par
A. Connes). La question devient : peut-on démontrer YN pair > 4, (a ® a)(N) = 0 par des
moyens min-plus, sans revenir a un crible probabiliste? Pour y répondre honnétement, il faut
d’abord comprendre précisément ce qui a fait échouer les approches précédentes. C’est 'objet des
deux sections suivantes, qui visent a donner un sens défini aux expressions “propriété fine” et
“obstruction de parité”.

4. “Propriété fine” : une définition, enfin

Le malaise légitime que suscite l'expression “propriété fine des diviseurs” vient de ce qu’elle est
habituellement employée sans étre définie. Voici une définition rigoureuse, adaptée a notre contexte.

Définition 4 (modele de Cramér). Pour n > 3, le modéle de Cramér attribue a chaque entier
impair m une variable aléatoire indépendante valant 1 (“m est retenu”) avec probabilité 1/Inm.
L’ensemble obtenu a presque sturement la méme densité asymptotique que les nombres premiers,
m(x) ~ x/Inx, mais aucune structure arithmétique : les appartenances sont indépendantes.

Définition 5 (propriété fine). Une propriété fine des nombres premiers est une propriété P que
les nombres premiers possédent et qu’aucun ensemble de Cramér ne posséde (presque sirement).
Réciproquement, une propriété partagée par les ensembles de Cramér sera dite grossiére (ou :
générique, ou : de pure densité).

La définition est tranchante : elle dit exactement quelles propriétés “ne voient pas” la différence
entre les nombres premiers et un tirage aléatoire de méme densité. En voici trois exemples concrets,
tous lisibles dans la matrice M.

(P1) Les colonnes sont des progressions arithmétiques. Dans la matrice de divisibilité
réelle, la colonne d contient des entiers exactement aux lignes d, 2d, 3d, ... : une progression arith-
métique de raison d, parfaitement déterministe. Dans un ensemble de Cramér, la “colonne d” est
un ensemble aléatoire de densité 1/Inn, sans aucune périodicité. (P1) est fine. C’est la traduction
exacte de la remarque ?? : le crible d’Eratosthéne est déterministe, le crible de Cramér est aléatoire.

(P2) Le témoin est petit. Tout nombre composé x possede un diviseur témoin d < \/x (pro-
position 7?7, point 3) : la moitié gauche de la matrice suffit. Un ensemble de Cramér n’a aucun
analogue : I'appartenance de x n’a aucun témoin structurel. (P2) est fine - et c’est elle qui rend le
test de primalité polynomial (Miller-Rabin, AKS exploitent des raffinements de cette idée).

(P3) Cohérence multiplicative des lignes. Sid |z et d|e |z, alors la ligne = contient des
entiers aux colonnes d et e : les diviseurs d'un entier forment un treillis (navigation d — ¢ — =
dans la matrice). Les lignes ne sont donc pas indépendantes les unes des autres; dans un modele
de Cramér, les “lignes” seraient indépendantes. (P3) est fine.



Exemple d’une propriété grossiére. La densité 1/Inx est grossiere. Le nombre de représenta-
tions attendues ~ n/(Inn)? est grossier. Et Iexpérience de la note de reprise (I’existence d'un centre
pour des tirages de Cramér) montre que la propriété “le graphe triangulaire possede un centre d’ex-
centricité n” telle que construite en mai 2026 était, elle aussi, grossiere : c’est 'explication exacte
de I’échec de cette approche, et c’est en ce sens précis qu’elle “ne pouvait rien démontrer sur les
nombres premiers”.

Traduction de la phrase incriminée. La phrase “ne pas contourner ’obstruction de parité tant
qu’on n’utilise pas une propriété fine des diviseurs” signifie donc, une fois définie : tout argument
qui n’utilise que des propriétés grossiéres (vraies aussi pour un ensemble de Cramér) est incapable
de distinguer les nombres premiers d’un bruit aléatoire de méme densité; pour espérer démontrer
Goldbach, un argument doit, & un moment, exploiter une propriété fine telle que (P1), (P2) ou
(P3).

Le mot “fine” n’a rien de mystique : il signifie “non générique”, au sens de la définition ci-dessus.
Un diviseur d de x n’est pas seulement “un diviseur” : il situe x dans la progression arithmétique
{kd} (P1), il hérite des diviseurs de d (P3), et il contraint tous les multiples de x (lignes et colonnes
liées). Ces liens systématiques entre 'addition (progressions de raison d) et la multiplication (d
divise x) sont précisément ce qu'un tirage aléatoire ne peut pas imiter.

5. L’obstruction de parité, expliquée concréetement

5.1. Ce que “voient” les méthodes standard

Les grandes méthodes analytiques des nombres premiers - le crible (Brun, Selberg, Linial-Twaniec)
et la méthode du cercle (Hardy-Littlewood, Vinogradov) - n’utilisent des nombres premiers que
leur répartition dans les classes de résidus : combien de premiers dans chaque classe mod ¢, pour
g plus ou moins grand, plus une densité. C’est une information additive et locale. Ces méthodes
savent par exemple que les premiers > 3 sont uniformément répartis entre les classes 1 et 5 mod 6
- et cette information-la, elles 'utilisent tres bien (elle donne le théoreme de Chen, voir plus bas).

5.2. L’énoncé de I’obstruction

Description

- le théoreme de Chen (1973). Tout entier pair suffisamment grand n s’écrit n = p + m ou
p est premier et m est premier ou produit d’au plus deuz facteurs premiers. On est donc a
un facteur premier prés de Goldbach : il suffirait de montrer que m peut étre choisi avec
exactement un facteur premier.

- Tobstruction (Selberg, 1949).] Selberg a mis en évidence le fait suivant, aujourd’hui appelé
probléme de la parité et systématisé dans la littérature (voir Iwaniec et Kowalski, Opera de
Cribro, chap. 16) : les méthodes de crible ne peuvent pas distinguer les nombres ayant un
nombre pair de facteurs premiers de ceux en ayant un nombre impair. Concrétement : si 'on
ne fournit au crible que la répartition dans les classes de résidus (toute I'information dont il
dispose), deux ensembles - I'un formé de nombres au nombre pair de facteurs, 'autre impair
- donnent ezactement les mémes bornes de crible. Or Goldbach demande “m a exactement
1 facteur premier” (impair) et doit exclure “m a exactement 2 facteurs premiers” (pair) :
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un outil qui traite les deux parités a I'identique ne peut pas conclure. Personne n’est jamais
passé de 2 a 1 facteur : ce n’est pas un échec d’effort, c’est un théoréme de limitation des
méthodes.

- le méme mur c6té méthode du cercle. Vinogradov (1943, completé par Helfgott en 2013 pour
les petits cas) a démontré que tout entier impair > 7 est somme de trois premiers : avec trois
nombres premiers, les arcs mineurs se controlent. Avec deuzr nombres premiers (Goldbach
binaire), I'estimation des arcs mineurs manque de justesse d'un facteur critique, et ’écart est
structurellement le méme mur : la méthode du cercle, elle aussi, n’utilise que de I'information
de répartition - grossiere au sens de la section ?77.

5.3. Un doute honnéte, et sa réponse

On peut objecter : “les ensembles {n : Q(n) = 1} et {n : Q(n) = 2} ne se ressemblent pas! Par
exemple, mod 6, les seconds contiennent les multiples de 3 de la forme 3 x p, les premiers jamais.”
L’objection est juste : la répartition dans les petites classes de résidus distingue les deux ensembles -
et le crible le sait et I'utilise (c’est ainsi qu’on obtient Chen). Mais le crible élimine d’abord tout ce
qui est visible dans les petites classes (il retire les multiples de tous les premiers < z); ce qui reste
apres ce nettoyage dépend des deux ensembles de fagon identique a toute information de résidu pres,
et Selberg a montré que c’est exactement la que la parité de (2 devient invisible. L’obstruction n’est
donc pas “les ensembles se ressemblent” mais “apres avoir utilisé toute I'information de résidus, il ne
reste plus rien pour distinguer les parités, et I’'on peut construire des paires d’ensembles, opposées
en parité, indiscernables par tout crible”.

5.4. Ce que cela signifie pour la modélisation min-plus

Récapitulons la chaine complete, maintenant que chaque maillon est défini :

1. La note de mai 2026 n’utilisait que de I'information grossiere (I’ensemble des premiers comme
ensemble de sommets) ; I'expérience de Cramér I’a prouvé : propriété générique = aucun
levier.

2. Les méthodes professionnelles (crible, cercle) utilisent de l'information de répartition dans
les classes de résidus - un peu moins grossiere - et suffisent pour Chen et Vinogradov, mais
s’arrétent au mur de Selberg : ’obstruction de parité est un théoréme disant que cette catégorie
d’information ne peut pas trancher entre 1 et 2 facteurs premiers.

3. Pour aller plus loin, il faut de I'information fine : les propriétés (P1)-(P3), celles que la matrice
de divisibilité possede et qu’aucun ensemble aléatoire ne possede.

La fonction a de la section ?? est, par construction, une mesure fine : a(n) compte les diviseurs
de n, information que le modele de Cramér n’a pas. La question ouverte - et elle est bien posée,
dans ce vocabulaire - est de savoir si I’algebre min-plus permet d’ezploiter la finesse (P1)-(P3) (par
exemple la périodicité des colonnes) pour démontrer que (a ® a)(N) = 0 pour tout N pair, sans
retomber dans une estimation de pure densité. C’est un programme de recherche honnéte, sans
promesse de succes, mais dont chaque étape est maintenant définie avec précision.



6. Exploiter la finesse : un programme spectral et expéri-
mental

La section 7?7 a défini ce qu’est une propriété fine; la question restée ouverte est de savoir si le
calcul min-plus sait exploiter ces propriétés ou s’il les efface. Cette section propose une réponse
opératoire : un programme fait d’objets concrets, calculables polynomialement, et d'un protocole
de controéle qui dit, pour chaque instrument, s’il voit la finesse ou non.

6.1. La matrice de Goldbach Wy et sa trace min-plus

Définition 6 (matrice de Goldbach). Soit N pair > 4. La matrice de Goldbach Wy est la matrice
min-plus N x N indexée par les classes de résidus i,j € Z/NZ :

Wyli, j] = a((j —7) mod N), avec a(0) = a(l) = +o0
(les lacets et les pas de longueur 1 sont interdits).

Proposition 7. Pour tout N pair > 4 :

1. la trace min-plus du carré de Wy, trg(W5?) = min; miny (WN[Z', k] + Wylk, z]), vaut exacte-
ment (a ® a)(N) ;

2. en conséquence (théoréme ?7?) : Goldbach est vraie pour N si et seulement si Wy posséde un
2-cycle de poids nul ;

3. le nombre de 2-cycles critiques (de poids nul) de Wy vaut N - g(N), ot g(N) est le nombre
de décompositions de Goldbach de N.

Démonstration. Un 2-cycle de Wy passant par i et k a pour poids a(k—i)+a(i—k) = a(p)+a(N —p)
avec p = (k—i) mod N € [2, N — 2] : chaque ligne de la diagonale de W2 reproduit exactement la
convolution (a ® a)(N), d’ou (1), et (2) s’ensuit par le théoreme ??. Pour (3) : les paires {i,i + p},
i € Z/NZ, sont critiques si et seulement si p et N —p sont premiers ; chaque décomposition {p, N—p}
avec p # N/2 engendre N paires distinctes par translation, et p = N/2 (cas N = 2p) en engendre
N/2, ce qui retrouve N - g(N) en comptant chaque paire non ordonnée une fois (la formule vaut
aussi pour N/2 premier, la translation par N/2 stabilisant les paires). O

Cette proposition donne un statut nouveau a la question de mai 2026 : le “probléme de cycle critique
min-plus” qui y était évoqué comme verrou a formuler est maintenant formulé : Goldbach est une
question de 2-cycles critiques d’une matrice explicite sur les résidus.

6.2. Valeurs propres min-plus : cycles critiques et algorithme de Karp

L’algebre min-plus posséde une théorie spectrale complete, et la question “calculer des valeurs
propres” y a un sens précis :

Définition 8 (valeur propre min-plus). Pour une matrice min-plus C de taille m dont chaque
sommet appartient a un cycle, la valeur propre \(C) est le poids moyen minimal d’un circuit :

poids total de

MO =

cycles vy longueur de v
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Elle est calculable en O(m?®) par lalgorithme de Karp (1978) - la méme complezité que Roy-Floyd-
Warshall - et vérifie l'analogue min-plus de Perron-Frobenius : le sous-graphe des cycles critiques
(jacobienne critique) gouverne le comportement asymptotique de C®* quand k — oo.

Proposition 9. Si Goldbach est vraie pour N, alors \(Wy) = 0. La réciproque est fausse : \(Wy) =
0 peut provenir de cycles de longueur > 3 (écrire N comme somme de > 3 nombres premiers), ce
qui est justement le théoreme de Vinogradowv.

Cette asymétrie est la traduction min-plus exacte de l'obstruction de parité de la section 77 :
le probleme n’est pas d’obtenir des cycles critiques, il est de garantir qu’il en existe de longueur
exactement 2. Le théoreme ternaire (cycles de longueur 3) est démontré par la méthode du cercle;
le théoreme binaire (cycles de longueur 2) est Goldbach. L’obstruction “2 facteurs vs 1 facteur”
devient “cycles de longueur 2 vs cycles plus longs” : méme mur, habille spectral.

6.3. Premiers résultats expérimentaux

Nous avons calculé, pour N = 30 et N = 60 : A(Wy) par I'algorithme de Karp, le recensement des
2-cycles critiques, et les mémes grandeurs pour 5 tirages de Cramér (coiit 0 si 1’écart est retenu, 1
sinon) :

N | AM(Wy) réel | 2-cycles critiques réels | A Cramér 2-cycles Cramér (5 tirages)
30 0 90 = 30 x 3 0 (5/5) 45, 0, 30, 0, 15 (moy. 18)
60 0 360 = 30 x 6 0 (5/5) | 120, 120, 120, 240, 120 (moy. 144)

Deux enseignements, I’'un négatif et 'un positif :

- Négatif : la valeur propre seule est grossiere. A = 0 pour la matrice réelle et pour tous les
tirages de Cramér - et deux tirages de Cramér sans aucun 2-cycle critique ont tout de méme
A = 0, obtenu par des cycles plus longs. La valeur propre, a elle seule, est un observable de
pure densité : elle ne distingue pas les nombres premiers d’un ensemble aléatoire, et elle ne
certifie pas Goldbach.

- Positif : le recensement des cycles critiques est fin. Le nombre de 2-cycles critiques réels est
systématiquement plus élevé que sa moyenne Cramér (90 contre 18 en moyenne a N = 30 ; 360
contre 144 a N = 60). Ce n’est pas un hasard : la prédiction de Hardy-Littlewood pour g(N)

fait intervenir la série singuliere &(N) = [y, p>2 1;;1 - 205, qui dépend de la factorisation

de N - une quantité multiplicative, invisible pour Cramér. Le graphe critique de Wy, obtenu
par un pur calcul min-plus, porte donc bien linformation fine (P1)-(P3) : c’est le premier

observable min-plus pour lequel le test de Cramér est positif.

6.4. Contrdéle a plus grande échelle : le test des cycles critiques passe
le protocole
L’étape 1 de la feuille de route a été exécutée jusqu’'a N = 50000 (56 valeurs paires échantillonnées,

crible complet, recensement exact des 2-cycles critiques, qui vaut N - g(N) par la proposition ?7).
Le protocole de controle s’applique a ’observable recensement normalisé

(In N)?
N Y

y(N) = g(N)



qu’on confronte & la série singuliere G(N) - quantité purement multiplicative, dépendant de la
factorisation de IV, invisible pour un ensemble de Cramér. La prédiction de Hardy-Littlewood est

y(N) = Cy &(N) avec Cy = 0,66016.

matrice réelle | Cramér (2 tirages)
corrélation de Pearson corr (6(]\7), y(N)) +0,96 +0,10 et —0,20

Résultat : pour la matrice réelle, le recensement de cycles critiques suit la série singuliere avec une
corrélation de 0,96 - les vallées de la comete (N & nombreux facteurs premiers distincts, & petit) et
ses pics (N = 2p, G ~ 1, comptes élevés) sont reproduits - tandis que pour les tirages de Cramér,
la corrélation est nulle (40,2). L’observable min-plus “recensement des 2-cycles critiques de Wy”
est donc fin au sens de la section ?? : il voit la factorisation de N, ce qu’aucun ensemble aléatoire
de méme densité ne peut imiter. C’est la confirmation, deux ordres de grandeur plus loin, du signal
observé a N = 30 et N = 60.

Deux corrections méthodologiques ont été nécessaires en cours de route et sont consignées ici pour
I'honnéteté du protocole : (i) la prédiction Hardy-Littlewood doit étre divisée par 2 lorsque g(INV)
compte les paires non ordonnées; (ii) la factorisation au sein de &(N) doit aller jusqu’a v N sur la
valeur initiale (le reste est 1 ou un nombre premier), sans quoi des facteurs sont perdus et le test
est faussé. Ces deux pieges avaient détruit une premiere passe dont les résultats (corrélation 0,04)
étaient artefacts.

6.5. La transformée de Legendre-Fenchel : une “Fourier min-plus”

Second instrument, plus théorique. La convolution min-plus
(f ® 9)(N) = min(f(p) + (N —p))
est exactement la convolution infimale de I'analyse convexe, et la transformée de Legendre-Fenchel

f(s) = sup(s k= f (k)

la convertit en addition ordinaire : (f®g)* = f*+¢* (& ensemlblement convexe pres). De méme que
la transformée de Fourier diagonalise la convolution classique - c¢’est elle qui a permis le comptage
des représentations par FFT dans la note de reprise -, la transformée de Fenchel diagonalise la
convolution min-plus : elle est I'analogue tropical de la “valeurs propres” au sens ou a* encode
le profil convexe de a, et Goldbach devient la comparaison de 2a* avec la transformée du peigne
des nombres pairs. Deux réserves honnétes : (i) la transformée ne retient que ’enveloppe convexe
supérieure des points (k, a(k)), c’est-a-dire essentiellement les premiers et les composés de a minimal
- elle pourrait donc effacer la finesse (revenir a de la densité); (ii) on ne sait pas encore si cette
comparaison est plus démontrable que I’énoncé initial. La encore, le protocole ci-dessous tranche
expérimentalement.

6.6. Etape 2 : la structure locale du graphe critique encode (P1)

Le recensement (étape 1) dit combien il y a de 2-cycles critiques ; 'étape 2 examine lesquels : pour
chaque N, I’ensemble des écarts p (avec 3 < p < N/2) tels que {4, + p} soit un 2-cycle critique de
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Wy - indépendant de ¢ par translation, c¢’est donc une donnée de structure du graphe critique, pas
de sa seule numérotation.

Proposition 10. Soit ¢ un nombre premier impair. Dans la matrice réelle :

1. si gt N : un écart p divisible par q ne peut étre premier que si p = q; donc l’ensemble des
écarts critiques contient au plus une valeur divisible par q ;
2. siq| N :un écart p # q divisible par q force N —p = 0 (mod q), donc N — p composé :
aucun écart critique divisible par q, sauf p = q.
En particulier, la distribution des écarts critiques modulo q évite la classe 0 (a l'exception prés de

p=q) : c’est observable structurel correspondant a la propriété fine (P1) - les zéros de la matrice
de divisibilité sont organisés en progressions arithmétiques, ce qu’aucun ensemble aléatoire n’imite.

N part des écarts critiques divisibles par 3 par 5 par 7
réel Cramér (3 tirages) | réel Cramér
30030 =2-3-5-7-11-13 0 0,33 - 0,34 0 0,13 - 0,15
27720 =23.32.5.7-11 0 0-0,33 0 0,13 -0,14
24578 = 2 - 12289 0! 0,36 - 0,37 0 0,14 - 0,16
9998 = 2 - 4999 0 0,33 - 0,45 0 0,14 - 0,18
6006 =2-3-7-11-13 0 0-0,43 0 0-0

Pour la matrice réelle, la part des écarts critiques divisibles par ¢ € {3,5,7, 11} est nulle (& I'excep-
tion p = ¢ pres, toujours et seulement observée pour p = ¢), conformément & la proposition ; pour
les tirages de Cramér, elle vaut ~ 1/3, 1/5, 1/7, 1/11 - I'uniformité des résidus, signature d’une
absence totale de structure. L’observable structurelle “distribution des écarts critiques modulo ¢”
est donc fine, et elle est la traduction exacte, dans le graphe critique de Wy, de la périodicité
des colonnes de la matrice de divisibilité : les écarts disponibles pour former des 2-cycles critiques
vivent dans des classes de résidus déterminées par les petits diviseurs premiers de N et des écarts
eux-memes.

Comptes rendus d’expériences manquées. Un premier passage de cette étape donnait “Cra-
mér ~ 0” comme le réel - résultat artefact : le controle itérait les écarts sur la liste des wvrais
premiers au lieu des membres du tirage aléatoire, réintroduisant la primalité réelle coté Cramér.
Corrigé ci-dessus. Ce genre d’erreur (contrdle contaminé par I'objet testé) est précisément celui que
le protocole est chargé d’attraper; il faut I'appliquer au controle lui-méme.

Ce que D’étape 2 établit, et n’établit pas. Etabli : le graphe critique de Wy porte une
information structurelle fine, inimitable par du bruit de méme densité - les écarts critiques sont
confinés a des classes de résidus non nulles modulo chaque petit premier, contrainte multiplicative
lue directement dans le calcul min-plus. Non établi : que cette contrainte force I'existence d’au
moins un 2-cycle critique pour tout N pair. La proposition ?? restreint le lieu de recherche (les
classes # 0), exactement comme un crible - et c’est bien la que réapparait, au sens de la section ?7?,
la question centrale : la restriction par résidus est une information que le crible sait déja exploiter
(jusqu’au mur de Selberg). Le levier éventuellement nouveau serait d’ordre min-plus : par exemple

1. L’unique exception prévue par la proposition : I'écart p = 7 lui-méme, quand N — 7 est premier - observé
exactement une fois sur les 202 écarts de N = 24578.
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une contrainte de cohérence entre cycles - si {i,i+ p} et {i,7+ r} sont critiques, alors {i+ p,i+r}
lest aussi dés que |p — r| et N — |p — r| sont premiers - qui fait du graphe critique un objet a
symétries internes (graphe de Cayley sur les écarts critiques), susceptible d’arguments de théorie
des groupes plutot que de comptage. C’est I'étape 4 de la feuille de route.

6.7. La transformée de Legendre-Fenchel : une “Fourier min-plus”

Second instrument, plus théorique. La convolution min-plus
(f®@g)(N) = Hgn(f(p) +9(N - p))
est exactement la convolution infimale de I'analyse convexe, et la transformée de Legendre-Fenchel

fr(s) = Sgp(s k= f(k))

la convertit en addition ordinaire : (f®g)* = f*+¢* (& ensemlblement convexe prés). De méme que
la transformée de Fourier diagonalise la convolution classique - c’est elle qui a permis le comptage
des représentations par FFT dans la note de reprise -, la transformée de Fenchel diagonalise la
convolution min-plus : elle est I'analogue tropical de la “valeurs propres” au sens ou a* encode
le profil convexe de a, et Goldbach devient la comparaison de 2a* avec la transformée du peigne
des nombres pairs. Deux réserves honnétes : (i) la transformée ne retient que I’enveloppe convexe
supérieure des points (k, a(k)), c’est-a-dire essentiellement les premiers et les composés de @ minimal
- elle pourrait donc effacer la finesse (revenir a de la densité); (ii) on ne sait pas encore si cette
comparaison est plus démontrable que 1’énoncé initial. La encore, le protocole ci-dessous tranche
expérimentalement.

6.8. Etape 2 : la structure locale du graphe critique encode (P1)

Le recensement (étape 1) dit combien il y a de 2-cycles critiques ; I'étape 2 examine lesquels : pour
chaque N, I’ensemble des écarts p (avec 3 < p < N/2) tels que {4, + p} soit un 2-cycle critique de
Wy - indépendant de ¢ par translation, c’est donc une donnée de structure du graphe critique, pas
de sa seule numérotation.

Proposition 11. Soit ¢ un nombre premier impair. Dans la matrice réelle :

1. si ¢t N : un écart p divisible par q ne peut étre premier que si p = q; donc l’ensemble des
écarts critiques contient au plus une valeur divisible par q ;
2. s1q| N :un écart p # q divisible par q force N —p = 0 (mod q), donc N — p composé :
aucun écart critique divisible par q, sauf p = q.
En particulier, la distribution des écarts critiques modulo q évite la classe 0 (a 'exception prés de
p=q) : c’est observable structurel correspondant a la propriété fine (P1) - les zéros de la matrice
de divisibilité sont organisés en progressions arithmétiques, ce qu’aucun ensemble aléatoire n’imite.

N part des écarts critiques divisibles par 3 par 5 par 7
réel Cramér (3 tirages) | réel Cramér
30030 =2-3-5-7-11-13 0 0,33 - 0,34 0 0,13 - 0,15
27720 =23.3%.5.7-11 0 0-0,33 0 0,13 - 0,14
24578 = 2 - 12289 02 0,36 - 0,37 0 0,14 - 0,16
9998 = 2 - 4999 0 0,33 - 0,45 0 |0,14-0,18
6006 =2-3-7-11-13 0 0-0,43 0 0-0
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Pour la matrice réelle, la part des écarts critiques divisibles par ¢ € {3,5,7,11} est nulle (a 1'ex-
ception p = ¢ pres, toujours et seulement observée pour p = ¢), conformément a la proposition ;
pour les tirages de Cramér, elle vaut ~ 1/3,1/5,1/7,1/11 - 'uniformité des résidus, signature d’une
absence totale de structure. L’observable structurelle “distribution des écarts critiques modulo ¢”
est donc fine, et elle est la traduction exacte, dans le graphe critique de Wy, de la périodicité
des colonnes de la matrice de divisibilité : les écarts disponibles pour former des 2-cycles critiques
vivent dans des classes de résidus déterminées par les petits diviseurs premiers de N et des écarts
eux-meémes.

Comptes rendus d’expériences manquées. Un premier passage de cette étape donnait “Cra-
mér ~ 0”7 comme le réel - résultat artefact : le controle itérait les écarts sur la liste des wvrais
premiers au lieu des membres du tirage aléatoire, réintroduisant la primalité réelle coté Cramér.
Corrigé ci-dessus. Ce genre d’erreur (controle contaminé par I'objet testé) est précisément celui que
le protocole est chargé d’attraper; il faut I'appliquer au controle lui-méme.

Ce que D’étape 2 établit, et n’établit pas. Etabli : le graphe critique de Wy porte une
information structurelle fine, inimitable par du bruit de méme densité - les écarts critiques sont
confinés a des classes de résidus non nulles modulo chaque petit premier, contrainte multiplicative
lue directement dans le calcul min-plus. Non établi : que cette contrainte force I'existence d’au
moins un 2-cycle critique pour tout N pair. La proposition ?? restreint le lieu de recherche (les
classes # 0), exactement comme un crible - et c’est bien la que réapparait, au sens de la section ?7?,
la question centrale : la restriction par résidus est une information que le crible sait déja exploiter
(jusqu’au mur de Selberg). Le levier éventuellement nouveau serait d’ordre min-plus : par exemple
une contrainte de cohérence entre cycles - si {i,7+ p} et {i,7 +r} sont critiques, alors {i + p,i+1r}
I'est aussi dés que |[p —r| et N — |p — r| sont premiers - qui fait du graphe critique un objet a
symétries internes (graphe de Cayley sur les écarts critiques), susceptible d’arguments de théorie
des groupes plutét que de comptage. C’est I'étape 4 de la feuille de route.

6.9. La transformée de Legendre-Fenchel : une “Fourier min-plus”

Second instrument, plus théorique. La convolution min-plus
(f ® 9)(N) = min(f(p) + g(N - p))
est exactement la convolution infimale de 'analyse convexe, et la transformée de Legendre-Fenchel

fr(s) = Sgp(s k= f(k))

la convertit en addition ordinaire : (f®g)* = f*+¢* (& ensemlblement convexe pres). De méme que
la transformée de Fourier diagonalise la convolution classique - c¢’est elle qui a permis le comptage
des représentations par FFT dans la note de reprise -, la transformée de Fenchel diagonalise la
convolution min-plus : elle est I'analogue tropical de la “valeurs propres” au sens ou a* encode
le profil convexe de a, et Goldbach devient la comparaison de 2a* avec la transformée du peigne

2. L’unique exception prévue par la proposition : I’écart p = 7 lui-méme, quand N — 7 est premier - observé
exactement une fois sur les 202 écarts de N = 24578.
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des nombres pairs. Deux réserves honnétes : (i) la transformée ne retient que ’enveloppe convexe
supérieure des points (k, a(k)), c’est-a-dire essentiellement les premiers et les composés de @ minimal
- elle pourrait donc effacer la finesse (revenir a de la densité); (ii) on ne sait pas encore si cette
comparaison est plus démontrable que 1’énoncé initial. La encore, le protocole ci-dessous tranche
expérimentalement.

6.10. Le protocole de contrdle, et la feuille de route

Tout ce programme est gouverné par une regle unique, héritée de I'expérience de juillet 2026 :
Protocole : pour tout observable min-plus ® (valeur propre, recensement de cycles critiques, trans-
formée de Fenchel, vecteurs propres min-plus, etc.), calculer ®(matrice réelle) et ®(matrice Cramér)
sur ~20 tirages. Si les distributions coincident, ® est grossier : on le jette. Si elles different systé-
matiquement, ® est fin : ¢c’est un candidat levier.

Feuille de route, dans 'ordre croissant du cofit :

1. Recensement fin : étendre le recensement des 2-cycles critiques a grand N (cotit O(N?), trivial)
et vérifier que g(N) ~ 2C, &(N) N/(In N)? suit la série singuliére - c’est-a-dire que le graphe
critique min-plus voit la factorisation de N. Fait a petite échelle ci-dessus; a confirmer en
grande.

2. Structure du graphe critique : pour les N ou g(N) est anormalement petit (les “vallées” de la
comete de Goldbach, comme N = 2p, p premier), examiner si la structure locale des cycles
critiques de Wy reflete les contraintes de divisibilité (P1) - c’est le premier endroit ou la
finesse doit se voir si elle se voit quelque part.

3. Vecteurs propres min-plus : calculer les vecteurs propres de Wy (points fixes de x — Wy ®x,
associés a A = 0) et leurs bassins d’attraction (itération de Collatz-Wielandt min-plus) ; tester
au protocole de controle.

4. Profil de Fenchel : calculer a* (fenétré) réel vs Cramér; si les profils différent, chercher une
inégalité convexifiée qui force trg (W5 ?) = 0.

5. Objectif théorique : une inégalité min-plus combinant (P1) - la périodicité des colonnes de la
matrice de divisibilité - et le calcul W, qui forcerait un 2-cycle critique. Aucune garantie de
succes ; mais chaque étape est maintenant un calcul bien défini, avec un test de falsification
intégré.

7. Conclusion

1. La matrice des quotients x/y est un crible : la primalité y est une propriété intrinseque des
lignes (proposition ?77?), et la matrice des écarts |z —y| porte la loi additive. Les deux matrices
ensemble contiennent exactement ce qu’il faut pour exprimer Goldbach.

2. La fonction de composabilité a(n) et sa convolution min-plus donnent une reformulation
équivalente & Goldbach (théoreme ?7) : (a®a)(N) = 0 pour tout N pair > 4. Contrairement
au modele de mai 2026, la primalité y est interne au modele, et I'information utilisée est
multiplicative (fine), pas de pure densité (grossiere).

3. “Propriété fine” a été défini : une propriété que les nombres premiers possedent et qu’aucun
ensemble de Cramér ne possede. Trois exemples fins ont été donnés (colonnes arithmétiques,
témoin < \/x, treillis des diviseurs), tous lisibles dans la matrice.
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4. “Obstruction de parité” a été défini : le théoréme de Selberg selon lequel les cribles ne peuvent
pas distinguer 1 de 2 facteurs premiers, expliquant pourquoi le théoréme de Chen (a un facteur
pres) n’a jamais pu étre amélioré en Goldbach, et pourquoi la note de mai 2026, n’utilisant
que de l'information grossiére, ne pouvait rien démontrer.

5. La question “le calcul min-plus exploite-t-il la finesse, ou l'efface-t-il 7” a recu un début de
réponse expérimentale (section ?7) : la valeur propre min-plus de la matrice de Goldbach
W est un observable grossier (A = 0 aussi pour Cramér), mais le recensement de ses cycles
critiques est un observable fin (les comptes réels excedent systématiquement les comptes
Cramér, a la maniere de la série singuliere de Hardy-Littlewood, qui dépend de la factorisation
de N). Le programme se poursuit par le protocole de controle : tout observable min-plus doit
passer le test réel contre Cramér avant d’étre un candidat levier.

A Programmes de vérification

A1l. DMatrices d’écart et de quotient

import numpy as np

n =10
mmult = np.zeros((n, n))
for x in range(1, n+1):
for y in range(1, n+1):
mmult[x-1, y-1] = x / y
madd = np.zeros((n, n))
for x in range(1l, n+1):
for y in range(l, n+1):
madd [x-1, y-1] = abs(x - y)

A2. Primalité par lecture de ligne (proposition ?7)

def est_premier_par_ligne(x):
# x >= 2 premier ssi x/y non entier pour tout 2 <=y <= x-1
# (il suffit de tester y <= sqrt(x))
if x < 2: return False

y =2

while y * y <= x:
if x % y == 0: return False
y +=1

return True

A3. Fonction de composabilité et convolution min-plus (théoréme 77?)

def a(k):
# nombre de diviseurs de k strictement entre 1 et k
# (a(k) = 0 ssi k est premier) ; k >= 2
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return sum(l for d in range(2, k) if k % d == 0)

def goldbach_minplus(N):
# (a (x) a)(N) = min sur 2 <= p <= N-2 de a(p) + a(N-p)
best, argmin = float("inf"), []
for p in range(2, N - 1):
v =a(p) + alN - p)
if v < best:
best, argmin = v, [p]
elif v == best:
argmin.append (p)
return best, argmin

for N in range(4, 21, 2):
val, arg = goldbach_minplus(N)
print (N, val, arg) # val = 0 ; arg = decompositions de Goldbach

A4. Matrice de Goldbach Wy, trace min-plus, valeur propre de Karp
(section 77)

INF = float("inf")

def a(k):
# nb de diviseurs 2<=d<=k-1 ; a(k)=0 ssi k premier ; +inf si k<2
if k < 2: return INF
return sum(l for d in range(2, k) if k % d == 0)

def build W(N):
# matrice de Goldbach sur les residus mod N
return [[a(((j - 1) % N)) for j in range(N)] for i in range(N)]

def trace _minplus_carre(W):
# = (a (x) a)(N) : Goldbach(N) ssi cette trace vaut O
m = len(W)
return min(W[i] [k] + W[k] [i]
for i in range(m) for k in range(m)
if W[i] [k] < INF and W[k][i] < INF)

def cycles_critiques_2(W):
# vaut N * g(N) : recensement fin (observable "serie singuliere")
m = len(W)
return sum(l for i in range(m) for j in range(i+l, m)
if Wil (3] + W[jl[i] == 0)

def karp_lambda(W):
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# valeur propre min-plus = poids moyen minimal d’un cycle, 0(m~3)

m = len(W)
D = [[INF]*m for _ in range(m+1)]
D[0][0] =0

for k in range(1l, m+1):
for v in range(m):
D[k] [v] = min(D[k-1][ul + W[u] [v]
for u in range(m)
if D[k-1][u] < INF and W[u] [v] < INF)
lam = INF
for v in range(m):
if D[m] [v] == INF: continue
mx = max((D[m] [v] - D[k][v]) / (m - k)
for k in range(m) if D[k] [v] < INF)
lam = min(lam, mx)
return lam

for N in (30, 60, 100):
W = build W(N)

print (N, trace _minplus_carre(W), # 0 ssi Goldbach(N)
cycles_critiques_2(W), # =N % g()
karp_lambda(W)) # 0 (observable grossier)
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