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MEMOIRE

SUR L. A
RESOLUTION DES EQUATIONS.*

Pr M. VANDERMONDE.

ENTRE les Ouvrages faits depuis quelques années fur fa réfo-
Jution générale des Equations, les plus remarquables font
le Mémoire de M. Euler dans le Tome LY des nowveaux Com-
mentaires de Péterfbourg, & celui de M. Bézout, dans le volume
de cette Académie pour fannée 1765. Il fuffit de confulter ces
deux excellens Mémoires pour prendre une idée des progrés des
analyfles en cette maticre, & des difficultés de tout genre qui
reftent & furmonter. 11 m'2 paru qu'une partie des difficultés

voit étre imputée 3 ha nature 10éme des méthodes analytiques,
r:!feules dont on ait fait ufage; & jai pris le parti de tenter
une autre voie. La méthode que je vais expoler, ne fuppofe
lintroduction d'aucune inconnue, & i queique inftant que ce

de M." Tfchirnaiis, Euler & Bézout,
terminée par 'expofé d'une méthode
particuliére qu'il fe propofe d'appliquer

* Ce Mémoire a été 1 dans le cou-
rant de N 1770, & paraphé
par M. de Fouchy 7:7:3 du méme

mois; mais il m’a fallu attendre 1'im-
preflion des Mémoires de 177 1, parce
3ue je n'avois pas, en 1770, I'honneur
‘étre de I'Académie. Avant cette
époque, il avoit paru un ouvrage inti-
tulé Meditationes algebraice, par M.
‘Waring , ouvrage queje ne connoiffois
» & ol parmi dés recherches trés-
ntéreffantes fur les tions , on
trouve des théorémes analogues i ceux
del'article V de ce Mémoire. Depuis,
Tilluftre M. de la Grange a publié dans
lesdeux premiers volumesd ux
Mémoires de Berlin, fous le titre de
Reéfiexions fur la réfolution algéérique
des Equations, uneanalyfe des méthodes-

aux degrés non réfolus. Onremarquera
g:elqucs conformités entre cetouvrage
le mien, dont je ne puis &tre que
flateé. Je dois avertir encore que le
premier volume des Mémoires de
I'Académie royale de Marinc, ren-
fermera des recherches ingénicules
déja imprimées & diftribuées, fur la
Réfolution des Egquations, par M. de
Marguerie; & que, dans le cin-
vieme volume de la Société royale
3: Turin, on trouvera quelques vues
énérales, fans doute: trés-profondes 5.
f:r cette queftion par M, le Marquis
de Condorcet. ’
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foit dans Ja marche du calcul, on n'a que des équations faciles &
vérifier, en y exdeutant les opérations indiquées; voili fon caractere
particulier: ceft aux Glometres a apprécier fes avantages.

I. Ondemande les valeurs générales les plus fimples qui puifient
futisfaire concurremment & une Equation d'un degré déterminé,

o

I'I. Développons dabord, par un exemple, I'état de cette
queftion,

¥ o—(a b)) x 4+ ab = (x — a) (x — 1)
eft une équation identique, & par conféquent la condition

8 — f(a =+ b) x 4 ab = o,
eft fatishiite en faifant ¥ =— a, ou ¥ = &; mais

] +ab=0o,

2
eft aufli une équation identique, indépendamment de Yextraclion
de la racine indiquée; d'otr il fuit que fi fon navoit pas connu

.y b o= fa* = B 2ab
celte quantité ——— {a. = & qu'on eut voulu

exprimer qu'on la cherchoit, fa fuppofant x, on eut dii avoir
x* — (@ -+ b) x 4+ ab = o.
Or il eft vifible que cette expreffion V{a* =~ &' — 2al)
qui fignific fa quantité dont le cané eft &* —+ 4" — 24,
eft une expreffion ambigué, puiflue a—+ b0 — 2albel
indiffécemment le carré dautant de quantités » (@ — &) quil
a de nombres qui fatisfont & la condition r* = 1.
Voili donc deux maniéres d'envifager 1'équation
¥ — (@ 4+ b)) x -+~ ab = o;
comme équation du fecond degré, & alors l'inconnue y repré-
fente une quantité ambigué'; comme produit de deux facteurs du
premier degré, alors c'eft {'équation qui eft ambigué, & l'inconnue
y eft fulceptible de deux valeurs qui ne le font point.
S'il ¢roit fimplement queftion de réfoudre I'équation
" — (a 4~ b) x 4~ ab = o,
il faudroit choifir le dernier point de vue ; mais fi f'on en demande
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une racine qui ne foit compolée que de fes coéfficiens @@ —— 4)
& alb, cette racine fera ambigué néceffairement : car @ étant une
valeur de x, il faudra quion ait

a = fonclion [ (a —~ b), ab];
& comme en ¢changeant les lettres a & & entr'elles dans (@ — 1)
& dans ab, ces quantités, ainfi que leur fonction quelle qu'elle
foit, demeurent abfolument Ies mémes; I'échange fuppofé fait
dans les deux membres, on aura encore

b = foultion [(a =~ b), ab).
Or ces deux conditions ne peuvent fubfifler {¢parément que par
Yambiguité de Ta fonction.

Cette fonétion eft, par exemple,
a4+ 0 V(a—+ b)) — 4ad)],
qui fe déduit facilement de fa valeur ci-deffus, parce que
a — U = (a -+ b)' — 2 al.

Une quantité de laquelle on ne powrroit dire en aucun fens
quelle égale a, ou quelle égale 4, ne réfoudroit point I'équation
propofée; mais toute quantit¢ de laquelle on peut le dire, en un
certain fens, Ja réfout : telle eft, par exemple,

Ha—+ b LI=U W2V g hy e 0ty
qui la réfout effectivement, parce qu'il y a un fens dans lequel
e caméde X2Y=V W=V gl 1 telie eft encore
3
1ab
¢+ b V(@ ) — 4ab)’
i un dénominateur commun.

De ces trois valeurs générales, Ia plus fimpleeft Ia premicre;
mais l'on demande de plus les valeurs qui fatisfont concurremment,
ceftd-dire, celles dont fa fomme eft « —— &, & le produit eft
ab. 11 faut pour cela déterminer un fens dans lequel la fondtion
ambigué c’§ale a, par exemple; & trouver, cela polé, comment
elle égale b ; or cela eft ici trés-facile, puilque

t[a -+ b+ V(@ b — gab)],

qui ne fatisfait, quiapres fa réduction
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n'eft a, qu'en fuppolant que
V(@ + ) — g4al) = a — b;
d'olt il fuit que c'eft
ta = b — V((a -+ b) — 4ab)],
qui, dans ce fens, eft &.

ITL 11 faut prendre encore le troifime degré pour exemple,
¥ (a4 b =€) 3 - (ab A= ac A-be) X —ght = (x=—a) (x=1}) (x=c)
identiquement : donc, pour réfoudre généralement I'équation du
troifieme degré

X — (a4 bdc) ¥  (ab-ac4be) x — abe = o,
il faut trouver une fonétion de
(a =+ b — ¢), de (ab —— ac——bc) &deabe,
qui égale indifféremment ou @, ou &, ou «.

En réfléchiffant for le fecond degré, envifagé de fa maniére
ci-deffus, & for ce quon connoiffoit du troifiéme, jai été conduit
3 penfer que ceite condition pouvoit étre remplie par une fonc-
tion de cette forme
Ha+b+¢ H /(@ rb—4-1"c)} )/ (a + 7'b 4 1)),
oui je fuppofe les cubes développés, & que 7, 7" font les valeurs
qui fatisfont, concurremment avec l'unité, a Yéquation r* — 1.

I eft aif¢ de voir quelonar - r' = — 1, ¥+ =13
dolt Ton tire ** = 7", #"* = ¢, &c. & lon trouve que le
cube de a —— rb—— ¢, eft
& B A= & A= Gabe A= 37 (%6 == B = C'a) 4= 39" (a'c - Fa - F);
mais cette expreflion
YIa* 48 4= + 6 abe o= 37 (@b = Fc 4= *a) 4 3 1 (P 4 Fa = )]
qui nindique autre chofe que la quantité dont elle renferme le
cube, eft une expreflion ambigué, puifque ce cube Yeft dautant
de ?uanlilés r(@a =+ rb —+ 7"¢) quil y a de nombres qui
“fatisfont a la condition 7 = 1.

11 eft done facile de vérifier fi fa fonétion ci-deffus, au moyen
des différens fens dont s'y trouvent fufceptibles les deux quantités
ambigués, remplit d'abord cette condition d'étre indifféremment
ou a, ou b, ou ¢. Je yois que cela eft en effet, puilque [

1
7 a
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%["+6+‘+ ("+fb+'n‘)+ ("+7~l"'+7'<‘)]=a,
%[.z+ﬁ+c+y’(.z+/5+r"r}+r" (@764 7)) =
}[a+6+¢+r'(a+r'b+r':)+/ (a+r"lr+r':)] =4,

Il ne s'agit donc plus que de faire que les deux cubes ne
foient fonclions que de (@ —+ & -+ ¢), (ab ——~ ac ~+ bc)
& de albc: mais comme cela fera impofiible tant quiil ne fera
pas indifieent d'y échanger les letres a, b & ¢ entrelles, il
convient de s'occuper 3 part de cette feconde condition.

e

Onar — -—_'2;2., Pl .:.;2; d'Oi‘I
(arvba-rs) = b’ = (@b 4= ac 4= 8'a o V¢ 4= Pa - *F)
4= babe At (@b-Peicta—a'c=Fa—tb) 3,
quantité dont (@ —— b —= r'¢)’ ve difftre que parce que
¥ — 3 y elt en moins.
I v’y ali que
(@b == bc == a — a'c — ba — D)
qui change de valeur fi Ton échange les letires entrelles. En y
écrivant en effet @ pour &, & & pour a, on a
(a'c == ba == b —a'b — b'c — ca),
& ceft la fevle valeur différente dela premitre, que les ¢changes
de lettres puiffent produire: mais nous avons appris ci -devant
a faire une quantité qui fut indifféremment fune de. deux , &
dans laquelle il fur de plos indifférent d'écrire T'une pour 'autre:
v & 4 étant ces deux quantités, £ [ —— o 4 V(' — u")’)
fatisfait aux deux conditions: donc fuppofant
ab = bec 4~ fa — dc — ba — b = 4,
ac =~ ba 4 b — a'b — bc — ca = ",
V@b + b'c 4 da — a*c — bFa — & b)* fen
indifféremment ' ou #", & ne changera point de valeur fi
Ton y échange enrelles fes lettres a, & & «.
Or (@b —— b'c + ca — a'c — ba — '), qui
égile (a — &) (a — ¢) (b — c), a pour carré
@B a8 - P B o N o A
—2 (a¥%e 4 Bac - ctab) — 2 (@5 4 @' 4 BcY)
o 2 (@8 + & - Pa'e 4 béa o 63 - Ba) — 6 a8,
Mem. 1771, . Ay
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Voili donc la feconde condition dz fa réfolution générale du
troifieme degré fisfaite, Quant 3 la woifitme & demidre qui
eft de fubflitver a toutes ces quantités, dans lefquelles i eft in=

ifférent d'échanger les fettres entr'elles, leurs valeurs en. . . .
fa == b = ¢), (@b =~ ac == bc) & abe, on verna
dans Tinftant qu'elle efl toujoors wés-facile i remplir.

1V. On voit dés-i-préfent que pour un degré quelconque , fa
condition effentielie de la réfolution générale étant de trouver
une fonction de la fomme des racines, de la fomme de leurs
produits deux-3-deux, de la fomme de lews produits trois-a-
trois, &c. qui foit indifféremment T'une quelconque de ces 1acines,
cette recherche peut fe partager en trois chefs:

1.° Trouwver une fonclion des racines, de laquelle on puiffe dire,
dans un certain fens, qu'clle cgale telle de ces racines que I'on
voudra.

2. Mettre cette fonclion fous une forme telle qu'il foit de plus
indifférent dy échanger les racines entr'elles.

3.2 Y fubflituer les valeurs en fomme de ces racines, fomme
de leurs produits deux-a-deux; &rc.

Traitons d'abord ce troifieme objet qui eft le plus fimple.

V. Yécrimi dans Ia foite

(A) pour @ == —+¢ +~&c. (A)) pour @ b = ¢ —- &e.
(A B) pour ab — ac =~ &e. (A B) pour @' —=ba—+ca—+&e
—=be—+ & ——a'c b c— b+ &e
—= &c. ! =& - & - &
&e.

En général par (A« BAC>....) jindiquenai Ja fomme de tous
les termes difiérens qui réfulteroient de celui-1i, au moyen de
toutes les fubflitutions poffibles des petites letwres a, 4, ¢, d, ¢, &e.
dans un ordre quelconque, aux grandes, A, B, C, &e. &
j'appellerai ces expreffions abrégées , Tipes de combivaifon oun
fimplement: Zjpes. 2

Comme le cas ot quelques-uns des expofns &, B, ¥, &
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du Type (A= BAC?..0.) font égaux entr'eux, conduit i des
confidérations particuliéres, jadopterai encore, du moins dans cet
article, une autre fagon de noier, au moyen de laquelle fe
nombre d'égalités entre ces expofans puiffe entrer d'une maniére
générale dans les expreffions que je cherche.
- Je fais (A2 BACY DY Ev.) = fe By ded}; &1,
parexemple, « =.8 == vy, & == ¢, jauni
(A2B2Ce D" E4....) = faaadd...}] = fa'd....}
Ainfi le fens de cette exprefiion §a"379/7...} eft facile i faifir:
() = {1} (4) = {2} (4B) = {3'}

EiBa=— "5 iNras) =B 1BCD) ="§2"1}
(ABC} = §{*} &c. &e.

&e. .

Les fon@ions qui ne changent point de valeur {i 'on y échange
fes lettres entr'elles, étant évidemment des fontions de #ypes;
ce quon fe propole ici fe réduit donc & trouver la valeur de
"By en fu}, f1°}, {10} 1), &

Les formules fuivantes donnent d’abord la valeur de §a"8% ...
“en fommes de puiffances {=}, §@'}, &ec. puis la valeur en
$1}, §1°} §1'}, &c de ces fommes de puiffances.

1.’ @, B, v, &c demenrant indéterminés, & », p, ¢, &ec.
étant des nombres entiers pofitifs, ou zéro, fi 'on ftisfuit de
toutes les manicres poflibles & la fuite d'équations

dde -2l = A ... = &,

e ==h ..., =30

d —oeos . —Vg,
:78;“:'» -

en ne prenant pmlr:t': ;", 2" B, b € €, €, €"e que des

nombues entiers pofitifs ,-ou zéro, la valeur de {2’ 87 9%} en

fommes de puiffances, contiendia tous les différens termes de i

forme ' [ - o

{a'u.-l—b'ﬁ +C"y -+~ m} i x{a"d. +b‘B+m} . x{ﬁmd'-i—---} ‘M---
; Aaaijj

L B <
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qui en peuvent réfulter; & le cotlficient numérique du terme
quelconque
;;1'4. = b'B~=c'y =} "x fa'e —— D ==, . x {n'"a. —t=u} - .
en fuppofint pour fimplifier
2 b A Arun=A, t=p = g A =M.

2’ —=b" e = A", (=" Aun=E
I S g —
. &e.
fera
{1 (r23ed — 2. 4" — |](l_v.x....A" — 1)‘. (12000 A" — :)‘u...... -

(1330 =1 &)Y (12,09 (122"} (1) (1) 120 ".....(| 02.38) (1308 { 122047 0
le figne —— ayant lieu fi (N —~ £) eft pair & le figne —
sil eft impair.

Par exemple,
@B =05 Bemi- 28] — =7 3+ A} {8}

1e2.340.2 133

1.3.3

—_—— f2a 28} {a}

1.3.0.2

— e 1344 128}

1330002

— 2 fae Bl e+ 8]

— 1 fa 428} f2a}

0 el tey
2§ at B} fa} {8} — o {2} {e] A1

by fa 28} fa} —— {e+AR}{a} {R}

L P

1.3.1.2

= {20} fa—t-8} {8} :
o0 ol T ompalies 161

3
1 "

=" faal 2Bl e DM

.

—+
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& fi Ton fuppofoit « = 2, £ == 1, on auroit
2o =208 — Gy + ey
— {6} {2} 58§23 {1}
163 {2 —+ 14} g2y
— {583} {4} {21
— i}’ 43 £33 {1}
34 {2}

Hlm Nlm e b

bt

-
»
N
A~~~
—
R
-
-
m"‘
—~
~
—
A
-
D
-

(ABCDE)=2(A) — (A4)(4) ~+ () Ay
—3(A) (4) + (4) (4) (4)
= (4)(A) +}(4%) (&)
—3(4)"  —-1(4)(4)(4)

-+3(4)' (4)
— 3 (A)(A)(A) + L (4) 4
— 1 (4)(4) (4)
- = (A)
2.° Si l'on fait avec les quantités (Ad), (AB), (ABC) &c.

ou fif, §1°}, §1°} &c I fonction rationelle & enticre fa
Plus génénale poffible de fa dimenfion w, ou fi Ion prend tous

les différens termes de fa forme {x}" {73 "‘{:’} - qui
peavent réfulter des maniéres poffibles de fatisfaire T'équation
¢~ 2¢ - 3¢ 4~ = =,

¥, ¢, ¢"u.. éant des nombres entiers pofitifs ou zéro, fa valeur
de fa} contiendra tous ces termes; & le coéllicient numériqug
du terme quelconque,

3.;"_;,3‘" Y aP. i
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en fuppofant € == ¢’ —~— ¢ —~j=.o. = £, fina
® (13 E — 1)
== (1e3et) (1eaud”) (1300800
fe figne —— ayant lieu fi (@ ~~ £)elt pair, & le figne ——
sl eft impair.

Par exemple,
=P -2 P -2 ey

+ 22 npop = oHo =S pite a2,

ceft-a-dire, _

(A4)=(A)—5(A) (AB)—+~5(A) (AB):~+ 5 (A)" (ABC)
— 5 (AB) (ABC) — 5 (A) (ABCD) + 5 (ABCDE).
Llinfpection des Tables ci-jointes, que je crois faciles a entendre

fans explication, & quil me paroitroit intéreffant de continuer,

pourra {uppléer aux détails de procédés qui ne font pas ici de men
objet *.

*# On étoit fur le point d'imprimer ce Mémoire,, lorfqu'il m'elt venu en idée
de rechercher 'expreffion générale d’un nombre pris quelque part que ce foit
dans ces Tables, ou, ce qui eft la méme chofe, en luppofant ce qui précéde,
celle du coéfficient numérique du terme

: D e 303w 303 e 4.2 ey o ldux{',}'n { . ;}'ﬂ{!'}dl ...{1'-0-'}",

dans la valeur du produit

N o ay as ar D3t —323ii)e—u.—njm1ay
i} £33 §23 {1} Jai=t -1 A8
J'ai wrouvé que fi P'on indique cc coéfficient, qui et une Fondlion de
@1y @3, 0. Ay, 23, &KCopar
ar,as, ayw.an
— F ),
- 23,88,3) wnas/:
le figne - ayant lieu fi
a1 o a3 +.as + az.4-...
eft un_nombre pair, & le figne — s'il eft impair, on aura pour déterminer
cette Fonction, la formule fuivante (en fuppofant pour fimplifier

S —2a— 34, — 42— —r— Tar =N,
'—-a.-—zv—3a.;—.. e o—‘l¢l=N)r
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V1. Cherchons maintenant les moyens généraux de faire un
fonction des racines, de Jaquelle il foit viai en un ceruin fens
quelle égale telle de ces racines quon voudra.
Je dis dabord que la fon¢lion
-}[a_g.-b-}—t—-l—&co-!—"\/(a—i-r'b—i-l"c 7 d )t
e A C i e B o AL Sy L
= (a4=r"T b )"
e ou @, oud, ou ¢, ou 4, &e. indifféremment, en fappofant
les puiffances  développées, & que 7, 7, 7 &c. font les valeurs
qui rcfolvent concurremment avec l'unit¢ {iquation 7" = 1.
Les exemples mettront cette propofition dans tout fon jour.
Ajoutons feulement que lorfque # eft un nombre premier 2m—-1,
pour obtenir les valeurs rigoureufes de r en fuppofant

P ==t i (et ) [P o e 1 ) (P e X e 1) (P o X1 )i

on a l'équation

= — =P
B e 2 2203 e e,
1.2
. — —o,

M2y e 3 §—4 Wi 3 i S § R

—— X
1.3 1.3.3 .

dont les racines font x', 1", 2" &c. & qui eft tovjours facile &
‘réfoudre, comme on le verra ci-aprés par le caleul du cas ot m = 5.
Si a n'eft pas un nombre premier, les fimplifications font encore
plus grandes, & s'offrent fans peine.

F(a-. @2enre AVorie 28 r————

A1, A3ieee AVees AN,

Vet N1 Nz N3 ¥ (qn-—a,-,m.‘—d:,..ﬂ—u.t$. & an
(1e2 3ttt} (1e2e3ms)un (102,30 v)
formule d'oti Fon tirera n (quations en donnant 3 v fucceflivement pour
valeur les nombres 1, 2, 3.... #; le fecond membre de chacune de ces
€équations ¢tant la fomme d'autant de termes que le terme quelconque en peut
fournir €n prenant pour a 3, & 3.2 v, ou zéro ou des nombres entiers pofitifs,
tels que NV ou au plus = o.

En_confidérant cente formule comme une équation aux difiérences finics
a ploficars variahles, dans laquelle la différence de chaque variable foit égale
alunité, je puviens & intégrer & 3 fartishice aux conditions , par un procedé
pasticulicc dont je me propole de rendre compte dans I'un des volumes luivans,

ar, 23, .ar—1,3,57 a0 an

e
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Les applications au fecond & au troifieme degré fe trouvent
ci-deffus: pafions au quatricme.

VII. Comme s — 1 = (¥ — 1) (¥ == 1), les racines de
—rfont1,—1=~r,¥V—1=r" —Ve—1==r";
& il faut prouver que
%[a—i—[)—*—t—i-n’—!—i/(a—-b—!—d/——l —dY—1)*
+ Y(o-t-—c—d)*
=/ (a—b—cV—1 4 dV—1)*]
¢gale indifféremment ou @, oud, ouc, oud, en fuppofant les
carrés - carrés développés : mais cela pof¢, Vexpreffion indiquée
renferme les quatre valeurs fuivantes:
[at-boc-d (@bt cyY— 1 = dVm 1 )i (a b C i) 4= fammbmeV—i-dV—1)] = a;
[t botmc4-d— (@ b€ Vet —=dY et i (@b € o ) (am bt Yo 1 - dVm1 )] == B,
s[at-btmc - dopm Ve V(@b Vo § o At o (@t b Gt} e Vot (G e ot YoV e V1 )] == 4,
i [et-boeord— Vo 1 (2 b € Y Ve Yt Joom (@ b (o) e Y et (e b (Y et e =1 )] == €4

Donc, &c.

VL 1t =(r—1) (=7 =7 =~ r—=1)s
Or fi I'on avoit les quatre équations ,

1Y = = = = o,
Wi — 1, 7 = 1,
e
d'otr F'on déduit
=, =
’r’ =,
=, M= "= =" &
on trouveroit pour déterminer ou ¥, our’, ou 7", ou 7", r éant
Tune quelconque de ces quatre quantités , 'équation
4Pt 4=r— 1= 0,
Donc les valeurs qui réfolvent concurremment avec Yunité T'équa-

L Iz

tion 7 == 1 & qui font 7, ', #", & r", fatisfont aux quatre
équations que javois d'abord fuppofées & 3 celles qui sen dé-
duifent ; done
1
ila
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fletbtetddetyatr b4 s c4r"d g
FV @+ d g
F Y@+ e d )
F+ Va1 b4 c 4+ ™ ¢)¥]
en fuppofant les cinquidmes puiffances développies, renferme les
cing valeurs
bot-c4-d-t-e 1
e g A E S S WL R N I (241" eV detor"e)te (atrbit ot ey

bt c4-d-t-e
3tV Bt 4V ey Ve ) - P (a4-P"bo " eV ) 41" (@t bt eV et )4 1 (@t Vbt et T

FW I P :
2ot bt "l et T )it Y (a""ber" Tey'd-7e )4t (aper’ bt eV dere) -V (a4 VbV ey Y dper™

gaddt-e
stV - ey ¢)4=1" (a-+-P")4-y’ Vet dar e )= ¥ fair" Bt e AP dtet®e )™ (@it bty

4 --die
itV bt et d iy ) ¥ (@bt et r V) er® (@t b eV At )t ot "b Ve Tt

Les cinquiemes puiffances indiquées font faciles & exécuter au
moyen du fy{leme d'¢quations entre le produit de deux quelconques
des valeurs de r, & une troifieme, tel qu'il eft ci-deffus ; mais il
faut obferver que les mémes lettres continuant d'indiquer Jes
mémes nombres, & les trois {équations
It et ettt =0, =1 y V=1,
ayant lieu, on pourroit, 3 caufe de lambiguit¢ de ces nombes,
fuppofer 7* ¥ = ¢ ; ot Yon déduiroit
K =, P = =y =", " ==,
P =7 " =+ fecond fylteme d'équations qui eft vrai,
ainfi que le premier, fans I'ére en méme temps, & duquel on
concluroit les mémes chofes que ci-deffus, quoique dans le dévelop-
pement des cinquiemes puiffances, il conduilfe 2 d':unre_s valeurs.

IX. Comme r — 1 =( — 1) (i 4= r 4 1)
(7 — r = 1), les fix valeurs de  dans Féquation 7 =1 font

Mem. 1771, Bbb
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1, —1,¢, 9% — ¢, — ¢ ¢ &g étant les valeurs qui

réfolvent concurremment avec Yunité I'équation ¢’ =1, ce qui

fart. 1) donve ' + ¢" = —1,¢'¢" =1, 9" = ¢"

¢' =¢, &c. & il faut prouver que

Hade b coedopm b oo fo Yfa = b e — p'd e pe — )¢

-o-f/{.x-o-b-o-y"c-;-p“d-o-p'r-o-,‘/]‘.
+a—b ¢ —d - e—f)f
+(as b g gd 4 g+ 9
(2 b g g'd - g'e — 5]

éaale indifféremment ou' @, ou b, ouc, cu d, ou ¢, ouf,

en fuppofant les fixiemes puiffances développces : mais alors Iz

fon@ion renferme les fix valeurs

-’
Ha b e Comd e 4 f e o td ot o
i —p (e b e fd ot e = §f),
-+ "
—_—
1 o
e, -
- - sl p——
g pla bl Pef) _ pamboptmdfie=])
-+ g -+
+¢ -—
o+ -+
ofe - 3
-+ ¢ - p" . €
e p? (2= B e gt e g'd =i p¢ =5 g (a—‘-o-p"t-—p"d-c—p’l-p:o]:
-+ " - p' ) <
Bl —y

donc, &e.
X 1= (r—1) G S T i
? = r = 1 ); or fi lon avoit les fix équations
) G S R RN ISR SERORRT, R
G —T G — g =g

T” rm rr' r vrv r/ :



DES SCIENCES, 379

d'ol 'on déduit
rlru/ — rv’ rn’_l" e er' rlllr\' - nv’ ,,l\'r\‘l — 'w.
Y — f”, PUA — '/II' /llr\': - ',,'
P = ’n' PLAL o rv’
e =",
'II — '[”’ rn.\ — r-v‘~ /lrt — l’",
= M=, ™= &

on trouveroit r¢ ——r’ ==t P Py =o,
r ctant 'une quelconque des fix quantités : donc les valeurs jma-
gimaires de {/1 fatisfont & toutes ces ¢quations; donc
Fletbrbaiedeet s fimg - (et b e damrVeder” fu Vg7
) =Y (@t b e s e f+7 g7
= lad-r bserc it div e 7
(et b tr” ¢t depr e-o-r"f+y'”,}7
=Y (@At et Ay et f+rgr
(a1 byt €=tV d eV etV ™ g)7)
en fuppofant les feptitmes puiffances développées, renferme les
fept valeurs

-+
-
-+ .
yadbtettdame e foiog a4 (@ == Vb 4= V¢ ot P e e 1 " gy
+ "'
-+
-+ v
=T =+
-7y -+
-+ r' -+ Y
- (¢+/'3+r":+v"d+y'¢+r"[+v'g} A= 7N (@At ber e Bt e s )
-+ Y -7
-+ 7 ” L
- v . : A

Bbb ij
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-+
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e
o L
-+ s
(341" b r A A ey 41 g) = (at=r""b et e mior Ao r e 4 Vg)
- "!
-t 7
- "
-+ a
-+ 7 €
-7 5
A= 2N (g = 1B e Y e P e P e PV e 1)) =) e
-+ d
-V g
3

X 1. Ce procedé eft uniforme, & pour un nombre premier
n quelconque, 7, #', #... étant les valeurs imagimires de /1,
on aura toujours un fyfiéme d'équations analogue aux précédens,
en fuppolant les (n— 1) équations

L =7 =7 =7 == = 0,
=1 =1 =1 M"""=r1&
=7 =7 rrt =17 &
zl:i donneront toutes les autres. Ce fyfteme fuffia pour dever
1s embarras les puiffences indiquées, & fatisfaire par conféquent
A T'objet qui nous occupe ici, puilque les valeurs rigoureufes de
toutes les racines de l'unité font faciles & obtenir fucceffivement ,

comme on le verra.

XIIL. 1l y a, lorfque » n'eft pas un nombre premier, des fim-
plifications dans fa ?orme générale ci-deffus, quife préfentent au
premier coup-d'ceil ; par exemple,
tawpm b e+ d -4-3/(«—‘—&-:!— 1 —dY — 1%
SO Y
A Ya—b =V -1 e dV == 1)4]

renferme les quatre valeurs de larticle V11
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et dm b d b [ ffa— b e e fd e e oS
V(@b e g e P f
+v{a—5+r—d+c—-_{)‘
/(@b -6 e g d - gt - )
e = b g% = g e — g f)]
renferme les fix valeurs de Varicle 1Y ; &c.

Mais il exifte encore pour ces cas, des formes particuliéres
plus fimples,

XL On peut, par exemple, faire une quantité qui ait in-
différemment l'une J:: quatre valeurs détermindes, gus élever
d'autres puiffances que des carrés, & par conféquent fans employer
d'imagimires , car

le+b-cd +Vfa—4-b—c—d)
V(@ —-¢—b—d)*
“+V(a—t=d—b—¢)']

renferme les quatre valeurs

- =
. + =
.'.[..*.}.‘.g,,.d_ (a*‘—a—(}* (a-..g-—‘—a)_
= a
-— I
pad=b—0)] =
-4 A

XIV. On peut faire une quantité qui foit indifféremment f'une
de fix, fans élever d'autres puiffances que cing différens cubes;

N

cr ¢ & ¢" étant les valewrs imaginaires de /1.

|

A b e e d e i f (@ o B ot §5 4 d - 5
-.-w::-.-:-.-yﬁ 4 p'd 4= f)*
+"/(¢+d-c-fpf7rf+f:-'o- e
/(a4 ¢ g f 9B 4
Yo f o Gl ¢ e o €)'}

|

o
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renferme fes fix ‘valeurs ;
-+
— et e

Rorark

-1

Lat o O e _—
b erdreqf M (@ == b o= o 4= d o g% 5= )

L
-+ 5
~+ 9" -+ o
s (et tgbogmegmglda-f) (@ = d e b f = p*c 4= ¢)
T TP S T
== Sy
-.F - o«
- -+ g I3
- " — -t= b — — e
:i, (a =t o= p'c o= f = g6 4= &) _'-;, @ b f e §'d ot € 4 9" - ()] = A
- -+ . e
=+ p" -+ It

X V. Veut-on favoir fi, fins dever dantres puiffances que
cing différens carrés, l'on pourroit faire encore une quantité
qui fiit indifféremment 'une de fix? voici le moyen de s'en affurers

I faut que chaque fetire, excepté @, fe trouve dans la fomme
des quantités radicales, deux fois en plus & trois fois en moins,
pour fatisfaire au cas ot tous les radicaux auwront le figne —i—
comme ici

-}[a-pb—g—:-o—d-o—e-o-f +fawttc—=d—c—f
+{a+5+d-éc—f—f)+(a+c+f—5 —d —)
defad-dre—b—t—fl + (a -t - fom b — ¢ — d)] =0
mais quand on difpofera les fignes —— & —— au - devant des
radicaux, de la maniere qu'il faudra pouravoir dans tous, — 1 pour
coiiflicient d'une des lettres antre que @, il faudra que les coéffi-
ciens = 1 & — 1 continuent de fe mi-partir pour toutes Jes autres
fettres, dont la fomme doit étre zéro; il faut done que deux leres
quelconques ne foient pas trois fois de méme figne dans les cing
quantitGs radicales: or ces conditions font impofitbles & remplir.
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Au refle, ce qui eft impoffible fi I'on veut fe borner 3 cing
carrés, n'a rien que de facile fi on en dleve dix, car
@ e b m e d e e - f) *»'.’a+5+t-d—r—f)‘
Ve e b e d - — f)* —1—7’4'¢+5+f—:—d—'{/‘
Ve r b fm b d e ) eV dm b — ¢ —_
= Wa e B —d— fp A fm b
R A S e e /. Ve bdaf = — ¢,
= Va b A f b e — )]
renferme les fix valeurs.a, b, ¢, d, e, fo
XVI. On peut faire une quantité qui ait indifféremment l'une
de huit valeurs déterminées, fans clever dautres puiffances que fept
différens carrés, car
s[arbmiedam e g e b @ b e b e d ¢ fm g — i
+v(¢+5+e+[—c—d_g—ﬁ)‘
Ve b e gk —cm—d— e f)*
—o-v’{a-o-:-g—e-o—ﬁ—é—d—j—g)'
+v’(¢’-q-r+f+g-—l—d—r—.ﬁj‘.
V@ dgm b g b e — f
Vit dm f bk b — ¢ —t—g)']
renferme fes huit vilews a, 8, ¢, d, ¢, f,4, k.
X V1. On peut faire une quantit¢ qui foit indifféremment T'une
de neuf, fans dlever d'autres puiffances que huit différens cubes,
car ¢ & " dtant Jes valeurs imaginaires de /1

@+l 4= 4= 2 e f g ko k

—o-\‘/.’an-5+c-o-p’d+z-o-f+ﬂ'g+ﬁ+l/’
s —_— e
-0-;/.'-:—'-5-0-6-9-fg-o—ﬁ-v-l-o—y"d—o—c-o—f}'

+#’<h+d+;+;‘5 -.-/—.-A'-g-pf'r-a-c-.—ﬁ/s

+"/{a+d+g-o-p’x+f+A+p"&+/+[}'
-i-\‘//d-o—f-f-&-h;’b—ht-o-‘-a-p':-o-d-&-ﬁ}‘

= fa s fm b S e - d 4 & “+ g% e g

V(@A b ko e if - g e gE - A B

(@ 4 4 +'p'm -n-p"m;)‘]
renferme ks neuf valeurs «, 4, ¢, o, e, 8 kb
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XVIIL En généal, on touvera toujours les formes de
cette efpice, en prenant dans fa premicre, fimplifiée comme
dans Varticle X171, les radicaux de méme dénomination, en
échangeant les lettres entre clles de toutes les manicres, pujs
faifint une fomme de tous ces réfultats; car chaque forme élé-
mentire f& compole toujours de cette fomme, & fouvent, de
différentes portions de cette fomme.

Les modifications qui paroiffent multiplier le nombre de formes
des racines, ne font que des complications des formes élémentaiies;
comme lorfque Ton prend deux ou pluficurs termes de la racine,
& quion éléve Jeur fomme 3 une certaine puiffance, pour la mettre
enfuite fous le radical de méme expofant que cette puiffance ;
lorfquion fait le produit de deux termes, pour le diviler enfuite
par fun deax, &e. &e. & je dis que pour le quatriéme degré
par exemple, il W'y a de formes efientiellement différentes, que
fes deux des articles VI ou XTI & XII1; que pour le fixiéme,
iln'y a que les trois des articles IX ou X111, XIV & XV, &c.
car la diftérence effentielle eft dans le degré des radicaux néceffaires.

Sans entrer dans de plus longues difcuffions & ce fujet, parce
que Tobjet des formes particuliéres eft moins de faciliter fes
folutions géndrales, que den fimplifier les réfultats , nous nous
contenterons de remarquer quau moyen de tout ce qui précde,
notre queflion principale f¢ trouve réduite au fecond des trois chefs

ue nous y avions diftingués (article 1V); ceft-a-dire & tranf-
?ormer en fonction de types (article V') Ja quantité de laquelle on
peut dire quelle égale telle des racines que T'on voudra,

Reprenons un inftant fe troifieme degré.

XIX. On a vu (articles 111 & V) que la quantité qui eft
indifféremment ou @, ou &, ouc, fe préfente immédialement
{ous la forme

H[(A) Y ((A?) —+ (A*B) 4 C(ABC) 4=+(a=—1)(a—c)(b—c)¥—3)

Y ((A) =L (A*B) +6(ABC) — 1t (a—b) (a—c) (b—)¥—3)),
& que pour avoir le tout en fonclion de fypes, il ne sagit que
de prendie, au lien de

(a = b) (a—c) (b==c)

fa racine
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Ia racine de fon carré
(A'B)—2(A'BC) — 2(A’B?) 4 2(ABC)— (A BC).
Les Tables de larticle V donnent e furplus, & I'équation pro-
pofée étant
Mx? 4~ Nx* - Py Q="o
fi I'on fait
Al
o
= ; IV = (NP — 2 MP — 32N0Q + 2.3 MNPQ — 3 2QY),

§ SV il =2 N 4 3P MNP — 33 21Q

Ia formule de réfolution fera

r=—tr[—-N 4+ Y& a]
. o et =1 ——3
2 2
—t—v—3 — iV
B 2

formule connue & fa plus fimple poffible, comme fe prouvent
les obfervations fuivantes.

XX. On doit toujours pouvoir diftinguer les diffrentes
facines l'une de lautre, dans Ja valeur générale qui les renferme
toutes , uniquement en y multipliant chaque radical par les dif~
féentes racines de l'unité, de méme expolant que ce radical ; d'oyy
il fuit que la formule générale du troifieme degré ne peut pas
ne renfermer que des radicaux feconds : Iaddition des radicaux
dans Ja fomme des valeurs qui réfolvent concurremment doit
donner zéro, ainfi il y faut des radicaux troifiemes,

Il faut que dans chaque radical tout foit zéro quand a—={j=—

puifqu'alors on doit trouver x — F(A) =— JL fansaucune

3
ambiguité.

Il faut que o, & & ¢y zient le méme cotfficient, puifque
@ par exemple, eft de h ‘méme difficulté que @ 4 obtenir en
Ypesian.. &e - .

Mem, 1771, ' Cce
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Comme toutes ces conditions exigent que l'on ait fous les
radicaux , les nombres imaginaires dont le cube eft t, on voit
quil eft impoffible d'éviter dans la folution du troifitme degeé,
ce quon appelle le cas inéducible.
Il fera facile d'étendre & de généralifer ces remarques.
XXI. Nous avons prouvé (article XI1I) que
$A) V(@ e b e 6 = d)* = V2 4= ¢ = b e ) = V[ = d = b —¢)*]
renferme les quatre valeurs @, 4, ¢, 4, fi fony fuppofe les carés
développés. Ces carrés font, favoir,
(@4 b —c—d* ab - ed
(a-o—c—&—d/‘z = (A') — 32 (AB) 4+ 4 Znt-q-bd
(@ = d e b= ()") - ad + be
afal <~ ¢d) = (ac -+ bd) — (ad -+~ kc),
= (A") — % (AB) «+ :,z 1fac o= bd) — (ad 4 bc) — (ab —+ cd),
2fad o= B¢) == (ab 4= ¢d) — (ac <+~ bd),

En échangeant les lettres entre elles, de toutes les maniéres poffibles;
dans

2(ab <= ¢d) — (ac 4 bd) — (ad = bc)
on ne trouve que les trois valeurs
2(ab ~ ¢d) — (ac 4~ bd) — (ad <+ bc) = '
afac == bd) — (ad —— bc) — (ab —— cd) ="u"
2(ad = bc) — (ab =~ cd) — (ac —~ bd) = "}
mais par Tarticle 11T
J(ab = ¢d + Fac -+ bd —+ 7"ad — bc)
=/ (ab -+ ¢d ~ r"ac =~ bd <= r'ad -+ b)),
en y fuppofant les cubes développés, fera indifféremment ou o',
ou «, ou &, Le premier de ces cubes eft
(ABY) — 1 (A B'C) + 6(A'BCD) 4 6(A'B'C’) — 3 (A*BCD),
dia—m b im ) s d) b= (b —d) ¢ — )V = 3;
Yautre w'en difftre que parce que ¥/ — 3 y eft en moins: or
comme le carré du produit des différences entre les racines eft
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une fondtion de #ypes, la folution ne dépend plus que des pro-
pofitions de l'article V.

L'équation propofde étant
Myt = Nx} —= Px* 4~ Qx -+ R = o,
o - = Vi (m — J*NPQ + $MQ* 4 3PNR — 233"MPR
A

+ V_ [ A':P:Qn -—I'AN’P'R _31A'4R: ])
3 —emp@r  satmPR eatyMNPR) ),

T V@ 2.3 AVIPQR. a7 M PR

+2.3°MNPQ) — 34 MNPQR — 33 M* NQR?

—3' Q4 —3 3 MNQ'R 43 AR

a3’ APPQ'R
)= = -+ A -t A
o —_—1 Y3 — 1 -V —3
3 2
4 T —Y — 3 —_—1 4 V=3
- 3 ) 2

ou bien «, #" & o' étant les trois racines de {'équation
R 1 A i o 3NQ‘— :’,'Mﬂ}l
= = 3Pk o 3"NPQ — 3'MQ* — 3)N'R == 3°3’MPR) = o,
on a
-4

x :.—ﬁ N ¥V 3 — 2MP 4 M)

' -+
: Vi(3 N — 3IMP 4 2280 Vi3 N* — 2P 4 2 A7),
— -

& fi au lieu des deux derniers radicaux , on prend fa racine du
crré de lear fomme, le tout ne dépendia que de ',

X X1 Sinous prenons la forme de Tarticle XII, favoir,
Cccjj
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$[(A) 4 Y(a ~ b eV =t = dy — )¢

AVfa b m o — @) e Yfa b — = dV— )Y
nous aurons (@ —— b — ¢ — d)* par larticle précédent;
& quant aux deux quatricmes puiffances, fi Yon fait
© = 3*(AY) — 31*3 (A'B) — 21.37(A'B")
Yatay (A BC) —173.33 (ABCD) — 2*[3 (A?) — 3(AB)]H 4= 2"7ul%,
# ayant la méme valeur que dans laticle précédent, on aura
e B, AP
or faifant
¥ = 3 (A*B’) — 2* (A*BC) 4 3'3 (ABCD) — i}
on a
{a=8f—4d)'=1+%
(@8 — (c = 4] = —;- @ <+ 2'3%);

doli, au moyen des propofitions de larticle V, réfulte fa fors
mule fuivante, @& & ¥ étant, favoir,
© = 3PNt — 243 MNPP — 2SI P 4 2332 APNQ — 373 MR
— MG N — P MP)L 4 a'p MAE
¥ = a'"P — '3 NQ + a3 MR — &*
oin
= —:’LAT [—= NV Vi It e 2P 4 22Mu)
/ —
—
' - _;_ (@ = 32 MY = 3% @  2"3A0' )
oV —1
-
a Y —— (@ = 2P MY - 3 A0 %))
. Y - @ 22N - 3@ = 23 MY
—y —1
XXIILL. Pour I'équation
PP r 41 = o0,
par exemple, qui renferme fes valeurs imaginaires de / 1, on
aura, par la premicre formule,
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-+ - -+
r={-[-—:* VS MWe=5 =3V§ W= —2vs]s
v -+ -
—_— - -+
& par la feconde,
“+) -+ 4=

r=af—c s T

— o |

Y 5(—3-4+4/—1) :‘,_. Y5 (—3 —4yem1)]s
- V1 —_—— IS

XXIV. Avant de paffer au cinqui¢me degré, il faut expli-
quer une nouvelle notation abrégée qui rendra nos expreflions
plus concifes, & nous fournira des procédés de caleul plus expé-
ditifs que ceux de falgébre. Cette notation convient & certaines
quantités dune forme fyftématique dans lefquelles fe réfolvent
celles que jappelle zpes, & auxquelles fe réduit toujours immé-
diatement la fonction qui eft indifféremment telle des racines

ue f'on voudra.

Jappellerai Zjpes partiels, les expreflions abrégées de ces quan-
tités. Ce font des fuites de termes faifant partie du développement
d'un méme fype, dont la propriété fondamentale eft que fi, dans
un certain échange entre les lettres, il réfulte d'un terme, un autre
terme qui [oit de fa fuite, il ne réfulte des autres , aucun terme qui
n'y [oit pas compris; de maniére que cet échange n'y produife aucun
changement: & quiau contraire, s'il en réfulte un terme qui n'y
{oit pas compris, aucun des réfultans ne le foit.

Je fuppole, par exemple,

« ¥ > ap A e
[eB)] =mabecd-albc—a4-abec,

1o

ceft-i-dire que [« B+] repréfente fa fomme de tous les termes

différens que fon peut former en confervant toujours a, & & ¢,
dans l'ordre alphabétique, prenant au premier terme pour expo-
fans 1efpectifs de ces lettres, les nombres e, 8 & + dans Yordre
méme o ils font éerits, & concluant enfuite chaque terme, du
précident, en y empruntant fes expofans fucceffifs dans l'ordre
qui fuit, le deruier, l¢ premier, le fecond; ordre de fucceflion
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fuffitmment indiqué par celui des canctériftiques 1, 11, 1171,
dans T'expreffion I!aB'y], & doti fon ne déduit ici que trois

termes, puifqu'en continuant toujours, on retomberoit dés lg
quatri¢me, fur le premier.
11 fuit de-li que
r B

[eyB] = a“ b LY —— tlzybﬁc‘,
& que“ ;;rl conféquent, en ne fuppofant dans le développement
du yype (A“BBC’} quea, b &c,ona
@HEC) = (47 + Ty
1l eft facile de conclure femblablement
[«Byd] = M - & —TT U R «

My o

[a0By] = a8 d + o P78 3 PP d & S
[¢ydB] = a“l;’cJ\dﬂ - a'ﬁl;at'sd’ -t A d -+ a’b‘c“dJl
[zB8y] = P = 678" d" = anbar’da ~4= al‘l;’c‘d‘
[zyBd] = a‘b’csdﬁ -+ o’ Lt — agbl‘c‘d? —t= aJ\bac’dﬁ
[2dv8] = ¢"8'd’ 4 B -V Al

d'olt il fuit qu'en ne fuppofant dans le développement du #pe

(A“B*C’ D) que a, b, c & d, ona

PTE= Tl 21+ [/l SR
gl reliss BT+

1l faut obferver, avant dlaller plus loin, que dans les loix
que J'ai prifes ici, javois une intention particulicre. Les deux

portions (a8 y] & [ayB] du fype (AGBAC’) font telles
quelles ne font que fe convertir réciproquement fune en fautre
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par les échanges quion peut faire dans fa valeur de chacune,
enue fes lettres @, & & c; jai de méme affujetti 3 certe pro-
pricté les fix portions dans lefaquelles jai partagé (4% B* ¢” »” )
ainfi, il faut, pour obtenir en pes la quantité [a B 1.

faire une foncion qui ait indiff‘remment l'une de ces deux
valewss [« 8] & [a 8], & de méme, pour obtenir en types fa

quantité [« By 2], il faut faire une fonction qui ait indiffé-

remment l'une des fix valeurs
[2872]. [«287). [2y28]
[2827). [2782] & [=2 78]
Ce n'eft que pour fatisfaire i cette vue particuliere, qu'il a falfu
partager le 7ype (A.B‘C’ p’ ) en portions ol les cara@éif-
tiques 1, 11, 11 & 1v fe trouvaffent dans un ordre différent,
En fuivant ce procédé, on aura : :
[aByde] -a‘lzﬁgdﬁe‘—p‘awl;'c“d’e‘-‘-{— b’
+agél‘cad'e’+a’6’cad'e‘
[2edBy] =a¢b‘:}¢13e’—i—anb’c'dﬂe‘—l— a‘”l;ac’d'e‘
-o-a'llﬁr‘d’e‘“—l— a’l»ﬁcﬂd‘e.
[avRed] =a" b’rad‘ea—|—a‘1;fc7dﬂe‘+a‘ebucwd>e‘
' —l—a’b‘:‘dﬁeﬁ—l—a{\bﬂc'd‘c’
[¢J‘tyB] =a‘bﬁcéd%B-{-a’&Bcl\d‘e‘-ﬂ—a‘[;acﬁd‘ne"
—l—alb’c‘dﬁe‘—i—aﬁb‘t’d‘tﬁ
La fomme de ces quate fypes particls eft encore un e
q bpes p hp
partiel, qui, A caufe de Tenchainement entre fes expofans 8,4, d,¢,
peut Cre noté ainfi [« £+ Je], en concevant que le premier

v ¥ o



392 MEMoIRES DE L'AcADEMIE RovaLe

ordre de caraltériftiques détermine, non une fuite de fimples
termes, mais une fuite de fypes pariiels de la forme [abcde],

forme indiquée par le fecond ordre de caraélériftiques. Cepen=
dant 3 caufe des difficultés de 'impreffion, je fubfliterai ici, a
cette notation qui m'eft familitre, fa fuivante qui peut fuffire
pour ce Mémoire: je ferai

[aByde]— [a.@yJ‘z]—I—[cvuJ‘B-y]—f—[a.yBeJ‘]—}—[aJ*c'yB]

ouwow o Ny F R

& femblablement
[2Biyd] = [aBuy 8] -+~ [ty 2]+ [ay PRe] =[ader]
[‘:;fm:,] = [uB.‘J‘tz] —= [at@z&] -+ [¢:y:£{3] - [a.J"yBe]

Si fon foppofe de plus
[a8y]]= [«Bysdi]—+ [edeBy] = [ayRie] =~ [Retyi]

[T

[aBdyel|=[aBdye] 4 [a.J‘-yht“B] -+ [d.:yt?i\] +[aeBdy]

v oMo

Lo 1= e+ A P R PR

(AB°C'DE) = [abyh] —+[abiyd)] —+[abe]

~+ [aByed]] 4 [2B2ys]] - [2Bedy]]

& les fix #ypes partiels qui compofent cette fomme, feront tels
?u'ils ne feront que fe convertir réciproquement fun en fautre,
1 Yon échange dans la valeur de chacun , les lettres a, &, ¢, d, e,
entre elles: de maniére que pour obtenir en fypes l'un de ces #ypes
ﬁani;l:, il faudra faire une fonction qui foit indifféremment l'un
es fix.
Ces exemples fuffifent pour entendre Ialgorithme en queftion.

XXV. Lorfque «, 3, %, &c. font des nombres déterminés,
sil y en a d'égaux entre eux, il pourra arriver que fubftituant
dans ces formules d'abréviation & dans leurs valeurs, on trouve
dans Ja valeur, des termes qui ne different point: par exemple,

on
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on trouve, en fubflituant dans {'une des formules précédentes,
[1 B § l] =a'bdd +adlcd 4alcd +db’d;

oy wov
cependant, en fuivant immédiatement fa loi indiquée par fordre
des caraéérifliques 1, 11, 111, 1v, on auroit di sarréter, apres les
deux premiers termes.

Pour éviter toute équivoque 3 cet égard, je fuppoferai que
dans le développement des #ypes partiels, comme dans celui des
#ypes mémes, il ne fe trouve jamais que des termes divers entie
eux, & jamais d'autre coéfficient que funité. '

Ainfi, par exemple, [22 1 1] ne repréfentera que les deux

nEe W on o

termes @’ b cd —— abc* &, & le réfultat de la fubflitution dans
la formule 4 [« By d]qund e =B =2,y = =11,

neav onox

fera - 2[22 11]; &c.

Le cas ot quelques-uns des expofans «, 2, 5, &c. font zéro,
ne produit rien de particulier; ainfi
[2100] =a%'Cd + 8 Cd+a' b+ a0 & = b d-ab’cd*
[2002] = @'d" + &' + 8 + 8 d°

XXYI Onpeut, par le moyen des opértions fuivantes;
trouver le produit de deux #ypes partiels dans lefquels Fordre entre
les caractériftiques eft, ou doit ére conforme.

Soit demandé, par exemple, le produit de [2100] par

[7?4'.0], Jécris quatre fois 7 0 4.0, & au-deffus, les quatre
permutations de 2 roo indiquées par Fordre des carallériftiques,
comme il fuit.
2100 0021 1200 0012
7910, 7040 - 7040 7040
Jajoute les nombres qui (e trouvent immédiatement I'un for
lautre, & jai, pour le produit,
(21001 [7o40] = [r40l + (70611 + [B2401 + [7052]-
Cet exemple fuffiroit pour appliquer le méme procédé 1 tous
Mem. 1771, Ddd
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les cas, fi les réductions, lorfquiil y en a, n'exigedient une ou
deux confidérations particulieres.
Soit propofé le produit de [10022] par [31100]; je fais
Yy n YHOIY 0
31100 00113 13010 10301 01031
10022 10022 10022 10022 10022

.

douff.‘.’..‘.’?..’] [31100) = CEgERNet Lionss]

-+ [23032] + [393a3] + [t1033;
mais, dans ce produit, les deux fypes partiels [10135] &
[11053] reprfentent chacun cing termes difﬁ’rens: u;l;eu que
ie‘sr;l.e‘x;x" [23032] & [20323], repréfentent les cing mémes
termes. i e

Pour faire ces fortes de réductions, en calculant, je fuppofe,
des types partiels de la forme [a £+ & ¢], jai fous les yeux, ow

dans Ia mémoire, Fordie de p;l'l:;ll‘;‘lt‘ion que voici

12345, 45231, 31524, 24153, 53412,
lequel eft indiqué par { 334- 5 .

Cet enclainement me fait voir Ique [2 303 2] eftl méme
chofe que [02233], & que [20323] etk encore que la méme
chiofe; ar, pour “u'ouver un 'é:;xi\";:lent de [2 303 2], dws
lequel o qii occupe ici fa troifieme place, or:c;p: E.x 'p:tmiére.

je choilis 31524, & je m'en fers pour appeler les nombres
dans cet ordre:

o qui eft le T
2 qui eft le e
2 quietle 5T
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3 qui eft le 2

3 qui eft fe -
Pareillement, pour trouver un {quivalent de [2 0 3 2 3], dans
fequel o qui occupe ici la deuxiéme place, occ:x;;; Ia lpr"cmiére.

je choifis 24153, dont je me fers pour appelcr les nombres

dans cet ordre:

h me
o qui eft le 2.

2 qui et le 4.7
c
1

2 qui eft le
3 qui eft le § -
me

3 qui eft e 3.
& ainfi des autres,
On a donc, aprés avoir ordonné & réduit,

[to022] [31100] = [4.1122]—+—[5r310]

Yooy o n Yy o on W oo Y ouir oaon

~+ 2 [02233] = [53101]

woaw o W on

Soit encore propofé le pmdmt de [211 IO] par [21101];

v Nl Yyuuvy an
je fais
21101 orI1rIz2 12110 10211 11021
21110 21110 21110 2I1I0 2I1l0,

& je dois conclure
[zlllo] [znox] [4.22:1]-}-—5 [22222]
4 [o2233] + [21133] + [23311];
parce quen conféquence de larticle XXV, [22222] ne
repréfente qu'un feul térme.
On calculera d'une maniére analogue le produit [a.e-yh]

x [abcde]; &c & ainfi de tous les autres tipes pariiels de
) Ddd jj
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méme forme entr'eux : les détails ci - deffus doivent fuffire pour
tous les cas.

Je n'éerirai communément, dans fa luite, les caraélérifliques 1,
11, 111, &c. que fous un feul des termes, quand feur ordre fera
conforme dans tous.

XXVIL On a vu (artice 111) que dans fa forme
ot ¢ préfente immédiatement fa fonction qui eft indifféremment
ou a,oulb, ouc, il refle une quantité dans laquelle il n'eft
pas indifférent d'échanger les lettres entre elles ; cette quantité
eft d*5u—- o ~—natv—ua'c —W—u b
ou [210] — [201] qui dépend du fecond degré,

s

On a vu de méme ( article X.XI) que dans la forme ou fe
préfente immédiatement la fonétion qui eft indifféremment ou

a, ou b,ou c, oud, il relle la quantité 2ab —— cd)
— (ac + bd 4+ ad —+ bc) = 2 [1100] — [1010],

POVETR R

qui dépend du troifieme degré, & non du fixieme, quoique de
Ia forme [ 2y &), parce que dans les valeurs particuliéres de «, 2,

[T ]

& dquiont lieu, [28y 8] & [28dy] ne different points

W

Paffons au cinquieme degré,
XXVIIL Si Y'on fait

fa 4+ 1rb—rc 4 "d 4 1"e) = A’
(a = r"b —= Fe = 1"d 4+ Me) = A"
(@ 4 "b -~ rc 4= 7 d 4+ 1) = - 5pid
(a 4+ r"b 7 =7+ d 4 ref = A"

on aura (article VIII ), pour la fontion qui égale indifférem-
ment ou a, ou b, ou ¢, on d, oue, cecl

. —;- [(A) + A’ + A” + AIII + Al' ]. . g
Elevant les cinqui¢mes puiffances indiquées, en faifant ufage du

premier fyfiéme d'équations entre Igs 7 (article V4I[) on a, fi
Ton fuppofg : . ; .
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2 [31100] = 3 [12200] = u'

AT L LR
[41000] == 2 [30002] ~ 2 [30110]
oML e 2.3 [lzo:o] + 2:3 [Zloll] — @"
[40100] =~ 2 [30020] -+ 2" [31001]
T 4 2.3 [10202] —-2'3 [zorin] = [
'[4.0010] ~ 2 [32000] — 2° [30101]
Yidiy b0 + 2.3 [|°2:0]-+ 2;3 [21110] — ¢n/,.
[40001] =+ 2 [30200] - 2" [31010]
L e 2.3 [12002] S 23 [21101] = @7,
Gl 233.5 (ABCDE) 4= 2.5% = 57 ¢ =+ 57" ¢ + 5/79" Tad 4
AY 5 = (A5) 4 2'3.5 (ABCDE) + 2.5 - 57" ¢ == 57 9" +='5r79" 4= 57" ¢'7

A" = (AT) «4- 273.5(ABCDE) + :.51_(-4-1/"9"... sAYSY < 5o ¢ - 57 @'Y
AYS = (A5) 4= 23,5 (ABCDE) + 2.5¥ ~ 5r'"¢ -+ 577¢" + 57 ¢ - 57 9"

ou, en employant les plus ﬁmplés valeurs de 7, de l'article XXIII,
& faifant pour’ fimplifier

A i B L e
— (ABC)— 3.5 (ABCD)~~2'3.5 (ABCDE)= 11

o Y
Aty s” g A ), 1t
e =M+ T'I,.'..', _'—:T.'.(V_'f_"-f'—vw—ﬂ"/\;‘
A5 .

-

. T : -
= : \J e 0 4
- ,-{"-9'.""'—' W—s-+avs _ ;‘.:(9'—9"-'1’"*? =525y

-+

Or weft de la forme [f%?.{\.f] qui dépend (article XX17;
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dune équaticn particuliere du fixitme degré, & fon va voir
que le carré de (@' ~+ ¢" — ¢ — @" ), ainfi que fa
quantité qui eft indifféremment,, ou (¢’ —¢" =~ ¢ —¢" )},
ou (¢ — ¢ — 9" =+~ 9")", ne renferment que des sypes
partiels de cette méme forme.
On- pourroit le démontrer a priori ; car

(¢I+¢"— ¢'”__Q'V)‘ — @li_._ ¢v:+ ¢au ' ¢wn
— 200" 0"+ ¢90" 1+ 0"0") +2(¢'0"+-0"0");
(@'—9"'9',“‘—9")1 = s N e wi v
PRI ol e S G

T e — e — g

& les types partiels que renferme @', étant comparés chacun
2 [aByd¢], les comefpondans de ¢* feront [2yB¢d];

YoEiMY L u Vidivem

ceux de @" feront [aedBy];

ceux de @' feront [adevB];

vy s n

dio il fuit que ¢'@” fera de Ia forme [abcde] —+ [acbed]

qui et un oype partiel, ¢" ¢ éant [aedbc] = [adech];
quc Q‘ ¢m + Q” ¢|v étﬂnt dc Ia fomc de ¢I Q"; ¢l ¢|V +¢~Q'"

s IV,

fera de celle de 9" ¢'"; &ec.

1l fuffit d'indiquer ici cette maniére de démontrer. En faifant
le calcul en entier, on trouvera

01: I ¢~x + Qlll: e ¢'\‘l — [82000']

Hiwd awa a

' [r2010] 4 2'3 [s3020]  + 2% [43201]
[7or11] 4 2’3, [s3002] 4 25 [43012]

[64000] 4 3’ [s3200] A4 2% "[43102]

++ +
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+ 2%3 [63100]
+ 2* [63001]
4 2% [62020]
4 2’3 [62011]
+ 23 [62110]
<4 2* [6z2101]
+ 2’ [54001]
+ 2 [s4100]
+ 2¢ [54010]

2.3 [72001]
+ 2* [63010]
4 2% [62200]
+ 2% [6rrix]
# 5 .[ss000]
+ z [73000]
4+ 2 [7oo21]
<+ 2* [7ro02]
+ 2 [7rii0]
4+ = [6o040]
4+ 2 [63100]
4~ 2? [61030]
+ =.5 [62002]
+ 2.3" [6ro21]
4+ z.ar [6z2011]
+ 2.13 [6z2110]
+ 3% [54001]
+ 13 [sr1o04]

o+

2
2.

2

2

2'tx. [sro13] °

2.3.11 "[s2102]
2'3.5 [s1121]

N "

-
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T2l [s31r10]i 4 2%3.5 [43120]
2*3. [s53011] shn 225° [43111]

2’3" [sro22] 4 2'35 [40222]

2*3 [s51220] o 2%3.5" [42121]

=;s[szm] =+ 2’5 [ro333]

’s [24040] . .4 275" [03232]
s [o4141] 4 2%5* [23131]
5. [43030] 4 2’3.5 [31222]
5 [43210]

¢¢ - ¢MI¢IV e [8.:”1'03]

+

219 [s3101] 4 2’5 [43021]

377 [51202] o 273,57 [32211]
3'5° [24400] +2%3.57 [03322]
n[o.H,n] + 2% [23311]

-5 [43300] - 4 2737%5" [22222

ro C) 4

s Qm [91010]
—+ ¢' ¢V 4+ "¢ *arar s

2* [54100] < 2.5.11 [42013]
2.7 [52030] 223.5 [43210]
2*  [50032] 3-5 [24040]
2’7  [53020] - 3's  [og114]
2’5 [s53011] 2.3-5 [43003]
2%5% [43111]
2.3.5* [42022]
2'3.5" [¢2121]
2’35 [13033]

23 [52210]

I N A A

2.3%5 [43102] < 2%5.11 [03232]

2% [4ro32] + 2% [23113]
511 [42130] 4 273.5% [32221])
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De cette derniére valeur, ol tous les termes font de la forme
[aBy de], on tirera ¢ ¢~ ¢" @™, en ne prenant que le ype

particl [aByde] —— [ayBed], & ¢ ¢ —+ ¢" 9", en
prenant lautce [adeyB] — [aedBy]: ainfi

r ot UL

20" +9¢"¢" = [81o10] + [8oro1]

= 2 [73000] -2 [70300]
-+ &c.

7 1Y L)

" +9"¢" = [81001] + [Sor10]
—+ 2 [70003] —~ 2 [70030]
—+ &e
& akulmt (¢I Qllr + QII le — QI @iv p— Q" @Ih‘ )l " on
'y trouvera que des termes de la forme [abcde].
Il me paroit certain que ces carrés (@' —+-¢"—@"'— @'/
(¢l— ¢”+ Qlll_- ¢|\')l & (QI— ¢M— Q’l'—*ﬂ- ¢IV)£ ne
dépendront méme, ainfi que «, que de [z 1100], ou de

[12200];carona [31100] =(4) [21 loo]-|—[:'z”zc:c‘>]
. — (A*B*C) — (A'BCD), & il eft facile de parvenir 2
Téquation identique,
(A*B) 4~ 2* (A BC) 23 (ABCD) + 2* (A“B*)
- 2 (A'BC) 4+ 2’5 (A'BC’) =~ 2’5 (ABCD)
— 2' (A*BCDE) « 2 (AB'C) —+ 2* (ABC)
4 2.29 (ABCD) < 2.3’ (ABC'D) + 2.61
(ABCDE) =+ 2.13 (A*B*C’) —+ 2' (A*B'CD)
— 2.3 (A*B'C) 4 2.13 (A*B'C’'D) —+ 2’5"
(A*B'CDE) —+ 2.3's (A*B'C'D) -+ 2.3.23
(A B CDE) <= 2:.3 .13 (A2 B C* D) =+ 23§
(ABCD) = 2*.103 (ABCDE) 4= 2.3.5.13
(A BC D E)
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(AAB*C'D E) — 2°s.17 (A'"B>C* D' E*) — »
[21100]) §2(A'B) — 2* (A*B°) =~ 2 (A*BC)
a3 (AB) — 13 (ABC) — 2’3 (ABCD)
— 3.5 (AFC) — 61 (ABFCD) + 27
'(A’BCDE} — 2* [12200] {(d) — 2°5 (A'B'C)
— 2%5 (ABCD) <~ 2’3 .5 (ABCDE)} —2 {znoo]‘

v

e (AB)} — 3*s (4) (31100] [1Za50]

- s [122'001 —_ Q + O + ¢IIIZ + ¢IV_
Ainfi fa fomme des canés de ¢/, @ ¢, & ¢'%; ne dépend ,

comme celle de leurs premiéres pulﬂfmccs que de [z 1100]

oy ouoe

&de [122 oo] & je crois qu'on trouveroit, pour la fomme

des cubes & celle des quatritmes puiffances , de pareilles équa-
tions; dou par les articles V & /L‘.I on auroit (9’9" — ¢ "),
(@ 0" +9"¢°) & (o' ¢" —+ 0" ¢") en foncltion de
[21100] & de [12200]: mais je fuis convainca de plus,

*uEw o ®ourty moa

quil exifte, entre [21 mo] & [12200], deux équations

LT * ey W

qui donneroient, par dlimination, sl ¢toit néceffaire , - celles du
fixieme degré en [21100] feul, & en [12200] feul;

=wmou sy oaa

&l Forvtireroit Tun de ces denx types partiels en fon&ion de
Tautre , foit rationelle, en prenant un avant-dernier réfultat de 1'di-
mination , foit irrationelle mais entiére, en réfolvant immddiate-
ment. Voyez celles ci - aprés, entre u & w (article XXXI).

Ces équations étant des fF nctions rationelles, égales identiquement
3 zro, font faciles 3 trouver; mais je nai pas fait le calcul. Je
tranfcnm feulement 1a’ valeur fuivante’

— (A’B'C) — (A'BCD) —- 3.5 (A°B’C) <+ 2.7
'(A‘B‘C“) ~+ 29 (A°B'CD) -+ 2.3%5 (A*BCDE)
5 (AB) & 3.5 (ABC) + 3.3.5 (ABC)
“+ 35 (ABCD) = 2313 (A’B* C’D) —+- 2’13

Mem, 1771,
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(ABCDE) o4+ 2.5.7 (AABC) —~ 2.5.11
(ABCD) —+ 5.19 (ABC) — 2’5.7 (A'BCD)
~+ 3.5'7 (A*B’CDE) ~+ 2.5.43 (AB'C'D")
= 5149 (A*B'C’'DE) -+ 3.5.31 (A*BC D)
5137 (PBCD) 4+ 2.3'5 (PBCDE)
-+ 2.3.5.37 (ABCDE] 4 2°5'41 (ABCDE)
- [21100] {(A9) 4 (A'B) — 3.5 (A'F) — 3.5
(A*BC) — 3 .5 (AB) — 5.13 (ABC) — 5
(ABCD) — 2°3*s (ABC) — 5.61 (ABCD) — 5
(A'BCDE)} -+ [12200]} 7 (') — 3.5 (4 B)—3.5
(AB) — 3.5 (ABC) — 2*5.7 (A'BC) — 2.5.23
(ABCD) + 3.5.71 (ABCDE)} — 3.5 [02211]
§Ad) — (#B) — 2 (AB) + (ABC) ="}
(ABCD)} —+ 2.5 [21100] §(4) ~— 5 (AB)}
~+ 2.5.11 (A) [21100] [12200] = 2.5 .13
[1220011 f— ¢l @n . 0ul ¢nv'

laquil; fait voir que (@' —- ¢" — " — ¢'")* ne dépend que
de trois types partiels, de la forme [aBPP]. Au refle, fes

LR T

recherches que jai faites fur I'équation particulitre du fixidme
degré, dont les racines feroient 'expreffion générale [aBy d¢],

# MEAY

& les cing autres quantités qui en réfultent, fi Tony dchange Tes
fettres a, 2, ¢, d, e, entre elles, ne mayant conduit jufqu’a préfent
3 aucune facilité qui dépendit des égalités oy = B, ¢ = &, ni
des valeurs particulitres de ces expofans, toute ceue difcuffion
n'a rien ici d'effentiel.

Je nexpoferai mes réfultats fur cette ¢quation particuliére ,
quiapres étre entré dans quelques détails for le fixieme degré en
général. 1l faut auparavant jine un mot de I'équation que fes
Auteurs ont appelé réfolvante ou réduite.
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XXIX. 1a réfolvante du cinquiéme degré eft une Cquation

duquatrieme,, dont les quatre racines feront A5, A5, A" 5 & &%

Comme il nous efl facile de faire Ia fomme des valeurs de ces

lewes, fa fomme de leurs produits deux 3 deux, &c. nous
comnoityons les cotfficiens de cette équation.

Celui du premier terme éant Tunité, celui du fecond fera
— 2' M — 2.5,
valeurs données dans l'anticle précédent.
Si fon fait
(AB) ~= 2 (AF) 4 2* (ABC) 4 2.3 (4'B'C)
= 2°3 (ABCD) — 24/ = ¢’ ¢’ - ¢ 4-9'"'—=¢,
(A) +~ 2'3.5 (ABCDE) o~ 2.5 4 = v,
&' 9"+ ¢ 9" = ¥ dont la valeuren types partiels de Ia
forme [« 8 2] [ trouve ci-deffusle coéfficient du tioifieme

*ur Y ww

terme fera
2.3 — 3.5 0¥ - 550" — ' V.
Si T'on fait enicore :
¢I: ¢'|-' + QNIQ”I + ¢Illl 0l —'— lel o” = U
que Ton troavera n'étre auffi compofé que de gypes particls de la
forme. [aB . e.] » le coiflicient du quatriéme terme fera

. Mmoo
L A S IO 5 SRSSPRSLL LI 25V e 510 e QY e st U
Le cinquitme & demier terme eft enfin ‘
(A — (A’B)-}-{A'B‘)-I- 2 (A°BC) — (ABCD) — 5 [2”00])’.
PN . PR TR

11 y acing autres équations pareilles, qu'on tireroit de celle-ci,
en y échangeant de toutes les manitres les lettses a, b, ¢, 4, e
entre elles; d'olt il fuit que fe produit de ces fix Equations {eroit
une ¢quation complite du 24.° degré, qui nauroit pour coiffi-
ciens que des fonctions rationelles de ceux de Ia propofte.

Pour faire ufage de cette équation du 24.° degré, il faudroit
favoir en dégager le facteur irrationel qui cft fa-réfolvante ci-

Ece jj
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deffus, & Von voit que cette décompofition dépend, en derniére
amlyfe, de la facilité d'obtenir [a By & ¢] en gpes.

. 4 Moo
XXX: SiTon fait

(@a == b = §c —= d == ¢'c 4 f) = A"
(a = ¢~ ¢b 4 ¢ = §g'd =+ ) = AV
(@ 4—d— ¢b 4 f == ¢'c = ¢) = &
(@a = e =4 §c 4+ f =+ §b ++d)) = a™

—W

(a-+-f—j—y'd—i—e-i—9'b—|—r)‘
onaura (article X1V ), pour la fonélion qui ‘gale indifféremment
ou a, ou &, ou ¢, ou-dyou ¢, ou f, ceci

L[/A) 4~ A& + A" 4 A" 4 AV + 4]

Elevant les troifitmes puiffances indiquées, fi Yon fuppofe

abla + b) —- cd(c ~ d) - ef(e -+ f),
2 (a4 b e+ d) e+ f) =1

(a 4+ b (c + d) [(a = b) — (c —+ d)]
—(a—b) (e ) [(a—+8) — (¢ + [)]
= (cd) (e +f) [+ d) — (=[] =¥

oubien #' == [210000] - 2 [toro10] 4= z,[l,o_loox]
L) 4 " 3 A

uo Yo osm i oy

w = [201000] ~= [200100] —4= 2 [111000]
' [zt;;;;g}" — [200001] — 2 [110010],
ona :

& = 4 ——1-_(,4!5) -3 (A8C) +~ .l:_-.f o -.:-. W — 3.

o' dépend du ‘quinziéme degré, ainfi que w'*: mais fi fon fuppole
que 1" & u* font ce que deviennent #' & W, fi f'on y éerit
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ac-& a == c pour.ab & a - b,
be & b —= e pour ¢d & ¢ —- d,
df & d ~— fpouwr ef & ¢ = f,
que « & w" font ce que deviennent les mémes # & w' fi fon
y Cerit
ad & a =+~ d pour ab & a —+ b,
bf & b - f pour ¢d & ¢ —+ d,
ce & ¢ - epour ef & e ~+ f,
&c. ou bien, en regardant les termes de ' & w'* comme déduits
du type partiel
[82eZ] 4 [BeLdy] 4 [BIyLe] + [eBEerd]
= [2By 28] A+ [2BEePy ] —+ [2RIyel] — [aBeLyd]
i F'on fuppofe pour " & w"* les corefpondans [ dBEy¢] — &e.
pour s & W . s i [‘:‘V‘BQ‘?] —+ &e.

pours & WY . . ... u e [alPeBy] 4 &a

pours* & W', L oau e oes [2elydB] 4= &a
ce qui donne

& =(A)— 3 (4B) —3 (ABC)+ i 4L v V=3,
A" = (4) =2 (AB) — 3 (ABC) = 2= " = v/ V=3,
AV =(4)— > (4B) — 3 (ABC) + - " 1w Y —3,

AV =(A) — L (£B) —3 (ABC) 4+ v 1" y—

les cofficiens des équations du cinquieme degr¢ qui auront pour

- ”l' "ll‘ ull" o V’ 'IV' & Mﬁ, W"=‘ VH:I Wl\' l‘ w\' 3' dm.
dront d'équations particulicres du fixieme degré, puilquil y a
en u & w* fix pareilles équations du cinquieme degré, qui
réfultent des échanges des letres a, b, ¢, d, ¢, f, enue elles;
.comme le prouvent les Tables fuivantes,

-

3
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abicdicf abicfide abiceifd
acifeidd adiecifé afidcied
adééf%c: afébcé:d acébd%:[
at%tﬁ%fd a:éJ&éef atgfbgdc
afgdegbt aeéfdébc adiefibe
abicdife abiceidf abicfied
afiecids] adifcicd acideifb
adibeicf acibficd afibédice
ac%fﬁécd acidbife acicbidf
dfgdfgét afiedibe adifeibc

dont les applications me paroiffent fenfibles.

Les coéfficiens de ces ¢quations du cinquitme degré fe dédui-
ront du #ype partiel fivant,

e L
= [B«,»a.CJ‘e] - [sBa.'yJ‘C] —= [Cmﬂﬁy] -+ ['yCuJ‘B]
o+ [yaReld] -+ [Baclyd] + [calyB] + [LayPed)
+ [Pelaly] + [PBeayl] =+ [PyBals] + [FEyach)
+ [§Pral] + [BedGay] -+ [vBIeal] + [SyIBar]
3= [(‘;J‘eﬂ'ym] + [¢dByla] + [BJ‘-/Cm] -+ [-yl’ccﬂd.]
qui devient un zpe complet, lotfquon a { = ¢ = &

Ajoutons que l'on a fes équations identiques
[210000] = (4) (ab =~ cd = ¢f)
= (a b)) (c 4+ d) (e + f) — (ABC), &
W't =4 [ab 4 cd 4+ ef — (A"

—4(a ) (= d) (e 4 f) (37 (a + ) (¢ + &) (c + f) + (A)']
o (9 (@4 8) (¢ o+ d) (¢ - ) == (A) (@6 o= 64 oz of = (A5))]"
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& quil me paroit certain quil exifte deux ¢quations. entre
(ab = cd 4= ef) & (a =~ b)) (¢ =~ d) (e = f),
analogues A celles entre » & w de Varticle qui fuit.

XXXI. 8i ton emploie la forme de Varticle XV, on auna
(a 4+ b4 c—d—e—f)=(A)—2 (4AB)
—+ 4 (ab ~+ ac — bc - de 4= df =+ ef).
Soit ab = ac -+ bc —+ de 4 df -+ ef = u';
comme en échangeant entr'elles les lettres a, &, ¢, d, e, f, de
toutes les manicres, il s’y fait neuf changemens, foient #, o, 4,
#", &c. ces dix valeurs; chacun des dix carrés dépendra de
Tune delles; & fi Yon calcule les cotfficiens de I'équation du

dixicme degré dont elles font les racines, on trouvera, cette
équation . étant

U 4% = 30— 2507 == & = o,
&
e = pat = g A ra A fx m=t = 0
éant la propofée,

3 = — 2'p, B=2.37 = 2.371,

3= —2'p =38 2ir3pr & 2.3.110,

3= p =.3.3.77" <+ 2'3%¢f
+,3:’9: + Y ’l - _zlaqp'
ay = — 3'p¢ - 2.3 pr + 2.3.107. 2"
+ 2.3.5 p% — 23.5'p¢f 4 2.3.19.7¢
+2t3 &1 — 3.4t f
= 374 + 2’3 7 C 4 2.3.23 &'
+ 34 + 237 Pgf = 2.241 pre
=8 25 = a.3.239rf H34%

~ 235 pg'r + 521 pf?
F7rr " =25 pe



408
ay =

as =

1+

dia =
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-2.32¢
+ 211 pig’r
— 2% 9'r
-2 gr

— 24 pr

- 2's PaS

3.F¢

-2t plgr
—-2.3 ¢*r
o 24540

+ 2.3" pg'r
421 piY
+ 2t

+ 2*p'qS

=

2.7 potr
2’ p'g' ¢

1+ 4

3’ ’!,3
2ig

2} prt
2Xpigf
2%5 pgrf
2-3ug S
+ 2’5 parS

P+

rq
— :) qu"

-

+ 2:5.47 porf
= 2.449 'S
+ 2.47 1
+ 255 pte

- 2.3.01 pg't

2'3.7. 79"
2*3. 7 pqrf
2)3. g7 f

2* 197 P
3.17 ¢
2.3.41 P
26 pte

zt 39 px ?:‘

I 4 5T it

il

- 2irx A0
- 2.43 P90
+ 2’3 prpt
- 2! f‘f‘

- 2.7 9/
— 2'y pige
+ 2'3 ¢'¢

<+ 27 ptre

~+ 22 pg're
+ 27 pre

+ 26 P
+ 2’3" e

+ 2%7 . p'ne
=+ 245 ¢

— 2:3"19.9f4
- 373 pt*

2% plre
2.3 ¢'re
at3.spre
2'3.71 pefe
2.3.11 f*¢
273 P ¢

2’ 3= shr0s

A

o 25 7%
= 21 plgfe
+ 2’3 grfe
- 2'7 pf'e
- 27 P
a3 -¢'e
2l pret

o+ 20 ¢

- 2% prle

+=F' [t
+ 2°3 7’4, &%
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4 2t pgtr —safoplafd = 2 porfe
+ g + 2 g + 23 P
-2’ pgr? -+ 2! prp — 2 rf%
+ a2t pirt + 23 pgs + 23 po'e
+ 2t pgf -+ f* shialgpane®
W39 pterf — 2%3 p4ie + 2¢ ¢
+ 2* pg'rf — 26 pife ~ 2f pg?
= 2t pgrs — 2l g'rs
& T'on aura
-4 -+ = = —_
o -+ -+ L —
- -\ - -\ , =+
KSSL_ W —p) | i —p) W' —p) _ A — p) A
B =
— — - -+ ) —
: V" - 2 : o » : Vv 1% ,',(g“u- -r) :
-+ — - — -&-S
— — —_— = .

Si l'on veut wemployer qu'une valeor de #, on aura

——

o ('-l’)-’-A'—%(nV—l-.VM—:,f):o)
en {uppofant
A'-IA+7+V(1—,9{.V'-—4:)=0

& les deux dquations citdes précédemment ,
s 9 — =0 — 400+ 9 4 — ) v = &

£ =) (g 16— ) (g

4 —p) vy (W S af) — (« — ) (b — 41)* =
ol la valeur de w’ en fondion des racines el abec 4 def.

XXXIL Ceft donc i léquation du dixitme degré ci-deffiss
que Ton parvient, par fa fuppofition que la propofée du fixiéme
eltfe produit de deux dy troifiéme, C'eft de méme i celles da

Mem. 1771, L
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quinzitme degré de larticle XXX, quon arrive en la fuppofang
fe produit de trois du fecond: ainfi les - motifs d'option entre le
procédé de cet article XXX, & celui de Varticle XX X1,
dépendent de la nature des racines, dans les cas particuliers;
quoique celui-ci fe raméne facilement au premier; car i fon fait
ac = ae - ce 4 bd < bf —- df = ',
ac — af — cf =+ bd - be —— de = "',
ad —— ae - de 4 be 4 bf -~ ¢f = u",
ad —— af = df - be — be —— ce = u';
les cotfficiens de Téquation qui aura ces quatre racines, fe dé-
duiront du méme #ype partiel que o & w* de larticde XX X.
Celui du fecond terme, par exemple, fera
— 2 (AB) = 2 (ab —— cd + ef),
& ainfi des autres.

1 faut appliquer ces réflexions 4 I'qtiation dont les fix racines
{eroient : : :

[aByde], [f{%fzf], [?BJ‘e'y].

* oo w1

[287:91), (283721l [+Be3]].

L AL L
Mais nous dirons un mot auparavant de certaines équations plus
fimples qui ont de laffinité avec elle.

XXXIIIL L'équation qui auroit fes fix racines
a“bec-’. a’l)uiﬁ, a’sbvcd,
a¢b7ta, aﬂ[:“r’, 071)13‘}’
par exemple, conduit par les procédds des articles XXX & XXXT,
" 3des équations du premier degré; & fiYon fait a* 0 =i, &es
on aura )
¥ —dy—4¥—o,

» — 4" BV CyRe et BTN O
(AT BT ) (AT P BT e
- [(Aa-o-zp B¢+B+7 Ca—o—zr).
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{A“+B*,B‘+a+'C¢+A+;)]='o,,'
‘F’—(A" Bﬁ-o-r CI!-O-?) ¥
+(Asx+,e+7B:a+ﬁ+rc:ﬂ+u)\P
-__(A:¢+:A+a>B=¢+:A+u C:¢+z6+n

.

="
ou bien
u’—l"u‘-—l—-Au——(AbFﬂ-'-’ e C"H-A*r):o,

I'— (A" B*C’) T+ [(A°* B**7 c**7)
e (A¢+BB‘+’BC”}+(A“+’B¢+?C’B)]=o,'

A‘—(A¢+5B‘+’C‘+’)A
+[(Az¢+zﬂ Bu-i-s-i-n Cﬂ-o-B-o—zr)

B -
+(A;¢+,e+era+ﬂ+r C’ :7)

4 (A:a+xr Ba “+ 3B 4+ C.d-o-aﬂ—'-?}] -

Dans le cas d'une fubflitution de valeurs détermindes pour «,
B &, il ne faut pas oublier nos fuppofitions. Si, par exemple,
@ = 2,8=—1,9y=—o0,0nam .
I'—(A'B)T == [(A'BC) ~ (A'B') - 3(ABC)]=o0;
parce que (A7 BTV ¢4 reprélente tois termes, &
que (A" B* C’) n'en repréfente quiun.

L'équation dont les fix racines feroient

(289 2], [22B7], [=y2£],

(288 7] [e7 82, [sdye],

m o n '
triitce par le procddé de Particle X.XA'Z, conduit i une ¢quation
du dixiéme degré, réfoluble en deux facteurs rationels, Tun du
uatrieme  degré, & fautre du fixieme; mais tritde par celui
3@. Yarticle XXX, ele conduit 3 une Gquation du premier: ainfi
en y foppofant [2By d] == v/, &c. &

W — Py —4-¥=o,
Fff i
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les cotfficiens des équations du troifieme degié en & & &
font des gpes ; ce quil cit facile de prouver a priori, puilque
[Byd] - [a@Py] et vn fpe partiel, & dépend du

noay ou

troifieme degré, & que [2fyd] x [«Ry] eft de la forme

CEUR T

[abed] —+ [abdc].

CTRTRTIN (R

XXXIV. U faut obferver au fujet de 'équation dont fes fix
racines feroient [aByde], &c. qulelle devient du troificme

S oSl
degré, comme les deux de Fanticle précedent, fi Ton y fait
a—0b, ou a—c,on b=¢, &c.

Il faut obferver encore que, fi au lien du premier fyftéme
d'équations entre les valeurs de 7 (article VIII[)). on €iit em-

ployé le fecond, on ciit eu [2Byed]] au liecu de [2Byde];

W o

& que dans les difpofitions des lewres @, b, ¢, d, . qui
amcnzroient par le premier fyfiime, [aBeyd] & [aBdey],

on auroit par le fecond, [aBdye]] & [aBedy]]. .

oL N LU L U

Les coéfficiens de I'équation qui auroit ces fix mcives, font
faciles & obtenir en fmpes : car au moyen des remarques de
Yarticle XX'VI, on chercheroit la fomme des carrés de ces
wacines, la fomme de leurs cubes, &c. ce qui nexige que de
clculer un feul des carrds, ou un fenl des cubes; & on en
concluroit par Varticle ¥, la fomme de feurs produits deux 3 deux,
trois & trois, &ec. La folution géndrale du cinquicme degre fe
trouveroit ramenée par-li, 4 des recherches fur une cquation
particulicre du fixiéme, dont les coéfficiens feroient des fonctions
. mationelles de ceux de fa propofée : fubflituant alors dans les
équations du 15.° & du 10.° degré d'otr depend généralement
le fixieme, lelquelles fe calculeroient de fa méme maniére; & fi
elies ne fe réduiloient pas, fubflivant de nouveau dans celles
dolt dépendent généralement le 15. & le 10.° dege¢, &e. il
faudroit,, fi e cinquieme degréeeft réfoluble géndlement, qu'on
arrivit en deriere amalyfe a des équations qui euffent des fa
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nationels, du quatrieme degré au plus; & que dans T'ufage 3
faire des racines de ces facteurs égalés 3 zéro, on ne fiit obligé
de pafier que par des équations d'un degré moindre que le
cinquiéme. Mais nous pouvons fuivre le fil de ces recherches,
fins caleuler les équations méme, en fubfliant conftamment
lewrs racines pour @, 4, ¢, d, e, f, &c. dans les diffcrentes
formes ¢lémentaires de quantités qui font indifféremment I'une
de fix, de dix, de quinze, &c. car fe nombre de changemens
uits par les difféientes fubflitutions poffibles d'une leitre pour
autre , nous donnera toujours le nouvel dat de la difficulté ; & fi
quelque chofe nous empiche d'puifer fucceflivement par ce moyen
toutes les pofiibilités, ce ne fera que la longueur des calculs.
Il sagit d'abord de fubflituer nos fix racines dans les arnicles
XXX & XXXI.
1.7 Si, dans larticle XXX, on fait cette fubftitution dans
Yordre fuivant,

[«Byde] pour a

LRI

[aBeyd] pour &

e i

[¢Bder]  pour ¢

[;B:ye}]] pour 4
' [aBtJ‘y]] pour e

® e am

[2Bd¢]] pour f

LU T

on trouvéraque 1 & w'* de cet artide XXX ne dépendent plus
du quinzitme degré, mais dépendent du cinquicme: I'équation
qui a pour racines, «', u", u”, ¥’ & u*, devient enticrement
rationelle , & les autres valeurs de u dépendent du 10.° degré.

Ainfi la réfolution géncrale du cinquieme degré eft ramende
pur-li, & la réfolution dune, ou, fi Ion veut, de plufieurs équa-
tions particuliéres de ce méme cinquieme degré: muis les racines
de ces équations particulidres fe déduifeht des mémes ypes particls
que les racines de ia propofie, c'eft-a-dire de [3abcde], &

1o e vy
1Y Y Mo
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2.” Si fon fait les fubftitutions analogues, dans 'article XX'X1,
on trouve dix valeurs de u, lefquelles fe déduifent des mémes
types particls que les autres quantités dépendantes du dixieme
degré, dont je viens de parler; (leur forme eft {22 d¢], &e.)
& léquation du 126.° degré ob T'on arrive en failant une
quantité qui foit I'une de dix, fans éever d'autres puiffances que
des carrés, fe réfout, pour ce cas, en fix facteurs rationels du
fixieme degré dont fes racines fe déduifent des ypes particls

[abede], &c. d'olt 'on eft parti, & en fix fafteurs rationels du

quinziéme degeé¢ dont les racines fe déduifent des mémes gpes
partiels que les fommes ou les produits deux & deux des pré-
cédens, ceft-i-dire de [aRyde], &e. Enfin, I'iquation du
945.° degré ol I'on arrive en faifant une quantité qui foit l'une
de dix, avec des radicaux cinquiémes feulement, n'a, pour ce
cas, aucun facteur d'un degré inférieur au cinquieme, & fes
vacines fe déduifent toutes de quelqu'une des formes ci-deflis.

Voili tout ce que le caleul m'a appris fur cet objet, & je
nai pas affez de foi aux conjectures dans une matiére aufit
¢pinenfe, pour ofer m'y livrer ici. Jajouterai feulement que
je nai trouvé aucun fype patiel compofé de cing letwres, qui
dépendit du quatrieme degeé, ni du troifitme; & que je fuis
convaincu quil n'en exifte pas: mais il y en a un qui dépend
du fecond degré; ceft

[¢fyde] 4 [afley] - [2Beyd]
-t [a.thJ’] - [a.'ch‘ﬂ] —4— [d.'yl’ﬂe]
—— [q.J‘cB'y] —t [a dBye] = [a.J’“/eBJ
+ [aedyp] = [aeyBd] 4+ [2efdy]
d'olr Ton déduit en gén(gal , que dans e cas des valeurs panti-
culicres de a, b, ¢, d, e, f, ci-deflus, e type particl

[e8ydel] 4 [Byagde] — [repeld]
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e [aledyB] - [LeaBdy] - [calyBd]

S [P&vaeB] 4 [LydBac] - [y dLepa]
~ [PBeayl] =~ [Bedlay] — [¢dRyla]
dépend du fecond degré, comme celui de Larticle XXX, dont

il fait partie, dépend du premier.

Au refte, il ne fuffit peut-ére pas, pour prononcer fur fa
poffibilité¢ de la réfolution générale, de fe borner i ha fimple
recherche de la forme des réfuliats ; parce que dans tel casoti 'on fait
a priori devoir arriver a la forme [abcde], il faut favoir de plus,

par exemple, fi f'on n'aura pas dans tous les termes , les égalités
e =d = c, qui font de ce #pe partiel, un fype complet; il
faut favoir fi ceux des termes ol l'on n'auroit pas e=—=d —c,
ne feroient pas compris fous fa forme [afByd'e] - 2[2@dye],

dont les égalit’s o = B, ¢ == &, font encore un fpe complet;
&ec. cr les valears particulidres des expofans , leurs rapports
déterminés dans la fuite de fypes partiels conformes d'olt f'on
fera parti, peuvent faire que ces dgalités aient lieu, & cetle
période du calcul.

XXXYV. Dans les cas particuliers ot f'on a des équations
entre les racines, Ia méhode que nous venons d’cxpo?cl' peut
fervir & réfoudre, fans paffer par les formules générales de
réfolution.

L'équation r"" — 1 = o nous en fournira un exemple:
elle conduit (article V1/) i celle-ci,

X o xf — 4 - 34 4 3x — 1 = o,
dont les racines éant a, b, ¢, d, ¢, on aura par une fuite trds

fimple de Yanmicle X1

d=—b+2 Vb=—=d+4+2 ¢=—et+42 d'=—c-2
ab=m—a—¢ lt=—a—¢ cid=—a—d de=—a—1
ac—=—b—d bd=—b—c¢ ce=—=b—¢

ad=—c¢ —e be—=—c¢—d £ —e——a-i-2
de=w—d—u,
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& tous les types particls de I forme [abede] auront une valeur
purement rationelle;ainfi, en prenant par-tout dansl'aricle XXV 111
[eBedy] au liew de [« ], on trouvera
#=6; ¢'—26, ¢"——18, p"'—= —g31, ¢ =4
Onaaufli (A’) == 16, (ABCDL)=1, (A) = 1;doy
=1 [1 4= A" = A" + A" - A"]
en fubftituant les valeurs
A =Y (BgdzasVs—sV— 5 Favs+457— 5 — 2 )
& =y (Bt 255 5V —5+275—457—35—215)
A" =YF (B89 —25vs =5V — 5427 —45/—5—275)
A =Yr B9 —2as s+ 5V — 525445V — 5 —215)
XXXVI Comme pour réloudre J'équation
i —+ &c.

A =0

A —

—m—1x"
il neft queftion au plus que de déterminer (article V1) Ia quantité
?ui eft indifféremment Tune de fes racines, & nullement de
aire qu'il foit indifférent d'y dchanger ces rucines entre elles,
cette réfolution nous fera toujours tres - facile.

Ainfi, des trois conditions diflinéles de la réfolution générale
des Equations (article IV ), la premitre (article V1) & ha troi-
ficme (article V') font toujours rigoureufement en notre pouvoir;
& nous avons pour remplir la feconde, une marche direéte &
uniforme (article XXAX1IV) qui na de difficulté que par fa
Tongueur inévitable.

SUR LA



