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REMARQUES

SR EES
PROBLEMES DE SITUATION.
Pr M\ VANDERMONDE.

UELLES que foient les circonvolutions d'un ou de plufieurs

fils dans ['efpace, on peut toujours en avoir une exprefiion
par le caleul des grandeurs; mais cette expreffion ne feroit d’aucun
ufage dans les Arts. L'ouviier qui fait une rreffe, un refeau, des
nauds, ne les congoit pas par les rapports de grandeur, mais
par ceux de fitation : ce qu'il y voit, c'eft Yordre dans lequel
font entrelacés les fils. 1I feroit done wtile davoir un fyfleme de
calcul plus conforme & la marche de T'efprit de Youvrier, une
notation qui ne repréfentit que l'idée qu'il fe forme de fon ouvrage,
& qui pit fuffire pour en refaire un femblable dans tous les temps.

Mon objet ici n'eft que de faire entrevoir fa poffibilité d'une
pareille notation, & fon ufage dans les queflions fur des tiffus de
fils. Je me fervirai, pour expofer mon idée, d'un Probléeme qui
fe rapporte A ce genre, & qui eft trés-connu, celvi de la marche
du cavalier des échecs, qui a éé réfolu par M. Euler, Memoires
de Berlin, 1759. Le procédé de ce grand Géométre fuppole
qu'on a ['échiguier fous les yeux; je le réduis a une fimple opé-
ration d'Arithmétique, faite fur des nombres qui ne repréfentent
point des quantités, mais des rangs dans f'efpace.

Les nombres nombrans, un, deux , trois, &ec. ont éé les feuls
foumis au calcul, jufquau moment ol Viéte parut : il y foumit
les nombres généraux , lun, un autre, un troifiéme, Sc. quil
défigna par les lettres de Talphabet; & ce fut I'époque d'une révo-
Jution dans les Mathématiques. Quant aux nombres ordinaux,
le premicr, le fecond , le troifiéme, &c. que Léibnitz introduifit
dans les calculs ordimires, & que je propofe ici d'appliquer aux
yecherches fur les Situations, ils ne paroifient pas avoir encore fixé
futhfamment Jattention des Géométres.
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Léibnitz promit un cakul des Situations, & mourut fans rien
publier. Ceftun fujet o tout refte 3 faire, & qui mériteroit bien
qu'on s'en occupit.

(1.) Je congois T'efpace partagé en élémens finis & arbitraires,
diftingués par leur quantiéme ; ceft-a-dire, 1.° que je congois
un el;snce plan, partagé par des paralléles en une fuite de bandes,
puis partagé de nouveau par une autre fuite de paralléles qui coupent
les premicres; & que je diftingue les différentes bandes par fa
dénomination de premiére, deuxiéme, troifieme, quatrieme, &c,
dans Tune & dans fautre divifion. Je puis défigner alors un point
délerminé, comme appartenant & fun quelconque des paiallclo~
grammes nés de cette double divifion, en pofant fimplement I'un
au-deffus de lautre, deux nombres, dont l'un foit Je quantiéme

de la premicre divifion, & l'autre, celui de la feconde. Aijnfi P
par exemple, appartient au parallélogramme qui eft commun i
la quatrieme bande dans Ja premicre divifion, & i la noifiéme
dans a feconde. Voyeg figure 1. Je congois 2.° un efpace folide
partagé d'abord par des plans paraliéles en une fuite de tranches,
puis partagé de nouveau par une autre fuite de plans parallcles qui
coupent les premiers, & enfin partagé une troifieme fois par une
nouvelle fuite de plans paralléles qui coupent les uns & les autres;
& je puis défigner par 1 , par exemple, un point déterminé, comme
appartenant au parallélipipede commun i fa troifieme tranche dans
la premiére divifion, 4 h deuxiéme tranche dans Ia feconde, & a
Ja premiére davs la troifieme. Voyeg fioure 2.

(2+) En général, trois nombres affemblés ainfi, f,‘,,'déﬁgnant

un certain lieu dans P'efpace, comme compris entre des limites
p

données, une fuite de parcilles expreffions < K. ...
peut fervir a affigner une route dans I'efpace, ou bien le cours

‘un fil; & fuivant quon aura befoin de plus ou moins de pré-
cifion, on reflerrera plus ou moins les limites, & fon fous-en-
tendm plus ou moins de paffages 2 travers les parallélipipedes
contigus,

C'eft ainii, par exemple, qu'en fuppofant le fil médiocrement
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flexible & abandonné en liberté, excepté dans les points défignés
ci-aprés, on aura, ce me femble, une expreffion fuffifinte de la
treffe, fig. 3, au moyen de la fuite

T T 2 -
53, l;,:;,x:, - s:, -;, 30515 25 lz ......

On aura de méme lexpreffion d'un fyfieme de mailles dé
bas, fig. 4, au moyen des fuites

3
?‘}‘, |:, l:, z:, Ey |i, ::, :;‘, l;, l,’ :;...,,.‘
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On doit fentir qu'il ne faudroit pas beaucoup de complication
dans des expreffions de ce genre, pour quiil devint impoffible
dyy fuppléer par un difcours ou par un 3cﬂin; & je ferai voir
ci-deffous, comment, par un procédé mécanique, on pourroit
toujours reproduire & fe repréfenter Tefpice de tiffu qulelles
indiqueroient.

Voici maintenant un effai de l'ufage de cette fagon de noter
dans les queflions auxquelles les circonvolutions de fils peuvent
donner lieu.

(3+) Faire parcourir au cavalier toutes les cafes de Iechiguier
fans paffer deux fois fur fa méme, fe réduit 2 déterminer une
certaine trace du cavalier fur Vechiquier, ou bien, en fuppoﬁnt
une ¢pingle fixée au centre de chaque cale, 4 déerminer le cours
dun fil paffé une fois autour de anquc épingle, d'aprés une loi
dont nous allons chercher Uexpreflion. Voyez fig. 5.

(+) ; défignant une cafe quelconque de l'écliquier, a & &
ne peuvent avoir pour valeur que lun des nombres 1, 2, 3,
4, Sv 60 7» 8'

Deux pofitions immédiatement fucceffives d'une picce du jeu

" ., b b . s
déchees, éant o, 5, I marche de cete picce eft une condition
entc a & a, b & b,

La
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La sour, par exemple, pofée fur la cafe &, peut aller de-a

ey -
fur toute cafe {j s owbien § "™ w éant un nombre

entier pofitif ou négaiif, tel que @ = m, ou & —— m ne (it
ni< i, ni> 8.

Le fou pofé aufli fur cette cafe 3, peut aller fur toute cafg
¢ = m
@ m
# :
Le cavalier peut aller de Sen ;,, i z , ou en 2 :._i_ 3
& ainfi des autres pidces.

(5-) Faire parcourir au cavalier toutes les cafes de Véchiquier
fans gzﬂcr deux fois fur a méme, celt donc ranger de fujte
les foixante-quatre termes - b
f T-r ¥ 2 2 7 39
I 2 ’ *'II.' 3 3Illit|. ‘Otllllllsl

dans un ordre tel qu'il régne par-tout cette loi entre deux termes
contigus, que fa diffirence entre les nombres fupérieurs éant I,
*ta différence entre les inférieurs foit 2, ou la différence entre
les nombres fuplrieurs étt 2, celle entre les inférieurs foit I
Vayey l'exemple ci-aprés, article-(r1),
(6.) On pourroit prendre une fuite de foixante-quatre termes,

: S -
tous indéterminds, o, 3, &, ......... & en impofant un

certain nombre de nouvelles conditions, pour diminuer le nombre
d'alternatives entre les valeurs i donner aux lettres Gt « +
3,b, B, ... on pourroit traiter ce Problime par analyfe; je ne
m'occuperai point de cette confidération, il fuffit quion remarque
quen effet ceci raméne fa queftion & lanalyfe ordinire.

(7-) En cherchant & repprocher dé la forme fymétrique,
b uace cherchée du cavalier, on facilite ka {olution : ceft fous
ce -point de vue que’je vais la préfenter.

" La uace du cavalier feroit une figure fymétrique, fi, changeant
ici dans fexpreflion de fa marche 8 en 1, 7 en 2, 6 en o
Mem. 1771, Cccce
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5 € 4 £ vice verfd, foit dans les nombres fupérieurs feulement,
foit dans les inférieurs, ou i fa fois dans les deux, il n'en réfultoit
aucun changement dans Texprefiion totale.

(8.) Ii sagiroit donc de trouver feize pas confécutifs du
cavalier, ou feize termes de h fuite cherchée, qui fuffent tels
(Voyeg I'exemple ci - deffous, article 9 ), qu'il ne sy trouvit
aucun terme commun avec les feize qui en proviendroient, en y
changeant 8 en 1,7 en 2, 6 en 3, 5 en 4, & vice verfd, dans
les nombres inférieurs, ni aucun enfin avec les feize qui en pro-
viendroient en y faifant le méme changement dans les nombres
fupcrieurs, ni aucun enfin avec les feize réfultans de ce méme
changement, fait dans les fupcrieurs & dans les inférieurs A a fois.
On auroit, aprés la transformation, quatre fuites de pas du cavaiier,
qui comprendroient les foixante-quaue cales de Vechiguicr fans
aucune répdtition, & dont la trace feroit une figure fymdtrique;
& pour rdfoudre fe probléme propolé, il refleroit a lier les
quatie fuites en une feule, o fa foi régnit dun bout 4 fautre.

(9-) Pour obtenir les feize termes en queftion, je commence
par écrire dans un ordre quelconque, les foixante-quatre termes
: ror o 2 2 3 3 3 y

1 a3 +l..l. 2 ;"""l '3......‘.8,.

Jen prends d'abord un arbitrairement, comme 3§, & jéeris

au-deflous les trois termes transformés }', ,’, & ‘: Aucun de ces

termes ne devant plus me fervir, je les efface tous, des foixante-
quatre. Entre les foixante reflans, j'en prends arbitrairement un

autre qui fe lie avec ; felon la marche du cavalier, comme ;’ :

(la différence entre les nombres fupérieurs de ces deux termes
éant 1, tandis que la difitrence entre les inférieurs eft 2) jécris
au-deffous de ¥ fes trois transformés correfpondans §, & & &

& les effagant des foixante termes, il.m’en refle cinquante-fix;
fur fefquels je continue le méme procédé,
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- Par-Li jobtiens, par exemple, les quatre fuites fymétriques
s*’l;’l)'!*;l:;’
Sp 33 b33 4 50786

4;.7-3678687;687;6
$ 3421 3:13,3, 1,3, 4,578 6

421 331313431243
z. 6 507 é, 68768 7. 54213

45786783687568756
4 6,57 8,68,7,68,7 5,4 3, 1, 3
" (r0.) La facilit¢ de former ces fuites, dépend de Tobfervation
fuivante: fi, par exemple, on eut pris cette route ci
Th4aaa . 2k s clud 423 & 3- X
50 3:403: 5.3, 52423, 1, 3,3, 8
1 . . : .
on eut & amrété, parce que , ne fe lie quavec } ou ; qui font
déji dans fa fite; mais il étoit facile dapercevoir que § , Fun

des termes moyens, & le tenme extréme 1 & liant enue eux,
Tordie de la [uite pouvoit &re changé, funs que ta loi cerat davoir
licu, en écrivant les fept derniers termes daus foidie inverle, ce
qui amenoit comme ci-deflus
S 421321313437
e Ik 3 LS V3 3 2 4§
ol rien nartte plus,

En génémal, lorquun terme extréme fe lie avec un terme
moyen, en ¢erivant dans Yordre inverfe tous fes termes depuis
celui-ci exclufivement julqui ce terme extiéme, on change fa
fuite fans changer la loi.

Au.moyen de cela, il eft facile dobtenir des fuites on les
deux termes extriémes fe lient, ou, ce qui eft la méme chofe,
des routes rentrantes fur elles-mémes; telles font celles de fanticle
précédent.

It eft facile auffi de lier deux fuites entre elles, puifqu’il ne
sagit que damener pour termes extrémes dans I'une & dans
Yautre, des termes qui fe lient. Voyeg le Aemoire de Me Euler,
€ité. precédemment..

(11.) Des quatre foites de l'ariicke 9, la premitre & lie

Giccedy
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avec la quatriéme, & par conféquent aufli, la feconde avéc fa
troifieme, L'union faite, on a les deux fuites réfultantes ,

54313213712431243457867868256875¢6
$1304:20 1535 230 3r$07:9:6,4,6,5,7,8,6,8,7,6,8,7.5.4.2, 1,3

4578678687568 7565431321312430243
5,3,.;.:.:,/;,“:,;.!.x.4.5.7,8.6,+.6.5.7.8.6.8.7.6.3.7.;,.',.:.l,j.
qui font encore fymétriques entr'elles, & rentrantes fur elles-
mémes.
En les réuniffant, il faut altérer un peu fa fymétrie; mais fi,

par exemple, on intercale la feconde fuite entre fes termes §

& . de fa premiére, lafuite totale demeure rentrante, & fatisfait
par conféquent, i partir de telle cale quon voudra. Voyeg
figure 5, la forme de la trace du cavalier fur I'échiquier, determinée
par. cette fuite.

(12.) Si¥on propofoit de difpofer un il dans Iefpace, fuivant
une loi analogue 2 celle qui a lieu ici fur le plan, le procédé

" feroit de fa méme facilité.

Je fuppofe,, par exemple, que fa queflion fe réduife & ranger

de fuite les foixante-quatre termes

.’: ": 3:«-99 ': ":""'.’ vl;““""" *:
e e
&c.

dans un ordre’ tel, quil régne par- tout cette loi entre fes
nombres homologues de deux termes contigus, que les uns (les
fupérieurs, par exemple ) different de deux unités; les autres,
(par exemple, lés nombres latéraux ) different d'une unité, &
que les woifiemes ne différent point. Jemploie la fyméuie, de
méme que ci-deffus.

Son fymptome eft ici, qu'en changeant 1 en 4, 2 en 3, &
vice verfd , foit dans les nombres inférieurs , foit dans les fopériears;
foit dans les latéraux, ou bien dans deux quelconques 4 Ja fois,
ou dans tous, l'expreflion totale refte fa méme,
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(13.) Je cherche donc huit termes, enue lefquels régne fa

Ioi prefcrite, & qui foient tels, quen y faifant les diffcrentes

transformations de l'article précédent, il nen réulie que des

termes nouveaux, Comme la manidie de procéder eft paifaite ment

analogue i celle du Probléme ci-deffus, je ne ferai quexpofer
mon réfultat.

Je trouve les huit fuites

1’?» 3;» i;n ':r ';l 'f; ,’:) 3:-

4’_:_9 3:: 5;: '.lp ':n ';) ‘?p )f-
#1533 35 15 T5pigy 340 33
’?;‘";v ‘:9 4:’ 4;9 1':‘, 3:: 2:'
- ] *
.4’;: 3:)' !;',.‘Ir'f» '3 ":» 3?‘ )
"z) ’2! ‘;’ 5‘;’ f:; 1;: 37) ‘:-
3 2 )
0y ’,‘: ’:) 1?) 1';’ 1';) 3;. ’1’,'
v P | 2 t T .
; "v'*’_*l!";) 4‘1) 4’1' ‘4’,’ 5 17 '30
Je vois qu'elles & lient deux a deux, fa premitre avec I
fixieme, la feconde avec la quatri¢éme , la feptieme avec Ia cin-
quitme, & la huitieme avec la troifieme. .

Fécris les quatre nouvelles fuites réfultantes de cette fiaifon,

S A R A I R
13,2}, 3,, 4104y 45, R AR HE M 1o A At
PR R R R AT )
£ 338ty nlaaf e s o ool
qui font fymétriques & rentrantes fur elles-mémes. Jobferve

que le fecond terme 2} de fa premitre fe lie avec le fixieme +F
de la feconde, & par conféquent auffi, le fecond de ha troifieme,
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avec le fixieme de la quatriéme. Je réunis ces fuites deux i
deux, ce qui me donne
WO S LW B 1 M 0 PR A S 1S UM S PR LR
3;:‘::':;';:‘:,3’,,'::‘;:’:ﬁ‘;:*;)*1»3;}’1!1‘213:";n’;’)lﬁ';r‘:)’:ﬂ‘zﬂis*;;;:”i)*:sl;d::'t)'
Ces deux fuites font encore rentrantes fur elles-mémes, &
fymétriques entre elles: & comme le dernier terme 4] deh
premicre fe lie avec le premier 3} de la feconde, & le demnier
1] de celle-ci, avec fe premier 2; de la premitre; en les
réuniffant, jai une fuite totale, fymétrique & rentrante, qui
fatisfait 3 fa queftion propofée.
(14.) Pour fe repréfenter fa forme décrite par cette fuite, on
pourroit difpofer quatre rangées de chacune quatre tiges verticales,
percées de quatre trous fur leur longueur, & il faudroit paffer le
fil dans ces trous: efpéece de confliuction qui peut convenir i
toutes fortes de cas.

(15.) Aprésavair fuppof¢ un fil plus ou moins tendu entre deux
points défignés, on peut fuppofer une toile plus ou moins tendue
entre trois ou plufieurs fils défignés; on' peut confidérer les fils
comme les arétes d'une furface, & les toiles comme fes différens
hédres, 8 définir par-la la forme d'un corps. Je najoute ceci que
pour mieux faire fentir l'utilit¢ & I'étendue du travail a faire
en cette partie. Je me fuis livré a ce travail & différentes reprifes;
muais avant de communiquer ces recherches 3 I'Académie, je
feur voudrois un cnfemble qu'elles nont point encore.



