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"MEMOIRE
| SUR L 4

RESOLUTION DES EQUATION §*
Pr M. VANDERMOND E.

NTRE les Ouvrages faits depuis quelques années fur la réfo-
jution générale des Equations, les plus remarquables font

le Mémoire de M. Euler dans le Tome 1.X des. nouveaux Com-
. mentaires de Pélerfbourg, & celui de- M. Bézout, dans le volume
de cette Académie pour Yannée 1765. Il fufht de conlulter ces
~ deux excellens Mémoires pour prendre ime idée des progres des
amalyfles en cette matitre, & .des difficultés de tout genre qui
reftent & furmonter. Il m'a paru-qu'une partie des difhcultés
pouvoit étre imputée & la nature méme des niéthodes analytiques,
les feules dont on ait fait ufage; & jai pris le parti de tenter
une autre voie. La méthode que je vais expoler, ne fuppofe
Vintroduction d'ancune inconnue, & a quelque. inftant que ce

* Ce Mémoire a ét¢ li1 dans le cou-
rant de Novembre 1770, & paraphé
par M. de Fouchy.le 28 du‘méme
mois; mais il m’a fallu attendre I’im-
preffion des Mémoiresde 177 1, parce

ue je n’avois pas, en 17770, ’honneur’
jen P

d’étre de I’Académie. Avant cette
époque, il avoit paru un ouvrage inti-
tulé Meditationes algebraicw ,: par M.
Wasing , ouvrage queje ne connoiflois
pas, & out, parmi des recherches tres-
‘intéreflantes fur les Equations, on
trouve desthéorémes anglogues a ceux
deVarticle V de ce Mémoire. Depuis,
Pilluftre M. de la Grange a publi¢ dans
" lesdeux premiers volumes des nouveaux
Mémoires de Berlin, fous-le titre de
Réflexions fur la réfolution algébrique

* de M." T'{chirnaiis , Euler & Bézout,.
- terminée par Pexpofé d’une méthode

particuliére qu’il fe propofe d’appliquer-
aux degrés nonréfolus. Onremarquera.
quelques conformités entre cet ouvrage
& le mien, dont je ne puis- Gtre que
flatté. Je dois avertir encore que le
premier volume des Mémoires de

'Académie royale de Marine, ren-
" fermera des recherches ingénieufes
. déja imprimées & diftribuées, fur la

Réblution a’ejs.‘.l:aguarfon.s', par M. de
Marguerie; & que, dans le cin-

" quiéme volume de'la Société royale.
. de Turin, on trouvera quelques. vues-

générales, fans doute trés-profondes ,- -

“fur cette queftion par M. le Marquis-
_ | de Condorcet.. o
des Equations,unc analyfe des méthodes | :
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foit dans fa marche du calcul, on n'a que des équations faciles a
vérifier, en y exécutant les opérations indiquées ; voila fon caraltere
particulier: ceft aux Géometres a apprécier fes avantages.

I. Ondemande les valeurs générales les plus fimples qui puifient
fatistaire concurremment a une Equation d'un degré déterminé.

T 1. Développons d'tbcnd par un e:\emple Iétat de cette
queﬂlon. '
x° ——-(a—r—é)x—l——ab__(x—-—a)(x-——é)
elt une équation identique, & par conféquent la condition
X — fa + b) x 4+ ab — o,
eft fatisfiite en faifant ¥ == @, ou x — 4 ;. mais |
[a-—i—-é-}-x/,/a’—lr-b’.—zaﬁ)]z - fatd) [a+<5+v’/a’+6’-—zaﬁj]__l ab=o;

I
2

2

eft auflr une équation identique, mdependamment de lextraction

de la racine indiquée; dou il fuit que fi fon navoit -pas connu
a = b - V{a -+ b

— b
cette quanute r—— ~ M.} & qu on eut voulu

exprimer quon la cherchoit, I fuppofant x, on eut dii avoir
x* — (@ =+ b) ¥ + ab = o. |

Or il eft vifible que cette expreflion V(a* + 6" — 2ab)
qui fignifie la quantité dont le carré et &* —4— 6 — 24ad,
eft une expreflion ambigué, puifque a* —+ 6* — 2 a b eft
indifféremment le carré dautant de quantltes r (a — b) quil
a de nombres qui fatisforit & Ia condition »* — 1.
Voild donc deux maniéres d'envifager lequanon

. X — (@ =+~ b) ¥ - ab = o;
comme équation du fecond degré, & alors l'inconnue y repré-
fente une quantité ambigué ; comme plodmt de deux facteurs du

premier degré,, alors ceft- lequatlou qu1 -eft ambigué, & T'inconnue
y eft Tufceptible de deux valeurs qui ne le font point.

S'il étoit ﬁmpIement' queftion de réfoudre I'équation
Xt ~— (@ =+~ b) ¥ 4= ab — o,
il faudroit choifir le-dernier peint de vue ; mais {i ion en demande
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une racine qui ne foit compofée que de fes coéfhiciens (@ — 4)
& ab, cette racine fera ambigué néceffairement : car a4 étant une
valeur de x, il faudra qu'on ait

- a = fonllion [(a —+ 1), ab];
& comme en échangeant les lettres 2 & & entr'elles dans fz —+— &)
& dans ab, ces quantités, ainfi que leur fontion quelle quelle

foit, demeurent abfolument les mémes; I'échange fuppofé fait
dans les deux membres, on aura encore |

b = fonltion [(a = b), ab].
Or ces deux conditions ne peuvent fubfifler féparément que par
Fambiguité de la fonétion. o |
Cette fonction- eft, par exemple, \ |
fa b+ V(a4 I — gab],
qui fe déduit- facilement de Ia valeur ci-deffus, parce que
a —+ b = (a - 1) — 2 al.

Une quantité de laquelle on ne .pouwrroit dire en aucun fens
qu’elle égale a, ou qu'elle égale 4, ne réfoudroit point Féquation
propofée; mais toute quantité de laquelle on peut le dire, en un
eertain fens, la réfout: telle eft, par exemple,

Ha— b CITY A=Y= o By — gad)],

2

qui fa réfout effectivement, parce quil y a un fens dans lequel
V(2 V1) = V=2V —1)

2

e carré de égale 1; telle eft encore

2ab
¢ 4 b+ V((a'+ b)*-— 4
2 un dénominateur commun.

De ces trois valeurs générales, Ta plus fimple eft fa premiere;
mais 'on demande de plusies valeurs qui fatisfont concurremment,
ceft-ddire, celles dont la fomme eft 2 —+— &4, & le produit eft
ab. Il faut pour cela déterminer un fens dans fequel la fonétion. -
ambigué égale a, par exemple; & trouver, cela pofé, comment
clle égale &; or cela eft ici trés-facile, puilque

Lo b V(@ - b — 4 ab)].

il fp’ll ne fatlsfalf , quaprésia reduéh’onﬁ

—
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weft a, quen fuppofant. que
Vile + 0 — 4ab) == a — b;
dotr il fuit que ceft
e =+ b — V{a + 5) — 4.ab)],
qui, dans ce fens, eft 5

ITL 11 faut prendre encore le- troifiéme degré pour exémple.
X — (a4 b A ) ¥ - fab 4~ ac+-bc) x —gbc = (x—a) (x—1b) (x—¢)
identiquement : donc, pour réfoudre généralement 1'équation du
t101f 1eme degré

X — (a4-b+¢c) & + (aé-{—ac—]—éc) X — abc = o,
il faut trouver une fonétion de

(a — ¢, de (ab —+— ac—+ 55‘)&dea56,

qui égale’ 1nd1ﬁ'eremment ou &, ou &, ou ¢

En réfléchiffant fur le fecond degré, envifagé de la maniére
ci-deflus, & fur ce qu'on connoiffoit du troifiéme, jai été conduit

-2 penfer que cette condition pouvoit éire remplie par une fonc-
tion de. cette forme

_[a A=-b ¢ /(a4 rb—-1"c)® 4 y(a 4 b+ ?"0}3] ‘
~ou je {uppofe les cubes développés, & que 7, " font les v‘tlems

',qul ﬁlusfont concurremment avec lumte a 1equatlon == 1. )
11 eft aifé de von que l'on a 7# —|—r — — 1,7 =13
dou 'on tire #'* = ¢, /"* =—= #, &c. & Ton trouve que 1e

cube de @ —+ b — 77c, eft

@& 4P - ¢ - 6abec 4 37 (@6 + bPc - Pa) 4= 37 (a0 4 BPa e b)),
mais cette expreffion '

é/[a?'--t—-b3 43+ 6 abe - 3V (@ - B 4= Pa) 4 3 o (a c-i—é’a—i-c‘b}]
qui n'indique autre chofe que fa quantité dont elle renferme le
cube, eft une expxeﬂ'ron ambigué, puifque ce cube feft d’autant
de quantltes rfa 4+ 71b —+ r'c) qu il ya de nombres qu1
fatisfont 3 la condition ¥* — 1.

I eft donc facile de ven lﬁer {1 Ia fonétion ci defTus au moyen
des différens fens dont sy trouvent fufcePtlbies les deux quantités
ambigués, remplit d'abord cette condition d'étre indifféremment
ou a,-Qu b, ou c. J¢ vois que cela eft en effet, puilque

3la
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Yfad+btct+ (@47rb47)+ (a+7bH41)] = a
tHatb+cHr fad703-7) F+ 1" (@4 70+ 7)) = .
slat+b4c+7r (at-71b471¢) + v (a 410 4 7)) = 4.

Il ne s'agit donc plus que de faire que les deux cubes ne
foient fonctions que de fa —+ b —~ ¢), (ab -+ ac -+ b¢)
& de abc: mais comme cela fera impoflible tant qu'it ne fera
. pas indifférent d'y échanger les lettres 4, & & ¢ entr'elles, il

convient de soccuper a part de cette feconde condition.
’ ' P — Y — - —_—1— VvV — $ %
~ Onars = ‘l—:.'s‘,r'z 1_2...3;dou
(a7 7)== B3 — L (2 - e+ a4 b'c - Pa4-*h)

-+ Gabc -!—}(a’ﬁ-l—f"c—i—c’a——afc—-&za-—c’b}f’-.—h:
quantité dont (@ ~— r'b — _r'c)_f_ ne differe que parce que
v — 3 y.eft en moins, ' :

Il n'y ala que | |

(@b 4+ bc + ta — ac — ba — )
qui change de valeur fi Yon échange les lettres entrelles. En y
. écrivant en effet @ pour b, &b pour a, on a -

(ac 4 ba 4 b —— a'b — b'c — a),
& ceft Ia fevle valeur différente dela premiére, que les échanges
de lettres puiffent produire: mais nous avons appris ci-devant -
a faire une quantité qui fut indifféremment Y'une de: deux , &
dans laquelle il fut de plus indifférent d'écrire Tune_pour Fautre:
o' & i éant ces deux quantités, I {4 —— " 4+ V(W — ')}
fatisfait aux deux conditions; donc fuppofant -

ab 1+ bc 4~ a4 = a'¢c — Va — b = 1,

cac 4+ ba + b — ab — bc — fa = i,

Viab bc. 4= a — a*c ~—ba — & b)" fenra
indifféremment #" ou 4", & ne changera point de valeur fi
don y échange entrelles les lettres a, & & «. ,
Or (@b 4 b'c + fa — g¢c — Va — *b), qui
égale (a — b) (a — ¢) (b — ¢), a pour carré
. a0 4 atc I~ bta’ o b - ta’ - A8
— 2 (abe 4 btac 4-ctab) — 2 (B8 + & 4 B |
ot 2 (@ - b - ba’e - Bia - Pa’h 4 dba) — 6 a5,
Mem. 1771, - L Aag
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Voila donc la feconde condition de Ia réfolution générale du
troifiéme degré fatisfaite. Quant 4 fa woifietme & demitre qui
eft de {ubflituer 3 toutes ces quantités, dans lefquelles ii eft in--
différent d’échanger les lettres entrelles, leurs valeurs en. . ..
fa +— b 4 ¢), (ab - ac -+ bc) & abe, on verra
dans inftant qu'elle eft toujours trés-facile a remplir.

IV. On voit dés-a-préfent que pour un degré quelconque, fa
condition effentielle de la réfolution générale étant de trouver
une fonctioni de la fomme des racines, de la fomme de leurs

. produits deux-3a-deux, de la fomme-de lears produits trois- -
trois, &c. qui foit indiftéremment une quelconque de ces racines,
ectte recherche peut fe partager en trois chefs:

- 1.° Trouver une fonclion des racines, de laguelle on puifle dire,
dans un certain fens, qu'elle égale telle de ces racines que lon
youdra. ‘ :

- 2.” Mettre cette fonclion fous une forme telle qu'il foit de plus
fudifferent d'y échanger les racines entr'elles. |

3. X fubftituer les valeurs en fomme de ces racines, fomme
de leurs produits deux-a-deux, &re. '

Traitons d’abord ce troifiéme objet qui eft le plus fimple.

- V. Fécrirai dans la fuite
(A) pour a =+ b ¢ +&c. (A’) pour @* - 0" - + &e.
(A B) pour ab - ac —&c. (A’ B) pour &'b — b'a —+ c'a + &e.
—bc 4+ & —ac—+bc—+ b+ &e
-&e B —+ &c. —+— &c. —~ &e.
) &ec. -
En général par (A2 BAC7....) jindiquerai la fomme de tous

les termes différens qui rélulieroient de celui-13, au moyen de
toutes les fubflitutions poffibles des petites lettres @, 4, ¢, 4, e, &e.
dans un ordre quelconque, aux grandes, 4, B, C, &c. &
jappellerai ces expreflions abrégées, Tipes de combinaifon ou
fimplement Zypes. - o

Comine le cas ol quelques-uns des expofans a, 8, ¥, &c.
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du Type (A2 BAC?....) font égaux entr'eux, conduit & des
confidérations particiliéres, jadopterai encore, du moins dans cet
article , une autre fagon de noter, au moyen de laquelle le.
nombre d’égalités entre ces expofans puiffe entrer d’une manicre
générale dans les expreflions que je cherche.

Je fais (A"‘BJGC? D‘J\E‘..} = i« B'y J‘e...} & fi,
par exemple, « = B == %, & == ¢, Jaurai
(A2 B2Ce DM EP...) = {aaadd.i}] = {a’P..00
Ainfi le fens de cette expreffion §a"@%y"...} eft facile 4 faifir:

() = {1} (A = {2} (AB) = {3}

Il

(AB) = {1} (4) = {3} (4BCD) = {1}
(ABC) = {v’} & &e.
&e.

Les fonc’hons qul ne chanoent pomt de valeur fil'on y echangc
fes lettres entrelles, étant ev1demment des fonctions de #pes;
ce quon {e plopofe icl fe réduit donc a trouver la valeur de

3" Bp-y....} en §1}, §1°}, {1’} {17}, &c
~ Lesformules fuivantes donnent d’abord fa valeur de {a. Je3 ty’...}
en fommes de pulﬁances $w},{o'}, &c. puis la valeur en

$1}, {0 EMERUT &c. de ces lommes de puiffances.

1% a, B, v, & demeumnt indéterminés, & n, p, ¢, &c.
étant des nombres entiers poﬁtlfs ou zéro, fi lon fatiskait de
toutes fes maniéres poffibles & fa fuite dequatlons

/7 i FIi/

¢ —— At —— A€ —F—eeve. — U,
b'e -+ b" —4—.... = p,
Cle! ‘-l"'"-c " s @ : q-'
&c. ‘ .

en ne plenant pour 2, 3", a”... b’ b e Coee &, &5 & e que des
nombres entiers poﬁtlfs ou zéro, lawaleur de §a” B o'} en
fommes -de puiffances, contiendra tous les différens termes de la

fo:me

"
€

fa'a+4-b'B+cy+ _...},“' x§a"a —4-D"B 4.} “x LACT ST S
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qul en ‘peavent 1cfu{ter, & le cotfhcient numérique du term
quelconque - :

_ ’ . - n . o
fd'a bR 4=y ~t-.n} “ % $a"a —— b"B -—}-...}-e X {a”'a. e}
en fuppofant pour fimplifier

L

ad b 4 Ane.— A, n—+—p ~= g e ""'N
B N S — A", {4 " A= L.
2" —ruee — A",
- & |
fera
i"""‘f - (! 2:.300Ad" — 2. A — 1) '(l 3. ﬁ)i”( O ‘l)ﬁm......'t“:_“r _

A —————

{2,300 d'= g a) (1 2,27 (l '2, a’”) wer{ 1421 b'\i(l 2. b”) veee( 120, ) ¢ o 10238 (1308") (102

le figne —— ayant lieu fi (N = E) eﬁ pau & le figne —
sil eft impair.®

Par exemp{e | -

B} = ,';‘;,t {30428} ——- {32 B} {8
-;- 1[:132 “a+28} {a’

:ﬁzn@vm

1.2.1 {21--1—6}{1—]—3

- i.;:".‘; fe 28} {2a

o fyad 1BF

+ 2§ at B} fu} §8} — o f2ad fa} {4
o fe 28 e} o ferR el

O S £ S Mleer L R
f2a} fa—+- B} {8} *
R R e & L

-

-t
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& fi Pon ﬁrppofoxt a == 2, B = 1, onauroit
1270 = 2§81 — {71} - L6 {0 }
| ~ {6} {2} 4+ {§s5}§2 f{i
s it {2t 14} {2}
~ {58 {3¢

i~ z
— T4 -+ 3

— {4} {21 0V = Sl
— {342} {1}
— T {8

ceft-a-dire, | S

(ABCDE) == 2(A}) — (A7) (A) ~—3 (A%) (A)
—3(A) (&) ~ (4)(4)(4)
— (4) (A) -} (A7) (4')
—z(4%) i (A) (4) (4),

- —+3(4)(4)

— 3 (4" (A)(A) +~ =(4)4)

— 1 (A)(4) 4

— HFA)?

° Si l'on fait avec les quantités (A), (AB), (ABC) &ec,

| 6u {1} §1°%, §o Y &e la fonétion rationelle & entitre fa
plus générale poflible de la dimenfion =, ou fi fon. pnc—:nd tous

les différens termes de Ia forme $ 1 }& $1 }t it 3} .....
peuvent réfulter des maniéres pofﬁbies de fatisfaire a lequauon
€ —d 2 € —fm 32 v i = w,

¢, ¢, ¢ ant des nombxes entiers pofiifs ou zéro, la valeur

de {w} COl]tICildla tous ces termes:; & le coéfficient numeuque
du terme quelconque ‘ o .

TR TS M TL R ,:_"' o

3



474 MEmoIREs DE LACADEMIE ROYALE
en {uppofnt € 4= ¢" ¢ g vee =— L, [era “
' . w(uiemE—1) S
) —— (128 (L20f) (1208
fe figne -+ ayant lieu fi (w —— £) eft pair, & le figne —
sil eft impair.. ' -
_Par exemple,

Bi=impy—i2 g e 5T ey

e U R T L R s U AL B R T

ceft-a-dire, , - '
(#4) = (A)— 5 (A} (AB)~5(A) (AB)'~+~5(A)" (ABC)
— 5 (AB) (ABC) — 5 (A) (ABCD) —+ 5 (ABCDE).
L'infpection des Tables ci-jointes, que je crois faciles 2 entendre
fans explication, & qu'il me paroftroit intéreffant de continuer,
pourra {uppléer aux détails de procédés qui ne font pas ici de mon
objet *. | |

# On étoit fur le point d’imprimer ce Mémoire, lorfqu’il m’eft venu en idée
de rechercher Pexpreffion générale d’un nombre pris quelque part que ce floit
dans ces Tables, ou, ce qui eft la méme chofe, en fuppofant ce qui préccde,
celle du coefficient numérique du terme

Sm———

D'-.-.—za;--gaz—-.i.m—-—.,,-,-—n—{-ia;z nare parc a3 - an
{1 | x{l } {I } {I } ...{IH“‘

dans Ia valeur du produit } ’
£+ :}a"Q..{+}a’{3}“{z}a'{:}'D"””"*""""*""“‘""“”*"-“.

' Jai wouvé que fi Von indique ce coéfficient, qui eft une Fonction de
at’ az, tve 3!, a:-, &C. Par .

. . ‘dl, da, ay we d B

‘\az, 23,33 ..28

le figne —+ ayant lieu {1 |

a, < ay - as == ag 4.0
eft un nombre pair, & le figne — s'il eft impair, on aura pour détermines
ormule fuivante (én fuppofant pour fimplifér

......
-

'__a',__g_d's———;'a,;——g..'....."':'—Pd.!....- );

- - -
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V1. Cherchons maintenant les moyens genelaux de faire un
fonction des racines, de laquelle il foit vrai en un certain fens

quelle égale telle de ces racines qu'on voudra.
Je dis d'abord que fa fon&xon

~[a+b+c+&c.+/(a = "¢ 4 7" d —4-., ).
L /(a+r b4 c—+—)-+—...

A=V (a1 A T )
égale ou a, oud, ot ¢, ou d, &ec. md:ffexemment en. f ippofant

les pmﬂances n développées, & que 7, 7,7 &c. font les valeurs

qux réfolvent  concurremment avec 1umte iequauon = 1.

———

Les exemples mettront ‘cette propofition dans tout fon ]om.
A outons feulement que lor [que 7 eft un nombre premier 2m——1,
pour obtenir les valeurs rigoureufes de r en fuppoﬁlnt

P — =t — t-—o—-(r-—:)(r —l-xr+ 1) (r -+-x"'r-|- 1) (r* —r—x’”r+ 1)
on a l'équation

— | ...... m—3.m— —
A X T e — 2 T 3 _*_ " ’—l—&c.

1.2

—o0,

-__nz.__ Ixm,__:_ Nl 2, .T?I—B :}u..__q_ m——; ﬁl--'--q,.m—s.x’u__é
. 1.2 .2, 3
dont les racines font x, x", ” &c. & qui eft toujours facile &

réloudre, comme on le verra ci- apr &s par le calcul du cas o1 m = 5.
Si # weft p'ls un nombre p:emier les ﬁmphﬁcauons font encore
plus grandes, & s'offrent fans peme.

A i ]

I ae, alzuu AVesan IN
F X - A 0 - @ b I."

a! » azcl.c av.OI.. aﬂ . *

v41. N1 N2 No-3..N (ax——ax,az——az,.,av——av,a;'.'f.'},a,.,.",,.,ag) -
) (7Y

{1331} {1.2:3.023) (1.2, 3 av) ar, 82, @Y= 1, 3,001,3yFz2.an
formule d’ou I'on tirera n equatlons en donnant a. ¢ fucceflivement pour
valeur les nombres 1, 2, 3.... le fecond membre de chacune de ces
équations érant la fomme d’autant de termes que le terme que]conque en peut
fournir en prenant pour & 1, @ 2...a v, ou zéro ou des nombres entiers poﬁufs,

“tels_que V> ouauplus_o Co -

En confidérant cette. formule comme une équation aux différences finies
a pluﬁeurs variables, dans laquelle Ia différence de chaque variable foit égale
al'unité, je parviens a intégrer & a fatisfaire aux conditions , par un procede

paruculxer dont je me propole de rendre compte dans I'un des volumes luwans.
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Les applications au fecond & au troifitme degré fe trouve
ci-deffus: paffons au quatriéme.

VII. Comme#— 1 —= (¥~ 1) (= 1), les racines
r"‘——llbntl,——l__r,j/—-x__r, Ve 1 =1

& il faut prouver que

tla—+b—c— d+/(a—b+c1/-x e Y = 1,
3 Yot

_ —f—-\/(a-—-b—-m/-—r —+—dV—1)‘*
égale indifféremment ou a, oul, ouc, oud, en fuppofant |

catrés - carrés développés : mais cela poﬁ,, F'expreflion indiqu
renferme les quatre valeurs fuivantes:

a-bt-t4-d+= (a-—é-i-t_;\/-e-!-;-d-/—-t}—l— (a—bome o) = (@ bome e V—14-dV—1)]
a+btct-d— (am=b et Ve 1 —dY =1 )4~ (At bome ¢ ) — (a—b—tVms4-dv—1)]
3[e4bamct-d= Vo 1 (a—bt-cV—1—dV—1 )— (a--b—C—d)— Ve | (s b et Y1 4= dV =1 ] ]
sla-bt H-d- V—=1(a—bt-cy—1—dy—1)— (a+5-—c—d)+ Y1 (,a.._;__c,/_,, -dy—1)]

Douc, &e.

VHL. # =1 = (r— 1) (r+r’+r —i-r—l—l
Or fi T'on avoit les quatre équations,

1 +~7 + 7 47" 4 = o,
Y = 1, Y = 1,

n s .
't o— 7'!

d’out T'on déduit

r 7 L 4
P (4 ___:_ rl , rrzrw . rfﬂ'
fF 1y
- i - N2 1v 2 [ v 2 !
r': Sm— r f I’- - ——— r.J ,I r Wl r) &CI

on trouveroit pour déterminer ou 7, ou r" ou #*, ou r'’, r éta
Yune queiconque de ces quatre quantités , Iéquation

AP 4+ 1= o0,
PDonc les valeurs qm réfolvent concurlemment avec T'unité I'équ
tion” — 1 & qui font #, ', 7, & 77, fatisfont aux qual

'equatlons que javois d'abord fuppofées & & celles qui sen d
-duilent ; donc

1
5
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tlat+étet+daetyatr é+r’c+r'd+r"e)‘
+\/(4—;—r"'5+r"c+r d4-7 e

+\/(a+r"6+r ¢4 71 d4 7 )%

Y@ bt o 1 T

B fuppofant Iés cinquiemes pulﬂ“mces développées, renferme les
. cinq valeurs

Ha+-b+c4-d-te
ate (a4t bt e tdtr"e )4~ (a+:’”6+r"c+r”d+r’c)+ (ad-r" " 647"/ dt-r"c ) (d+r'5-l-r’c4—

¢

3[aA-b—4-c+di-e .
4=V (04T b c4-7"dt-r" Ve ) 41" (a~+b4-2"" c"d4-7¢ )+r"{a+r' "&-i-—/”c-y-;’d-*-f’e)-r- r" (at-t"bet-t ct-r'"d

+la4-b-c—-di-ec
w7 (T bt AV dA-r"Tt ) 4r'T (a1 b1 T Ay d 4T € )= (a+r' R L +r’d+r":)+ Y (a4 v"bA-e4-r"7a

-[a+6+c+d+c
Y (a4t bt e dp1"V e ) 4=1” (a+r"’é+r"c+r’d—+—r’r)—l— Y (a-i—r"ﬁ-a—/"C-!-!’d-*-f' e)=r% (a-r" bt o1

. -a[a—l-45+t-+-d—|—c \
SNt (@t bt oAV A1 e )t ¥ (a+r’”5+r”c+:"d+/e)+r" (a—l—-r"&-—}-f”c-n-/d-i—f’:)-i—-‘” (a-1"bA-Le4-r""

Les cinquitines pu1ﬂénces indiquées font faciles 3 exécuter au
moyen du fyfieme d'équations entre le produit de deux ‘quelconques
des valeurs de r, & une troifieme, tel qu'il eft ci-deflus ; mais il

faut obferver que les mémes lettres continuant dmdxquﬂ les
mémes nombres, & les trms equatlons

17 41 41" —r"=o0, 7 '—'I, 7PV —1,
ayant lieu, on POUI‘lOlt 4 caufe de I'ambiguité de ces nombles, |

fuppofer r" =+ ;doulton dedun oit

r! rlll — 7' , r f — ?/”, 7'” f e T' , rr.'. :TW, r!lll — rlll'
r* =, """ = 1" fecond fyftéme d'équations qui eft vrai,

ainfi que le plemxer fans Tétre en méme temps, & duquel on
concluroit les mémes choles que ci-deflus, quOIque dans le dévelop-
pement des cinquieémes pl.u(fances il condmfe a d'autres valeurs.

IX. Comme 7 e 1 =" — 1) (" 47 4 1)
(¥ — r = 1), les fix valeurs d¢ 7 dans Téquation 7° =1 font
- Mem 1771, L - Bbb
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[, = 9 9,—-9,-—-—- [ &9 etantlesva[eulsqut

refolvent conaurenlment avec Funité lequallon f—1, ce qux.

(aﬂ. 11]) donne ¢ 4 ¢' == — 5, ¢'¢' == 1, g’z = ¢,

¢ = ¢ &e. & il faut PLOUVCL que

Hormbo cmndob ecp fot Y b ¢ ¢ ' d b e = )

-l-\/(a-+-5+p”€-—l-_9"d+j?¢-l-9'ﬂ 3
(=t c—dae—f)F
a4 b +pc'-;-p‘d+p’e+,o'if) :
-4 \/(a — b e Pl "d-—l— ple mm p”ﬂ‘]

égale mdlffelemment on' a, oud, onc, ound, ou ¢, ou f,

-en fuppofant les fixiemes puiffances développées : mais alors fa

fon&ion renferme les fix valeurs

(@ mm b e gl S fd - e om )

|+ 1+ 01 &

s
b bope e oA et ) b g o mm o'd _
(@ ~t=§ = ' e g'd 4= p"e == 0f) — " (a— +-p% ¢ 'F'P""'.Pf)]
e
: o __P_,
donc, &e¢. .

X —1=(r— 1) (fﬁ+r’+r ~ P ==
Y1 )sor i lon avoit les fix équatlons |
1T 47 = = -—I—r +r -z__o,,

77 — I, ?'mf‘w T 7‘7' - I, .

[/

VY o S,
'Y = v, P = Yy



DES SCIENGCES . 379
'ou VYon déduit o

¥ =, =7 T = =,
’!rlv : r”',- ’rﬂrv = ’/ff" f’”}_fv( m t”i |
vy =, =, ) |
yr't = 1", |
r:z — 7‘”.', ‘rnz. :_: I".v., ',/ﬂt- p— rVI' ) -
=7, M= M =&

| ]
7 étant 'une quelconque des fix quantités : donc-les valeurs ima-

gimires de /1 fatisfont & toutes ces équations; donc
- YlatB bt - foteg =Y (ab? bt A Dy e frVg)T)
= (ad?" b=tV et A=y 1" -7 )T
= a1 b e4-r" d-Y ;c+‘r’"f+'r“'g)7
Y faa-rb 1Y -y d-7 ea-r'Vfa-V"g)?
o= (@t r"Vb V" c =t dg-re-V f-7" )7
=Y lad-r b=? ¢ a-rVda-r" e-r"'f -1 g)7}

en fuppofant fes E:ptxemes pul(ﬁnces développées, reriferme les
fept valeurs

-

on trouveroit 1* 7 <1t 4~ =1 — r 4 1 =0,

3

,§[¢+3+t+3+¢+;}'+g_ - 7 . (a-t—r'é-{—r"c-i-r’”d-&-r"c\-—t—r ~+ r*gf

e PN (adet b eV Ve 4" dter T e ) ; (a=r"bstmr" et dsr eV f4"g)

Bbb ij
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- premier coup-d'ceil ; par exemple,

380 MEMOIRES DE L'ACADEMIE ROYALE ™

o+
= '
-+ 7 \
(447" b P A A e P fr"g) e 7 famtor bt e et T [
) _ e gV o S
-+ 7
4+ 7
4 ; «
e . . . | c
+~7 f - b
e 7N (@ ot 1B A e PV e e e e ) =
4 7 | | d
At W : - . £
S

"X I. Ce procedé eft uniforme; & pour um nombre premier
# quelconque, 7, 7", #".. éant les valeurs imaginaires de v Is
on aura toujours un fyftéme d'équations analogue aux précédens ,

en fuppofant les (n — 1) équations
I 7 4=t 7 ... = 0O,

f'r” — I, rlﬂrnc P— .I’, rVer e I , rVnrv_lu — I, &c.
. . VI _VII 't
rﬂrﬂ! — r!,. rxvrv P—— F’, r lr I = r , & C.

qui donneront toutes. les autres. Ce fyftleme fuffira pour élever

 fans embarras les puiffances indiquées, & fatisfaire par conféquent

3 Tobjet qui nous occupe ici, puilque les valeurs rigourenfes de
toutes les racines de T'unité font faciles & obtenir fueceflivement ;.

comme on le vema. . B

XII. It y a, lorfque 7 n'eft pas un nombre premier, des fim-="
plifications dans la forme générale ci-deflus, qui fe- préfentent au
- ";[d—l-ﬁ—i-;c;i-,d —r—V{a—é-{-’:V—-—: —_—dy — 1)%
- V2 4+ b — ¢ — d)* ' |
i A Yla— b — Y — 1 = dV = 1)),

renferme les quatre valeurs de Taricle VL1
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How b e dam e fam/(a—b - glc — g'd+ gl — o7p)
: /(a4 b 4§ - p"'d - ple -2 f)}
+Va—=b-tc—dgee—f)*
. —I-\/fd—l-ﬁ—i-pt-l-pd—l—p”c—g-p'ff’
e b e e — )]
renferme les {ix valeurs de Yarticle 1X; &e.

Mais il exifte encore pour ces cas, des formes particuliéres
plus fimples,

XIII. On peut , par exemple faire une quantltc qui ait in-
différemment fune de quatre - vafeurs, dctelmmées, fans élever

d’autres pu1fT1nces queé des carrés , & par confequent fans employer
di imaginajres , car -

*[a-ﬂ—la——l—c—l—d —I—V(a } ¢ - d)*
Ve —i—
—}— 'l/(a.':—l_— d— b — c)z]:

renferme les quatre valeurs

-+ o
| ~+ = |
tlewbwerd Y@ b—e—=d)  }frec—=b—4)
SN L , | >
R 'Eo
. (a..-t-‘d-—b-—c}]‘:'c:
4~ d,

XIV. On peut faire une quantxte qui foit mdlfféremment Turre
de ﬁx fans élever dautres punﬂances que cmq différens Cubes,
€ar 9 & ¢ etant les valeurs Imagmanes de'y/1.

‘[a+b—|-c+d+¢+.f+\/(a+Za-—;—pc-—}-d—r—_p”e-—i—f)’.

e ———

- I +J(a+c+p’5+e+p"d+f)’

=l d+ b [ ple+ )T

+ /(a4 € 4 gc - f b+ d)”

———

e Yl = f - pd 4 ¢ o= gb+¢)']
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renferme des fix valeurs - .

1 e i . — ""!".P’"; )
3fa o b e o d+¢+f -

/

S — S ——
(4= b =t e g d o= p - f)

g
=+ 9
-+
- -i:- P”
(2 b g b p'd oy J) :P N (2= A=l [ pTc 4 ¢)
-+ |
-+ "
g | a
-+ p - b
. s e p': o ittt ——— i s
(aetgofobgbrd) | Mawfpdrerdb gl =( ,
'_I_P” L]
i

X V. Veut-on favoir {i, fans élever dautres puiffances que
cinq différens carrés, Ton pourroit faire -encore une quantité
qui ﬁ}t indifféremment Pune de fix? voici le moyen de sen affurer.

Il faut que chaque {ettre, excepté a, fe trouve. dans la fomme
des quantités radicales, deux fois en plus & trois fois en moins,

pour fatisfaire au cas ol tous les radicaux auront le figne ——

comme ici :
tle+tbtcwdataf -favba-cmd—e=f
+(a+b+d—ec—t—f) (244 fae b ~d—¢)

+(a+d+e—'6—c—ﬂ+(4+f+f—6—“—-d)]."—"d;‘

 mais quand oxfdilj)ofera les fignes +— & — au - devant des

radicaux ;-de fa -maniére qu'il faudra pour avoirdans'tous, = 1 pour

- coefhcient dune des lettres autre que a, il faudra que les coéth-

ciens - .& — 1 continuent de fe mi-partir pour toutes les autres
lettres, -dont fa fomme doit éure zéro; il faut donc que deux lettres -
quelconques ne foient pas trois fois de méme figne dans les cing
quantités radicales: or ces conditions font impoflibles  remplir,
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Au refte, ce quieft impoffible fi Yon veut fe bormer 3 cing
cairés, n'a-rien que de facile {1 on en éeve dix, car .
tefafe b c-d 4t 4 f) = Va b d — e — [
Ve t+ba4de—e—e—=f - Vat bt —c—d—
- Va2 4-b+ [ —deme) A= V(@ A= € m d b e e — )*
“+ V@ A€ Al e b —d— f)? —F—V(a—-&-tﬁ—f—-ﬁ—d—")’
Vtd g e—b—c—f e Affa e d g f bt — )
Vet e 4 [ b —c—d)3?] . -
renferme les fix valewss @, b, ¢, d, ¢, f.
XVE, On.peut fairg une quantité qui ajt indifféremment lune
- de huit valeurs. délerinées, fans éever dautres puiffances que fept
différens carrés,, car
s[arb-irdpret-fargr b d-Aa bt 4-d— 6 — e g — })*
d=Va bttt f —Cemd— g — k)
AVad b A gtm b wm ¢ —d— ¢ — f)*
+Vat+c4e4-b—b—d— f—g)*
+Vatcd-f g b —d e — )
+Vatrdt+ed-g—"0m—¢ — f= })*
_ +Vat-d-fA-bh—b —c -j-f-;'"'g)z]'
renfcrme. les huit valeurs a,6,¢,d,e, f, g, /.
X VI On peut faire une quantité qui foit indifféremment F'une
de neuf, fans ever d'autres puiffances que huit différens cubes,
cr ¢ & ¢" étant les valeurs imaginaires de /1

g+ b c-d —-a-e—i—f-i-g-i—ﬁ-—f—k

a0 4~ 4+ pd A e 4~ f = pe - h 4 kP

+\3/(a-|-l?.+c+ o'g —+—-ﬁ-+—ﬁ-+p”d-+-_e-+-.f)'-'

(s d g o fhon [ kg g e A

..

+€/(d+d+g+p’c+e+_ﬁ+p;"ﬁ-—|-—f—-l-ﬁ)’

+\3/(“'+_f+ﬁ'i;ﬂ1fﬂ;£+.g} —m e - d = )P

-l - fam h 4 e d A kA oY - e g)F

vfa - kg pe e f - g A b e da B

(e et k=g - d - h 4 g 4 [ + g)*]
renferme les neuf valeurs @, 4, ¢, d, e, 8 bk
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XVIIL En général, on tiouvera toujours les formes de
cette efptce, en prenant dans la p{emiére, fimplifi¢e comme
dans Varticle X711, les radicaux de méme dénomination, en y’
échangeant les lettres entre elles de toutes les maniéres, pujs
failant une fomme de tous ces réfultats; car chaque forme élé-
mentaire fe compole toujours de cette fomme, & fouvent, de
différentes portions de cette fomme. »-

Les modifications qui paroiffent multiplier Ie nombre de formes
des racines, ne font que des complications des formes élémentaires;
comme lorlque Yon prend deux ou plufieurs termes de la racine,
& qu'on éleve leur fomme A une certaine puiffance, pour la mettre
enfuite fous le radical de méme expofant que cette puiffance;
lorfqu'on fait le produit de deux termes, pour le divifer enfuite
par fun deux, &c. &e. & je dis que pour le quatrieme degré .
par exemple, il n'y a de formes effentiellement différentes, que
les deux des articles VIl ouw XTI & X111, que pour le fixiéme,
il 'y a que les trois des arvicles IX ou X111, XIV & XV, &c.
car la différence effentielle eft dans le degré des radicaux néceffaires.

Sans entrer dans de plus longues difcuflions 4 ce fujet, parce
que T'objet .des formes particuliéres eft moins de faciliter les
{olutions générales, que d'en fimplifier les réfultats , nous nous
contenterons de remarquer qu’au moyen de tout ce qui précede,
notre queltion principale fe trouve réduite au fecond des trois chefs
que nous y avions.diftingués (article 1V)); c'eft-a-dire a tranf-
former en fonction de zypes (article V') 1a quantité de laquelle on
peut dire quelle égale telle des racines que I'on voudra,

Reprenons un inftant le troificme degré.

XIX. On a vu (articles 111 & V) que [a quantité qui eft
indifféremment ou @, on b, ouc, fe prélente immédiatement
fous la forme ' .

$[(A) Y (4) =+ (A'B) + 6 (ABC) 4} (a = ) (a =) (b=} V— 3)

+\V((A3)-—_%(’A’B}+6(ABC)—{-(amﬁjfa—c}(é—r)V—g)],

S que pour avoir le tout en fonction de #pes, il ne sagit que
de prendre, au lien de ' |
(a =) (a—c)(b=c)

Ia racine
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- Y .. '

Ja racine de fon carré - -
(A*B*) —2(ABC) — 2(A’B3) —|—2(A’B C) 6(A’B C}

Les Tables de 'article V donnent le ﬁll plus, & lcquatlon pro-
polée étant

My + Na' —'1- Px - Q=50
- {1 Pon fait T
: Ca

Aui =i~ N+ 3’ MNP — 33 M*Q

r-

} 3 My — 3(N‘Pz — 2  MPE as z‘N’Q + 2, 3’MNPQ-— 3’M‘Q’)]»

Ia fm mule de lcfofutlon féra -

x = [ N4 o)A TS )]
T V=3 ==
2 ' 2
--,1--_\/—73_ ’.‘ — 1+ V=3

formule connue & Ia plus fimple poﬁ]ble comme, le pnouvent
les obfervations fuivantes.

X X..On doit toujours POUVoIr diftinguer les dlffelentes
racines Pune de Pautre, dans'la valeur genelale qui fés renfernie
toutes umquement en y multrphanr chaque-radical par les dif-
- férentes racines de I'unité-;-de’ méme expofant-que ce radical ; d’out
il it que la formule générale du troifitme degré ne peut pas
ne renfermer que des radicaux feconds : Taddition des radicaux
dans Ja fomme des valeurs qui réfolvent concirrémment doit
donner zéro; ainfi il y faut des radlcaux troifiémes.

S | faut que dans chaque nd;cal tout foxt zelo quand cz::é—“c

TP i N

puifqu’alors on doit trouver x = Y A) = - fans aucune

ambiguité, _ , |

I faut que 4% & & &y alent Ie ‘méme co’éﬁ%cient‘ puifque

~@ par exemple, eft de la méme dlfﬁcuite que a a’ obtenir en
SPpesiens . XGo S
Meii, 1771. ' Ccqg
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Comme toutes ces conditions exigent que fon ait fous les
-radicaux , les nombres i imaginaires dont le cube eft 1, on veit
quiil e& xmpofﬁble d’éviter dans la folution du txolﬁeme degré,
ce ‘quon appelle le cas irréductible.

H fera facﬂe d étendre & de généralifer ces remarques.

XX1. Nous avons prouvé (article X111) que
T[(A) 4 vfa +b—c—df bVt b —d) Va4 d— b — )]
renferme les quatre valewss @, &, ¢, 4, fi fon y fuppole les carrés
deveioppes Ces carrés font, favon

(a+[r—c—d) ab j- cd
(a—l—c-—-&—d)’z:(Av—-z(AB}-{—q.gac—l—ﬁd

fa 4+ d o b — ) ad - be

L

= () ~ % (AB) 4 4

—

2fac 4 bd) — (ad -4~ bc) == (ab 4= cd)y
3fad -+ bc) — (ab 4~ cd) — (ac - bd),

En échangeant les lettres entre elles, de toutes les manieres poﬂibles ;
dans

z(aé-—'li' ¢d)— (ac —+ bd) — (ad — be)
on ne trouve que les trois vaieurs ~ |
z(a6 — cd) — (ac -~ bd) — (ad —+ 56) — i
z(ac ~+ bd) — (ad — bc) — (ab — cd) — o'
‘2(ad — b¢) — (ab 4 ¢d) — (ac - bd) =
msus par Varticle 11

V(ab -+ ¢d + rac — 6d ~ t'ad —+ bc)

e | o 2 2(ab < ¢d) — fac <~ bd) — (ad 4= 5:}.

——l—\/(a[l —+ cd ~+ rac =+ bd —+ Fad —+ bc),
en y ﬁ:ppoﬁmt les cubes devefoppes fera indifféremment ou &',

/1

eu 4", owu”, Le premier de ces cubes eft
(BB) — 2 (A B'C) + 6(4BCD) + 6 (A'B*C') — 3 (4* B*C D}
el — )@ — ) p—d)f— AN~ 3

Jautre n'en differe que parce que V' — 3 y eft en moins: or

comme le carré du produit des différences entre les: racines eft
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une fonction de sypes, 1a folution ne dcpend pIus que des pro-
pofitions de I'article V.

-

*+ L'équation propofée étant

M.x —-{—N.ac3 -—I-Px —-{—.-Qx —-I—LR p— 0;
\/‘*( b= 3’NPQ + 3’MQ’ + 3’N‘R — =’3’MPR
A’ . . IR e
-+ 1/___' [ N pQ? '-.._fN’{”R i NeRY ) '
3 3 —2*MPQ* a2t MPLR +14'3’MN‘}?R‘.‘] '
—_—N\ .-.-p-z"MQs.: - - ﬂ-‘z.;'ﬂ?PQR -er-'Z?‘MszR‘_:
—+2.3°MNPQ? — 245 MNP'QR — 283 M* NQR®
—33MQE —2 3 MNQ*R + 2P MBR?

‘ . 2432 AP QR
! H
e W)= = ya - A
“u -1 "l'-\/""'.; l_ . —— '-—-‘/_3_4
- 4. . . - 2 i T - 2 E .
" —1 =V =3 =14 V=]
2 - L. . a -

rr

ou vien z'z', u" & "' ant les trois racines de i’équation

S +3(_P‘+3NQ-—43MR):¢'.
- (= 2P 4 3’NPQ — PMQ* — 33N’R 4+ 233MPR) = o,
on a | T )
- |
, 1 . —I— N S T . Co
¥ =—— [N~ 'V—',-(;N’-—ngP—}-,z’M:f}' -
2’ M — '

;+ + 1 -
TN VN = O MP A M) TS v N 22MP a2t M),
L —

& {i au liew des deux derniers radicaux , on prend la racine du
carré de lear fomme, le tout ne dépendra que de 4.

XXI1IL Si nous prenons Ia forme de Yarticle XII, favoir , '
Cccij
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. ol Y —b ey — a1 —dy— )t
+Vfa 4+b m ¢ — ) =Yg — b — ¥V — 1 —“+ dv.— 1)4]

nous aurons (@ —~ b — ¢ — d)* par larticle précédent ;
& quant aux deux quatriemes puiffances, i 'on fait

« - @ == 3% (4%) — 23 (AB) — 2.37(A'B)" |
223 (A*BC) — 233,23 (ABCD) — 2*[3 (A) — 2(AB)]d + 2%74?,
#.- ayant-la méme; valeur que dans larticle précédent, on aura

{&—54-—0"——!—11'\‘/——1)4‘ o -+ ., : - . d
bt = O (1= =) [(a— )" — (c— '] V— 1}

or faifant L L o
¥ = 2 (A*B) — 2*(A*BC) + 2*3 (ABCD) — #* .
on a "Lt . .
i . [{a — 5)(‘: — P =¥
[(a — &) — ¢ — &) = -3—- (@ 4+ 2*3%);

d'ott, au moyen des prepofitions de faiticle V, 1éfulte fa fora
mule fuivante, & & - étant, fai{_oi!‘*, T .
© = 3Nt — 243 MNP — S M* PP - 353 MPNQ — 273° MR
L= 2 M3 N — 2P UP) - 2’7 Mo
¥ == 2P — 2*3 NQ 4 243 MR — o/*
o}

.

& =

y7al e NN V3 N e UM P e 2 M)

e

17

v (Y ST @ MY =53 A )

.‘_
eV — 1
—+

— I

¥ — @ —2*My—3%@ + 33 M%)k

A V= 3%

— Y —
XXIIL Pour équation |
| =P - P 4 1 = o,
par exemple, qui renferme les valeurs imaginaires de v/ I; on
aura, par la premiére formule, |
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. o - ~~ -+ :
y= il =1 S5 W s 4 avs W= — a¥5],
- + |

& par fa feconde,

-+ -+ -+
. —f— — w— .
—l V- 4 — . 4 (UNTEE Y Y AR .
r=al—r s (U= (s — )]
-+ V—1 ey

X X1V. Avant de paffer au cinquieme degré, il faut expli-
quer une nouvelle notation abrégée qui rendra nos exprefiions
plus concifes, & nous fournira des procédés de calcul plus expé-
ditifs que ceux de.lalgebre. Cette notation convient a certaines
quantités d'une forme fyftématique dans lelquelles fe réfolvent
celles que jappelle zypes, & auxquelles fe réduit toujours immé-
diatement la fonction qui eft indifféremment telle des racines
- que Ton voudra.

-Jappellerai Types partiels, les expreflions abrégées de ces quan-
tités. Ce font des fuites de termes faifant partie du développement
d’'un méme zype, dont la propriété fondamentale eft que fi, dans
un certain échange entre les lettres, il réfulte d'un terme, un autre
terme qui {oit de la fuite, il ne réfulte des autres, aucun terme qui
1’y foit pas compris; de maniére que cet échange n'y produile aucun
charigement: & qu'au contraire, sil en réfulte un terme qui n’y
foit pas compris, aucun des réfultans ne le foit.

Je fuppole, par exemple,

« B By a

b 4 b g :
4 abc 4 abc,

a p
[«B5] = a b‘c

B O ¥ § B

ceft-a-dire que [a %] repréfente la fomme de tous les termes

i m 1

différens que T'on peut former en confervant toujours a, b & c,
dans ordre alphabétique, prenant au premier terme pour expo-
fans relpeclifs de ces lettres, les nombres o, B8 & o dans lordre
méme ol ils font écrits, & concluant enfuite chaque terme, du
précédent, en y empruntant les expofans fucceflifs dans Fordre
qui fuit, le deruier, l¢ premier, le fecond; ordre de {ucceflion
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oLJ‘B-y]

| " I ur

@y & R]

iy 1

2 R d ]

v 11 1

[y 8]

Iv 1 I

[«dy 8]

RO 31 m

|

|

}

390 MEMOIRES DE L’ACADEMIE RoYALE

fuffiamment indiqué par celui des caractériftiques 1, 11, 17171,
dans Fexpreflion [« By], & dou fon ne déduit ici que  trois

Ir I i

termes puifqulen continuant toujours, on 1etombe‘101t dés le
quatrieme, fur le premier, :
I fuit de-Ia que )
ey R] == a *57 P - aBbuc}’ = a bt

a1t g

& que par conféquent en ne fuppofant dans fe déve]oppement

.du type (A B C)quea b & ¢, ona
(AB°C) — [l y] - [a.-we]

o1y 1 LI Y S §

1l eft facile de conclure femblablement
aa&ﬁc”d';\—]—aaﬂl)c d —~—a 6 ¢ d —+ a [)J\ﬁ *

A \ a I P\
a’ b cﬁd —{—ad&Bcd —— a byr:d —l—ab“ ﬁ

P i N
abcd —l——a&dﬁ 'agb.c alzﬁa

a bﬁcd\d? e ayboncadﬁ -—|-— aﬁbm.c}'d‘=n — aonéycﬁdu
VPV g LI BN LR SRR LR
aabJ\c?d 4 a7 % ﬁddﬂ - a f)?r:d\d‘Jz ——.a bﬁ ud?‘
dob il f uit qu ‘en ne {oppofant dans le developpement du type

(A B° c’'D )quea b, c& d, ona
(A B*c’ ") = [«Byd] ~+[2adBy] — [a.ym;l

ni v 11 v 1 11 1 mivy 1 1n

A [aBP Y] ey BP] [aLJ“yB]

nr oIy 1 I v i I 1 LEIN B A | L1 8

Il faut obferver, avant d’aller plus Join, que dans les loix
que Jai prifes ici, javois une intention pamcuhere Les deux

poitions [2 B y] & [av B] du #pe (A°B e ) font telles

n H1 o1 nix 1

quelles ne font que fe convertir réciproquement 'une ey lautre
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par les échanges. quion peut faire dans fa valeur de chacune,
enite les lettres @, & & ¢, jai de méme affujetti 3 ceite pro-
. - i q- 7 oy 0 ’ Y i J\ ;
priété les fix portions dans lefquelles fai partagé {AaBﬁC’D J:
ainfi, il faut, pour obtenir en fpes la quantité [« B 5],

LU 11 1

faire une fonétion qhi ait indifféremment {'uné de ces deux
valeurs [« £ ] & [« o B], & de méme, pour obtenir eri types la

1 iu g nouar 1

quantité [« By 4], il faut faire une fontion qui ait indiffé-

0nr iv i 1

| remment lune dés fix valeurs |
[2By 8], [a8By], [2ydp],

miv g IY U o PO A B 37 §

[«B8y], [ayBd] & [2dyp]. .

nr vy g ot Iy 1 I 1n iy ot oIn

Ce n'eft que pour fatisfaire & cette vue particuliére, qu'il a fallu

. ' a y . . ) .
partager le 7ype (A B BC D) en portions ou les cara&érif-
tiques 1, 11, 111 & 1v fe trouvallent dans un ordre différent.
- En fuivant ce procédé, on aura |

& e B R
[aByJ\e]::aabﬁcyd e ——a b'¢ dyea_—i-—aybacedﬁe-
Yurivan - ;

S . B oa, )
—+—aﬁb. cadiey—-*—l—'aeli?’c d‘zé')6
. o ' | , ) )
[ueé\‘B'y]zaabic dﬂ;e”—l'—.'aﬁéycid ¢ —a b4 4t e®

*Twyumy 1w , A A

| ~—1—aebﬂcadye --—I—-ay/) cﬁdde"t
. - o« e & )
[ayﬂe&]:aaéycﬁz_iie —t=a' b c?dﬁea—l—aﬁbmc de

1 yirivy 1 g J\ J\
'—+—aybecmd eﬁ-—l—a 666—"'(1’&8’

“e - N i a i

[oLJ\e-yB]:a“b ced?eﬁ—}—qyb&c dﬁed-—}—_a'ilz cﬁd e’

. : M
| —-I_—-aJ\l;ycfdﬁei'—l—aB[)ec?dae

-La fomme de ces quatre #ypes partiels eft encore un fype
partiel, qui, a caufe de 'enchainement entre les expofans 2,, &4,
peut étre noté ainft [« B del, en concevant que le premier

1 1Y ¥ O ou

Y lY 1w
+
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ordie de cala&euthues détermine, non une fuite -de {imples
termes, mais une fuite de #ypes pariiels de la forme {abcd e]

forme -indiquée par le fecond ordre de cara¥ériftiques. Cepen-
dant & caufe des difficultés de l'impreflion, je fubftituerai ici, &
cette notation qui m'eft familiere, Ia fuxvante qu1 peut fufﬁle:
pour ce Mémoire: je ferai

[aByde] = [oLB'yJ\e]—-l—[oLeJ\B'y]—}—[a-;xBeJ‘] [a.cﬁe')/)@]

¥ v oIt vV i Y1y r 1t ¥ ht rv I n viunw Il

& femblablement
[aBeyd] = [dBey ] + [or.e-yJ\,G] ~+ [ay PBe]—[2dBey]

¥ v Vs uory Svupro 1oy vyHI 1 IV Ly 1oy
[Bdery] == [aBdey] 4 [acByd] [aa-yeJ‘B] - [adyBe]
¥ i oIvyu v I naiiy ¥y I 1 oy vy I nuily v I 11 Iy

Si Fon fuppofe de plus
[eByed]] = [a;@ryeJ‘] ~}- [&J\eey] -+ [ayBde] 4 [aedyB]

% 1 Ivilx v Iv II I 110 Iv Il 1T 1t ¥y 1v. 1t 111 vivis 1 i,

[aBPye]|=[aBPye] 4 [adyeB] 4 [ayeBd] -+ +[acBPy]

[s8107)]=[oBedy]+ [s967] + (a7 u8] -+ [2172]
Oll "lUld v v ' |
(A B C D E) = [yd] + [abid] -+ [ahdey]

—+ [aByed] ]+ [OLBJ‘W]] —+ [2Bedy]]

¥ rrvna % Iv 1 1581 E RIS L HE I

& les fix types partiels qui compofent cette fomme, feront tels
quﬂs ne feront que fe convertir rec1p10quement Yun en 1'1utle,
{i Ion échange dans la valeur de chacun, les letres @, b, ¢, d, e,
entre elles: de maniére que pour obtenir en #ypes I'un de ces mpes
pariels, il faudra faire une fonction qui foit mdlffelemment l un

des fix.
Ces exemples fuffifent pour entendne l'algorithme en quefhon.

XXV. Lorlque «, B, 9, &c. font des nombres déterminés,
sil y en a d'égaux entre eux, il pourra arriver que ﬁlbﬂ.ltuant
dans ces formules d'abréviation & dans leurs valeurs, on trouve
dans la valeur, des termes qul ne différent point: par éx¢mple,

on
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on trouve En fub{htuant dans lune des for mules plecedentes
_.211]-—'4 cha"—l—ab'c"d‘ od ——d b

1 v 11 1

cependant, en fuivant lmmédlatement Ja loi indiquée par Tordre
des cala&euﬂlques 1, 1I; 111, 1V, on aunolt da s'arréter, aples les
deux premlers termes, -

Pour éviter toute cqmvoque 3 cet eoraxd ]e fuppofe:al que
dans le develc)ppement des types pamels comme dans celui des
ypes mémes, il ne fe trouve jamais que des termes divers entre
eux, & jamais dautre coéfficient que funité. o

Amﬁ, par exemple [ (1] ne 1epleféntera que es deux

nroIr ﬂ N

termes a’ b cd + ab ctd, & le refullat de Ia fubﬁltutlon dans
fa formule <+ [« B v 4] quand a==R=2,y =Jd=1,

it v 11

fera —- 2[22 11]; &e.

TR LA L I |

-Le cas ot quelques-uns des expofans «, 8, v, &ec. font zéro
ne produit rien de particulier; ainf |
[2100] = a0’ 4 &8 d+-a' b 4 a°6°' & = a*b4-*dt-ab-cd”
[2002] = & + a** 4 8 ¢ - & 4%

XXVIL Onpeut, par le moyen des opérations fuivantes;
trouver le produit de deux zypes partze/s dans lefquels iondne entre
les caraltériftiques eft, ou doit étre conforme,

Soit demandé¢, pa1 exemple le produit de [2100] par.

ny iy 11 1

[7040]; jéeris quatre fois 7 0 4.0, & au-deflus, les quatre

permutations de 2 100 indiquées par l'ordre des caracténfliques,
comme il fuit.

2100 0021 1200 0012
7040 7040 7040 7040 |
Fajoute les nombres qui fe trouvent immédiatement I'un fur |
autre, & Jai, pour le produit, '

[2100] [7040] = [9140] + [7061] -} [824.0] + [7os52].

MITY L ¢ vl wmivili - Iyt iy it iy i

Cet exemple | fufﬁlolt pour appliquer le méme procédé a tous
Mem, 1771. . Ddd



394  MEMOIRES DE LACADEMIE RoYALE
Hes cas, fi les réductions, lotfquiil -y en a; n'exigeoient une ou
deux confidérations particuliéres. . |

Soit propofé le produit de [10022] par [311 0o]; je fais

Yyimivae iz LY HLIV Y Ik
31100 00113 13010 10301 01031
10022 10022 10022 -310022 10022
dod |

[10022] [31100] == [41122] - [10135]

Yyiuliv 11 Yyinivi i IMMIV I N Y IZ IV & I

—— [23032] —— [20323] - EII\OS}]; ]

Y umw 1 1 ¥ Iy & it ¥ I vt 15

mais, dans ce produit, les deux-zypes parsiels [10135] &

Vit ww o u

[ 1105 3] repréfentent chacun cing termes différens, au lieu que

S 1 AvY 1 I

les deux [23032] & [20323], repréfentent les cing mémes

VHI Y1 13 ¥ I3V I oI

termes. . -

Pour faire ces fortes de réduétions, en calcutant, je fuppofe,
des types partiels de la forme [a B Pe], jai fous les yeux, ow

¥ It vy 1- 1L

dans fa mémoire, l'ordre de permutation que voick
12345, 45231, 31524, 24553, §3412,
lequel eft indiqué par ¥234.5. - |

Y ur w o ik

- Cet enchainement me fait voir que {2 3 0 3 27 eftla méme

Y Hray r u

chofe.que [02233], & que [ 203 23] n'eft encore que 1a méme

Y HRIV L U YyIiuriv 31 i

chole; car, pour trouver un équivalent de [2 3 o 3 2], dans

lequel o qui occupe ici Ia troifieme place, occupe la premicére,,
je choifis 31524, & je m'en fers pour appeler les nombres
dans cet ordre: . .
' ] . _ me
o qui eft le 3.
' cr
2 qui et fe I.

me
2 qui eft-le §
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3iequiteft fe 2.7

| 3 qui-eft le 4-
. Paredlement pour trouver. un équxvalent de [z 013213l dans

v Ut iy 1 ll

leque[ o qu1 occupe ici la deux1éme place, occupe la plemlere,

je choifis 24-15 3, dont j je me I%Ts pour appeler les riombres

dans cet ordre;
O-qur-eﬂ‘le 2.

qul eft le A]- T
2 qui eft le 1.5 |
| '3_‘ qui eft ff.'-i j_'.-

, . me”
"3 qui eft fle.. 30 -

& ainft des autres. .
. On a donc, aples avoir ordonné 8( redu1t

.[10022] [31100] ._...[4.1122] ~-[5 1 3 o]

Yy 1 n Y umav 1 u ue Iy o§ou- 3V'“f w1
—4—2[02233]-—!—[; 1o1].
v om oy v n: Wwion ¥

Soit encore propofé le produit . de ‘[21r10]par [21101];

vy illlv 31K Yy uuur s v

je fais o
21101 OIII2 ' ¥211Q . 1021I+ 11021
21110 21110 . 21110 21fI0 21110,
& je dois conclure = . .
[21110] [21101] [4.2211]+5 [22222]

111 1v-<} 11 . v Il oI’ S gy 4 M Yyiiy &N

.-i—[ozz. 3] [21133] —+ {233 11];

vmlv'l_x v il w1 vlnlvln'-

. parce quen confequence de Tarticle XXV, [z 2.2 z»z{l ne

~ repréfente qu'un' feul termé. !
‘On calculeradune mamere analogue fe prodmt_ [a ey de]

¥ i Iy u

P [a bed e] & & ainfi de tous les adirés Zypes pame/.s de
MiI OY K & D d d I}
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méme forme entr'eux: les. détails i + deffus doivent fuffue pour
tous les cas. -

Je n’écrirai communement < diis Taofuite , Tes car aé’[erlﬂlques I,
115 111, &ec. que fous un feul des termes,. quand leur ordre ferd

confmme dans tous.
' ‘ 11 J ! .?' oy

XXVIL Ona wu ( arnde 111 ) que, dans fa. forme
ol fe préfente immédiatement fa fonctioh qui eft indifféremment
ot a, ou b, onc, il refle une quantité ‘dans faquelle il n eft

pas indifférent dechanget les. lettres” entre elles ; cette quantité
eft &b — 6c —=' ac' — d G — ald — bé

}L

ou [210] — [201] qui depend du fecond degré.

M nin r

On a va de méme=( article XXI ) que dans la forme oti fe
préfente immédiatement 1a fohction qui eft indifféremment ou

a, ou b,ou ¢, oud, il réite Ja quantité 2(ab —+- ¢d)
— (ac — M—l— ad ~+ be) = 2 [1100}: == [ro10],

III 1v i1 . - lll !\f [L |

qui dépend du troifieme degre ;& non du’ fixiéme, qudique de
Ia forme [a@5 $], parce quedans les valeurs partxculreles de «, &,

Hr iy 1 1

v & 4§ qm ont liew, [« Bo/d] & [2.8 4] né- different pomt.

mwnx . lulYnl

Paﬁ'ons aw cmquleme degle. S S
XXVIIL Si Ton fait L

(a+r5+rc —ﬁ-;’”d—f-r e)’:::A"
{a = e 7o e "d - "”e}’ — A"
(4 = ”’5+rc—1— d—l—rf)"'l‘“A'"" .

v Lo ' ' w 5, ad '3 .
(a+r6+r —+—rd—+— e)' AT
onaura (article ViII ), pour fa fonction qpi‘e‘ga[e 111d11fe[‘eme °
ment ou &,.ou b, ou ¢, ou d, oue, cect 7 . .-

F[(A) -+ A =+ A e A o AV

Elevant les cinquiémés- puiffances: mdlquees 5. ene falfant ufa‘ge du

premier fyﬂem@ deqmtlons cntre Igs 7 ﬁarﬂffé' V ] Z OI} a, &
Ton fuppofr: : Lo | )

.
A .

-

—
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) [31100] —+ 3 [12.200] -"'u,

Xunravn oz Uity 1 1

[41000] == 2 [30002] = 2° [30110]

v iy 3o o
U

—— 2.3 [12.0.?.0]- - 23 [21011] == ¢,

[40100] —+ 2 [30020] —+ 2* [31001]

Y iy 111 ]

—~ 2.3 [to202] —~ 273 [20111] = ¢,

[4.0010] ~~ 2 [32000] — 2 [30101]

¥ urly » 4
AIF.

v 2 [IOZZO] —+= 2°3 [21110] == @

[4.0001] —+ 2. [30200] - 2* [31010] |
- 2.3 -[12002]__—:1;__-_ 2°3 [21101] = 0",

A § = (A) 4 2*3.5(ABCDE) ~ 2.5¢ = 57 ¢ = 57" ¢" + 5;’”59’” —+ 77 o'
A" S —= (AS) 4+ 2'3.§(ABCDE) 4 2.5 + 5 ¢ A= 57, 9" = 5PV 4 g tp“”
A5 = (A5) 4= 2%3.5 (ABCDE) ~ a.5¢ 4= 579 = 579" = 579" - 57 9"
A" = (4) + 2%3.5 (ABCDE) — z.5¢ + 519" 4= 570" — 57 9" + 57" 9"
‘ou, en employant fes plus fimples Valems de 7, de larticle X XIII,

& falfant pour ﬁmphﬁel

—2 (A B’C)-—- 3 5(A‘BCD)+233 .5 (ABCDE)__..
A’f o |
A= M e S g gt — o)
AV _ | '

-4 . . :*._ 1

5 : —tirt.  pm— . e ————
o OV = — 5 1avs ;’— Q) el ¢ o4 9 Vo § =¥
— . + S ) 1 .

Or « ¢ft dc la fo1me [a.B-yJ\e] qui dépend ( amcle XXIy)

nr 1y
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dune équation particuliére du fixiéme degré, & fon -va voir
que le carré de (@' + 9" — @ — " ), anfi que fa
quantité qui eft indiﬁ'élemmeht ou (@ ——¢'— ¢ — "),
ou (¢ —.9" — @"' —= ¢")%, ne renferment que des types
partiels de cette. méme forme.

. On. pourroit le démontrer 4 przorz ; car
(0 +¢"'— 0" — oY) == ¢4 ¢" +<p”"—+—q>
_2(¢I@Hl+ (pxﬂ@lv_ll_ ¢ ¢ _'_ <pn¢m)+ 2(¢l¢u+¢m¢}V)’.
( ¢” -+ ¢’” “r}’ —_— f? 3 73 ‘ iva — /] Y
(@,_ﬁ_‘p,,,+¢,v},§—¢.+9_ ~+- ¢/ +‘¢ 29" + ¢797)
,. —4 } 3‘/(¢I ¢m _!_,__¢n p_l:nr — ¢g¢tv _‘?ﬂ Q’”

& les #ypes partiefs que renferme @', éant comparés chacun
3 [aByde], ies correfpondans - de, cp feront [ayBed];

Yiu v 1 & yHuiviu

ceux de ¢” feront [aedBvy];

Yigay 1 1

ceux de @ ﬁ’:ront adeyB];

Y unvy r n

dou il fuit.que ¢:¢" fera de Ia forme [abcde] — [acbed]

viaav i YIINIV 1 11

qui et un #ype partiel, ¢" ¢ éta'n_t‘ [aed bc] <+ [adecb];

que @' 9" —-¢"@" 'tant de Ia forme de ¢’ 9", ¢’ ¢V —¢"¢"
fera de celle de ¢'" 9"} &c.

1 fuffit a’in'dique-r ici ‘cette manicre de démontrer. En faifant
- le calcul en entier, on trouvera . '

qp—l—cp -

-4 2% [72010] + 2,3 [5302‘0] -+ 2% [43201]
+ 2’ [ro1i1] 4 23 [s3002] zs [43012]
+ 27 [64000] -4 -2 [53300] * "[437102]

"1 — dvz :__ [820b°J

NI v 1



4 2° 3 [63100]
+ 2° [63001]
c o 2% [62020]
- 2% [6201:]
+ 2°3 [62110]
L 24 [62101]

“+ 27 [54001]
+ 2 [54100]
-+ 2t [54.010].

 + 2.3 [72001]
+ 2* [63010]
4 24 [62200]

4 2*s [6rr1r1]
+ 5 [55000]
+ 2 [73000] -
+ 2 [Joozr]
+ 27 [71002]
-+ =2° [711110'_1
“+ 2 [60040]
-+ 2 [63160]
+ 2’ [61030]
+ 2.5 [62002]
+ 2.3 [61021]
+ 2.11 [62011]
+ 2.13 [62110]
+ 3% [s4o01]
4+ 13 [51004]

ot 2735 [433001

¢ 9" —— g'ov
~+ ¢ ¢V 4 ¢
o 2* [54100] 4 2.5.11 [42013]

+

+ 2.7 [52030]
+ 2 [s0032]
+ 27 [53020]
+ 2’5 [s3011]
+ 211 [s1013]
+ 2'3 [52210] -
<4 2.3.11 -‘[5zr02]
+ 2’3.5 [st121]
+ 2.3%5 [43102]
+ 2% [41032]
+ 2.5.11 [42130]

" _Irs
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+ 27 [53110] 4 2%, 5 [43120]
+ 23 [53011] 4 a3 [43111]
+ 2°3% [srozz] -+ 2%3%s [40222]
+ 2%3 [s1220] 4 2035 [42121]
+ 233.5.[52111] -4 z"g {10333}
+ 2’5 [24040] 4+ 25 [03232]
T 2057 fogrgr] 4 a2t (z3131] -
+ 2% [43030] o+ 2%3.5 [31222]
+ 2% [43210] | |

PO~ 970" = [81100]
+ 2719 [s3r01] 4 a¥5 [¢3021]
+ 2.3'7 [51202] -+ 223.5° [42_3111
+ 35 [24400] 42735 [03322]
+2.5.11[04411] 235 [23311]

-+ 2737 5 [22222]

81010]
@ [*m Iy HI]

+ 273.5 [43210]
+ 3.5 [24040]
T 35 [ogr14]

+ 2.3.5 [43003]
+ 2’5 [43111]
+ 2.3.5% [42022]
+ 2°3.5% [4z121]
+ 2°3.5 [13033]
+ 2%5.11 [03232]
+ 2%% [23113]
+ 2°3.5% [32221]
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De cette derniere valeur, ot tous les termes font de fa forme
H 1y

[2@y d¢], on tirera ¢' ¢"' —— ¢” @', en ne prenant que le 1ype

¥ Hugyv i1

partiel [a.ByJ\e] - [a.-yBeJ\] & ¢ ¢ 4 0" ¢, en

IH Av 1 11

plenantlautre [a.J‘e'yB] - [a,eJ\ny] ainfl

¢ 9" —+¢"¢" = [81010] + [Bor01]

4- 2 [73000] ~+2 [70300]
—+ &o.

n _rr

P9V 409" = [8(001]'—{'— [Sorro]

~— 2 [70003] 2 [70030]
—+ &ec.

I 1V " nr

& calculant (o' ¢" - 0 N — ¢' 9" — 0"9¢" ), 0“‘.
Ny trouvera que des termes de la forme [abcde].

nriv 11 1

- 1l me paroit certain que ces cairés (@'~ " ¢"— "),

((P"'"" @”—l— (pru___‘cpw)z. & (Cp'-—-—- @"“"""(P”,"'f— (plv)l‘ ne | ‘

dépendront méme, ainf; que i, que de [z Il oo] ou de

¥ Iwon

[122007; car ona{31100] ==(A) [21 Ioo]+[122°°]-

H U 11 FULw NI Hriv H I

— (A*B*C) — (A BCD), & i eft facile de parvenir 3
I'équation ldenthue
(A"‘B‘) 4 2° (A7B C) —l—- 2*3 (A"BCD)—-I— 2° (AGB*)
~~ 2* (A'BC) - 275 (A°BC’) -+ 2°5 (A'B°CD)
~~ 2’ (ABCDE) —~ 2’ (AsB‘*C) ~ 2% (ABPC)
~ 2.29 (ABCD) —+ 2.3> (ABC*D) + 2.6,
(ABCDE) —— 2.13 (A*B*C*) ~+ 2t (A*B*CD)
— 2.3 (A*B’ L) + 2.13 (A*BC* D) —+ 27§
(A*BPCDE) 4 2. 3’5 (AABC° D) —+— 2.3.23
(A*B’(“"‘DE) —+— 2.3.13 (ABC?D) - 275
(AaB’CD) —— 27 103 (A*B’CDE) —= 2.3.5.17
(A’BZCzD £)



C @ e

g

DES S‘cinﬁczs. - 401
(A’ B*C*D*E) — 27%5. 17 (A*B* C* D* E*) — 2
[21100] {z(A’B) — 2" (A*B*) = 2 (A*BC)

43 (AB) — 13 (ABC) — 23 (ABCD)
— 23 .5 (AFC) — 61 (AFCD) + 27
A{A BC'DE)} — 2° [12200] $(A) — 27 ; (A’ B C)

# Ity IT X

— 2% (ABCD) —+ 2’3.5 (ABCDE/} — 2 [21100]

»* fIt iy I I

$2.3 (A) —~+ 17 (AB)} — 2% (A) [21100] [12200]'

' S UEly It & *tiv
| — 2" S [IZ'ZOO] . — @ —— ¢ 0 ) (plv..
v 0K

Ainfi fa fomme des carrés de ¢/, 9" ¢/, & @', ne dépend,
comme celle de leurs premiéres puxﬁilnces que de [21100]"

% i o1V 11 s

s

& de [I 220 o]; & je crois quon trouveroit, pour la fomme

des cubes & celle des quatriémes. pulﬁ'ances de palelﬂes equa—
tions; d’ou, par les articles V' & X X1, on auroit (9’9" —+ ¢"¢'"),

Uri

[2 1100] & de [r2200]: mais je fuis convaincu de plus,

3 I Iv 1T X #* miv n 3

quil exifte, entre [2110 o] & [[ 2200], deux équations.

¥ mv oot % tu iy Ir ot

qui donneroient, par élimination, sil étoit néceflaire celles du
fixieme degré en [211 oo] feul, & en [12200]. feul ;

% 1w o1 ¥ ML Iv 11 4

d'otr Yon titeroit Tun de ces deux types partiels en fonéltion de
Tautre , foit rationelle, en prenant un avant-dernier réfultat de I'éfi-
mination , foit irrationelle mais entiére, en réfolvant immédiate-
~ ment. Voyeg celles, ci - aprés, ‘entve u & w (article XXX ),
Ces équations étant des fonctions ratlonelles, égales identiquement
3 zéro, font faciles 2 trouver; mais je nai pas fait le calcul. Je
tran{crirai (eulement Ia valeur fuivante .

— (ABC) — (A’BCD) —+ 3.5 (A“B’C) —+ 2.7
(A°B'C’) + 29 (A*B°CD) -+ 2.3%5 (AGBCDE)
-t 5 (A’B’) 4~ 3.5 (A’B*C) — 2.3, (A’B’C‘)
-+ 3’5 (ABPCD) ~- 2313 (A’B'C D) - 2°13
- Meém. 1771, - Eee

—+ 0" 9") & (o' ¢V —~ ¢" ") en fonflion de
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YA BCDE) == 2.5.7 (A*BC) = 2.5.1%
 (ABCD) ~ §.19 (ABC) —~ 2°5.7 (A'BC°D)
—~ 3.57 (A*B'CDE) ~~ 2.5.43 (AB'C'D)
 §.149 (A*BC'DE) + 3.5.31 (AABC D)
== 5.137 (APB3IC'D?) + 2.375 (A’ BCDE)
= 2.3.5.37 (ABCDE) + 2'5'41 (ABCDE)
4 [21100] §(A°) 4~ (A’B) — 3.5 (A*B) — 3.5

ABC) L 3.5 (AB) — 5 (13 (ABC) —
(ABCD) — 2°3*s (ABC) — 5.61 (ABCD) — 5
(ABCDE)} ~~[122001f 7 (A1) —3.5 (A B)—3-5

(APB) — 3.5 (ABC) — 2°5.7 (A'B'C) —:2.5.23
(ABCD) - 3.5.71 (ABCDE)} — 3.5 [02211]

¥ IIkv L3

'{(/A‘l-/l i (AzB) — 2 (A;'.Bz)_l__ (AzBCy . 3:
(ABCD)} =+ 2.5 [a1100]" §(4) 5 (AB)}

Iy 1T 2

~+ 2.5.11 (A) [21100] [12200} == 2 .5 .13

Huriy 1 1 H$urivrnnx

[12200]: -_:__-__ @f ('p:_l '_l" @ur @IV‘.

FAUIIY I X .
Jaquelle fait voir que (o' 4~ ¢ — ¢ — ¢'" )* ne dépend que
de trois sypes partiels, de la form¢ [afBPd]. Au refle, les

HHrav X

recherches que jai faites fur P'équation “particuliere du fixieme
degré, dont les racines feroient Pexpreflion générale '[aLB -yJ"z],

) ¥ MI IV I ¥

& les ‘cinq autres quantités qui en rélultent, fi 'ony échange les
lettres @, 4, ¢, d, e, entre elles, ne mayant conduit julqu'a préfent
a aucune facitité qui dépendit des égalités v = B, ¢ == &, ni

- des valeurs particuliéres de ces expofans , toute cetie difcuflion
n'a rien ici deffentiel. ‘ :

Je nexpoferai mes réfultats fur. cette “équation particuliere.,
‘quapres étre entré dans quelques détails fur le fixieme degré ein
‘général. ) faut auparavant- dire un mot de I'équation queles.
Auteurs ont appelé réfolvante o réduire. |
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XXIX. La rélolvante du cinquieme degré eft une équation
‘duquatriéme, dont les quatre racines feront A”, A", A"* & A'Y,
Comme il nous eft facile de faire 1a fomme des valeurs de ces

letires, fa fomme de lewrs produits deux d deux, &c. nous
connoitrons les coéfficiens de cette équation.
. ! ’ v

Celui du premier terme étant Tunité, celui du, fecond fera

— 2 M — 2.5,
valeurs données dans Tarticle précédent.
Si~Ton fait |

(4B) — 2 (AB) = 2* (ABC) = 2.3 (A'BC)

4 2°3 (ABCD)— 24 — ¢ ++¢" +¢" +9¢"'=¢,
(&)~ 23.5 (ABCDE) ~ 2.51 = ¥,

& ¢' ¢"—+~ @' ¢V = V dont la valeur en zypes partiels de la

forme [o By Pe] -fe trouve ci-deflusfe coéfficient du troifitme

%% 1T ne 1L X

terme fera |

. 2.3% — 3.50¥ —1—"5’{)’-'—-531/'.

Sifon fait encore

0 0V 00" = 0" -V =U
que Ton trouvera n’étre auffi compofé que dé types partiels de Ia
forme [a By P €], le coéfficient du quatriérﬁe terme fera

#* I v -1

1y 2

— 3 35‘D?=- p— 2-.5"‘1):?—!- 2..5’ Vy —+- 5'5‘@3 — S"@V-— 540'

Le cinquitme & demier terme eft enfin _
((AY — (AB) - (A°B) + 2 (A*BC) — (ABCD) — 5 [21100])"

it
1l y acinq autres équations pareilles, quon tireroit de celle-ci,
~en y échangeant de toutes les maniéres les lettres @, 6, ¢, d, e
entre elles; d'onr il fuit que le produit de ces {ix équations feroit
une équation compléte du 24.° degré, qui. n'auroit pour cocfli-
ciens que des fonctions rationelles de ceux de Ia propofée.

Pour faire ufage de cette équation du 24.° degré, il faudroit
. favoir en dégager le factéur urationel qui eft fa rélolvante ci-
~ | Eceij



404 MEMOIRES DE L'ACADEMIE RoOYALE

deffus, & Fon voit que cette décompofition dépend, en derniére
ana[yfe de fa facilité d'obtenir {2 By £¢] en zypes.

XXX. Si Fon fait e

(@ = b —+ ¢c + d 4 ¢'¢ + ) = &
(@ ¢~ g6+ ¢ 4 ¢'d + f) = A"
(a—-}-d—}—gb——l—f—l—-gc—&-e)’::A’”’
(a - e = ¢'c A - ¢ +d)f = A

— A"}

(a — [ = ¢d = & =4~ §'6 ~ ¢/’
on aura (article X1V), pour la fonction qui égale indifféremment_
oua, ou b, ouc,oud,oue,ouf, ceci

[A) + A+ A —l—A’”—-I—-A"’——l—-A]

- Elevant les troifiémes puiffances indiquées, i T'on fuppofe

abla 4 b) 4 cdfc -+ d) + effe + f)
- 2 (a +.5) (c 4 d) (e~ f) =«

(¢ = 8) (¢ 4= d) [(a o~ B — (c + d)]
—(a = b) (e ) [(a -+ b)) — (¢ < f)]
(e =d) e~ f) [t d) ~ (+[)] =¥

oubien #' == [210000] + 2 [101010] ) [101001]

Vvll!llﬂ“ ¥ YT It 1 1thiy ¥y YO Ii r illy

w o= [zoxooo] ~= [200100] = 2 [111000]

v Yl 1t 31In 1y

— [200010] — [200001] — 2 [IIOOIQ]

on a

A = (A’)—-—-(A‘B) —3 (ABC) 4 2 ¥ iy
2 a

-

o depend du quinziéme deme ‘ainfi que w *: mais i {on fuppofe
que 4" & w" font ce que dewennent u" & w, fi lon y écris
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ac & a - ¢ pouwr ab & a —+ 4,
be & b —- e pour ¢d & ¢ —-d,
df& d — fpour ef & e = f,=

que #” & w" font ce que deviennent les mémes #' & w' {i f'on
y éerit ‘

ad & a =~ d pour ab & a + b,

bf & b —— f pour ¢d & ¢ -+ d,

ce & ¢ —— e pour ef & e ~4~ f,
. &c. ou bien, en regardant les termes de s’ & w'* comme déduits
du #ype partiel - | ' e

[a.rB-yJ‘eC] = [aBeldy] - [aB)\-yCe] —t [@BCWJ‘]

- [aByde] 4= [aBLedy] —+ [aBIyel] —-[aBely ]
fi I'on fuppole pour " & w"* les correfpondans [adBEye] - &

¥itly 3 livw

pour & & W v e [ayeBLP] =+ &e.

vy v1 1

pou‘i'u'v&w'” ..... voooo [alPeBy] &

v 2 Yr il v

oopours" &wr. L.l oo [aely PB] + &e.

i1y v vi & Il

ce _qui donne

A =(A)— - (£B) — 3 (ABC) i W V— 3,

2

z , 3

:Aw;:(A;)___i_(ALB);_3(ABCj+_%I‘//’+_;_Wm' V"""‘}:

AV = (A}) — =~ (AB) — 3 (ABC) + -i-— w2 V—3

v 3 s 4 . 3y 3
A" = (A) — = (AB}-——; {ABC)+-;— " —l—---;— '
les cotfficiens des équations du cinquiéme degré qui auront pour
racines o, ", &, u¥, ', & W, W'y w7, w, v, dépen-
dront d'équations particuliéres du fixiéme degré, puifquil y a
en u & w* fix parcilles équations du cinquitme. degré, qui
réfultent des échanges des lettres @, &, ¢, d, ¢, f, enue elles;
.comme le prouvent les. Tables {uivantes,

{

v ,(__3‘
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ab: cd f
ad.gﬁféce
ciebifd]
ﬁfgdegbc

aﬁ:cd'fe
_czf ec:db
Yad: be; f
acif&;ed-

dont les applications me paroitfent fenfibles.

Les coefficiens de ces équations dy cmqmeme degle fe dédui-
ront du type partiel ﬁuvant |

[a.B'yJ‘eC_ 4 d.eBJ‘C'y] -+ d.(‘;im'J/B] -+ [“')’CJ\BE]

T v vl LTty it I ¥y VIIIty 11

+ [Bya&de] + [Baydl] + [CeaBdy] + [vLacdf]
4 [yaeld] 4+ [Baclyd] 4+ [calyBP] 4 [Cayhed]
e :J‘eCaﬁB-y] —+-[PBeay ] -t :J\'yBa.(:e: + [PyacB]
- [eLdyaB] + [RBedCay] — [yBPeal] -+ [CyPdBas]
- :CJ‘EB-yoLJ + [ePByla] + :BJ\')/C,&oL: - [‘ycﬁﬂiﬁdr],
qui devient un zype comp[et lorfguon a £ == ¢ = 4

A;outons que Yon a les équations identiques

) . [210000] == (4) (ab ~+ ¢d — ef)

(a8 ¢+ d) (e  f) — (ABC), &
W —~4.[a6+cd+ef-—(AB)]‘

.....é{a-i—f’) (c+¢,f/’(e+j7[37/a+é)(c+d){f+ﬂ+/A}xI .
4 {9 (8o 8 (c 4 d) (e + f) = (4) (@b o od o of == (A5)))
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& quil--me -.paroit certain quil -exifte deux. équations: entre-
(ab ——cd 4% ef) & (a ~+-b) (c. =+ d). (e — f),
analogues_a celles-entre’ # &~ w de farticle qui fuit. .. - -

- XXXLI.Si 'on emploie {a forme: de Yarticle "XV, on aura
fa +—b 4 ¢c— d e —Ff) .__(A) — 2 (AB)
—|—4.(ab—-|—ac——l—5c—|—a’e——l—df—l—ef)
Soit a5+ac—|—5c—i—-r]e-4—e!f—|-—ef_fz,

comme en echangeant enti’elles les lettres a, &, ¢, d, e, f de
toutes les-mianieres , il s’y fait neuf changemens, foient «, #", ",
v, &c. ces dix vafeuls chacun- des dix carrés dépendra de
Pune delles;: & -fi Ton calcule les coéfficiens. de I'équation du

dixicme degré . dont elles font les racines, on trouvera, cette
quatlon étant _

‘ -—i—-a,u"—i—a,u ~ ag 4’ -|—&c.

~t

o,

I

& L,
x‘*—}—px—*—gx’—]—rx—i—fx—l—tzo
étant - la propofée, |

2y == = 2°p, 2= 2.3p° — 2.371,
N

\&3“__22;93 —‘-392+2;13P?’+2-3-711:: T

Cay = gt = 2.3.777 42730 gf .
L+ ¥+ P =2
as = — 3 pi¢° ~-2.3 ,}J-rs +-2.3..'1_o7.p‘z
- 2.3.5 P — 23'3._5'-_;:9;{' “+ 2.3.19.7¢
-+ 273 ¢'r — 3412 o
6= 3P4 233 7 - 2:3.23 9'¢
+ 3 ¢ + 2%37 piqf — 2.241 pri
Rl — 2.3.23 g7 + 343 ¢

— 275 pg'r + 521 pf*
+ 7P — 275 p's
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By = =— 2.3 p¢* — 2'3*¢f + 2%7 pire
+ 2811 Pr A 2.5.47 pgrf A 2% T
— 283 " —2.499 P f* — 2:3%19 ¢fs
-2 gr +2.47 1 - 273 pt°
— 2% pr¥ o} 265 p% |
—2%5 PPgf = 2.3.61 pg't
as = 3 p'¢* + 2°3.7 pgf  — 27 plre
L =2t pigy - 2°3.7°pqrf =~ 2.3 ¢'rt
= z.3 ¢'r — 2’3 ¢r°f — 2*3.5 prie
+ 2tptr + 27 197 P14 2'3.71 pyft
+ 2.3 pg*?P +3 17 ¢ f* + 2.3.11 f°¢
+ 2’ P2 2.3.41v prf* 4 273 7
+ 2t - 26 pit 4 233.5 ret
+ 2fptqf 4 23t pige |
ag = == g5 NS »r -} z’r;t
+ 2.7 pgtr — 2-43 7 = 2511 p'qfe
— 2’ pgr + 2’3’ pr + 2’3 g7/¢
-— 25}’ yd — 2_3: rzfa : -— 24-7 sz‘
+ 2’ - 2.7 ¢/ — 27 p¢
— 2} prt — 2’3 p’q'¢ - 2'3 g¢
s 2°pgf + 2°3 ¢f¢ = 2% prd
+ 2% pPgrf A+ 27 prre + 204
-— 2.3’g’rf -+ 27 pgire
- 25 perS -+ 2l7 p*rre
amz. rq | G 2605 T e 2 prlg

- 2’ pgtr +-2°3 PP 283 pyfe
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4 2% pigtrt — 26 pirft — 2% porfe
+ ¢ + 2. ¢S + 23 P
- 2} pg*rt. -~ 2} prif? — 2% [
2ttt T 4 23 pgf? + 2*3 pge’
A PPL S 27 e
= 28 ptgrf - =2ty opgte T 42t
' + 2 pgrf — 28 pire —~ 26 p&
— 2% piqrf — 27 §°r'¢
& l'on aura |
- = 5 Y4 =
-+ -t “i- -+ -
¥ [ W =) ) W ) S ) Y — P)
=3[ _ -~ 7 _ L0 "
- [ " .+.. ‘ [, it
—— —— — —t— St
- -+ -+ S -+~
-t + —_— e — .
- v’(u": — }’) L V(@' 2 b r) N V(' - p) o \/(uf_’_ -—‘p) . '/((Jt — p/}.
S ~+= — o~ s

]
[]

Si 'on veut n’employer -qu’une valeur de «, on aurd
2 e XU o= p) A= A% o (W \fmj = 0}
en {uppofant
' A" — 2 A 2y G-V —p) (W' — 41 =0 |
& les deux équations citées précédemment, N
0 — (=) (= ) (v g) - 4 — P v ) 2

(#* — &1) (v 4 g)* + 16 (u — p)* (W' — 41 _
g fem—p) fwg) W af) — (f—p) @ — ) =0

“ou la valeur de w’ en fonétion des racineseft abe —— def
XXXIL Cleft donc & I'équation du dixitme degré ci-deflus
que L'on parvient, par fa fuppofition que la propofée du fixieme
eft Ie produit de deux du troifieme. Ceft de.méme 1 celles du

- Mem, 1771, | Fft
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quinzi®me degré de Tarricle XXX, quon arive en Ja fuppofant
le produit de trois du fecond : ainfi les motifs d'option entre le
procédé de cet aricle XXX, & celui de Varticle XX X1,
dépendent de la nature des racines, “dans les cas particuliers;
quoxque celui-ci {e ramene facdement au_premier; car fi Fon fait

ac—l—-ae—l——ce—l—l)d——l—[)f—i—df

1",

ac 4= af 4= cf = bd -+ be -~ de = 4",
ad —— ae — de —+ bec - bf = ¢f = 'Y, -
adq—af-{-df—r-bc—}-be—l—ce:uv;

les coéfhciens de I'équation qui aura - ces quatre racines, fe dé-
duiront du méme #ype pariiel que ' & w* de Varticle XX X,
Celui du fecond terme, par exemple, fera

— 2 (AB) == 2 (ab - cd A ef)

& ainf1 des autres.

Il faut apphquel ces réflexions a I'équation dont fes ﬁx racines
{eroient \

[a By de], [aLBe'yJ\] [aBdey],

% UMI Iv 1I I Iv 1 1 m ¥ I 1y 1 1u

[aByed]], [oLBJ‘-ye]] [OLBEJ")/‘]]

ML 1y 1T 1 Iv t M@ It 11 lv 11

Mais nous dirons un mot aupalavant de certaines equatxons plus

fimples qui ont de l'affinité avec elle.
XX XL L'équation qui amo;t les fix racines

&ﬁcy, a’b” c , aﬁl)y ®
a“37 P , a5 , aybﬁc ,
par éxemple, co11du1t par les procédés des articles XXX & XXX,

-3 des équations du plemlel degré; & filon fait - 3P =, &c.
on auya - '

ur-—tbu-—l—*I':o;
® — (A" B* ) & 4 [(A°" B*FE %)
:I—(A“—H'Bd_'-ycw) (Am-l-ﬁBm*? B+7)]‘p
| — [{Z'c;:t:zﬁ paeEy 05!:1:_2.,7)

-

-
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T (Aa+{5+7B¢+ﬁ+y Cu+ﬁ+y)] o;
¥ — AN BETT P ) 9
--I—(A2d+ﬁ+y3.2f+'6—l._?:cag—_h,zy)‘P‘
‘ '!__(Am-i—zﬁ-l—zy Bza—l—-z‘lﬁ-—l—zy Cz¢+zﬁ+27)_o'
- ou bien \
u——I‘u—i—Az-——(A
r— (4" B C")r o [(4 B )
- (A'a—l—ﬁBa&-i—BCzr)-+(Aa+7Bjﬂt+rCzﬁ)]:0'_,
A,___(Aa—t-ﬁBm-t-yCﬁq-r)A |

o [(ATC TR pE By pe b ayy
(Azm-k;z—q_-ygza—i-ﬁ-i-? Cﬁﬁ-*-z?)

- (Azd—l-z? Bd -+-zB + ) Ca—i—zﬁ-i-:r

a - B~y Bat—a——ﬁ-i—y Ca +ﬁ-4-?

=0,

] = o:

Dans le cas d’une {ubflitution de valeurs dctermmees pour o,
B & vy, il ne faut pas oublier nos {uppofitions. Si, par exemple.
o = 2,B =1,y = 0, o0n aua

-—(A .B) [+ [(A'BC) = (AB)——3 (£BC)] =o;

parce que ( AT R o ) repréfente trois termes, &
que (A" B*C’) n'en 1eprefénte quun. -

L’équation dont les {ix racines feroient \

[¢Bv9][¢957][¢7931

HI Iv 1r H 1T 1y 1 11t -

[eLBJ"y] [ac-yBJ‘] [a.J’fyB]

nr 1y 11 L 1 | 1 111 L

traitée par le procédé de Varticle XXXI, conduit 3 une équation
du dixieme degré, réloluble en deux fadteurs rationels,.Tun du
quatriéme  degré, & lautre du {ixiéme; mais traitée par celui
de Yarticle XXX elle conduit & une équation du premier : ainft
en y fuppofant [aByd] = 4, &c. &

W — &y ~4-¥—o,
Ff ij
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les coéfficiens des équations du troifieme degré en @ & ¥
font des sypes ; ce quiil et facile de prouver & priori, puilque
[aByd] = [aBLy] eft un #pe pariiel, & dépend du

I v 11 HL 3y I

troifieme degré, & que [a By d] x [aBdy] eft de Ia forme

miv i1 0 Mi iy 11 »

fabed] [abdc].

Tl iy 1 3 m iy 111

- XXXIV. 1l faut oblerver au fujet de.l’e’quation dont les fix
racines feroient [aBy d¢], &c. quelle devient du troifime

* Il tv 131
degré, comme les deux de Varticle précedent, fi -Yon y fait
a—b, ou a—c¢,on b=—¢, &c. | ' |
1l faut obferver encore que, fi au lieu du premier fyftéme
déquations entre les valeurs de 7 (article VII/), on eit em-

ployé -le fecond, on eiit eu [aBy¢d]].au lieu de [aByde];

5 It Iy I L ¥ 114 v 111

& que dans les difpoﬁiions des lettres a, b, ¢, d, e, qui
amcnerojent par le premier fyfteme, [aBeyd] & [aBPey],

Xiv I 111Nl % 4 v 1 1

on auroit par le fecond, [aBdye]] & [2Be¢dy]].

% Iv I 1111 X Iy K ¥

Les coifficiens- de P'équation qui auroit ces fix racines; font
faciles & obtenir en #ypes: car au moyen des remarques de
Yaricle XXVI, on chercheroit la fomme "des carrés de ces
racines, la fomme de leurs cubes, &c. ce qui nexige que de-
calculer un feul des carrés, ou un feul des cubes; & on en
concluroit par Yarticle V, la fomme de leurs produits deux & deux,
trois & trois, &c. La folution générale du cinquieme degré fe
trouveroit ramenée par-li, i des recherches fur une équation
particuliére du fixieme, dont les coéfficiens feroient des fon&ionis
rationelles de ceux- de Ia propofée : fubftituant alors dans les
* €quations du 15.° & du 10.° degré d'otr dépend généralement
le fixiéme, lelquelles fe calculeroient de fa méme maniére; & fi
elles ne fe réduifoient pas, fubftituant de nouveau dans celles
d’'ott dépendent généralement e 15.° & le 10.° degré, &e. il
faudroit, file cinquieme degré eft réfoluble généralement, quon
arrivit en dernierg analyfe 4 des équations qui guffent des facteurs
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rationels, du quatriéme degré au plus; &.que. dans Pufage 3
faire des racines de ces facteurs égalés a zéro, on ne fit obligé
de paffel que par des équations d’un degle moindre que- le
cinquieme., Mais nous pouvons fuivre le fil de ces recherches,
fans calculer les équations méme, en fubftituant conﬁamment
leurs racines pour a, b, ¢, d, e, f &c, dans les différentes
formes éémentaires de quantités qui font indifféremment fune
de fix, de dix, de quinze, &c. car le nombre de changemens
produns par les dlffenentes fubftitutions poffibles d’'une lettre pour
Yautre , nous donnera toujours le nouvel éat de la difficulté ; &
- quelque chofe nous empéche d'épuifer fucceflivement par ce moyen
toutes les poﬂ]blhtes ce ne fera que la ionguem des calculs.
1l sagit dabord de fubflituer nos fix racines dans les arvicles

’XXX & XXX/,

| © Si, dans lartzc‘le XXX, on falt cetle fubfhtuuon dans
lordre [uivant,

@By de] pom a

3 I ty It 1

aBeyd] pour b

¥ ivrouour : ' PN
oLBJ‘e-y pour ¢

TN a1 * ’
aByed]] pour 4.

nIivenmoy o

afBedy]] pour e

%% I Iyl 1

(aRdye]] pour f

A ERIRT

on trouvéra qué «' & w'* de cet article XXX ne dépendent plus
du qumueme degre ITHIS dependent du cmquleme lequatlon
qui a pour racines, «, u", v, & & u", devient entlerement
rationelle, & les autres valeurs ‘de u dependent du10.f degle.
Ainfi ia réfolution générale du cmquleme degré eft ramenée
pal-la 3 la réfolution d'une, ou, fi'on veut, de plur eurs equa-
tions paulcuheles de ce méme cinquieme degle mais les racines -
'de ces équations particuliéres fe déduifent des mémes zypes partiels,
que les racines de fa propofee ceﬁ—a-due de [abcde], &e

1 art v oul iy
1 unou voIv,

t IV ¥ Ot o«
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2.° Si Ton fait les fubftitutions analogues, dans V'article XXX1,
on trouve dix valeurs de «, lefquelles (e déduifent des mémes
types partiels que les autres quantités dépendantes du dixiéme
degré, dont je viens de parler; (leur forme eft [ae,B-yJ\e], &ec.)

LRI T TR
I THER SN '

& Téquation du 126.° degré ol l'on arrive en faifant une
quantité qui foit I'une de dix, fans élever d'autres puiffances que
des carrés, fe réfout, pour ce cas, en fix facteurs rationels du
fixitme degré dont les. racines fe déduifent des #ypes pariiels

[abcde], &c. doli Ton eft parti, & en fix facteurs rationels du

xurwy H 1

quinziéme degré dont les racines fe déduifent des mémes zypes
partiels que les fommes ou les produits deux & deux des pré-

cédens, ceft-i-dire de [aByde], &ec. Enfin, I'équation du

I 1111 v v
I Iy v 111 UX

94.5.° degré ot on arrive en faifant une quantité qui foit I'une
de dix, avec des radicaux cinquiemes feulement, n’a, pour ce
cas, aucun fadteor d'un degré inférieur au cinquitme, & fes
racines fe déduifent toutes de quelqu.’unc des formes ci-deflus.

Voild tout ce que le calcul m'a appris fur cet objet, & je
nai pas affez de foi aux conjeftures dans une matiére aufir
¢pineufe, pour ofer m'y livrer ici. Jajouterai feulement que
je mai trouvé aucun type partiel compofé de cinq lettres, qui
dépendit du (}uatriéme degré, ni du troifitme; & que je fuis
convaincu quil n'en exifte pas: mais il y en a un qui dépend
du fecond degré; ceft | |
:mB'y.J‘:{ -t [oLBJ‘-e.'y'. —t— [OLB_EVJ*]

= [ayfed] - (ayed B] :ab-yJ‘Be]

4+ [adcly] o+ [aPBye] Tz [adyeB]

- :at.eJ‘fyB] —+ :-a.e'yBJ": ~+ [aefdvy]
d'ott Ton déduit.en général, quie dans le cas des valeurs parti-
culicres de a,. b, ¢, d, e, f, ci—deﬂigs, le #ype partiel '

[2Bydel] o= [Byalde] = [v2Bgd] -

1Yy Y gy s «
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s [2ledyB] 4 [CeaPdy] — [calyRd

I V '\"Illl Y L

- [J‘Cvabeﬁ] —+ [CyPrBac] =[x Plea
- [PBrayl] < [Bedlay] + [cIByLa]
dépend du fecond degré, comme celul de lartzc/e XXX, dont
il falt partie, dépend du premier.

Au refte, il ne fuffit peut-étre pas, pour prononca for Ia
poﬁiblllte de Ia lefolullon générale, de fe borner a la fimple
recherche dela forme des réfulats;; parce que dans tel casoul'on fait~

a priori devoir arriver a la forme [abede], il faut fvoir de plus,

U1 Iy 11 1

par exemple, fi Pon n'aura pas dans tous les termes , les égalités

e —=d == ¢, qui font de ce ype partiel, un zype complet; il -
faut favoir fi ceux des termes ou 'on n'auroit pas e=—=d —c,

. ne feroient pas compus fous 1a forme [aByde]——2[afdye],

% 1II Iy 11 1 < i 1y 41 L

dont les égalités  — @, ¢ = &, font encore un fpe complet;
&c. car les valears particulieres des expofans , lears rapports
déterminés dans la fuite de zypes partiels conformes d'otr Ton

{era parti, peuvent faire. que ces . cgahtés aient lieu, 2 cette
période du calcul.

XXXV, Dans les cas particuliers ou lon a des cquatlons
entre les racines, la méthode que nous venons d'expofer peut
fervir 3 lefoudle fans paffer par les formules générales de -
réfolution. -

L'équation 7" ~— 1 == o nous en fournira un exemple:
“elle conduit (arricle V1) a 2 celle- -ci, . .

a’-—-—-x‘*——q.x —+ 34 == 38 — I == O,
dont les yacines étant a, b, ¢, d, e, on aura par une fuite- trés-

{imple de Varticle X1, .
ad=—b+ 2 bV— -~ d 4 2 Crme—p 2 d'm—m =2

ab—=—a—¢ bo=—g——¢ d—=—a—d de—=~—a—1b
ac—=—b—d bd—=—1b—e ce=—=~—~b—c
ad—w—c —¢ bezm— ¢ —d _ € = =—a—-2

ﬂf::d:f;_
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& tous les zypes partiels de Ia forme [abcd e] auront uné valeur

v I 1y 111l

purement rationelle; ainfi, en prenant par-tout dansYarticle XXV 111
[2Bedy] au liew de [aByde], on trouvera

v kv IT I v 1rIv oLl

U= 6; ¢'— 2.6., " — — 18, ¢"'—=— 51, @ =—4:
Onaauflt (A)) = 16, (ABCDE) =1, (A) = 1;dou
x:%[I+AI+AII+A/II+A'V] .
en f{ubftituant les valeurs - .

& =y (89 2575 -—-51/—5+2V5+_;:l‘5'/'"5_2‘{5)
o =y (Botas s EsV—sF2h 45— 5 —2%5)
A'":s-‘f‘(89-—'25"5""5"/“'5+A2‘/5 —-4.5.1/-—‘5"‘_‘2‘/5).
AV =YL (89 — 25 Vs fsV—5 F2V5 457 — 5 —275)

XXXVL Comme pour réfoudre {équation
) . x‘ln-__'- x?‘ﬂ.——: l. i + &C. -

_—-2‘

| me—1x" -
il n'eft queftion au plus que de déterminer (article V1 ) Ia quantité
‘qui eft indifféremment {une de fes. racines, & nullement de
faire quil foit indifférent 'y échanger ces racings entr¢ elles,;
cette rélolution nous fera tovjours tres - facile.

Ainfi, des trois conditions diftin@es de fa réfolution générale
des Equations ( arsicle IV ), 1a premiere (arvicle V1) & la trol~
fitme ( article V') font toujours rigoureufement en notre pouvoir; -
~ & mnous avons pour remplir fa feconde, une marche directe &
‘uniforme (article XXXIV') qui na de difficulté que par fa.
longueur inévitable,. .~ - . . -

SUR LA



