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1. Introduction

Le but de cet article est I’é ude de la structure du grou pe des auto-
mor phismes d’un arbre, c'est-a-dire d’'un graphe connexe sans circuit.
Les principaux résultats obtenus sont résumés dans I'énoncé suivant:

Soient A unarbre, Aut A le groupe de ses automorphismes et Aut* A
le sous-groupe engendré par les stabilisateurs des points de ramification
de A dans AutA. Alors Aut A/Aut* A est un produit libre de groupes
cycliques infinis (groupes isomorphes d Z) et de groupes d'ordre2. Si
AutA ne conserve aucun sous-arbre propre non vide ni aucun bout de A
(cf. 2.4), tout sous-groupe de AutA normalisé par Aut®™ A est réduit a
Pélément neutre ou contient Aut* A; en particulier, le groupe Aut* A
est simple ou réduit a I'élément neutre.

De plus, étant donnés deux cardinaux quelconques c,, €t ¢, il existe
des arbres A tels que I’hy pothése faite sur Aut A dans1’énoncé précédent
soit satisfaite et que AutA/Aut* A soit le produit libre de c,, groupe
cycliques infinis et de ¢, groupes d’'ordre 2: les généralités du § 5 et la
proposition 6.7 donnent le moyen de construre explicitement une
grande vanété d’arbres (et méme, en principe, tous les arbres) ayant
ces propriétés.

Fn fait, au lieu de considérer le groupe de tous les automor phismes
d'un arbre, nous nous plagons dans une situation a la fois plus générale
et conduisant a des énoncés plus simples et plus «naturels» en €tudiant
plutdt le groupe Aut;A des automorphismes d'un arbre 4 qui sont
compatibles avec une fonction f définie sur I'ensemble des sommets
de A (c'est-a-dire des automor phismes « tels que foa= f).

Une classe d’arbres qui se pr ésente de fagon particuliérement naturelle
est celle des arbres homogénes, c'est-a-dire dont tous les sommets appar-
tiennent & un méme nombre n d’arétes. Si n=3, le groupe Aut* A
est alors un sous-groupe d'indice2 de AutA. La question de savoir
si le groupe Aut* A est simple pour un arbre A homogéne (et, plus
généralement, pour un artre A tel que Aut* A ait exactement deux
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orbites dans I'ensemble des sommets de A) et été posée a I'auteur par
J.-P. Serre, qui avait déja obsrvé que, pour un tel arbre, Aut* A est
topologiquement simple (pour la topologie F, définie en 2.5). On notera
que ce résultat, et I'extension que nous en donnons ici, fournissent une
grande variété de groupes topologiques simples localement compacts
non isomorphes (cf. le § 8). Signalons enfin que la question précitée de
J.-P. Serre, qui est a I'origine du présent artice, a elle-méme été motivée
par une analogie avec les groupes algébriques simples, et plus parti-
culiérement le groupe SL,, sur un corps local (cf. k n° 3.6 pour plus
de détails; c’est aussi J.-P. Serre qui a attiré notre attention sur les appli-
cations 3.6.1 et 3.6.2 des propositions 3.3 et 3.4).

Je remercde F. Bruhat et J.-P.Serre dont les commentaires m’ont
été fort utiles.

2, Terminologie. Notations. Généralités

2.1. Un graphe est un systeme formé d’'un ensemble S, dont les
¢léments sont appelés les sommets du graphe et d’un ensemble de parties
a deux éléments de S, nommées arétes. L’ensemble des sommets (re sp.
des arées) d'un graphe X est noté S(X) (resp. Ar(X)). Un morphisme
d’un graphe Y dans un graphe X est par définition une application
S:S(Y)-+S(X) telle que I'image par f de toute aréte de Y soit une aréte
de X. Un sous-graphe d’un graphe X est un graphe Y tel que S(Y) = S(X)
et que l'application d'ind usion S(Y)-+S(X) soit un morphisme; le sous-
graphe Y est dit plein si toute aréte de X contenue dans S(Y) est une
aréte de Y. On définit Pintersection d'une famille (Y,);c, de sous-graphes
d'un graphe X comme étant le sous-graphe Y tel que S(Y)=() S(Y:)

iel
et Ar(Y)=() Ar(Y)).
iel
Deux sommets s,s’ d’'un graphe X sont dits voisins (sur X) si
{s,s’}eAr(X). Le cardinal de 'enemble des sommets voisns d'un
sommet s donné est appelé l'ordre de s. Un sommet d'ordre <1 est
dit pendant; un sommet d’ordre >3 est appelé un point de ramification.

22. Soient ae{—w}UZ et beZu {+ o0} tels que a<b. Notons
Ch(a,b) le graphe dont les sommets sont les entiers z tels que a<z<b,
et ayant pour arétes les paires de sommets de la forme {z,z+1}. Nous
écartant un peu de la terminologe regue, nous appelons chaine tout
graphe isomorphe a I'un des graphes Ch(a, b) ainsi définis; une chaine est
finie de longueur n (resp. simplement infinie; resp. doublement infinie) si
elle est isomorphe a Ch(0,n) (resp. Ch(0, + o0); resp. Ch(— o0, + c0)).
Les deux bouts pendants d'une chaine finie sont auss appelés ses
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extrémités. Soit aeN; un automorphisme d’une chaine doublement
infinie est appelé une translation d’amplitude « s’il existe un isomor-
phisme de cette chaine sur Ch(— o0, + c0) qui transforme I’automor-
phisme en question en 'automorphisme z—z+a.

Un morphisme f de Ch(0,n) dans un graphe X est appelé un
chemin de longueur n, d’origine f(0) et dextrémité f(n); si f(0)=f(n),
le chemin est dit fermé. Si, pour un entier ie[l,n—1], on a f(i+1)
=f(i—1), le sommet f(i) est appelé un point de rebroussement du
chemin f. Une suite enchainée est, par définition, un chemin sans
point de rebroussement; en particulier, un couple enchainé est un
couple de points voisins.

La distance de deux sommets y,z d’'un graphe X, notée dy(y,z), est
définie comme étant la borne inférieure de la longueur d’un chemin
d’origine y et d’extrémité z dans X; s’il n’existe pas de tel chemin, on
la pose égale a co. La distance de deux parties Y, Z de S(X) (ou de deux
sous-graphes Y, Z de X) est le nombre

dy(Y,Z) = inf{dx(y,2)|yeY, ze Z}.

Une partie Y de S(X) est dite bornée si dy(y,z) est bornée pour y,zeY.

Un graphe est dit connexe si la distance de deux quelconques de
ses sommets est finie. Les composantes connexes d’un graphe se définis-
sent de fagon évidente.

Le groupe fondamental d’'un graphe connexe X est par définition le
groupe fondamental de I’espace topolo gique obtenu en «réalisant» les
arétes de X par des segments (répliques de l'intervalle fermé [0,1] de
R) et en munissant I’ensemble obtenu de la topologe h plus fine in-
duisant sur ces segments leur topolo ge naturelle; ce groupe est libre.

2.3. On appelle arbre tout graphe A tel que, pour x,yeS(A), il
existe une et une seule suite enchainée d’origine x et d’extrémité y.

Tout sous-graphe connexe B d’un arbre A est lui-méme un arbre,
appelé un sous-arbre de A. Les sous-arbres sont des sous-graphes pleins.

Soit C une aréte de I'arbre 4. Le sous-graphe de A4 ayant S(A) pour
ensemble de sommets et Ar(4)—{C} pour ensemble d’arétes posséde
deux composantes connexes, qui sont des sous-arbres de A4; nous les
appelons les demi-arbres, complémentaires 1'un de l'autre, déterminés
par C.

Soient x,y deux sommets voisins d’'un arbre A et z un sommet
quelconque; on a alors

dA(X,Z) = dA(yaz)i- 1;

si d {x,z)=d 4(y,z)+1, nous disons que le couple (x,y) est dirigé vers z.
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Soient B un sows-arbre de 'arbre A et s un sommet de A. Alors,
il existe un et un seul sommet § de B tel que d(s,s')=da({s},B); cest
le sommet de B le plus proche de s.

24. Soit A un arbre. Introduisons dans 'ensemble des chaines simple-
ment infinies de A4 la relation d’équivalence suivante: deux telles chaines
C,C’ sont équivalentes si CNC' est une chaine simplement infinie.
Les classes de cette relation sont appelées les bouts de A.

Soit b un bout de 4. Pour tout xeS(A), il existe une et une seule
chaine simplement infinie C(b,x)eb ayant x pour bout pendant. Pour
x,yeS(A), l'entier

d(x,2)—d y,2) (zeC(b,x)nC(b,y))

est indépendant du choix de z; notons le h,(x,y). Si les sommets x, y
sont voisins, on a h,(x,y)= +1; lorsque #h,(x,y)=1, nous disons que
le couple enchainé (x,y) est dirigé vers b. Choisissons arbitrairement
une «origine» sy dans S(A). Pour tout entier i, l'ensemble

{xeS(A)| hy(x,50) < i}

est 'ensemble des sommets d’'un sous-arbre B; de A. La suite emboitée
(B;);cz ne dépend pas, a la numérotation prés, du choix de sy; nous
dirons que les sous-arbres B, sont canoniquement associés au bout b.

2.5. Soit G un groupe de permutations dun ensemble X. Nous
disons qu’'un élément o de G laisse invariante, ou conserve (resp. fixe)
une partie Y de X, ou un graphe ayant Y pour ensemble de sommets,
si a(Y)=Y (resp. si a(y)=y pour tout yeY). Le groupe des €léments
de G possédant cette propriété est appelé le stabilisateur (resp. le
Jixateur) de Y dans G.

Soient 4 un arbre, b un bout de A et G un groupe d’automorphismes
de A. Nous disons qu'un éément de G fixe b s’il fixe une chaine re-
présentant b; Iensemble des éléments de G fixant b, c’est-a-dire la
réunion des fixateurs des éléments de b, est un sous-groupe de G, appelé
centralisateur de b dans G.

Pour une partie F du groupe AutA des automorphismes d’'un
arbre A, les propriétés suivantes sont équivalentes:

(i) pour toute partie bornée B de S(A), 'ensemble

. FB={a(x)|a€F, xe B}
est borné;
@ii) il existe seS(A4) tel que F(s)={a(s)|aeF} soit borné.
Une partie de Aut A est dite bornée si elle posséde ces propriétés;
ceci munit Aut A d'une structure de groupe bornologique.
Les fixateurs dans AutA des partigs bornées (resp. finies) de S(A)
forment une base du filtre des voisinages de I’élément neutre pour une
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topologie 9, (resp. ;) faisant de AutA un groupe topologique. Si
tous les sommets de A4 sont d’ordre fim, (7,,=f7}, le groupe AutA est
localement compact et une partie de AutA est bornée si et seulement
si son adhérence est compacte.

3. Trois espéces d’automorphismes

3.1. Lemme. Soient A un arbre, x,y deux sommets voisins et o un
automorphisme de A. Supposons que le couple (x,y) soit dirigé vers a(x)
et que le couple (a(y),a(x)) soit dirigé vers x. Alors, il existe dans A
une chaine doublement infinie invariante par a sur laquelle o induit une
translation non triviale.

Soit C la chaine d’extrémités x et a(x) dans A. Il résulte immédiate-
ment des hypothéses de ’énoncé que les chaines C et «(C) n’ont que
le sommet a(x) en commun. De méme, «'(C) et a'*!(C) n’ont que le
sommet @ *!(x) en commun. Il s'ensuit que la réunion des o'(C) est
une chaine doublement infinie possédant les propriétés voulues.

3.2. Proposition. Soient A un arbre, a un automorphisme de A et d
le minimum de la distance d4(s,a(s)) lorsque s parcourt ensemble des
sommets de A. Alors, une et une seule des trois conditions suivantes est
remplie:

(i) o laisse fixe un sommet de A;

(ii) ot permute deux sommets voisins;

(i) il existe une chaine C doublement infinie, invariante par o et sur
laquelle o induit une translation non triviale.

Dans le cas (iii), la chaine C est unique, a induit sur C une translation
d’amplitude d et les sommets de C sont les seuls sommets s de A tels que
d (s,a(s))=d.

Soit s un sommet de A4 tel que d (s,a(s))=d. Si d=0, s est un point
fixe de o et (i) est satisfaite Soit d#0 et soit t le sommet voisin de s
tel que le couple (s,t) soit dirigé vers a(s). Si le couple (a(s),a(t)) est
dirigé vers s, on doit avoir «a(s)=t et a(t)=s, d’ou (ii), sans quoi
d,(t,a(t)) serait strictement infrieur a d,(s,a(s))=d. Enfin, si
(als),x(t)) n’est pas dirigé vers s, la condition (iii) est remplie, en vertu
du lemme 3.1.

Les conditions (i) et (ii) s’excluent mutuellement, car si a laisse fixe
un sommet s de 4, deux sommets voisins 'un de I'autre, dont les distan-
ces a s sont nécessairement différentes, ne peuvent étre permutés.

Nous supposerons dorénavant que la condition (ii) est remplie.
Pour tout sommet x de A, soit n(x) le sommet de C le plus proche
de x. Il est clair que, pour tout x, la chaine d’extrémités x, a(x) contient
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m(x) e a(n(x)), de sorte que d (x,x(x)) est supérieur a 'amplitude de
la translation induite par a sur C et ne lui est égal que si x=n(x)eC.
Ceci établit les derniéres assertions de I'’énoncé. Pour achever la dé-
monstration, il nous reste a3 observer qu'on ne peut avoir (i), puisque
d+#0, ni (i) car les deux sommets voisins permutés devraient appar-
tenir a C ce qui est absurde.

3.3. Corollaire. Pour un automorphisme o d’'un arbre A, la propriété
(iii) de 3.2 est équivalente a

(iii') l'ensemble {a'|i€Z} des puissances de a West pas borné (pour
la bornologie définie en 2.5).

3.4. Proposition. Si un groupe G d'automorphismes d'un arbre A ne
renferme qucun élément possédant la propriété (iii) de 3.2 (i.e., par 3.3, si
tous les éléments de G sont a puissances bornées), alors G est contenu
dans le stabilisateur d’un sommet, dans le stabilisateur d’une aréte ou dans
le centralisateur d’'un bout de A.

Supposons que G ne soit contenu ni dans le stabilisateur dun
sommet ni dans celui d’'une aréte.

Pour tout xeS(A) et tout aeG ne stabilisant pas x, soit o(x,a)
le sommet de A voisin de x et tel que le couple (x,0(x,a)) soit dirigé
vers a{x). Ce sommet ne dépend que de x et non de a. En effet, sup-
posons qu'il existe feG ne stabilisant pas x et tel que a(x,B)#0(x,x).
Vu 'hypothése faite sur G et le lemme 3.1, les couples (x(x),a(a(x,a)))
e (B(x),B(a(x,P)) sont dirigés vers x. Mais alars, le couple
(x(x),a{a(x,P)) nest pas dirigé vers x, ni par conséquent vers f(x),
et en appliquant le lenme 3.1 au coupe (B(x),B(s(x,p))) e a l'automor-
phisme xofi~'. on voit que celui-ci posséde la propriété (iii) de 3.2, en
contradiction avec I’hypothése faite sur G. Nous poserons o(x)=a(x,a)
pour tout aeG ne stabilisant pas x.

Vulecaractére invariant de la définition de I'application a: S(A4)—S(A),
on a aod=doa pour tout aeG. Si s€S, on ne peut avoir ¢%(s)=s,
car cela impliquerait que G stabilise I'aréte {s,a(s)}. Pour tout seS,
lensemble {o'(s)|ie N} est donc I'ensemble des sommets d’une chaine
simplement infinie qui sera notée C,.

Si s, s’eS(A) sont deux sommets voising on a a(s)=s ou bien
a(s’)=s. En eflet, supposons qu'il en soit autrement et soit xeG. Alors
(s,s') est dirigé vers a(s’) et (s',s) est dirigé vers a(s). Puisque o(s) et
a(s’) sont voising cela implique que a(s)=s et a(s’)=s’, ce qui, étant
vrai pour tout aeG, contredit 'hypothése selon laqudle G ne stabilise
auaine aréte de A.

Si s, s’ sont deux sommets quelconques de A, l'intersection C,nC,.
est une chaine simplement irfinie; pour le montrer, on se raméne, par
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une induction évidente sur d,(s,s’), au cas ol s et s’ sont voisins, auquel
cas C,. « C; on bien C,c C,, ainsi qu’on vient de le voir. L’ensemble
b={C,|seS(A)} est donc un bout de A, manifestement invariant par G.

Pour achever la démonstration, il nous suffira de montrer que tout
aeG fixe b. Or, soit xeS(A) et soit s I'origine (bout pendant) de la
chaine simplement infinie C,nC,,,. Ona C,c C,, dou C,,c C,,),
desorte que C; c Cy(y ou bien C, < C,. Ceciimplique que C;=C,,),
sinon la réunion

U Cw‘(:)

ieZ
serait une chaine doublement infinie, invariante par « et sur laquelle o
induirait une transhtion non triviale. Par conséquent, a fixe C; et
centralise donc b, c.q.f.d.

3.5. Corollaire. Soient A un arbre et G un groupe d’automorphismes
de A. Supposons que G posséde au plus un point fixe dans I'ensemble
des sommets de A, et ne soit pas contenu dans le centralisateur d’un bout,
Alors, lintersection de tous les sous-arbres non vides de A invariants
par G n'est pas vide; autrement dit, il existe un plus petit sous-arbre non
vide de A invariant par G.

Vu la proposition 3.4, on a de trois choses 'une:

(i) G posséde un point fixe s et un seul dans S(A4);

(i) G conserve une aréte {s,s’} de A et il existe aeG tel que
a(s)=s', a(s')=s;

(iii) il existt aeG et une chaine doublement infinie C invariante
par a et sur laquelle « induit une translation non triviale.

Nous allons montrer, et ceci établira notre assertion, que dans le
cas (i) (resp. (ii); resp. (iii)), tout sous-arbre B de A, non vide et invariant
par G, contient s (resp. {s,s’}; resp. C). Soit x un sommet de B.

Dans le cas (i), nous pouvons évidemment supposer que x#s.
Soit y le sommet vosin de s tel que (s, y) soit dirigé vers x, et soit «
un élément de G ne fixant pas y. Alors, le chaine d'extrémités x, a(x)
contient s.

Dans le cas (ii), la chaine d’extrémités x,o(x) contient s et s'.

Enfin, supposons remplie la condition (iii) et soit z le sommet de C
le plus proche de x. Il est clair que la chaine d’extrémités x,a(x) con-
tient la chaine d’extrémités z,a(z). Par conséquent, z est un sommet
de B et il en est de méme de a'(z) pour tout ieZ. Comme « induit
une translation non triviale sur C, ceci implique que C est contenue
dans B. La démonstration est ainsi achevée.

3.6. Exemple. Soient k un corps local, v: k*—Z sa valuation, nor-
malisée de telle fagon que v(k*)=7Z, ol'anneau de valuation, G=SL, (k)
le groupe des matrices
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p 4 e
(1) (, S) (p.g.r,s€k; ps—qr=1),
P (resp. P’) le sous-groupe des matrices (1) telles que p,q,r,seo (resp.
p, seo, v(g)= —1, v(r)=1), T le groupe des matrices

p O
(2) (0 p_,) (pek™),

et Ble groupe des matrices (1) telles que r=0.

Nous allons énoncer une série de propriétés de G résultant im-
médiatement de la théorie générale qu'on trouvera exposée dans [1],
mais que le lecteur pourra aussi, s'il le désre, établir directement dans
le cas particulier considéré. Soient S ’ensemble de tous les sous- groupes
de G conjugués a P ou a P’ et A le graphe ayant pour ensemble de som-
mets 'ensemble S et pour arétes les paires de sous-groupes conjuguées
a la paire {P,P’}. Ce graphe, appelé¢ I'immeuble de G, est un arbre.
Le groupe G opére sur A par les automorphismes intérieurs, & qui
définit un homomorphisme G—AutA; la bornologe de G, image
réciproque de la bornologie de AutA définie en 2.5, coincide avec la
bornologie naturelle, définie a I'aide de la valuation de k. Les sommets
tPt=! et tP't™!, avec teT, sont les sommets d’'une chaine double-
ment infinie C de A, et T est le groupe de tous les éléments de G con-
servant C et induisant sur C une translation; I'amplitude de la trans-
lation de C induite par la matrice (2) est |2v(p)|. Le groupe G permute
transitivement les chaines doublement infinies de A, de sorte que celles-
ci correspondent biunivoquement aux conjugués de T dans A. De
méme, les bouts de A correspondent biunivoquement aux conjugués
de B: le groupe des éléments de G conservant un bout donné est con-
jugué a B et tout conjugué de B stabilise un seul bout de A.

Appliqué aux éléments de G, le corollaire 3.3 donne le résultat
(d'ailleurs assez évident) que voici:

3.6.1. L’ensemble des puissances d’un élément (1) de SL,(k) de G
nest pas borné si et seulement si les valeurs propres de cet élément
appartiennent & k et ne sont pas des unités de o.

Quant a la proposition 3.4, on peut par exemple en déduire que:

3.6.2. Le seul sous-groupe de SL,(k) non borné et ouvert (pour la
topologie naturelle, déduite de celle de k ) est le groupe tout entier.

En effet, soit H = G un sous-groupe ouvert non borné. Ce sous-
groupe ne peut étre contenu dans un conjugué de B, puisque B n’est
pas ouvert. Par conséquent, H ne fixe auain bout de A4 et, vu 34 et
3.6.1, on peut, quitte a remplacer H par un sous-groupe conjugué,
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supposer que H contient une matrice ¢t de la forme (2), avec v(p)#0.
Soit U le groupe des matrices de la forme

o) (6 1) @en.

Puisque H est ouvert, il existe un entier n tel que H contient le groupe
U, de toutes les matrices (3) telles que v(g)=n. Mais on a

Ur-U,-tr==u.
zeZ

De sorte que U = H. Pour la méme raison, H contient le groupe V
de touts les matrices de la forme

(%)
r 1/
Puisque U et VV engendrent G, notre assertion sensuit.

Ce qui précéde se généralise directement au groupe %, des points
rationnels d'un groupe algébrique simple ¥ quelconque, défini sur k
et de k-rang 1, pour autant que le corps résiduel de k soit parfait (con-

dition requise pour pouvoir faire appel 4 [1]). Les énoncés 3.6.1 et 3.6.2
sont alors remplacés par les suivants:

3.6.1. Un élément g de %, dont I'ensemble des puissances n'est pas
borné appartient au centralisateur () d'un tore k-déployé maximal
de % et la valeur pour g d’un caractére non trivial quelconque de Z(J")
nest pas une unité de o.

3.6.2.. Tout sous-groupe ouvert non borné de %, contient le groupe G
engendré par les points rationnels des radicaux unipotents des sous-
groupes paraboliques de %,.

Rappelons qu'il est conjecturé [2] que, si % est simplement connexe,
ona G'=%, Il en est en tout cas ainsi lorsque le corps k est locale-
ment compact. 1l est concevable que, pour la validité de I'assertion
3.6.2, ’hypothése faite sur le k-rang de % soit superflue.

4. Un théoréme de simplicité

4.1. Lemme. Soient A un arbre et G un groupe d’automorphismes
de A. Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes:

(i) G ne conserve aucun sous-arbre propre non vide de A,

(i) Porbite Gs de tout sommet s de A a une intersection non vide
avec tout demi-arbre (cf.2.3).
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Supposons la condition (i) satisfaite. Sl existait un demi-arbre D
disjoint de Gs, le plus petit sous-arbre de 4 contenant Gs serait con-
tenu dans le demi-arbre complémentaire de D, et serait donc un sous-
arbre propre de A, ce qui contredit I’hypothése.

Réciproquement, la condition (ii) étant supposée remplie, soent B
un sous-arbre non vide de A, conservé par G, s un sommet de B et C
une aréte quelconque. Par hypothése, 'ensemble Gs, et a fortiori I'en-
semble des sommets de B, a une intersection non vide avec les deux
demi-arbres déteminés par C, ce qui implique que C = B. On a donc
B=A, d’ou ().

Remargque. On peut voir que si A n’a pas de sommet pendart, les
propriétés (i) et (i1) sont encore équivalentes a

(i1’) il existe un sommet s de A tel que l'orbite Gs ait une intersection
non vide avec tout demi-arbre.

4.2. La propriété (P). Soient A un arbre, G un groupe d’automorphis-
mes de A, C une chaine (finie ou infinie) de A et F le fixateur de C
dans G (cf. 2.5). Pour tout sommet x de A, soit n(x) le sommet de C
le plus proche de x. Pour tout sommet s de C, lensemble n~!(s) (en-
semble des sommets d’'un sous-arbre de A) est invariant par F; soit
F, le groupe de permutations de cet ensemble induit par F. Le produit
direct des homomorphismes de restriction F-»F, est un homo-
morphisme
)] F-> [] F.

seS(C)

Nous dirons que le groupe G posséde la propriété (P) si, quelle que
soit la chaine C, I’'homomo rphisme (1) est un isomorphisme (i.e., si les
actions de F sur les ensembles 7 '(s) sont «indépendantes les unes
des autres»). Il en est ainsi, par exemple, pour le groupe de tous les auto-
morphismes de A. Plus généralemert, soit X lensemble de tous les
sommets de A, ou de toutes ses arétes, ou de tous ses bouts, ou encore
de tous les couples de points voisins («arétes dirigées»), et soit f une
application de X dans un ensemble quelconque. Un automorphisme
de A, qui induit de fagon évidente une permutation o de X, est dit
compatible avec f si foa=f. Alors, le groupe de tous les automorphis-
mes de A compatibles avec f posséde la propriété (P).

4.3. Lemme. Soient A, G, C, F, F, définis comme en 4.2. Supposons
C doublement infinie et soit g un élément de G conservant C et induisant
sur C une translation non triviale. Supposons que I'homomorphisme (1)
de 4.2 soit un isomorphisme. Alors

(g.F)={g-f-g7 ' f'IfeF}=F.
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Soit h un élément quelconque de F. Nous devons montrer qu’il
existe feF tel que (¢9,f)=g-f-g™'f '=h. Soient a 'amplitude de
la translation de C induite par g et ¢: Z—S(C) une bijction telle que,
pour tout zeZ, on ait g(¢(z))=¢(z+a). Pour zeZ, posons F,=F,,,,
et désignons par h, I'image canonique de h dans F, et par y,:F,>F,,,
Pisomorphisme induit par g. Pour zeZ, soit f,eF, défini inductive-
ment de la fagon suivante :

si 0€z<a—1, f, est un élément de F, choisi arbitrairement;
si z2a, f,=h ' (afaza));
si z<0, f; = }’:_v_l(hz+n'fz+a)-

Alors, un simple calcul montre que I'image f de (f,),.z par l'inverse
de I'isomorphisme 4.2 (1) posséde la propriété voulue.

44. Lemme. Soient A un arbre et X,Y des groupes d’automorphis-
mes de A, tous deux non réduits a I'élément neutre, et tels que X nor-
malise Y. Supposons que X ne conserve aucun sous-arbre propre non vide
ni aucun bout de A. Alors il en est de méme de Y, ou bien A est une chaine
doublement infinie.

Le groupe Y ne laisse fixe aucun sommet de A, sinon I'ensemble
des points fixes de Y dans S(A4) serait I’ensemble des sommets d’'un
sous-arbre propre non vide de A, invariant par X. De méme, Y ne
centralise aucun bout de A, car s'il en centralisait un seul, celui-a serait
invariant par X, et s’il centralisait deux, il posséderait des points fixes
dans S(A). Appliquant a présent le corollaire 3.5, nous voyons que
Iintersection de tous les sous-arbres non vides de A invariants par Y
est un sous-arbre non vide de A; celui-d étant invariant par X, il doit
étre confondu avec A4, cest-a-dire que Y ne conserve aucun sous-arbre
propre non vide de A. Supposons a présent que Y conserve un bout
de A. Celui-d ne peut étre unique, sinon il serait invariant par X. Par
conséquernt, Y conserve au moins deux bouts de A, donc aussi une
chaine doublement infinie C; en vertu de la partie de ’énoncé déja
établie, on doit avoir A=C, ce qui achéve la démonstration.

4.5. Théoréme. Soient A un arbre, G un groupe d'automorphismes
de A et G* le sous-groupe engendré par les fixateurs des arétes de A
dans G. Supposons que G posséde la propriété (P) (cf. 4.2) et ne conserve
aucun sous-arbre propre non vide ni aucun bout de A. Alors, tout sous-
groupe de G normalisé par G et non réduit d I'élément neutre contient G*.
En particulier, G* est un groupe simple ou est réduit a I'élément neutre.

Nous suppaserons que G* n’est pas réduit a I’élément neutre, ce
qui est évidemment loisible, et implique que A n’est pas une chaine.
Soit H un sous-groupe de G nomalisé par G* et non réduit a I'élément
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neutre, C une aréte quelconque de A et A’, A” les deux demi-arbres
déterminés par C. Le théoréme sera établi si nous parvenons 4 mon trer
que H contient le fixateur de A’. En effet, A4’ et A” jouant des réles symé-
triques, il en résultera que H contient également le fixateur de A", donc
aussi le fixateur de C, lequel est le produit direct des fixateurs de A’
et de A” en vertu de la propriété (P); ceci étant vrai pour toute aréte C,
il sera prouvé que H contient G*.

Vu le lemme 4.4, appliqué successivement aux groupes G, G* et aux
groupes G*, H, le groupe H ne conserve aucun sous-arbre propre non
vide ni aucun bout de A. En vertu de la proposition 3.4, il existe une
chaine doublement infinie D et un élément he H consrvant D et in-
duisant sur D une translation non triviak. Il résulte du lemme 4.1 que
lorbite Hs d’un sommet s de D a une intersection non vide avec A’;
quitte a remplacer D et h par leurs transformés par un élément con-
venable de H, nous pouvons donc supposer que D A’ #0.

Soient b’, b” les deux bouts de A définis par D (c’est-a-dire représen-
tés par des sous-chaines de D). L'un au moins d’entre eux, soit b,
«@ppartient & A'», c’est-a-dire poss¢de des représentants dans 4A’. On a
vu que b” n'est pas invariant par H. 1l en est de méme de la paire
{b’,b"}, sinon D serait aussi invariant par le groupe H et, celui-ci ne
conservant aucun sous-arbre propre non vide de 4, on devrait avoir
A=D, contrairement a ’hypothése faite au début de cette démonstra-
tion. Par congquent, il existe geH tel que g(b")¢{b’,b"}. Pour tout
sommet x de A, soit n{x) le sommet de D le plus proche de x. Comme
le bout b’ appartient a A’, I'image par n de I'ensemble des sommets
de A" est contenu dans un représentant D” de b” dans D (en fait,
n(S(A")) est réduit a un point ou est 'ensemble des sommets d’un re-
présentant de b”). D’autre part, la chaine g~ '(D) ne contenant pas de
représentant de b”, I'image par n de I’ensemble de ses sommets est
contenue dans un répresentant D’ de b’ dans D. Soit n un entier tel
que h"(D’) et D" soient disjoints. Alors, la chaine h"(g™!(D)) est dis-
jointe de A", c'est-a-dire contenue dans A’. Quitte a remplacer D et h
par leurs transformés par h"-g~!, nous pouvons supposer que D c A'.

Soit F le fixateur de D dans G. On a évidemment F = G*. En vertu
du lemme 4.3,

F=0h,F)cH.

D’autre part, comme D < A’, le groupe F contient le fixateur de A" dans
G. Ce dernier est donc contenu dans H, ce qui achéve la démonstration.

4.6, Remarque. L’hypothése du théoréme 4.5 selon laquelle G ne
conserve aucun sous-arbre propre non vide ni aucun bout de A4 est
essentielle: lorsqu’elle n'est pas réalise, le groupe G* «a peu de
chance» detre simple, ainsi qu’il ressort des observations suivantes.
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Supposons d'abord qu’il existe un sous-arbre propre non vide B
de A, invariant par G. Pour ieN, soit B; I'arbre ayant pour sommets
les seS(A) tels que du(s,B)<i et soit G; le fixateur de B; dans G.
Alors, (Gy,G;,...) est une suite normale dans G dont tous les termes
sont contenus dans G* a I'exception peut-étre du premier, si B a un
seul sommet. De plus, [) G,= {1}.

ieN

Supposons a présent que G consave un bout b de A, soit (B);.z
la suite emboitée des sous-arbres de A canoniquement associés a b
(cf. 2.4) et, pour ieZ, soit G; le fixateur de B; dans G. Alors, G* est
le fixateur de b dans G, les sous- grou pes emboités G,(i€ Z) sont des sous-
groupes distingués de G*, permutés par les automorphismes intérieurs
de G,etona () G;={1}. La réunion des G, est un sous-groupe distin-

ieZ
gué de G, contenu dans G* mais «en général» différent de lui.

5. Systémes formés d’un arbre et d’une fonction
définie sur ’ensemble de ses sommets.
Classification et construction: les a-revétements

5.1. Soient A un arbre, S=S(4) lensemble de ses sommets et
f:S—1 une application de S dans un ensemble I. Rappelons qu’un
automor phisme o de A est dit compatible avec f si foa= f. L’ensemble
des automorphismes possédant cette propriété est évidemment un
groupe, que nous noterons Aut,A. Si [ est réduit a4 un point, Aut;A4
est le groupe AutA de tous les automorphismes de A. La suite de cet
article a pour objet principal I'¢tude des groupes de la forme Aut A4
(donc aussi, en particulier, des groupes AutA). On a vu que Aut A4
posséde toujours la propriété (P) du n®4.2; le théoréme 4.5 lui est donc
applicable.

5.2. Soient (A4, f: S—1I) et (A'.f': S’ —1I') deux systémes formés d’un
arbre et d'une fonction définie sur 'ensemble des sommets de celui-ci.
Si I=1I, ces systémes sont dits I-isomorphes lorsqu'il existe un iso-
morphisme d’arbres ¢: A—+A’ tel que f=f'o¢p. De méme, si A=A,
les systemes (A4,f) e (A,f") sont dits A-isomorphes s’il existe une
bijection i:I—1I' telle que f'=iof. Vu le but que nous poursuivons,
qui est l'¢tude du groupe Aut, A, il est naturel d'introduire aussi une
relation d'équivalence plus faible que cette derniére: deux fonctions
f.f definies sur I'ensemble S=5(A4) des sommets de A seront dites
équivalentes si Aut, A=Aut, A. Définissons encore une fonction nor-
male comme étant une application f: S—I surjective et telle que Auf 4
soit transitif sur f~'(i) pour tout iel. Il est clair que toute fonction
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[ définie sur S est équivalente ¢ une et, a A-isomorphisme prés, une seule
fonction normale (on obtient celle-ci en prenant pour ensemble de
référence 'ensemble des orbites de Aut,A dans S, et pour fonction
la projection canonique). Ains, ’étude des classes d’équivalence de
fonctions f se raméne a I'é&ude des fonctions normales.

5.3. Nous désignons par Card la classe de tous les nombres
cardinaux.

Proposition. Soient A un arbre et f:S(A)—1 une fonction normale.
Alors, pour i, jel, le cardinal de Pensemble des points de f ~'(j) voisins
d’un point donné xe f ~'(i) dépend seulement de i,j et non de x. Si al(i,j)
désigne ce cardinal, la fonction a:1xI—Card posséde les propriéiés
Suivantes:

1. a(i,j)=0 si et seulement si a(j,i)=0;

2. le graphe G(a) ayant pour sommets les points de I et pour arétes
les paires {i,j} (i,jel;i#j) telles que a(i.j)#0 est un graphe connexe.

Réciproquement, soient I un ensemble et a: I x1-+Card une fonction
possédant les propriétés 1 et 2. Alors, il existe un et, a I-isomorphisme
prés, un seul systéme (A, f) formé d’un arbre A et d’une fonction f: S(A)—1
telle que, pour tous i,jel et tout point xe f~'(i), lensemble des points
de f~'(j) voisins de x ait la puissance a(i,j). La fonction f est normale.

Un systéme (A, f) possédant ces propriétés est appelé un a-revéte-
ment de I. Le graphe G(a) de la condition 2 est dit associé a la fonc-
tion a.

La proposition précédente est a peu prés évidente. On peut con-
struire explicitement un a-revétement de / en procédant comme suit.
Pour tout couple (i,j)elxI tel que af(i,j)#0, soit X;; un ensmble
de puissance a(i,j) et soit p;; un point de cet enssmble. Choisissons
dans I une «origne» i,. Soit S I'ensemble des suites
(3) (ioaxhihxz""’xm’im)
avec meN et, pour tout ke{l,....m}, i,el, x,€X; . €t Xy#Pi _.ix
si k=22 et iy,=i,_, Soit f:S—I la fonction qui envoie chaque
suite (3) sur son dernier terme i,. Appelons aréte toute paire formée
d’une suite (3), avec m21, et de celle qu'on en déduit en effagant ses
deux derniers termes. Il est & présent facile de voir que le graphe A
constitué par S et par ’ensemble d’arétes ainsi défini est un arbre, et
que (A, [f) est un a-revétement de I.

5.4. Notons immédiatement une conséquence de la construction
précédente. Si ¢ désigne une permutation quelconque de la réunion des
XUl alio, j)#0) telle que &(X;, ))=X,, j, alors la permutation de §
qui envoie la suite (3) sur la suite

(i(]’ é(xl)aila o .,x,,,,i,,,)
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est manifestement un automorphisme de I'arbre 4. Comme I'«ori g ne»
iy peut étre choisie arbitrairement dans /, on en déduit la

Proposition. Soient A un arbre, f:S(A)—I une fonction normale et
so un sommet quelconque de A. Soit T [ensemble des sommets de A
voisins de sq. Alors, toute permutation t de T telle que fot= f|r est
la restriction @ T d’un automorphisme de A compatible avec f et conser-
vant Sq.

S.5. La proposition du n° 5.3 fournit une classification, a isomor-
phisme prés, des systémes formés d’un arbre A et d'une classe d’équi-
vaence de fonctions définies sur S(A4). Nous verrons aussi aux n® 5.6,
S.7 et au § 6 que beaucoup de propriétés de I'arbre A et du groupe
Aut, A se «lisent» facilement sur la fonction a. Mais le principal intérét
de la notion de a-revétement est peut-€tre qu’elle fournit un moyen de
description et de construction commode d’arbres ayant un haut degré
de symétne. Notons par exempe que si I se compose d'un seul point 1,
A est 'carbre homogéne» dont tous les sommets ont le méme ordre
a(1,1). Si I={1,2} etsila matrice de la fonction a est ((s) (r)) labre
A posstde deux espéces de sommets, respectivement d’ordre r et
d’ordre s, et toute aréte se compose d’'un sommet de chaque sorte. Le
lecteur est invité a «dessiner» I'arbre 4 d’'un a-revétement du méme
ensemble {1,2}, pour ure fonction a quelconque (représentée par une

. r.s
matrice ( ) .
t u )

5.6. Soient I,I' deux ensembles et a:IxI—Card, a’:I'xI'-»Card
des fonctions possédant les propriétés (1) et (2) de S.3. On appelle
application de domination du systéme (I, a) par le systétme (I',a’) toute
application &: -1’ telle que, pour tous i,jel ettout i'ed~!(i), on ait

aij)= Y a(.Jj)
Jed=1(j)
si une telle application existe, on dit que (I',a’) domine (I,a). Si (A,f)
est un a-revétement de I et si 4: /-+I' est une application de domina-
tion, alors (A, f'=d0 f) est un a-revétement de I' et Aut,. A = Aut A.
Par conséquent:

5.6.1. Si (A, f) est un a-revétement de I, on a Aut, A=AutA si et
seulement si le systéme (I,a) est maximal pour la relation de domination,
c'est-a-dire si toute application de domination I—-1I' est bijective.

Ainsi, les classes d’isomorphisme de systémes (I,a) maximaux pour
la relation de domination correspondent biunivoquement aux classs
d’'isomor phisme d’arbres. Remarquons encore que
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5.6.2. Une condition suffisante pour que (I,a) soit maximal pour la
relation de domination est que les cardinaux

a;=Ya(i,j) (i€l
jel
soient tous différents.
Ceci fournit une grande variété d’arbres «trés symétriques» non
isomorphes.

5.7. Soit (A,f:S(A)-+I) un a-revétement. Nous allons énoncer des
crittres permettant de reconnaitre si Aut 4 conserve un sous-arbre
propre non vide ou un bout de A (I'utilté de tels critéres ressort du
théoréme 4.5) ; les démonstratons, trés faciles, seront omises.

Soit B un sous-arbre de A invariant par Aut;A. Alors, l'ensemble
des sommets de B est I'image réciproque par f d'we partie de I. In-
versement, soit J une partie quelconque de /. Notons I/J I'ensemble
obtenu a partir de I en identifiant tous les éléments de J, «:I-»1/J
I'application canonique et a/J:(I/J)x(I/J)-+Card la fonction définie
par

(a/d)i.j) = > a(x, y).
xex " (i), yex ~l(j)
Alors pour que f~'(J) soit 'ensemble des sommets d’un sous-arbre
de A invariant par Auth, il faut et il suffit que les conditions suivantes
soient remplies:

1. a(i,i)=0 pour tout iel—J;

2. le graphe G(a/J) associé a la fonction a/J est un arbre et pour
tout couple (i,j)e(I/J)x (I/J) enchainé et dirigé vers J sur cet arbre, on
a (a/J)(i.j)=1.

En particulier, 'ensemble f~'(J) est un point fixe de Aut A si
les cond tions précédentes sont remplies et si, en outre, J est réduit a
un point j tel que a(j,j)=0.

Pour que A posséde un bout conservé mais non centralisé par Aut A,
il faut et il suffit quil existe une partie finie J de I possédant les pro-
priétés 1, 2,

3 le graphe G(al,,) est un circuit;
et

4. il existe un sens de parcours de ce circuit tel que pour deux points
consécutifs quelconques i,jeJ, on ait a(i,j)=1.

Si cette derniére propriéé vaut pour les deux sens de parcours de
G(al;.y), I'arbre A posséde deux bouts conservés mais non centralisés
par Aut A.
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Pour que Aut, A centralise au moins un bout de A4, il est nécessaire
que a(i,i)=0 pour tout iel et que le graphe G(a) associé a a soit un
arbre. Si ces conditions sont remplies, les bouts de A centralisés par
Aut, A sont en correspondance biunivogue canonique avec les bouts b
de G(a) tels que, pour tout couple (i,j)el xI enchainé et dirigé vers b
sur l'arbre G(a), on ait a(i,j)=1.

Notons encore cette conséquence particuliére des énoncés pré-
cédents: si 1¢a(l x 1), alors Aut;A ne conserve aucun sous-arbre propre
non vide ni aucun bout de A.

6. Structure du groupe Aut, A/Aut; A

6.1. Soient A un arbre et f: S-+I une fonction définie sur I'ensemble
de ses sommets. Conformément a la notation introduite en 4.5, nous
désignons par Aut; A le growe engendré par les fixateurs des arétes
de A dans Aut,A. Celui-ci est aussi le groupe engendré par les stabilisa-
teurs des points de ramification de A dans Aut,A. En effet, il est clair
que tout automorphisme de A fixant une aréte et distinct de la trans-
formation identique stabilise un point de ramification. Réciproque-
ment, soit a€Aut,4 un automorphisme conservant un point de rami-
fication r et soient s,s’ deux sommets de A, voisins de r et tels que
s'#s et s'#a(s). En vertu de la proposition 5.4, il existe un élément 8
de Aut; A conservant r et s’ et permutant s et «(s). Les automorphis-
mes f & Poa, qui fixent respectivement les arétes {r,s'} et {r,s},
appartiennent & Aut; A; il en est donc de méme de a.

Nous savons par le théoréme 4.5 que, sous des conditions assez
générales, le groupe Autf A est simple ou réduit a I'élément neutre.
Notre but est a4 présent de déterminer le quotient Aut,A/Aut; A4, et
de rechercher dans quels cas Aut; 4={1}. Il n'y a évidemment aucun
inconvénient a supposer — et nous le ferons dans tout ce paragraphe —
que f est normale, c'est-&dire que (A4, f) est un a-revétement de I pour
une fonction a:IxI-+Card donnée.

6.2. Soit la fonction a*:[/x/[-»{0,1,2} définie comme suit: pour
ijel,
a*(i,j)=0 si alij)=0;
a*(i,j)=2 si a(i,j)=2 etsi a(i,j)=0 pour tout j'el—{j};
a*(i,j)=1 dans tous les autres cas.

Soient (A*, f,) un a*-revétement de I, S* ensemble des sommets de
A*, et a,:S* x §* »Card la fonction définie comme suit: pour x,yeS*
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a,(x,y)= a(f+ x),f4 (Y))/a+(f+ (%), f+ (y)) si {xay}
est une aréte de 4*;
a,(x,y)=0 si {x,y} n'est pas une aréte de 4*.

Notons que le graphe G(a,) associé a a, n’est autre que 'arbre 4.
D’aprés 5.6, si (B,g) est un a_-revétement de S*, alors (B, f,o0g) est
un arevétement de I. Vu l'unicité du a-revétement (a2 isomorphisme
prés), cela veut dire qu’il existe une application f*:§5-+S* telle que
(A,f*) soit un a,-revétement de S* et qu'on ait f=f,of*. I résulte
immédiatement du caractére invariant des constructions précédentes et
de l'unicité du a*-revétement que tout automorphisme a de 4 com-
patible avec f induit un automorphisme f, (x) de A* compatible avec
S+ défini par [ (a)of * = f"*oa.

6.3. Nous dirons qu'un point i de I est spécial s’il existe jel tel
que a(i,j)=2 e a(i,j)=0 pour tout jel—{j}.

Lemme. Soit x un sommet de A* tel que f,(x) ne soit pas spécial.
Alors, lidentité est le seul automorphisme de A* compatible avec f, et
conservant x.

Soit « un tel automorphisme et soit yeS*. Nous allons montrer,
par induction sur lentier m=d,.(x,y), que a(y)=y. Soit x=x,,
Xi,---»Xp=y une suite enchainée de sommets de A*. Vu I'hypothése
d’induction, a(x,-,)=x,-,- Sile point f,(x,_,) n'est pas spécial, on
a a*(fi(xn_1),f+(y))=1, d’ou l'assertion. Si f,(x,_,) est spécial, ce
qui implique que m>=2, x,,., et y sont les seuls sommets de A* voisins
de x,-;; puisque par induction, o(x,_,)=X,_5, On a aussi a(y)=y.

6.4. Proposition. Lhomomorphisme f,:Aut A-sAut, A* est sur-
Jectif, de noyau Aut; A.

La surjectivité de f, résulte immédiatement de I'unicité (2 isomor-
phisme prés) du a, -revétement.

Pour établir I'inclusion Autf 4 < Kerf,, il suffit de faire voir que
tout automorphisme a de A compatible avec f et conservant un point
de ramification r de 4 appartient au noyau de f,’; or ceci résulte immeé-
diatement du lemme précédent, car f, (a) laisse fixe le point f*(r) dont
'image par f,, qui n'est autre que f(r), n'est pas spéciale.

Reste a montrer que tout élément S de Kerf,” appartienta Auty 4.
Soit se§ et soit s=s5g, S;,...,5,=p(5) la suite enchainée joignant s et
B(s). La suite f*(so), f *(51),..,f *(5,) est un chemin fermé sur 4* de
sorte que, si m#0 (i.e. s s n’est pas un point fixe de f), il existe un
ie{l,2,....m—1} tel que f*(s;—;)=S"(s5;+,). Ceci implique que s; soit
un point de ramification de A, sinon f(s;) serait un point spécial de I
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et on aurait a.(f*(s),f*(s;_))=1 dou s;_,=s;,,, ce qui est ab-
surde. De cette discussion, il résulte déja que si A ne posséde pas de
point de ramification, § est la transformation identique. Nous suppose-
rons dorénavant que s est un point de ramification q ue no us choisissons
une fois pour touwtes. La suite de la démonstration se fera par induction
sur m. Si m=0, f(s)=s et notre assertion s’ensuit. Soit donc m#0
et soit ie{l,2,...,m—1} comme plus haut. En vertu de la proposi-
tion 54, il existe yeAut A4 tel que y(s)=s; (d’ou xeAut; A cKerf,)
et que y(s;4,)=s;_,. Onaalors yoBeKerf; et d (s,7(B(s))<m, d’ou
yofeAut; A, vu lhypothése d’induction, et feAut; A, ce qui achéve
la démonstration.

6.5. Corollaire. On a Autj A=Aut, A, et Aut A/Aut; A
Aut, A%,

6.6. Corollaire. Le groupe Aut; A est réduit a I'élément neutre si
et seulement si a=a"*, cest-a-dire si, pour tous i,jel, l'une des deux
conditions suivantes est remplie:

a(i,j)<1;
a(ij)=2 et a(ij)=0 pour tour j'el—{j}.

6.7. Proposition. Soient c le cardinal de I'ensemble des icl tels que
a(i,i)#0 et ¢ le cardinal de I'ensemble des points spéciaux (cf. 6.3). Alors,
Aut,A/Aut; A est isomorphe au produit libre d'un groupe libre, & savoir
le groupe fondamental du graphe G(a) associé a a (cf. 53), et de c+c
groupes d’ordre 2.

En vertu des corollaires 6.5 et 6.6, le contenu de cet énoncé n’est
pas modifié si on remplace A4,f,a par A*, f,,a*; cela nous permet de
simplifier les notations en supposant que A=A*, f=f,, a=a*, d’ol
Aut; A={1} et Aut,A/Aut; A=Aut A.

Si tous les points de I sont spéciaux, I posséde un seul ou deux
points et la matrice de la fonction a est, selon le cas, (2) ou (2 (2))
Dans les deux cas, 4 est une chaine doublement infinie, Aut, A4 est
un groupe diédrique infini, le groupe fondamental de G(a) est réduit a
I'élément neutre et c+c¢'=2, ce qui prouve notre assertion.

Supposons donc que I posséde des points non spéciaux et choisis-
sons-en un, noté i,. Soit M I'ensemble des suites (ig,iy,...,in=1i,) de
points de I, d’origine et d’extrémité i, telles que pour tout pe{l,...,m}
onait a(i,_,,i,)#0. (Si a(i,i)=0 pourtout ieI, M est donc I'ensemble
des chemins d’origine et d’extrémité i, dans le graphe G(a).) Cet en-
semble a une structure naturelle de monoide, le composé de deux suites
s’obtenant en les mettant bout a bout et en identifiant le dernier terme
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de la premiére et le premier terme de la seconde. Dans M, considérons
la plus petite relation d’équivalence possédant la propriété suivante: si
une suite X, élément de M, posstde une sous-suite de la forme (i,j, i)
alors X est équivalente a la suite qu’'on en déduit en substituant a la
sous-suite en question, le seul élément i. Cette relation d’équivalence
est manifestement compatible avec la loi de composition de M, et il
est facile de voir que le quotient de M par cette relation est un groupe I',
isomorphe au produit libre du groupe fondamental du graphe G(a) et
de c+c groupes d’ordre 2.

Soient s un point de f ~!(i,) que nous choisissons une fois pour toute.
En vertu du lemme 6.3, I’application n: Aut,A—»f“(io) définie par
n{x)=0a(s) est bigctive. Soit L I'’ensemble des chemins dans A, d’ori-
gine s, d’extrémité appartenant a f ~'(i,), et ne possdant pas de point
de rebroussement (cf. 2.2) dont I'image par f soit un point spécial de /
(cf. 6.3). L’application f induit une bijection de L sur M. Si deux éléments
de M sont équivalents, leurs images réciproques dans L ont manifest e-
ment méme extrémité. D'autre part, toute classe d’équivalence d’élé-
ments de M contient au moins une suite ne possédant aucune sous-
suite de la forme (i,j, i) avec j non spécial; I'image réciproque d’'une
telle suite dans L est une suite enchainée et est donc la suite enchainée
joignant s 4 un point de f~!(i,). De ces deux observations, il résulte
que l'application 4 qui envoie un point xef~!(i,) sur 'ensemble des
images par f des éléments de L d’extrémité x est une bijection de f ~ (i)
sur I'. Le composé Aom:Aut,A—I étant manifestement un homo-
morphism ¢, donc un isomorphisme, notre proposition s’ensuit.

6.8. Remarque. On a des résultats tout a fait analogues, et d’ailleurs
plus simples a énoncer et & établir, pour le groupe Aut;4 engendré
par les stabilisateurs des sommets de A dans Aut,A. Ici, la fonction a*
doit étre remplacée par la fonction a°: I x I-» Card définie comme suit:

a°(iy)=0o0ul selon que af(i,j)= ou #0.
Si (A°f,) désigne un a°revétement de I, il existe 4 nouveau un
morphisme de graphes f°:4—-A4° qui induit un épimorphisme
S+ Aut,A—>Aut, A° de noyau Aut;A, de sorte que
AutyA = Aut,.A,
que
Aut,A/AutyA = Aut, A°,
et que AutyA4 est réduit a Iélément neutre si et seulement si
a(I xI)<= {0,1}. Enfin, le quotient Aut,A4/Aut;A est isomorphe au
produit libre du groupe fondamental du graphe G(a) et de ¢ groupes
d’ordre 2, o1l ¢ est défini comme en 6.7.
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La raison pour laquelle nous avons, dans ce paragraphe, concentré
notre attention sur le groupe Aut; A plutdt que sur le groupe AutjA
est évidemment l'existence du théoréme 4.5.

7. Structure du groupe Aut A

Dans ce paragraphe, nous examinerons briévement ce que les
résultats des paragraphes précédents permettent de dire sur la structure
du groupe G=Aut,A pour un arbre A et une fonction normale
f:S(A)—1I quelconques.

Commengons par I'observation suivante: soit B un sous-arbre non
vide de A invariant par G et, pour ieN, soit G, le fixateur de I'’ensemble
{seS(A)|d(s,B)<i}; alors, les G; forment une suite normale con-

=]
vergeant vers {l}(i.e. N G,-={1}>; dans G, les quotients G,/G;,, (ieN)
i=0
sont des produits directs de groupes symétriques (un groupe symétri-
que étant défini comme le groupe de toutes les permutations d’un
ensemble) et G/G, est canoniquement isomorphe au groupe Aut,B,
avec g= f|s- En un certain sens, ceci raméne I'étude de G a celle
de Aut,B; dailleurs, l'introduction d’une généralisation appropriée
des «produits couronnes» (wreath products) permet de construire effec-
tivement le groupe Aut A a partir de Aut,B et des Gi/G;, -

Si G posséde des points fixes dans S(A), on peut prendre pour B
un arbre dont tous les sommets sont fixes (par exemple «l’arbre des
points fixes» de G). Le groupe Aut B est alors réduit a I'élément
neutre et G=G,.

Supposons que G ne conserve aucun sommet ni aucun bout de A4,
et soit B le plus petit sous-arbre non vide de A invariant par G; celui-ci
existe en vertu du corollaire 3.5. Dans ce cas, il résulte de 6.7 et 4.5 que
Aut_B est soit un produit libre de groupes cycliques infinis et de grou-
pes d’ordre 2, soit une extension d’un tel produit par un groupe simple
Aut; B qui est alors le plus petit sous-groupe invariant de Aut,B non
réduit a I'élément neutre.

Si G conserve deux bouts de 4, on peut prendre pour B la chaine
doublement infinie «joignant ces deux bouts»; Aut,B est alors {l} ou
cyclique infini.

Le cas ou G conserve un et un seul bout b de A et ne posséde aucun
point fixe dans S(A) est moins favorable. Le groupe G* =Aut; A est
alors le centralisateur de b dans G, et G/G*={1} ou Z. Si (Byz
désigne la suite emboitée des arbres canoniquement associés a b, et si
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G; est le fixateur de B; dans G, les G; sont distingués dans G* et per-
mutés par les automorphismes intérieurs de G, leur intersection est
réduite a I'élément neutre et les quotients G;/G;,, sont des produits

directs de groupes symétriques. Mais le groupe G_, = U G;, qui est
ieZ

un sous-groupe distingué de G contenu dans G*, est généralement

distinct de G*, et il resterait a décrire la structure du quotient G*/G_ .

8. Isomorphismes et automorphismes

Il serait intéressant d’étudier les conditions d’isomorphisme de deux
groupes de la forme Aut,A correspondant a des systémes (4, f) diffé-
rents et, plus généralement, de rechercher tous les isomorphismes d’un
tel groupe sur un autre. Ces problémes se simplifient considérablement
si on envisage seulement les isomorphismes de groupes bornologiques;
c’est ce que nous ferons ici. De plus, nous imposerons aux (4, f) en
question une condition supplémentaire, celle d’étre des a-rev€tements
pour une fonction a ne prenant pas les valeurs 1 et 2, moyennant quoi
les questions posées ont une réponse presque immédiate, comme on
va le voir.

8.1. Lemme. Soient I un ensemble, a: I x I--Card une fonction possé-

dant les propriétés (1) et (2) de 5.3, et (A,f) un a-revétement de 1. Alors:

(i) tout sous-groupe borné de Aut A stabilise un sommet ou une
aréte de A;

(i) si 1¢a(I xI), le stabilisateur d’'un sommet est un sous-groupe
borné maximal et deux sommets différents ont des stabilisateurs différents;

(iii) si a(I xI) = Card —{1,2}, une condition nécessaire et suffisante
pour gi’un sous-groupe borné maximal de Aut; A ne soit pas le stabili-
sateur d’un sommet est qu'il posséde un sous-groupe d’indice 2 contenu
dans un autre sous-groupe borné maximal;

(iv) si a(I xI)= Card—{1,2}, une condition nécessaire et suffisante
pour que deux sommets de A soient voisins est que lintersection de leurs
stabilisateurs dans Aut; A ne soit contenue dans le stabilisateur d’aucun
autre sommet.

Pour établir (i), il suffit, vu 3.4 de montrer que tout sous-groupe
borné H du centralisateur d’un bout b de A dans Aut A posséde un
point fixe dans S(A). Soient C une chaine simplement infinie apparte-
nant a b et s son origine (bout pendant). Pour tout aeH, soit s(x)
I'origine de la plus grande sous-chaine de C stable par «. On a

d ((s,(s)) = d 4(s,5()) + d 4(s(a), x(s)).
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Puisque H est borné, il en est de méme de l'entier d,(s,(s)), donc
aussi de o 4(s,5(«)), ce qui signifie que tout sommet de C suffisamment
«éloigné» de s est conservé par H, c.q.f.d. Les autres assertions de
I'énoncé sont des conséquences immédiates de (i) et de la proposition 5.4.

8.2. Lorsque a(I x I) = Card —{1,2}, le lemme précédent permet de
reconstruire I'arbre 4 a partir du groupe bornologique Aut;A4; on en
déduit donc aussitot la

Proposition. Soient I, I' deux ensembles, a:IxI—Card—{1,2} et
a':I'x I'>Card —{1,2} deux fonctions possédant les propriétés (1) et (2)
de 5.3, (A,f) un a-revétement de I, (A',f’) un a’-revétement de I', et
¢:Aut,A—Aut. A" un isomorphisme de groupes bornologiques. Alors,
il existe une bijection 1:1-+1' et un isomorphisme d’arbres f: A-+A’ tels
qu’on ait

a'(1(i), 1)) = a(ij) (i.jeD),
tof =f'oy

¢lo)=oaoy ™'  (xeAut,A).

et

8.3. Corollaire. Soient I, a, A, f comme en 8.2. Alors, le quotient du
groupe de tous les automorphismes du groupe bornologique Aut, A par
le groupe de ses automorphismes intérieurs est isomorphe au groupe des
permutations de I conservant la fonction a.

84. Remarque. Pour les topologies définies en 2.5, Aut,A4 et
Aut,. A’ sont des sous-groupes fermés de AutA4 et AutA’ Cela étant,
il résulte de la derniére assertion de 2.5 que si tous les sommets de A
et A' sont d’ordre fini, c’est-a-dire si a et a’ prennent leurs valeurs dans N
et si tous les sommets des graphes associés G(a) et G(a’) (cf. 5.3) sont
d’ordre fini, alors Aut,A et Aut,. A’ sont des groupes localement
compacts, et le mot «bornologique» peut étre remplacé par «topolo-
gique» dans la proposition 8.2 et le corollaire 8.3.

8.5. Exemple. Pour tout couple (L,!) formé d’un arbre L dont tous
les sommets sont d’ordre fini et d’'une fonction ! a valeur dans N définie
sur 'ensemble des couples de points voisins (arétes dirigées) de L,
désignons par G(L,l) le groupe Aut, A d’un a-revétement de L, la
fonction a: S(L) x S(L)-»N étant définie par

. Il(i,j)+3 si {i,j} est une aréte de L
a(i,j) =

10 sinon,

et munissons ce groupe de la topologie induite par la topologie J,=.7,
de AutA (cf. 2.5). Il résulte du théoréme 4.5, de la remarque terminant
le n°® 5.7, des propositions 6.7 et 83 et de la remarque 8.4 que
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pour tout couple (L,l) du type décrit plus haut, G(L,l) est un groupe
simple localement compact; deux groupes G(L,l) sont (topologiquement)
isomorphes si et seulement si les couples (L,l) dont ils proviennent le sont.
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