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En souvenir de Paulette Libermann (2)
Marc Chaperon

Voici le second volet du petit cours commencé dans le numéro précédent [11]
comme commentaire de la thèse de Paulette Libermann. L’exposé rapide de
quelques notions de base est illustré entre autres de résultats qui lui sont
attribuables. Comme dans [11], différentiable signifie « assez différentiable ».

Intégrales de formes différentielles, images inverses,
différentielle extérieure

Images directes de chemins, intégrale curviligne, images réciproques
de fonctions et de 1-formes

Soit g : M → N une application différentiable entre variétés.
L’image par g d’un chemin γ à valeurs dans M est le chemin g∗γ := g ◦ γ à

valeurs dans N ; de même, l’image réciproque (ou inverse) par g d’une fonction
réelle f sur N est la fonction réelle g∗f := f ◦ g sur M .

Quand γ est défini sur un segment [t0, t1] (on dit alors que γ est un arc),
l’intégrale (curviligne) le long de γ d’une forme de Pfaff α sur M est par définition∫

γ

α :=
∫ t1

t0

αγ(t)

(
γ̇(t)

)
dt,

où αγ(t) ∈ T ∗
γ(t)M = (Tγ(t)M)∗ désigne la valeur de α au point γ(t). Cette

intégrale est invariante par changement de paramétrage : si ϕ : [s0, s1] → [t0, t1]
vérifie ϕ(sj) = tj , alors

∫
γ◦ϕ α =

∫
γ
α ; lorsque α est la différentielle df d’une

fonction réelle f sur M , puisque dfγ(t)

(
γ̇(t)

)
= (f ◦ γ)′(t),

(3)

∫
γ

df = f
(
γ(t1)

)− f
(
γ(t0)

)
(formule de la moyenne).

Une forme de Pfaff α est déterminée par les
∫
γ
α ; en effet, pour tout x ∈ M et

tout v ∈ TxM , il existe1 un arc γ : [0, 1]→ M tel que γ̇(0) = v ; si γε : [0, 1]→ M
est donné par γε(t) := γ(εt), alors

lim
ε→0

ε−1

∫
γε

α = lim
ε→0

∫ 1

0

αγ(εt)

(
γ̇(εt)

)
dt = αγ(0)

(
γ̇(0)

)
= αxv.

1 Prendre une carte ϕ de M telle que ϕ(a) = 0 et un chemin de la forme ϕ ◦ γ(t) =
θ(t ϕ∗v) t ϕ∗v, où ϕ∗v = Txϕ(v) et θ : im ϕ → [0, 1] est C∞ à support compact, égale à 1
près de 0.
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50 M. CHAPERON

L’image réciproque par g d’une forme de Pfaff β sur N est la forme de Pfaff
g∗β sur M telle que

∫
γ g∗β =

∫
g∗γ β pour tout arc γ dans M ; elle est donnée par

la formule

(g∗β)x = βg(x) ◦ Txg .

Pour f : M → R, la formule de dérivation d’une fonction composée, en termes
intrinsèques

T (f ◦ g) = (Tf ) ◦ Tg ,

s’écrit donc g∗df = d(g∗f ).

Formes différentielles, leur intégrale sur les rectangles paramétrés et leurs
images réciproques

Une forme différentielle de degré k ou k-forme différentielle, ou k-forme α sur
une variété M est un champ de formes k-linéaires alternées αx : (TxM)k → R,

c’est-à-dire une section différentiable du fibré vectoriel
∧k T ∗M de base M dont

la fibre au-dessus de x ∈ M est l’espace Lk
alt(TxM ,R) des formes k-linéaires al-

ternées sur TxM ; un atlas de ce fibré vectoriel est (naturellement) formé des

cartes naturelles
∧k

T ∗ϕ : αx 7→
(
ϕ(x), (Txϕ)∗ αx

) ∈ imϕ × Lk
alt(Rn,R), où ϕ

est une carte de M à valeurs dans Rn (l’application linéaire tangente Txϕ va donc
de TxM dans Tϕ(x)Rn = Rn), αx ∈ Lk

alt(TxM ,R) et (Txϕ)∗ αx(v1, . . . , vk) :=
αx

(
(Txϕ)−1v1, . . . , (Txϕ)−1vk

)
pour v1, . . . , vk ∈ Rn.

Pour toute application différentiable ρ : [0, 1]k → M , l’intégrale de α le long du
rectangle paramétré ρ de dimension k est par définition∫

ρ

α :=
∫

[0,1]k
αρ(t)

(
∂1ρ(t), . . . , ∂kρ(t)

)
dt

(intégrale par rapport à la mesure de Lebesgue de Rk), où ∂jρ(t) ∈ Tρ(t)M est la

dérivée partielle de ρ par rapport au j ième facteur et αρ(t) ∈ Lk
alt(Tρ(t)M ,R) désigne

la valeur de α au point ρ(t).
Une k-forme α est déterminée par les

∫
ρ α ; en effet, pour v1, ..., vk ∈ TxM ,

il existe2 un rectangle paramétré ρ : [0, 1]k → M tel que ∂jρ(0) = vj pour tout
j ; si ρε : [0, 1]k → M est donné pour 0 < ε 6 1 par ρε(t) := ρ(εt), alors
lim
ε→0

ε−k
∫
ρε
α = αx(v1, . . . , vk) comme pour k = 1.

Étant donnée une application différentiable g : M → N entre variétés, l’image
réciproque par g d’une k-forme β sur N est la k-forme g∗β sur M telle que∫
ρ g∗β =

∫
g∗ρ β pour tout rectangle paramétré ρ de dimension k dans M , en

notant g∗ρ := g ◦ ρ ; elle est donnée par la formule

(g∗β)x = βg(x) ◦ (Txg)k ,

où (Txg)k(v1, . . . , vk) := (Txg(v1), . . . ,Txg(vk)) pour v1, . . . , vk ∈ TxM .

2 Même démonstration que pour k = 1 en remplaçant tϕ∗v par
P

tjϕ∗vj .
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EN SOUVENIR DE PAULETTE LIBERMANN (2) 51

La différentielle extérieure

Celle d’une forme de Pfaff α sur M est la 2-forme dα sur M telle que

(4)

∫
ρ

dα =
∫
∂ρ

α

pour tout rectangle paramétré ρ : [0, 1]2 → M de classe C 2, où ∂ρ désigne le bord
orienté de ρ, obtenu en mettant bout à bout les chemins [0, 1] ∋ s 7→ ρ(s, 0),
[0, 1] ∋ s 7→ ρ(1, s), [0, 1] ∋ s 7→ ρ(1 − s, 1) et [0, 1] ∋ s 7→ ρ(0, 1 − s) ; elle est
donnée par

(5) dαρ(t)
(
∂1ρ(t), ∂2ρ(t)

)
= ∂1

(
αρ(t)∂2ρ(t)

)− ∂2

(
αρ(t)∂1ρ(t)

)
.

Plus généralement, pour chaque k > 1, la différentielle extérieure d’une k-forme α
sur M est la (k + 1)-forme dα sur M vérifiant (4) pour tout rectangle paramétré
ρ de dimension k + 1 en posant∫

∂ρ

α :=
k+1∑
i=1

(−1)i+1
(∫

∂ρ1
i

α−
∫
∂ρ0

i

α
)
,

où les « faces » ∂ρj
i de ρ sont les rectangles paramétrés de dimension k définis par

∂ρj
i (s) := ρ

(
(sℓ)ℓ<i , j , (sℓ)ℓ>i

)
, s = (s1, . . . , sk) ∈ [0, 1]k , j = 0, 1;

l’identité (5) est le cas particulier k = 1 de la formule3

(6)

dαρ(t)
(
∂1ρ(t), . . . , ∂k+1ρ(t)

)
=

k+1∑
i=1

(−1)i+1∂i

(
αρ(t)

((
∂ℓρ(t)

)
ℓ<i
,
(
∂ℓρ(t)

)
ℓ>i

))
,

qui résulte de (4), de la formule de la moyenne et du théorème de Fubini : en effet,
en notant par exemple α

(
∂1ρ(t), . . . , ∂kρ(t)

)
:= αρ(t)

(
∂1ρ(t), . . . , ∂kρ(t)

)
,∫

∂ρ1
i

α−
∫
∂ρ0

i

α

=
∫

[0,1]k

(
α
(
∂sj ρ

(
(sℓ)ℓ<i , 1, (sℓ)ℓ>i

))
16j6k

− α
(
∂sjρ

(
(sℓ)ℓ<i , 0, (sℓ)ℓ>i

))
16j6k

)
ds

=
∫

[0,1]k

∫ 1

0

∂τα
(
∂sj ρ

(
(sℓ)ℓ<i , τ, (sℓ)ℓ>i

))
16j6k

dτ ds

=
∫

[0,1]k+1
∂iα

((
∂ℓρ(t)

)
ℓ<i
,
(
∂ℓρ(t)

)
ℓ>i

)
, dt

en posant t :=
(
(sℓ)ℓ<i , τ, (sℓ)ℓ>i

)
. Naturellement, le « miracle » est que le second

membre de (6) ne dépende que des ∂jρ(t) ; il se vérifie en se ramenant par une carte
au cas où M est un ouvert U de Rn et en utilisant le fait qu’alors ∂i∂ℓρ = ∂ℓ∂iρ.

4

3 Valide lorsque ρ est une application C2 à valeurs dans M définie sur un ouvert ou un « ouvert
à coins » de Rk , par exemple [0, 1]k .
4 Dans ce cas, α s’identifie à une application de U dans Lk

alt(Rn, R) (sa seconde

composante) et dα : U → Lk+1
alt (Rn, R) est donnée par dα(x)(v1, . . . , vk+1) =Pk+1

i=1 (−1)i+1Dα(x)(vi )
`
(vℓ)ℓ<i , (vℓ)ℓ>i

´
, x ∈ U, v1, . . . , vk+1 ∈ Rn.
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52 M. CHAPERON

Cette définition de la différentielle extérieure n’est pas trop intrinsèque, mais elle
a le mérite de montrer qu’une k-forme est faite pour être intégrée sur des objets de
dimension k , la différentiation extérieure apparaissant comme duale (« cobord »)
du « bord orienté » ∂ grâce à la formule de Stokes5 (4) – qui généralise (3) et
entrâıne à peu de frais les autres « formules de Stokes ».

Il résulte aussitôt des définitions de l’image inverse et de la différentielle
extérieure que

(7) d(g∗β) = g∗dβ

pour toute application différentiable g : M → N entre variétés et toute forme
différentielle β sur N .

Par ailleurs, pour toute k-forme différentielle α sur M ,

(8) ddα = 0.

En effet, l’intégrale de ddα sur tout rectangle paramétré ρ : [0, 1]k+2 → M est
nulle car

∫
ρ

ddα =
k+2∑
i=1

(−1)i+1
(∫

∂ρ1
i

dα−
∫
∂ρ0

i

dα
)

=
k+2∑
i=1

(−1)i+1
(∫

∂∂ρ1
i

α−
∫
∂∂ρ0

i

α
)
,

autrement dit

∫
ρ

ddα =
k+2∑
i=1

(−1)i+1
k+1∑
j=1

(−1)j+1
( ∫

∂(∂ρ1
i
)1
j

α−
∫
∂(∂ρ1

i
)0
j

α−
∫
∂(∂ρ0

i
)1
j

α+
∫
∂(∂ρ0

i
)0
j

α
)
,

somme où « chaque face de dimension k de ρ apparâıt deux fois et avec des signes
opposés6 » car

∂(∂ρℓi )
m
j = ∂(∂ρm

j )ℓi−1, 1 6 j < i 6 k + 2, ℓ,m ∈ {0, 1}.

Une forme différentielle β est fermée lorsque dβ = 0 ; elle est exacte quand elle est
la différentielle extérieure β = dα d’une forme différentielle, appelée une primitive
de β et évidemment unique à l’addition d’une forme fermée près7 ; la formule (8)
affirme donc que toute forme exacte est fermée.

5 Whitney a même construit la théorie des formes différentielles à partir de là [25].
6 Si k = 1, ces faces correspondent aux arêtes du cube [0, 1]3.
7 Quand on parle d’additionner deux sections α et β d’un fibré vectoriel E , c’est bien sûr
d’addition dans chaque fibre qu’il s’agit, c’est-à-dire que (α + β)(x) = α(x) + β(x) dans Ex .
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EN SOUVENIR DE PAULETTE LIBERMANN (2) 53

Flots, dérivée et crochet de Lie

Flots et dérivée de Lie

À tout champ de vecteurs différentiable X sur la variété M on associe son flot
ou (pseudo)groupe à un paramètre g t

X , défini de la manière suivante : pour tout
a ∈ M , l’application t 7→ g t

X (a) est le chemin dans M solution maximale (c’est-à-
dire définie sur un intervalle aussi grand que possible) de l’équation différentielle
ẋ = X (x) (« courbe intégrale8 de X ») passant par a au temps t = 0.

La théorie des équations différentielles entrâıne que le domaine de définition de
gX : (t, a) 7→ g t

X (a) est un ouvert de R×M et que gX est aussi différentiable que
X ; il est clair que g s

X

(
g t

X (a)
)

= g s+t
X (a) lorsque le premier membre a un sens ou,

ce qui revient au même, pour a ∈ dom(g t
X ) ∩ dom(g s+t

X ) ; en particulier, puisque
g 0

X = idM , chaque g t
X est un difféomorphisme de l’ouvert dom g t

X ⊂ M sur l’ouvert
dom g−t

X , et (g t
X )−1 = g−t

X .

Si X est à support compact, les solutions de ẋ = X (x) ne peuvent pas « partir à
l’infini en un temps fini », donc dom gX = R×M et gX est une action différentiable
du groupe additif R sur M , c’est-à-dire que t 7→ g t

X est un homomorphisme de R
dans le groupe des difféomorphismes de M sur elle-même ; en pareil cas, on dit que
X (ou son flot) est complet.

La dérivée de Lie d’un champ de tenseurs9 τ sur M par rapport à X est par
définition

(9) LX τ :=
d

dt
g t ∗

X τ
∣∣∣
t=0

,

qui est un champ de tenseurs de même nature que τ ; par exemple, la dérivée de
Lie d’une fonction réelle f sur M est la fonction réelle sur M produit (intérieur) ou
contraction df (X ) de df par X :

LX f = df (X ) : x 7→ dx f (Xx).

Pour k > 0, la dérivée de Lie d’une k-forme différentielle α sur M vérifie la formule
de Cartan10

(10) LXα = d(αX ) + (dα)X ,

où αX et (dα)X désignent11 les produits intérieurs (ou contractions) x 7→ αxXx et
x 7→ (dαx)Xx de α et dα par X ; la preuve est très facile : quels que soient x ∈ M
et (v1, . . . , vk) ∈ TxM , il existe ρ1 : (Rk , 0) → (M , x) telle que vj = ∂jρ1(0),
et il suffit de prendre ρ(t) := g t1

X ◦ ρ1(t2, . . . , tk+1) et t = 0 dans (6). Voici une
application importante :

8 Terminologie en léger conflit avec celle de « variété intégrale » [11], puisqu’il s’agit ici de
courbes paramétrées.
9 Ici, forme différentielle de degré k ou, comme un peu plus loin, champ de vecteurs.
10 Il ne fait aucun doute qu’elle était connue et utilisée par Élie [5] mais, comme beaucoup de
notions primitives, la dérivée de Lie a mis assez longtemps à être reconnue comme telle et c’est
Henri qui a écrit (10) sous cette forme. On peut, si l’on y tient, la prendre comme définition –
intrinsèque mais incompréhensible – de la différentielle extérieure.
11 Avec les notations introduites quand nous avons écrit le système de Cartan de Jk (Rn, Rp).

SMF – Gazette – 123, janvier 2010



54 M. CHAPERON

Lemme de Poincaré
Toute forme différentielle fermée α de degré k > 1 sur M est localement exacte :
chaque a ∈ M a un voisinage ouvert Ω tel que α|Ω soit exacte.

En effet, si Ω est le domaine d’une carte ϕ nulle en a ayant pour image une
boule B de Rn, soit X le champ de vecteurs sur Ω image inverse par ϕ du champ
radial Yy := y sur B ; pour tout x ∈ Ω, les g t

X (x) = ϕ−1
(
etϕ(x)

)
avec t 6 0 sont

bien définis et, d’après (10), puisque dα = 0,

αx = (g 0 ∗
X α)x = (g 0 ∗

X α)x − lim
t→−∞(g t ∗

X α)x =
∫ 0

−∞

d

dt
(g t ∗

X α)x dt

=
∫ 0

−∞
(g t ∗

X LXα)x dt =
∫ 0

−∞

(
g t ∗

X d(αX )
)
x
dt =

∫ 0

−∞
d

(
g t ∗

X (αX )
)
x
dt

=
(
d

∫ 0

−∞
g t ∗

X (αX ) dt
)

x
,

la dernière intégrale s’entendant dans chaque fibre12.

Cohomologie de de Rham
Pour k > 0, le quotient de l’espace vectoriel des formes fermées de degré k sur
M par l’espace vectoriel des formes exactes de degré k est le k-ième espace de
cohomologie de de Rham Hk(M ,R) ; une forme k-linéaire alternée sur un espace de
dimension < k étant nulle, Hk(M ,R) = {0} pour k > dim M ; on note H0(M ,R)
l’espace des fonctions localement constantes sur M et H•(M ,R) :=

⊕
k>0

Hk(M ,R).

Images réciproques de champs de vecteurs, crochet de Lie

Étant donnée une application différentiable h : M → N entre variétés, une image
réciproque d’un champ de vecteurs Y sur N par h, si elle existe, est un champ de
vecteurs X sur M tel que h « envoie les courbes intégrales de X sur celles de
Y », c’est-à-dire que h ◦ g t

X = g t
Y ◦ h ; cette relation étant vérifiée pour t = 0,

elle est équivalente à celle obtenue en la dérivant par rapport au temps, qui s’écrit
Txh(Xx ) = Yh(x) pour tout x ∈ X ; on voit donc que si h est étale, c’est-à-dire
que tous les Txh sont des isomorphismes, Y a une unique image réciproque par h,
notée h∗Y et donnée par la formule

(h∗Y )x = (Txh)−1Yh(x).

La formule (7) a donc un sens lorsque τ est un champ de vecteurs Y sur M , et13

LXY = [X ,Y ],

crochet de Lie des champs de vecteurs X et Y , tel que

L[X ,Y ]f = LXLY f − LYLX f

pour toute fonction réelle f sur M .
L’identité de Jacobi

[
[X ,Y ],Z

]
+

[
[Y ,Z ],X

]
+

[
[Z ,X ],Y

]
= 0, qui fait des

champs de vecteurs C∞ sur M l’archétype des algèbres de Lie, s’en déduit.

12 On peut trouver rassurant de se placer dans la carte ϕ en prenant comme variable s = et .
13 Propriété de « dérivation d’un produit » LXLY f = LLX Y f + LYLX f .
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EN SOUVENIR DE PAULETTE LIBERMANN (2) 55

D’après la formule de dérivation d’un produit et (9), quelles que soient la fonc-
tion f , le champ de tenseurs τ , les champs de vecteurs X ,Y et la forme différentielle
α de degré k > 0 sur M , on a

(11)
LX (f τ) = (LX f )τ + f LX τ
LX (αY ) = (LXα)Y + αLX Y

= d(αX )Y + (dα)XY + α[X ,Y ].

Si ϕ est une carte de M à valeurs dans Rn et que, pour tout champ de vecteurs X
sur M et tout x ∈ imϕ, on note Xϕ(x) := Txϕ(Xϕ−1(x)) ∈ TxRn = Rn,

(12) [X ,Y ]ϕ(x) = DYϕ(x)Xϕ(x)− DXϕ(x)Yϕ(x).

Applications de la formule de Cartan chez Paulette Libermann

Transformations de contact infinitésimales

Soit α une forme de contact sur une variété V , ce qui signifie, rappelons-le,
que TxM = kerαx ⊕ ker dαx pour tout x ∈ V ; soit K la structure de contact
Kx := kerαx associée. Une transformation de contact infinitésimale ou champ de
Lie de K est un champ de vecteurs X sur V dont le flot g t := g t

X préserve K,
c’est-à-dire que Txg

t(Kx ) = Kg t (x) pour tout (t, x) ∈ dom gX : on dit que les g t

sont des transformations de contact ou automorphismes (locaux) de K.

Théorème de Libermann14

Sous ces hypothèses, un champ de Lie X est déterminé par son hamiltonien −αX
par rapport à α, et toute fonction réelle F de classe C 2 sur V est le hamiltonien
d’un champ de Lie15 XF de classe C 1. En particulier, si α est C∞, l’application
F 7→ XF est un isomorphisme de C∞(V ,R) sur l’espace des champs de Lie C∞

de K, isomorphisme dont l’inverse est X 7→ −αX.

En effet, X est un champ de Lie si et seulement si son flot g t vérifie (g t∗α)x =
µt(x)αx pour tout x ∈ dom g t , ce qui (après dérivation par rapport à t) se traduit
par LXα = λα, où λ est une fonction réelle sur V ; d’après (10), les relations entre
X et F := −αX sont donc données pour chaque x ∈ V par les deux équations

−αxXx = F (x)(13)

−dxF + dαx Xx = λ(x)αx ;(14)

si Xx = Yx + Zx dans la décomposition TxV = Kx ⊕ ker dαx , (13) détermine Zx

connaissant F (x) et vice versa puisque αx |ker dαx est un isomorphisme ; quant à
(14), elle s’écrit

−dxF |ker dαx = λ(x)αx |ker dαx

dxF |Kx = (dαx Yx)|Kx ;

14 L’ayant toujours [10] attribué à Sophus Lie, j’ai failli demander qui était ce Bermann la
première fois qu’on en a crédité à juste titre [19] Paulette Libermann en ma présence.
15 Le groupe des automorphismes de K est donc énorme, les XF avec F à support compact (par
exemple) étant complets.
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la première équation détermine λ(x) connaissant dxF |ker dαx et vice versa, et la
seconde détermine Yx connaissant dxF |Kx et vice versa, la forme bilinéaire non
dégénérée dαx |(Kx )2 induisant l’isomorphisme v 7→ (dαxv)|Kx de Kx sur son dual.

Application : théorie locale des équations aux dérivées partielles du premier ordre

Sous ces hypothèses, on se donne F : V → R et l’on pose E := F−1(0). Deux
observations préalables :

i) comme il n’y a pas de forme bilinéaire alternée non dégénérée sur un espace
de dimension impaire, V est de dimension impaire 2n + 1 ;

ii) une variété intégrale W de K est de dimension au plus n ; en effet, si
ι : W →֒ V est l’inclusion, la relation ι∗α = 0 exprimant que W est intégrale
entrâıne que ι∗dα = d(ι∗α) = 0, c’est-à-dire que chaque espace tangent TxW est
inclus dans son orthogonal pour la forme bilinéaire non dégénérée dαx |(Kx )2 , d’où
dimTxW 6 2n−dimTxW ; les variétés intégrales de dimension n sont les variétés
de Legendre de K.

Pour tout x ∈ E ,

iii) la preuve précédente montre que X = XF est nul en x si dxF = 0, puis-
qu’alors Yx = Zx = 0 ;

iv) il résulte de (13)–(14) et de l’antisymétrie de dαx que dxF (Xx ) = 0, donc
que XF est tangent en x à E pour dxF 6= 0 (car F est alors une submersion dans
un voisinage ouvert U de x , donc U ∩ E est une sous-variété de codimension 1
ayant ker dxF pour espace tangent en x) ;

v) on déduit de (13) que Xx appartient à Kx .

Les points (iii)–(iv) impliquent que l’on a g t
X (E ∩ dom g t

X ) ⊂ E pour tout t ; le
point (v), joint au fait que les g t

X préservent K, entrâıne donc les faits suivants :

vi) pour toute variété intégrale W0 ⊂ E de K et tout a ∈ W0 où Xa 6∈ TaW0,
il existe un ouvert Ω ∋ (0, a) de R ×W0 tel que l’application j : Ω → E définie
par j(t, x) := g t

X (x) soit un difféomorphisme sur une variété intégrale W de K, qui
vérifie donc dim W = dim W0 + 1 ;

vii) cela impose dimW0 < n d’après (ii) ; par conséquent, une solution
géométrique de l’équation aux dérivées partielles généralisée E , c’est-à-dire une
variété de Legendre L contenue dans E , vérifie Xx ∈ TxL pour tout x ∈ L ;

viii) si dimW0 = n − 1 (on dit alors que (E ,W0) est un problème de Cauchy
généralisé, bien posé au point a), alors W est une solution géométrique de E ;

ix) réciproquement, d’après (vii), toute solution géométrique W de E s’obtient
de cette manière au voisinage de chaque a ∈ W où Xa n’est pas nul (il suffit de
prendre pour W0 une hypersurface de W passant par a avec Xa /∈ TaW0) ; il y a
donc existence et unicité locales de la solution d’un problème de Cauchy généralisé
bien posé.

Si V = J1(Rn,R) et K = K1(Rn,R) et que, en notant (t, x) ∈ R × Rn−1 les
points de Rn, l’équation E est de la forme ∂ty = g(t, x , y , ∂xy), un problème
de Cauchy bien posé classique est la donnée de la valeur y0(x) de la fonction
inconnue pour t = 0 ; cela détermine bien la donnée de Cauchy généralisée
W0 =

{(
0, x , y0(x), g(0, j1x y0),Dy0(x)

)} ⊂ E , qui définit en chacun de ses points
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un problème bien posé dont les solutions locales généralisées W sont des sec-
tions holonomes de la projection-source J1(Rn,R) → Rn contenues dans E , jets
d’ordre 1 des solutions locales du problème de Cauchy.

Champs hamiltoniens sur une variété symplectique

Paulette Libermann n’est pas non plus étrangère [19] à leur définition in-
trinsèque. Une variété symplectique est le couple formé d’une variété V et
d’une forme symplectique sur V , c’est-à-dire une 2-forme fermée ω telle que les
ωx ∈ L2

alt(TxV ,R) soient toutes non dégénérées (la dimension de V est donc
paire). Un champ de vecteurs X sur V est alors dit symplectique lorsque son flot
g t = g t

X préserve ω, c’est-à-dire que g t ∗ω = ω dans dom g t pour tout t (les g t

sont donc des transformations symplectiques de ω). Comme cette relation est
vérifiée automatiquement si t = 0, cela revient à dire que 0 = d

dt g
t ∗ω = g t∗LXω

pour tout t, c’est-à-dire que LXω = 0 ; du fait que ω est fermée, cela équivaut
d’après (10) à ce que la forme de Pfaff ωX soit fermée.

Lorsqu’elle est exacte, ωX = dH , on dit que X est hamiltonien et que la fonction
H est un hamiltonien de X ; il détermine X , et chaque fonction réelle H sur V
est le hamiltonien d’un unique champ hamiltonien XH : en effet, pour chaque
x ∈ V , l’équation ωxv = dxH a une unique solution v ∈ TxV puisque ωx est non
dégénérée. Le groupe des transformations symplectiques (globales) de ω est donc
lui aussi énorme, puisqu’il contient les g t

XH
avec H à support compact.

Comme LXH
H = dH(XH) = ω(XH ,XH) = 0, le flot de X = XH préserve H ,

c’est-à-dire que H
(
g t

X (x)
)

= H(x) pour tout (t, x) ∈ dom gX (« conservation de
l’énergie ») ; on dit aussi que H est une intégrale première de XH . Puisque LXH

K =
dK (XH) = ω(XK ,XH) = −LXK

H quelles que soient les fonctions réelles H et K
sur V , le crochet de Poisson {H ,K} := LXH

K (« parenthèses de Poisson ») est
antisymétrique ; on en déduit la version hamiltonienne (triviale mais éminemment
utile) d’un théorème d’Emmy Noether : si « XK est une symétrie infinitésimale de
H », c’est-à-dire que H est une intégrale première de XK , alors K est une intégrale
première de XH . Le crochet de Poisson relève aux fonctions le crochet de Lie des
champs de vecteurs16 en ce sens que X{H,K} = [XH ,XK ] ; il vérifie (donc) l’identité
de Jacobi, munissant C∞(V ,R) d’une structure d’algèbre de Lie si ω est C∞.

Le cas « concret » étudié depuis Lagrange au moins [20] est celui où V est le
fibré cotangent (« espace des phases ») T ∗M d’une variété (« espace des configu-
rations ») M , muni de sa structure symplectique canonique ωM , unique 2-forme sur
T ∗M dont l’image inverse par la projection J1(M ,R)→ T ∗M est la différentielle
extérieure de la forme de contact canonique dy0 − y1 dx définissant K1(M ,R).

16 On peut de même, si α est une forme de contact, relever le crochet de Lie des champs de Lie
aux fonctions réelles par (l’inverse de) l’isomorphisme X 7→ αX , le crochet obtenu étant dit de
Lagrange, semble-t-il.
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Courbure

Courbure d’une connexion

Si H est une connexion sur une submersion
E
↓ π
B

, tout champ de vecteurs X

défini sur un ouvert U ⊂ B se relève en un unique champ de vecteurs X̃ sur π−1(U)
horizontal en tout point a, donné par X̃a = (Taπ|Ha)−1Xπ(a). Un fait remarquable
de la nature est que, si Y est un autre champ de vecteurs sur U, la composante
verticale ([X̃ , Ỹ ]a)V du crochet de Lie [X̃ , Ỹ ], en chaque point a ∈ π(U), ne dépend

que de X̃a, Ỹa ∈ Ha, c’est-à-dire de Xπ(a),Yπ(a) ∈ Tπ(a)B ; on définit donc une
application bilinéaire alternée Ra : Tπ(a)B × Tπ(a)B → Va, le tenseur de courbure
de H au point a, par la formule

(15) Ra(Xπ(a),Yπ(a)) := ([X̃ , Ỹ ]a)V .

Si Γ est l’application de Christoffel de H dans une carte fibrée ϕ̃ de π au-dessus de
la carte ϕ de B, on déduit de (12) que, en posant z := ϕ̃(a) et xj := Tπ(a)ϕ(vj),

(16) Ra(v1, v2) = DΓ(z)
(
x2,−Γ(z)x2

)
x1 − DΓ(z)

(
x1,−Γ(z)x1

)
x2,

ce qui prouve notre « fait de la nature » (voir le paragraphe suivant pour un
argument plus joli).

Quand E est un fibré vectoriel de base B, l’identification de Va à la fibre Eπ(a)

identifie Ra à un élément de L2
alt(Tπ(a)B,Eπ(a)) ; en particulier, si E = TB, on se

trouve dans la situation peut-être déjà un peu plus familière17 où Ra est à valeurs
dans Tπ(a)B. Si E est un fibré affine, elle est à valeurs dans l’espace vectoriel
~Eπ(a) sous-jacent à la fibre. Plus généralement, lorsque E est un fibré principal de
groupe structural G , la donnée de a permet d’identifier Eπ(a) à G par l’inverse de la
bijection G ∋ g 7→ ga, donc d’identifier Va à l’algèbre de Lie de G (l’espace tangent
g := T1G à G en l’élément neutre 1) par l’inverse de la différentielle au point 1 de
la bijection précédente ; dans cette identification, on a donc Ra ∈ L2

alt(Tπ(a)B, g),
ce qui apparâıt bien sûr dans [18].

« Courbure » d’un système de Pfaff

Si P est un système de Pfaff18 sur une variété V , on peut remplacer dans ce
qui précède l’espace vertical « concret » Va par sa version « abstraite »

νPa := TaV /Pa

17 Pour un fibré vectoriel général, lorsque H est linéaire, c’est-à-dire quand le transport parallèle
d’un temps à un autre le long de n’importe quel chemin l’est – ce qui revient à dire que les
applications de Christoffel Γ(x , y) dans les cartes de fibré vectoriel sont linéaires par rapport à y
–, il résulte de (16) que la courbure Ra dépend linéairement de a vu comme élément de Eπ(a) ;

en notant b = π(a), Ra(v, w) est donc la valeur au point (a, v,w) ∈ Eb × TbB × TbB d’une
application trilinéaire Rb à valeurs dans Eb ; si E = TB, le monstre familier de la géométrie
riemannienne [22] est la forme quadrilinéaire (TbB)4 ∋ (a, v, w, h) 7→ Rb(a, v, w) · h (produit
scalaire).
18 C’est-à-dire un sous-fibré vectoriel du fibré tangent TV , les cas stupides de TV et de sa section
nulle étant exclus.
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(ce qui définit un fibré vectoriel νP de base V , le fibré normal à P) et noter v 7→ vν
la projection canonique TaV → νPa. Le fait de la nature précédent se généralise :
on définit le « tenseur de courbure » Ra ∈ L2

alt(Pa, νPa) du système de Pfaff P au
point a ∈ V par la formule

(17) Ra(Xa,Ya) := ([X ,Y ]a)ν ,

où X ,Y varient parmi les sections du fibré vectoriel P au-dessus d’ouverts U ∋ a
de V (champs de vecteurs sur U vérifiant Xx ,Yx ∈ Px ou, de manière équivalente,
(Xx)ν = (Yx)ν = 0 pour tout x).

Pour démontrer notre « fait de la nature », on peut considérer localement
P comme une connexion19 et utiliser (16) ou, de manière plus élégante, re-
marquer que si l’on multiplie par exemple Y par une fonction réelle f définie
au voisinage de a, (11) donne [X , fY ]a = f (a)[X ,Y ]a + Lx f (a)Ya et donc
([X , fY ]a)ν = f (a)([X ,Y ]a)ν puisque (Ya)ν = 0, d’où ([X , fY ]a)ν = ([X ,Y ]a)ν si
f (a) = 1.

Proposition. Pour toute variété intégrale W de P , le tenseur de courbure Ra est
identiquement nul sur TaW × TaW quel que soit a ∈W.

En effet, si X ,Y sont des champs de vecteurs sur un voisinage de a dans W , il est
facile de les étendre localement en des sections X̄ , Ȳ de P définies au voisinage
de a dans V ; par définition, X̄a = Xa, Ȳa = Ya et de plus, puisque, près de a, les
flots de X̄ et de X cöıncident sur W , on a [X̄ , Ȳ ]a = [X ,Y ]a ∈ TaW ⊂ Pa. On
en déduit que Ra(Xa,Ya) = Ra(X̄a, Ȳa) = ([X̄ , Ȳ ]a)ν = ([X ,Y ]a)ν = 0, d’où la
proposition puisque (Xa,Ya) peut être n’importe quel couple de vecteurs tangents
à W en a.

Définition. Un élément intégral de P en a ∈ V est un candidat plausible pour
être l’espace tangent en a à une variété intégrale de P , c’est-à-dire un sous-espace
vectoriel Ia de Pa tel que Ra|Ia×Ia = 0.

Le théorème de Cartan-Kähler pour les systèmes de Pfaff20 affirme que, dans le
cas analytique, tout élément intégral « générique » Ia de P est bien de la forme
Ia = TaW pour au moins une variété intégrale (analytique) W de P . Voici deux
exemples extrêmes où ce résultat général est inutile.

Exemple 1. - Systèmes de Pfaff complètement intégrables

Ce sont les systèmes de Pfaff P tels que Ra = 0 pour tout a ∈ V (autrement
dit, Pa est un élément intégral). Par exemple, le système de Pfaff V défini par les
espaces verticaux d’une submersion est complètement intégrable (et complètement
intégré, les fibres en étant des variétés intégrales). Une connexion complètement
intégrable est parfois dite plate puisque sa courbure est partout nulle.

19 Voir la preuve du théorème de Frobenius un peu plus loin.
20 Plus Cartan que Kähler dans ce cas [2] ; il est assez sidérant qu’Élie Cartan, à partir de trois
exemples, ait pu chercher à établir un résultat aussi général et voir comment « coincer » la variété
intégrale cherchée.
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Théorème de Frobenius. Si un système de Pfaff P sur V est complètement
intégrable, il existe bien, pour tout a ∈ V , une variété intégrale W de P telle
que TaW = Pa (et donc, pour des raisons de dimension, TxW = Px pour tout
x ∈W si W est connexe) ; en outre, cette variété intégrale est localement unique :
si W ′ en est une autre, il existe un voisinage ouvert U de a dans V tel que
W ∩ U = W ′ ∩ U (on dit que W et W ′ ont le même germe21 en a).

À partir de là, on voit que la relation « il existe une variété intégrale connexe
de P contenant a et a′ » entre points a, a′ de V est une relation d’équivalence,
dont les classes d’équivalence s’appellent les feuilles du feuilletage de V défini
par P ; elles héritent de leur définition une structure de variété connexe (in-
jectivement immergée) de même dimension que les Pa, mais ce ne sont pas
des sous-variétés (plongées) en général. Même pour dimPa = 1 (« champ de
droite », toujours complètement intégrable22 puisque les Ra sont alternées),
l’étude globale des feuilletages est un sujet très difficile où, après Ehresmann et
Reeb, se sont illustrés entre autres Haefliger, Novikov, Thurston et, dans le cas des
champs de droites, tous les grands noms des systèmes dynamiques depuis Poincaré.

Structure locale du feuilletage défini par un système de Pfaff complètement
intégrable. Pour tout a ∈ V , il existe des ouverts U ⊂ Rn, U ′ ⊂ Rp et une carte
(« famille de plaques ») ψ de V avec a ∈ domψ et imψ = U × U ′ telle que le
feuilletage de domψ défini par P ait pour feuilles les ψ−1(U×{y0}) avec y0 ∈ U ′ ;
chacune de ces feuilles locales (« plaques ») est évidemment contenue dans une
des feuilles du feuilletage global, mais celle-ci peut revenir couper domψ suivant
d’autres plaques, dont la réunion peut même être dense23 dans domψ.

Preuve à la Dieudonné [12] du théorème de Frobenius et de l’existence de familles
de plaques. Soit ϕ une carte quelconque de V en a ; en la composant avec une
translation et une permutation des coordonnées, on peut supposer qu’elle est à
valeurs dans Rn × Rp , que ϕ(a) = 0 et que Taϕ(Pa) est horizontal, c’est-à-dire
supplémentaire de l’espace vertical {0} × Rp de la projection π : (x , y) 7→ x . En
restreignant domϕ, il en résulte que tous les Hϕ(z) := Tzϕ(Pz ) sont horizontaux,
donc qu’il existe une application de Christoffel Γ : imϕ → L(Rn,Rp), telle que
H(x,y) soit le graphe de −Γ(x , y) pour tout (x , y) ∈ imϕ. Les variétés intégrales

de dimension maximale de P dans domϕ sont les images par ϕ−1 de celles de
la connexion H ainsi définie, lesquelles sont localement les graphes des solutions
y = f (x) de l’équation « aux différentielles totales »

(18)
dy

dx
+ Γ(x , y) = 0;

21 Au début, Ehresmann utilisait ici aussi le mot jet, peu recommandable dans ce cas hors du
cadre analytique.
22 La théorie inclut donc l’étude des orbites ou lignes de champ d’un champ de vecteurs X sur
V (en considérant le champ de droites x 7→ RXx sur l’ouvert de V où X ne s’annule pas), images
de ses courbes intégrales.
23 Si α est un nombre irrationnel, les orbites du champ de vecteurs constant Xx := (1, α) ∈
R2 = Tx T2 sur le tore T2 = R2/Z2 sont toutes denses.

SMF – Gazette – 123, janvier 2010



EN SOUVENIR DE PAULETTE LIBERMANN (2) 61

si une telle solution f prend la valeur y0 en 0, pour tout x ∈ Rn tel que le segment
[0, x ] soit contenu dans dom f , il en résulte que f (tx) est pour 0 6 t 6 1 la valeur

R t(x , y0) au temps t de la solution de l’équation différentielle
dy

dt
+ Γ(tx , y)x = 0

qui vaut y0 pour t = 0. Comme R t(x , y0) existe pour tout t si x = 0, la théorie
des équations différentielles [9] nous dit qu’il existe des boules ouvertes U ⊂ Rn et
U ′ ⊂ Rp de centre 0 telles que, pour x ∈ U, l’application y0 7→ R1(x , y0) soit un
difféomorphisme de U ′ sur un ouvert de Rp ; bref, h : (x , y0) 7→

(
x ,R1(x , y0)

)
est

un difféomorphisme de U × U ′ sur un ouvert de U × Rp .

Il reste donc simplement à vérifier que, pour tout y0 ∈ U ′, l’unique candidate
f : x 7→ R1(x , y0) à être dans U la solution de (18) qui vaut y0 pour x = 0
est bien solution de (18) : on obtiendra la famille de plaques ψ := h−1 ◦ ϕ et,
pour y0 = 0, le théorème de Frobenius. Or, en dérivant par rapport à x l’identité
∂
∂t f (tx) + Γ

(
tx , f (tx)

)
x = 0 et en utilisant (16), on voit que t 7→ tDf (tx) et

t 7→ −tΓ
(
tx , f (tx)

)
vérifient la même équation différentielle sur [0, 1] et prennent

la même valeur 0 ∈ L(Rn,Rp) en t = 0, donc sont égales, d’où le résultat cherché
pour t = 1.

Remarques
Pour les champs de droites, ce n’est rien d’autre que la théorie des équations
différentielles « dépendant du temps ». La construction effectuée en général (avant
la vérification finale, qui utilise la nullité de la courbure) est une version locale de la
démonstration [11] du théorème d’Ehresmann. La nullité de la courbure est imposée
par la symétrie de la dérivée seconde des solutions de (18). Un des mérites de la
preuve de Dieudonné est qu’elle marche en dimension infinie.

Exemple 2. - Champs d’hyperplans et structures de contact

Si α est une forme de Pfaff partout non nulle sur V et que Kz := kerαz , la
courbure au point z du système de Pfaff K s’identifie à −dαz |Kz par l’isomorphisme
de νKz = TzV /Kz sur R induit par αz .

En effet, quelles que soient les sections locales X ,Y du fibré vectoriel K au
voisinage de z, on a αX = αY = 0, et donc αz [Xz ,Yz ] = −dαz(Xz ,Yz) d’après
(11).

Une structure de contact est donc « complètement non intégrable », sa courbure
étant en tout point une forme bilinéaire non dégénérée.

La structure de contact canonique K = K1(M ,R) de J1(M ,R) est une
connexion sur le fibré trivial J1(M ,R) = T ∗M × R de base T ∗M , donc a une
« application de Christoffel » intrinsèque : en notant comme les mécaniciens
x = (q, p) (p ∈ T ∗

q M) les points de T ∗M et z = (q, p, y) ceux de J1(M ,R),
chaque Kz est défini par l’équation dy = p dq, donc est le graphe de la forme
linéaire p dq sur Tx(T ∗M) ; la forme de Pfaff λ = λM sur T ∗M donnée par
λx = p dq s’appelle la forme de Liouville de T ∗M .

La courbure de la connexion K1(M ,R) sur le fibré trivial J1(M ,R) = T ∗M × R
de base T ∗M s’identifie donc à la 2-forme dλM sur T ∗M : on retrouve la forme
symplectique canonique ωM = −dλM sur T ∗M.
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Remarques

Pour obtenir les équations de Hamilton sous leur forme historique, on a le choix
entre nos conventions de signe et celles de [20], selon lesquelles ωM = dλM et
ωMXH = −dH .

Toute application étale g entre ouverts de M se relève en l’application T ∗g de
T ∗ dom g sur T ∗ im g donnée par T ∗g(q, p) :=

(
g(q), p ◦ (Tqg)−1

)
, évidemment

symplectique (elle préserve la forme de Liouville) ; si X est un champ de vecteurs
sur M , chaque T ∗g t

X est le temps t du flot du champ de vecteurs hamiltonien
qui a pour hamiltonien K (q, p) = pXq ; les intégrales premières de la mécanique
classique obtenues en appliquant le « théorème de Noether hamiltonien » sont en
général de tels K .

Étant donné un système de Pfaff P sur V , soit P⊥ le sous-fibré vectoriel de
T ∗V dont la fibre au-dessus de x est formée des ξ ∈ T ∗

x V nulles sur Px . Pour tout
a ∈ V , il existe r sections α1, . . . , αr de P⊥ au-dessus d’un ouvert U ∋ a telles
que α(x) :=

(
α1(x), . . . , αr (x)

)
soit une base de P⊥x pour tout x ∈ U ; autrement

dit, α(x) induit un isomorphisme de νPx sur Rr qui, comme pour r = 1, identifie
Rx à −dα(x)|P2

x
= −(

dα1(x), . . . , dαr (x)
)|P2

x
∈ Lalt(Px ,Rr ).

Il résulte du lemme de transversalité de Thom que « presque toute » forme de
Pfaff sur une variété de dimension impaire est une forme de contact en dehors
d’une hypersurface24. En revanche, il est clair que, sauf ceux qui sont définis
par une submersion et les champs de droites, les systèmes de Pfaff ne sont
presque jamais complètement intégrables. Pourquoi donc consacrer tant d’efforts
à des objets aussi improbables ? Une réponse est qu’ils apparaissent de manière
plutôt robuste (malgré une certaine perte de régularité par perturbation) dans
le cas des feuilletages stable et instable d’un difféomorphisme d’Anosov – d’où,
semble-t-il, l’intérêt de Novikov ; une autre, très présente chez Élie Cartan et dans
[18], est que les objets les plus symétriques sont souvent les plus beaux et les
plus utiles ; en voici une illustration, supposant connue la cohomologie de de Rham :

La connexion « de Gauss-Manin » associée à une submersion propre et la mono-
dromie

On peut associer à toute submersion propre
E
↓ π
B

le fibré vectoriel H•E de base B

sur K = R ou C dont la fibre au-dessus de b est l’espace de cohomologie H•(Eb,K).
Pour voir que c’est bien un fibré vectoriel muni d’une connexion linéaire plate cano-
nique H, nous allons en construire25 un atlas {ϕ̃}ϕ∈Φ de fibré vectoriel tel que, en
notant Hϕ la connexion linéaire plate sur dom ϕ̃ dont l’application de Christoffel

dans la carte ϕ̃ est26 Γ = 0, les connexionsHϕ etHψ , cöıncident sur dom ψ̃∩dom ϕ̃

24 Lisse, voir par exemple [10] ; de même, la différentielle extérieure de « presque toute » forme
de Pfaff sur une variété M de dimension paire est symplectique en dehors d’une hypersurface,
forcément non vide si M est compacte sans bord.
25 En supposant pour simplifier les choses E paracompacte.
26 Plus simplement, ϕ̃ est une famille de plaques du feuilletage défini par Hϕ, qui nâıt donc

« tout intégrée » ; Élie Cartan nommait d’ailleurs connexion infinitésimale ce que nous appelons
connexion, ce dernier terme désignant une façon de « connecter » deux fibres Eb, Eb′ voisines –
pour une connexion (infinitésimale) ayant de la courbure, le résultat dépend, même localement,
de l’arc joignant b à b′ dans B le long duquel on effectue le transport parallèle.
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pour ϕ, ψ ∈ Φ ; on peut donc bien recoller les Hϕ en une connexion linéaire plate
H sur H•E .

Dans cette construction, Φ est l’atlas de B formé des cartes dont l’image est
une boule ouverte de centre 0 dans Rn. Une connexion sur π étant choisie, la
preuve du théorème d’Ehresmann montre qu’il existe pour chaque ϕ ∈ Φ une tri-
vialisation hϕ : π−1(domϕ)→ domϕ×Fϕ de π au-dessus de domϕ ; pour chaque
b ∈ domϕ, l’injection canonique ib : Eb →֒ π−1(domϕ) induit un isomorphisme
i∗b de H•(π−1(domϕ),K) sur H•(Eb,K), qui se « lit » à l’aide de hϕ comme l’iso-
morphisme j∗b de H•(domϕ× Fϕ,K) sur H•({b} × Fϕ,K

)
associé à l’inclusion27

jb : {b}×Fϕ →֒ domϕ×Fϕ. On peut donc associer à ϕ la carte ϕ̃ de H•E au-dessus
de ϕ, d’image imϕ×H•(π−1(domϕ),K), donnée par ϕ̃(b, c) :=

(
ϕ(b), (i∗b )−1c

)
,

c ∈ H•(Eb,K). Il est facile de vérifier que l’on obtient ainsi l’atlas de fibré vectoriel
et la connexion plate annoncés28.

Pour b ∈ B, le transport parallèle le long de chaque lacet γ dans B, de base
b, définit un automorphisme de H•Eb car la connexion est linéaire ; comme elle
est plate, cet automorphisme ne dépend que de la classe d’homotopie de γ ; on
définit ainsi un homomorphisme du groupe fondamental π1(B, b) dans le groupe
des automorphismes de H•Eb, la monodromie.

Torsion, connexion de Levi-Civita et variantes apparaissant dans la thèse

La torsion τa ∈ Lalt(TaM ,TaM) au point a ∈ M d’une connexion linéaire
sur une variété M (c’est-à-dire sur son fibré tangent) peut être définie rapide-
ment comme suit : pour toute surface paramétrée σ : (R2, 0) → (M , a), on a
τa

(
∂1σ(0), ∂2σ(0)

)
= D2∂1σ(0) − D1∂2σ(0), où D1∂2σ(s, t) := D

∂s
∂
∂tσ(s, t) et

D2∂1σ(s, t) := D
∂t

∂
∂s σ(s, t). Pour chaque métrique riemannienne sur M , il existe

une unique connexion linéaire sans torsion (« symétrique ») sur M et riemannienne,
c’est-à-dire telle que le transport parallèle du temps s au temps t le long d’un che-
min γ dans M soit toujours une isométrie de Tγ(s)M sur Tγ(t)M : c’est la connexion
de Levi-Civita. Son absence de torsion permet par exemple une preuve intrinsèque

du fait que les points critiques de la fonctionnelle d’action 1
2

∫ 1

0 ‖γ̇(t)‖2 dt sur l’es-
pace des chemins γ à extrémités γ(0), γ(1) fixées dans M sont des géodésiques,
solutions de l’équation D

dt γ̇(t) = 0.

Puisque le transport parallèle pour la connexion de Levi-Civita préserve le produit
scalaire, il induit un transport parallèle des repères orthonormés d’espaces tangents
à M , qui est celui d’une connexion sur le fibré des repères orthonormés, principale,
c’est-à-dire telle que le transport parallèle préserve l’action du groupe structural.
Dans la thèse [18] sont de même introduites des connexions plus ou moins cano-
niques sur les fibrés principaux considérés, utilisées beaucoup plus tard par divers
spécialistes.

27 L’isomorphisme inverse est p∗b , où pb(x , y) := (b, y), toute forme différentielle fermée α
sur dom ϕ × Fϕ telle j∗b α = 0 étant exacte : pour le voir, il suffit d’appliquer notre preuve
du lemme de Poincaré au champ X sur dom ϕ × Fϕ dont l’image par ϕ × idFϕ a pour flot

(x , y) 7→ `
b + et(x − b), y

´
.

28 Un trait subtil de cette construction est que le fibré H•E et la connexion sont K-analytiques
lorsque π l’est, contrairement aux trivialisations locales hϕ obtenues par partition de l’unité.
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En guise de conclusion

Naturellement, je n’ai fait qu’effleurer le sujet, mon ambition se bornant à donner
au lecteur une partie des moyens de se frayer un chemin dans les travaux de Paulette
Libermann, de son mâıtre Ehresmann et de leur mâıtre Élie Cartan. L’œuvre de
ce dernier n’est pas achevée : chaque génération en fait la glose à sa manière,
essayant d’en éclairer les zones d’ombre au risque d’en perdre le fil conducteur.
Ce n’est pas un des moindres mérites de Paulette Libermann d’avoir donné dans
le premier chapitre de sa thèse un aperçu bref mais substantiel de cette œuvre
dans le langage flambant neuf d’Ehresmann, fibrés, jets et connexions mais aussi
pseudogroupes et groupöıdes29, de nouveau très populaires [23, 24, 17] après un
temps d’oubli : ils avaient sans doute souffert de leur nom de groupes au rabais30

alors que, chez Lie ou Élie Cartan, les « groupes » sont souvent des pseudogroupes
– ceux-ci apparaissent déjà naturellement, nous l’avons vu, quand on considère le
flot d’un champ de vecteurs non complet (de même, ce qui tient lieu de groupe à un
paramètre pour les champs de vecteurs dépendant du temps est un « groupöıde à
deux paramètres », de sorte que beaucoup de scientifiques font des groupöıdes sans
le savoir !). C’est un des effets inévitables de la glose, dont les coups de projecteur
plongent un temps dans l’obscurité ce qui est pourtant inévitablement là31.

À Élie Cartan, je l’ai dit, on retourne sans cesse : son « problème d’équivalence »,
dont j’ai bien peu parlé malgré le titre de la thèse32, est devenu « méthode
d’équivalence » algorithmique [16], ce qui est réducteur mais correspond dans une
certaine mesure au contenu de [18] ; sa théorie de l’involution continue d’inspi-
rer Malgrange [21] après Kuranishi et bien d’autres [13, 1], tels Ehresmann, dont
les jets permettent une formulation intrinsèque des prolongements d’un système
différentiel.

29 Exemples typiques : les difféomorphismes entre ouverts d’une variété M forment un pseudo-
groupe, et même un groupöıde si l’on s’interdit de les composer lorsque le domaine du second
n’est pas exactement l’image du premier ; les germes aux points de M de tels difféomorphismes
locaux forment un groupöıde (on ne peut composer un germe f en a et un germe g en b que
si b = f (a)), ainsi que leurs jets d’ordre k (au point où l’on a « germifié ») ; lorsque M est
munie d’une structure supplémentaire, métrique riemannienne ou forme symplectique ou struc-
ture de contact, par exemple, les objets qui la préservent forment un sous-pseudogroupe ou un
sous-groupöıde du précédent ; l’exemple riemannien d’une sphère un peu cabossée au voisinage
d’un point mais bien ronde par ailleurs montre que ce pseudogroupe ou groupöıde peut être assez
irrégulier, étant apte à déceler des symétries locales qu’ignore le groupe des isométries globales
de notre sphère cabossée sur elle-même, en général trivial. Un objet fondamental de la théorie
des feuilletages est le groupöıde d’holonomie, qui généralise la monodromie.
30 Pour ne rien dire des horribles algébröıdes, qui semblent tout droit sorties d’un mauvais film
de science-fiction.
31 L’insistance sur les groupes abstraits, qui, si l’on en croit le dogme, n’agissent que sur eux-
mêmes avant qu’on les ait représentés, est évidemment pour beaucoup dans les ténèbres où l’on
a ainsi fini par rejeter les groupes de Lie historiques, pseudogroupes de transformations qu’il est
souvent malaisé d’abstraire de l’espace sur lequel ils agissent.
32 Il s’agit de trouver des critères pour que deux structures soient localement équivalentes, c’est-à-
dire se ramènent l’une à l’autre par changement de coordonnées locales ; naturellement, le langage
des variétés, que j’ai utilisé de bout en bout, ne privilégie aucun système de coordonnées a priori,
de sorte que « changement de coordonnées » doit être pris au sens de « difféomorphisme » – ce
jansénisme, même si je m’en moquais un peu dans [11], est totalement justifié par le fait que les
vrais problèmes ne peuvent pas dépendre du choix de coordonnées.
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Il serait sans doute temps, d’ailleurs, de retourner aussi à Ehresmann avant que
ses textes si concis ne deviennent inaccessibles aux générations éduquées aujour-
d’hui33 ; ainsi, la démonstration « du » théorème d’Ehresmann que j’ai donnée [11]
est en fait la sienne [14] . . ., tellement elliptique que l’on s’est empressé d’en trouver
d’autres bien moins élégantes et naturelles.

Il faudrait aussi comprendre ce moment où la communauté mathématique a
cessé de suivre Ehresmann sur la voie des catégories, où il avait pourtant été
mené bien naturellement (par exemple, un groupöıde est une [petite] catégorie dont
toutes les flèches sont inversibles) et qui a permis beaucoup plus tard à G. Segal
d’apporter des simplifications considérables à la théorie des feuilletages.

Pour achever cet hommage à Paulette Libermann, je dirai qu’il y a des
précurseurs : pas Euler, Poincaré ni Élie Cartan (on n’est pas le précurseur de
ceux qui vous doivent tout), mais des gens comme elle justement, qui traitent de
problèmes parfois jugés un peu académiques ou obscurs jusqu’à ce que quelqu’un,
ayant besoin des objets concernés, s’aperçoive que le travail a été fait, et bien fait.
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[19] —— Sur les automorphismes infinitésimaux des structures symplectiques et des structues de
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