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Abstract

Using the index theorem of Connes and Moscovici and the cyclic cocycle associated to a group
cocycle, we prove the Novikov conjecture for the generalized Godbillon—Vey cocycle, which has
been defined by Tsuboi through area functionals. As a corollary, we get a new proof of the fact that
Thompson’s groups T and F satisty the Novikov conjecture.
© 2012 Elsevier GmbH. All rights reserved.

Résumé

En utilisant le théoreme de I'indice de Connes et Moscovici et le cocycle cyclique associé a un
cocycle de groupe, nous démontrons la conjecture de Novikov pour le cocycle de Godbillon—Vey
généralisé, défini par Tsuboi avec des “fonctions d’aire”. Nous en déduisons une nouvelle preuve de
la conjecture de Novikov pour les groupes de Thompson T et F.
© 2012 Elsevier GmbH. All rights reserved.
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1. Introduction

Soient I" un groupe discret et @ € H*(I'; R) un cocycle de groupe. Nous dirons que la
paire (I', w) vérifie la conjecture de Novikov [22] si pour toute variété compacte orientée
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sans bord M, et pour toute application continue p : M — B, la haute signature
(L(M) U p*o, [M])

est un invariant d’homotopie, i.e. si
(LIN)U f*p*w, [N]) = (L(M) U p* o, [M])

pour toute équivalence d’homotopie f : N — M (N étant aussi une variété compacte
orientée sans bord). (L(M) € H*(M; Q) désigne ici la classe L de Hirzebruch). Nous
dirons que le groupe I' vérifie la conjecture de Novikov si (I', ) la vérifie pour toute
classe w € H*(I'; R).

Dans cet article, nous nous proposons de traiter le cas ou w est le cocycle de
Godbillon—Vey généralisé, défini par Tsuboi dans [27], et ou les groupes [I' sont
certains sous-groupes du groupe Homeo, (S!) des homéomorphismes directs du cercle
(voir Définition 1.1) qui constituent le domaine de définition “naturel” du cocycle de
Godbillon—Vey. Cela nous permettra en particulier de résoudre le cas des groupes de
Thompson T et F.

Notre méthode sera celle de la cohomologie cyclique, qui est exposée en détail dans [26]
(voir aussi [8] p. 237-238). Rappelons-en brievement les grandes lignes.

A tout n-cocycle normalisé w du groupe I', on peut associer [7] un n-cocycle
cyclique t,, sur I’algébre du groupe CI'. Si M est une variété compacte orientée sans
bord, p : M — BI' une application continue et D I’opérateur de signature sur le
revétement M associé, le théoréeme de 1'indice de Connes et Moscovici [10] affirme que
le couplage (1, #T'r, Ind(D)) est égal, 2 un facteur constant prés, a la haute signature
(L(M) U p*w, [M]). Par ailleurs, le théoréme de I’indice de Kasparov et Mishchenko
[20,18] affirme que 1’'image de Ind (D) par 'inclusion est un invariant d’homotopie dans
K. (C}I'). 1l s’en suit que si le cocycle t,, s’étend a une algebre B,

CrcBccCrr,

telle que I'inclusion B — C}I" induise des isomorphismes en K-théorie, alors la haute
signature (L(M) U p*w, [M]) sera un invariant d’homotopie. Démontrer la conjecture de
Novikov pour la paire (I, w) se ramene donc a étudier le domaine de définition du cocycle
cyclique 7,,, et ce sera notre stratégie dans cet article.

Nous allons nous intéresser aux sous-groupes de Homeo. (S!) définis de la maniére
suivante.

Définition 1.1 (/27]). Soit 8 > 0 un réel. Nous dénoterons par Lipﬁ(S 1) le groupe des
f € Homeo, (S') tels que:

- en tout point € S', f admet une dérivée a droite fy(0) >0,
- la fonction log(f}) : § I 5 R est a B-variation bornée (voir Définition 2.1).

Nous verrons que ces Lipﬁ(S 1Y sont bien des groupes, qui consistent d’homéomorphismes
lipschitziens, et qu’ils sont emboités les uns dans les autres:

B < B = Lip"(s") c Lip? (s").
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En particulier, Liplr(Sl) est le groupe des homéomorphismes “de classe P [17],
qui contient d’une part le groupe Diffi_(S 1) des difféomorphismes directs de classe C>
et d’autre part le groupe PL, (S') des homéomorphismes directs qui sont affines par
morceaux.

1

Par ailleurs, quand 8 > 1, Lipi (S contient Diffljﬁ (81, le groupe des difféomorphismes
directs de classe C! dont la dérivée satisfait une condition de Holder d’exposant %

Le cocycle de Godbillon—Vey [15] était initialement un 2-cocycle de groupe défini sur
Diff%r (S 1 par la formule de Bott—Thurston [3]. Puis deux nouvelles versions de ce cocycle
ont été proposées, 1’'une par Ghys et Sergiescu sur PL (S!) [14], autre par Hurder et
Katok sur Diff_lij'“(S ) pour % < a < 1 [19]. Dans [27], Tsuboi a défini un 2-cocycle

généralisé, que nous désignerons par gv, sur les groupes Lipi(Sl) pour I < B8 < 2.
gv est une extension des trois cocycles précédents dans le sens ou sa restriction a chacun
des groupes ci-dessus coincide avec le cocycle de [3], de [14] et de [19].

Dans cet article, nous allons d’abord décrire en détail la construction de Tsuboi. Puis,
nous allons définir un 2-cocycle cyclique 74, associé a gv et démontrer le résultat suivant,
qui généralise en quelque sorte le Théoreme 7.3. de [7].

Théoréme 1.2. Pour tout réel B € [1, 2], le cocycle cyclique T4, est une 2-trace au sens

de Connes [7] sur C;‘Lip/j_(Sl). La paire (Lipf_(Sl), gv) Vvérifie donc la conjecture de
Novikov.

Remarquons ici que gv est loin d’étre un cocycle borné. Le fait que 4, est une 2-trace
provient d’une certaine propriété géométrique de gv, qui s’exprime comme 1’aire enfermée
par une courbe plane. Cette propriété est au coeur méme de la définition du cocycle gv et
nous allons I’étudier en détail.

Par la suite, nous allons nous intéresser au groupe de Thompson:

T c PL4+(S") c Lipl (sh

dont la cohomologie, calculée dans [14], est précisémment engendrée par la classe de
Godbillon—Vey et la classe d’Euler.

Définition 1.3 (/5,14]). Le groupe de Thompson T est le groupe des f € Homeo (S')
tels que:

- f est affine par morceaux;

- en tout point ¢ € S, la dérivée a droite f;;(t) est une puissance entiére de 2, i.e. un
nombre du type 2" avec n € Z;

- les points de discontinuité de f; sont des rationnels dyadiques, i.e. des nombres du type
47 avec p,q € Z;

- f(0) est un rationnel dyadique.

Le groupe de Thompson F est le sous-groupe des f € T tels que f(0) = 0.

Il est bien connu [5] que T et F sont des groupes infinis, de présentation finie et a
croissance exponentielle (et que 7 est de plus un groupe simple). Ils contiennent des
sous-groupes isomorphes 2 Z? et sont donc trés loin d’étre des groupes hyperboliques.
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Cependant, la méthode de [10] s’applique a eux. Nous retrouvons le résultat suivant, di a
Farley [12].

Théoreme 1.4. Les groupes de Thompson T et F vérifient la conjecture de Novikov.

Notons que Farley a en fait démontré un résultat plus fort, a savoir que T et F vérifient
la conjecture de Baum—Connes [12]. De plus, Mathai a démontré dans [21] (voir aussi [9]
et [16]) que la conjecture de Novikov est vraie pour tout groupe dont la cohomologie est
engendrée par des cocycles de degré un et deux, condition qui est manifestement vérifiée
par les groupes T et F. Notre article n’a donc pas la prétention de présenter des résultats
nouveaux: nous ne faisons que proposer une nouvelle démonstration d’un théoreme déja
connu, en espérant que cela pourra servir.

Nous aimerions remercier Georges Skandalis pour plusieurs discussions sans lesquelles
cet article n’aurait jamais été terminé. Nous remercions aussi Hitoshi Moriyoshi, Toshikazu
Natsume, Shin-ichi Oguni, Takashi Tsuboi et Alain Valette pour I’intérét qu’ils ont porté a
ce travail. Le premier auteur remercie également Emmanuel Giroux pour son hospitalité, et
I’UMR 5669 du CNRS a I’Ecole Normale Supérieure de Lyon, ol une partie de ce travail
a été effectuée.

2. L’aire enfermée par une courbe S' — C

Nous désignerons par S! = R/Z le cercle, et par 7 : R — S la projection canonique.
Un partage de S' sera la donnée d’un entier p > 1 et d’un ensemble de p points distincts
A = {t1,...,1p} placés dans cet ordre-1a sur le cercle. Autrement dit, il existe des réels
f, ..., 1, tels que

-h<bh<-o<tp<ti+]1,
SVke{l,..., phix = ().

Nous poserons par convention 7,11 = 7| + 1, f,41 = 11, et nous désignerons par

meSh(A) = Supke{lﬂm’p}(fk_kl — fk)

le pas du partage, qui vérifie toujours % < mesh(A) < 1.

Dans tout cet article, B(S!) désignera I’algebre des fonctions réglées (donc bornées) de
S! dans C, munie de la norme de la convergence uniforme:

I 21l = Sup; 51 2(0)]

et C(SY c B(SYH désignera la sous-algebre des fonctions continues de S ! dans C.

Définition 2.1 (/27,28]). Soit B > 0 un réel. Une fonction & : S — C sera dite 4 B-
variation bornée si la quantité

p
D 1ts1) — D)l
k=1
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est bornée indépendamment du partage A = {1, ...,7,} de § I choisi. Le nombre

p
Vg(®) =Sup Y _ [D(tr41) — B()1P,
k=1

ol le Sup est pris sur tous les partages du cercle, sera alors appelé la B-variation totale de
&. Dans la suite, I’ensemble de ces fonctions sera désigné par BVg (S h.

Notons tout d’abord que, par définition, une fonction ¢ € BVy (Sl) n’est pas forcément
continue. Cependant, I’inégalité

1
Vﬁ(@)?
27
montre qu’elle est bornée. Par ailleurs, il est aisé de vérifier que pour tout h €
Homeo ('), @ oh € BVs(S!) et

V(B oh) = Vy(P).

vieS, |81 <|D(t)| +

Lemme 2.2. Soit § > 0 un réel. Toute fonction & € BVg (SY) est réglée (i.e. elle admet
une limite & gauche ®(t~) et une limite a droite d(tT) en tout point t € S') et le nombre
de ses discontinuités est donc au plus dénombrable.

Démonstration. Définissons la fonction vg(®) : [0, 1] — Ry par vg(2)(0) = Oet

p—1

Vi €l0, 1], vp(®)(1) =Sup Y |B(txy1) — S(1)I7,
k=1
ou le Sup est pris sur tous les partages A = {¢1, ..., t,} du cercle tels que

O<n<ph<---<tp =<t

La fonction vg () est croissante et bornée, avec vg(P)(1) = Vg(P), donc elle est réglée.
De plus, si ¢t €]0, 1] est fixé, pour tout € > 0, il existe un partage A C [0, ] comme
ci-dessus tel que

p—1
D 10ts) — 2 = vp(B)(1) — €

k=1
donc V¢’ > ¢,
vp(P)(t) = |D(t)) — D)IF + vp(P)(1) — e,
ce qui entraine
|8(t') — B(1)|P < vp(@)(1') — vp(D) ().
Par suite, le fait que vg(P) est réglée implique que & estréglée. [

Lemme 2.3. Pour tout réel B > 0, BVg(S 1Y est un C-espace vectoriel. De plus, si
0 < B < B’ alors BVg(S') C BVg/(Sh).
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Démonstration. La premiére affirmation résulte de 1’inégalité:
VB >0,Ya = 0,¥ =0, (a+bF <20’ +bP).

Soit maintenant $ € BVg(S 1 une fonction non nulle et soit 8/ > B.
¢ étant bornée, on peut poser:

o

| P = Sup,cq1|P()| et ¥=—o.
e 209

Alors Vi, t' € S', |W(t) — W(t')| < 1, d’on
1wty — v <|1w@) — vi)P.

Par suite, pour tout partage A = {1, ..., t,} du cercle,
p / /
D 10ts) — 2w < Qo P V().
k=1

ce qui implique que @ € BVﬂ/(Sl). O

A partir de 13, nous pouvons en fait facilement montrer que pour tout 8 > 0, BVg(S )
est une sous-algebre de B(S Y

Notons que BV (S 1) est ’ensemble des fonctions communémment appelées “a variation
bornée,” et qui contient I’espace vectoriel C!(S') des fonctions de classe C'. Il est clair par

1
ailleurs que si 8 > 1, BVg(S 1) contient I’espace vectoriel C# (S 1) des fonctions continues

satisfaisant une condition de Holder d’exposant %

Quand 0 < B8 < 1, nous pouvons prouver, par un raisonnement analogue a la Proposition
2.3 de [27], qu’une fonction & € BVg(S 1) est constante sur chaque intervalle ou elle
est continue. Comme ces espaces sont de toute facon inclus dans BV;(S!), nous ferons
souvent par la suite ’hypothese g > 1.

1
Lemme 2.4 (/27]). Soit B > 1 un réel. L’égalité || D|lg = Vg(P)P définit une semi-norme
sur BVg (shH.

Démonstration. L’inégalité du Lemme 2.3 améliorée:
VB> 1,Ya>0,Yb>0, (a+b)? <271a? +bP)
permet de prouver I’inégalité triangulaire:
I+ Zlg < 12lpg+ 1 Zlp
quand 8 > 1 et @ et ¥ sont dans BVpg (S1). De plus, il est clair que
VzeC, |z2lg=zllI2lp-

Cependant, || @||g = O si et seulement si @ est constante. Cette semi-norme n’est donc pas
une norme. [
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Soient maintenant ¢ et ¥ deux fonctions de S' dans R. Nous allons nous intéresser a la
courbe @ : S! — C définie par

Ve S, &1 =e@)+iv@).

11 est clair que pour tout réel B > 0, & € BVg(S 1) si et seulement si les composantes ¢ et
Y appartiennent toutes deux a BVpg (sh.

Une ligne polygonale inscrite dans @ sera la donnée d’un partage A = {t1,...,1,}de S !
et de la fonction @4 : S! — C égale a ®(#;) en tout point #; et affine sur chaque intervalle
[k, ti+1], pour k € {1, ..., p}.

Rappelons que & € BV;(S') signifie géométriquement que la longueur de la courbe
image de @ est finie [25]. En effet, 1a quantité V() est la borne supérieure des longueurs
des lignes polygonales inscrites dans @, et peut donc étre considérée comme la longueur de
la courbe image de . Quand & n’est pas continue, cette interprétation géométrique garde
un sens, a condition de remplacer chaque intervalle de discontinuité de @ par un segment
de droite.

Il est connu de plus ([25], Théoreme 3.2.35) que quand @ est continue a droite (ou
continue a gauche), la longueur Vi(@®) est égale a la limite des longueurs des lignes
polygonales inscrites dans ¢ quand le pas du partage tend vers zéro:

Ve >0,3x >0, meshA <o = V(D) < Vi(P4) + €.
Cette derniere interprétation nous servira de base pour définir 1’aire algébrique enfermée

par la courbe @.

Définition 2.5 (/27]). Soit @ : S! — C une fonction réglée, continue  droite (ou continue
a gauche). Nous dirons que 1’aire enfermée par la courbe ¢ = ¢ + i est bien définie si
les quantités

P
> 5 @Y ) — @t )Y (1))

k=1

convergent quand le pas du partage A = {t1,...,tp} de § !tend vers 0. La limite sera alors
désignée par Area(®) ou par Area(p, V).

Remarquons d’abord que la quantité

P
1
Area(Pq) =Y 5 @Y (tr1) — @iV (1))
k=1
est bien I’aire algébrique du polygone dont les sommets sont { $(#1), ..., P(¢,)}, c’est-a-

dire I’aire enfermée par la courbe ®4. Area(®) est donc la limite des aires algébriques
enfermées par les lignes polygonales inscrites dans @ quand le pas du partage tend vers
Zero:

Ve > 0,30 >0, meshA <o = |Area(®) — Area(P,)| < €.

Remarquons de plus que la définition ci-dessus est bien valable quand & n’est pas
continue, et qu’on peut toujours parler d’aire “enfermée” par la courbe @ apres avoir relié
les points @(¢7) et $(¢T) par un segment de droite.
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Lemme 2.6. Soient ¢ : S' — C une fonction réglée, continue & droite (ou continue i
gauche) et h € Homeo, (S). Si I’aire enfermée par la courbe ® est bien définie, alors il
en est de méme pour @ o h et

Area(® o h) = Area(®).

Démonstration. Pour tout partage A = {t1,...,1,} de § I I'image par & de A est le
partage h(A) = {h(t1), ..., h(tp)} et h étant uniformément continu,

VYo > 0,3¢’ >0, mesh(A) <o’ = mesh(h(A)) < a.
De plus, nous avons @4 = (& o h);,-14 et donc

Ve > 0,30 >0, meshA <o = |Area(P) — Area((P o h),-1(4))| < €.
Comme A = h~Y(h(A)), on obtient bien:

Ve > 0,30’ > 0, meshA <o’ = |Area(®) — Area((Poh)y)| <e. O

Quand ¢ et ¥ sont de classe C!, le théoréme de Stokes fournit:

1
Area(p, ¥) = /;1 (Y (dt = 3 /Sl(w(t)w/(t) — Y (D¢ ®)dt.

Cette formule, écrite cette fois sous la forme:
1
Areatg. 1) = 5 [ DY~y Dp)
s

s’étend 2 BV;(S'), en prenant pour Dg et Dy les dérivées au sens des distributions de ¢
et de ¥ [23]. En particulier, si ¢ et i sont des fonctions en escalier, Dy et Dy sont des
combinaisons linéaires de mesures de Dirac. L’intégrale est bien égale a 1’aire algébrique
du polygone correspondant a la fonction .

L’une des idées cruciales de [27] est de remarquer que 1’aire enfermée par une courbe
peut étre finie sans que la longueur de la courbe ne le soit. Nous allons illustrer cette idée
par I’exemple suivant.

Exemple 2.7. Soit M : [0, 1] — Ry la fonction définie de la maniére suivante:

- M(0) = 0;

pour tout entier n > 1, M(}l) =0;

si a, désigne le milieu du segment [ﬁ, %], M(ay,) = rll;
ﬁ, a,] et [a,, %], M est affine.

Le graphe de M ressemble alors a une suite de pics isoceles de plus en plus petits, de
plus en plus étroits, qui “tendent” vers I’origine comme dans la Fig. 1. 1l est clair que
M induit une fonction continue sur le cercle, qui n’est pas a variation bornée. Par contre,
M e BV,g(Sl) pour tout 8 > 1et

sur les intervalles [

o8]

2
VB >1, Vg(M)= Zn_ﬂ'

n=1
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Fig. 1.

Définissons alors la fonction & : ' — C par:
1 1
Vt € [O, E}, d(t) =2t; Vte [5,1], O(t)=2—-2t+iM2 —2t).

La courbe ¢ est obtenue en parcourant I’axe des x de 0 a 1, puis le graphe de M en
sens inverse. La longueur de la courbe est infinie, mais la somme des aires des triangles
converge, et nous avons:
o0 1
Area(®) = Z

n=1

2n2(n+ 1)

L’exemple élémentaire suivant montre par ailleurs qu’il n’ est pas possible de définir
Iaire enfermée par une courbe continue de S' dans C en général.

Exemple 2.8. Soit @ : [0, 1] — C la fonction définie de la maniére suivante:

- pour tout entier n > 1, ¢(1 — %) =0

- si a, est placé au tiers et b, aux deux-tiers du segment [1 — %, 1 — nlﬁ], P(a,) =
7 On) =

- sur chaque intervalle [1 — %, anl, lan, byl et [b,, 1 — #], & est affine;

- o(1)=0.

Il est clair que @ induit une fonction continue de S! dans C, et que la courbe @ consiste
d’une suite de triangles rectangles de plus en plus petits, emboités les uns dans les autres
et parcourus dans le méme sens, comme dans la Fig. 2. La somme des aires des triangles
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Fig. 2.

est une série de terme général ﬁ, et donc Area(®) diverge. Par ailleurs, la série:

|81 — ) — Db) > + | D(ba) — P@)* + | Plan) — D1 — D = 4

est également divergente, donc ¢ ¢ BV, (S'). En fait, nous pouvons montrer que pour tout
B >2, & e BVg(S!) et

[Sh=N

2+2

VB >2, Vg(d) = Z
n=1

[Sh=N

n

Nous sommes maintenant préts a citer le théoreme de Tsuboi, qui donne une condition
suffisante pour que 1’aire converge. Le lecteur en trouvera la démonstration détaillée
dans [27].

Proposition 2.9 ([27], 3.7 et 3.8). Soit B un réel, 1 < B < 2. Pour toute fonction
P=¢+iy € BVg (SY), continue a droite (ou continue a gauche), I’aire enfermée par la
courbe P est bien définie. De plus, il existe une constante Kg > 0, dépendant uniquement
de B, telle que

|Area(p, V)| < Kglleligllv g

Remarque 2.10. Quand ¢ n’est pas continue a droite ou a gauche, le résultat reste
valable a condition de définir alors Area(®) comme étant 1’aire enfermée par la courbe
t> o) [27].

Remarque 2.11. Dans [27], Tsuboi a défini un espace Q>(S Y ¢ B (Sh qui contient
tous les espaces BV,g(Sl) pour 0 < B < 2. 11 a démontré que Area(®) est bien définie
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pour toute fonction @ € Q»(S'), continue a droite (ou continue 2 gauche). Nous ne savons
toujours pas si ce Q»(S') est bien le domaine de définition maximal de Area.

3. Le cocycle de Godbllon-Vey généralisé

Revenons maintenant & la Définition 1.1. Un homéomorphisme du cercle f appartient
a Lipi(S 1 si 1a fonction log f ", est bien définie et appartient a BVg(S 1), 11 est donc clair
que Diffi(S ¢ Lier(S 1, puisque toute fonction de classe C! est i variation bornée, et
que PL(S") ¢ Lipﬁ (S!) pour tout g > 0.

Rappelons que PL, (S') est le groupe des homéomorphismes du cercle préservant
Iorientation et qui sont affines par morceaux. g € Homeo, (S') est dit “affine par

ELI)

morceaux” s’il existe un partage {1, t2, . . ., f,} du cercle tel que larestriction de g a chaque
intervalle compact [#;, t;41] soit affine.

Lemme 3.1. Pour tout réel B > 0, Lipﬁ(Sl) est un groupe. De plus, si 0 < B < B/, alors
Lip? (s1) c Lip? (s1).
Démonstration. Si f € Homeo (S 1y et g € Homeo4 (S 1Y sont dérivables a droite, alors
f o g est dérivable a droite, et nous avons:

log(f o g); =log fy 08 +loggy.

Il résulte donc du Lemme 2.3 que Lip’i(Sl) est stable par composition. De plus, si
log f; € BVg(S 1, il est clair que f,; est minorée par un réel strictement positif, et nous
avons

log(f ™ = ~log fyo f
dou fle Lip’i(S] ). Le reste résulte du Lemme 2.3. I

Remarque 3.2. Un homéomorphisme f Lipﬁgr(S 1) n’est pas forcément de classe C'.
Cependant, il admet une dérivée a droite bornée et est donc lipschitzien. De plus, f; étant
reglée, le théoreme des accroissements finis [25] montre que f est continue a droite, que
la dérivée a gauche féﬁ (1) > 0 est bien définie pour tout r € S!, que la fonction log fg’

appartient aussi a BVg(S 1), et que fé est donc reglée et continue a gauche. Les fonctions
fé et f; sont égales sauf sur un ensemble au plus dénombrable.

Le cocycle de Godbillon—Vey est initialement défini sur Diff%_(Sl) par la formule [3]:
Vg DI, g0 = [ logg/)0og 1 0 9) (i,
et la formule d’intégration par partie permet d’écrire la version symétrique:
gv(f.8) = %/Sl (log g’ (x)(log(f" 0 &) (x) —log(f" 0 g)(x)(log g')'(x))dx.

Cette formule s’étend a Lipfr(S 1, en remplacant les dérivées f’ et g’ par les dérivées
a droite f et g/;, et en considérant D log f; et Dlog g/, comme les dérivées au sens des
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distributions des fonctions a variation bornée log f;; et log g/; [23]. Cette définition coincide
en particulier avec celle de Ghys—Sergiescu [14] si’on se restreint a PL (S bYe Lipﬁr(Sl).
Nous obtenons:

Vf, g € Lip, (Sh,

1 ,
gv(f.9) =3 /Sl log gD log(f; o g) —log(f; 0 g)Dlogg.

L’idée de considérer gv(f, g) comme 1’aire enfermée par la courbe @ : S' — C

P =logg, +ilogfjog

est initialement attribuée a Thurston [3], et a servi de base aux extensions de Hurder—Katok
[19] et de Tsuboi [27]. En effet, si f et g sont dans Lipﬁ(S 1 pour B > 1, alors la formule
ci-dessus donnant gv(f, g) n’a plus de sens, étant donné que les mesures D log f; et
D log g/, ne sont pas définies. En revanche, quand g € [1, 2[ la Proposition 2.9 nous assure
que I’aire enfermée par la courbe @ est bien définie, et nous prendrons cette aire comme la
définition du cocycle de Godbillon—Vey.

Définition 3.3 (/27]). Soit B unréel, 1 < B < 2. La formule suivante donne un 2-cocycle
normalisé gv du groupe Lip’_‘?_(S b:
Vf, g€ Lipf_(Sl), gv(f, g) = Area(log g, log f;0g)
que nous appellerons le cocycle de Godbillon—Vey généralisé.
L application (¢, ¥) + Area(gp, ¥) est R-bilinéaire antisymétrique, et invariante par
homéomorphisme. Donc gv est bien un cocycle: pour tout triplet f, g, h € Lipi(S b,
gv(g. h) —gu(fg, h) + gv(f. gh) — gu(f, ) =0.

De plus, I’antisymétrie implique que gv est normalisé, dans le sens ou si f ou g ou fg est
I’identité, alors gv(f, g) = 0.
D’autre part, par définition méme, les restrictions de gv a Diffi(S ha PLL (S Dyeta

14+
Diff P ) quand 1 < B < 2 coincident avec les cocycles de [3], de [14] et de [19].

Remarque 3.4. Dans [27], Tsuboi a défini un groupe G C Lipﬁ_(S 1, qui contient tous les

groupes Lip’i(S D pour 1 < B < 2, etil adémontré que le cocycle gv s’étend & G. Nous ne
savons toujours pas si ce groupe est vraiment le domaine de définition maximal du cocycle

gv.
Proposition 3.5. Le cocycle gv n’est pas cohomologue a un cocycle borné.

Démonstration. Soientn > 1 et m > 1 deux entiers. Nous allons d’abord construire deux
homéomorphismes f et g appartenant au groupe de Thompson F', qui commutent, et tels
que

log 2)?
au; g) = mn 22
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mlog2
—nlog2 0 'n,‘l'og 2
O —mlog?2
Fig. 3.
Posons:
1 1 1 1
4 =7 7 320 n=3 T e
3 1 1 1
Cm=Z+W, dm:l_W—Fsz—"'z’

et définissons les homéomorphismes f et g par:

vx €[0,a,], gkx)= zx—n Vx € [ay, byl,

Vx € [by, 1], gx)=x
ay o

Vxe[O,z—n], fx) =2"x

Vx € [by,cm], fx)=x

fx)=2"(x—-1)+1.

Vx € [cm, dm],
Vx € [dpy, 1],
Remarquons que nous avons:
Flio,31 = (8l 3p ™"
La courbe ¢ = log g/, + i log(f o g); consiste des 5 points:
(—nlog?2,0), (nlog2,0),

0, 0), (0, —mlog?2),

g(x) =2"(x — by) + by

a 1
Vx € [2—”19] FO) = 3(x =) + b,

1

f@) =5, (x —cm) +Cm

2141

(0, mlog2)

que nous relions dans 1’ordre cyclique par 5 segments de droite, comme dans la Fig. 3.

Area(®) est donc I’aire du triangle ainsi obtenu. De plus

Area(®) = Area(log g, log f; 0 g) = gu(f, &)

puisque Area(log g/}, log g/;) = 0. Nous avons donc bien construit les homéomorphismes

f et g désirés.
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Considérons maintenant le cycle:

Uz(fvg)_(gvf)

Par 1a m&me méthode que ci-dessus, nous pouvons prouver que

gu(g, f) = —gu(/f, &),
la nouvelle courbe a considérer étant donnée par les cing points:

(nlog2,0), (—nlog?2,0), 0, 0), (—mlog2, —mlog?2),

(mlog?2, mlog2)
(nous voyons bien que I’aire du triangle obtenu est la méme que ci-dessus et que les signes
sont opposés). Donc

gv(0) = gu(f.8) — gv(g. f) = mn(log2)*

et ceci n’est pas borné. De plus, pour toute cochaine « de degré 1, nous avons (o) =
a(fg) —a(gf) = 0 puisque f et g commutent. Il s’en suit que (gv + da) (o) n’est pas
borné, d’oti le résultat. [

4. Cocycles de groupe et cocycles cycliques

Soit I" un groupe. Rappelons que 1’algébre du groupe CI est, par définition, le C-espace
vectoriel des sommes:

a= Z agg
gel’

ol (ag)ger est une famille de nombres complexes de support fini. Munie du produit
(agg)(bph) = agbygh et de I'involution (agg)* = égg_l, CI est une algebre involutive.
De plus, pour a € CI' fixé, la formule

VO ePT, Vg eI, (a.0)g=) ay-16;
hel’

définit un opérateur continu sur /21", dont la norme sera désignée par ||a||. La C*-algébre
réduite du groupe I, que nous désignerons par C; I, est I’adhérence de CI" dans la C*-
algebre des opérateurs continus sur /21",

Lemme 4.1. Pour tout a € CI', nous avons: /dep |ag|2 < |all.

Démonstration. Nous avons:
lal> =Sup { > (a.0), %, 6 € PT, Y |6,)> <1
gel’ gel

En considérant 1’élément 0 € [°I tel que 6, = 1 et Vg # e, 6, = 0, nous obtenons le
résultat. [
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Soit n > 1 un entier. Un n-cocycle du groupe I" est une application w : I — C telle
que’ V(g]a ooy 8no g}’l+]) € Fﬂ"{‘l,

3a)(g17 T 8n+1) = a)(g2v cer gn+1)

n
+> (Do ... gigittr - gar) + (="M, ... ga) = 0.
i=1

De plus, w sera dit normalisé si:

Fiefl,...,n}, gi=1lougig...g¢n=1 =  ow(g1,...,81) =0.
La construction de Connes [7] permet d’associer a un tel @ un n-cocycle cyclique 7, sur
I’algebre du groupe CI, par la formule:
7,@% al, ... d") = Z agoaél,1 ) ..agn (g1, ...\ 8n)
80---8n=1

Plus précisémment, 7, est une forme (n + 1)-linéaire sur CI’, a valeurs complexes, et
satisfaisant aux deux équations:

n
Z(—l)irw(ao, nddt Y+ (D)@l a, . dh) =0,
i=0
‘Cw(aoy alv e an) = (_1)”‘50)(61”7 aoa ) a”l*l),
pour tout (n + 2)-uplet @, al, ..., a"t) d’éléments de CI'.

La premiére équation dit que t,, est un cocycle de Hochschild, et découle directement
du fait que w est un cocycle de groupe. La deuxieme équation dit que 7, est cyclique, et
est due au fait que w est normalisé. Ces deux formules se vérifient facilement par le calcul.

Soit maintenant 2*I" 1’algebre différentielle graduée universelle associée au groupe I’
[6]. Pour tout k > 0,

Hr=CreCre---@Cr

est défini comme le produit tensoriel sur C de k + 1 facteurs de CI". Un élément de 2T
s’écrit de manieére unique sous la forme d’une combinaison linéaire finie de symboles du
type godgy . ..dgr ouVi € {0, ..., k}, gi € I'. Le produit et la différentielle sur £2*I" sont
définis de maniere usuelle [6]:

d(gi1dgy ...dg,) =dgidg: .. .dgy,
(g0dg1 - .. dgi)(gkr1dgi+a - . - dgn) = (—D)¥gogidgn . . . dg,
k
+ ) (=D godgi ... d(gigit1) .. . dgn,
i=1

pour tous entiers 1 < k < n et pour tout (n + 1)-uplet go, ..., g, d’éléments de I'.
La donnée d’un n-cocycle cyclique t sur CI' correspond bijectivement [6], par la
formule:

va’ a',...,a" eCl, @ ad',...,a") =1t a'...da"),



16 C. Oikonomides, V. Sergiescu / Expo. Math. 31 (2013) 1-39

a la donnée d’une trace fermée graduée sur 2", c’est-a-dire une forme linéaire 7 :
"I — C telle que pour tout (n + 2)-uplet a®, a', ..., a"*! d’éléments de CI et pour
toutk € {0, ..., n},

t(da'dd*...da") =0,
£@%a' ... dd*a*'dad**?* .. da"th
= (=D P2 Hga* 2 da"ad dal .. . dd").

Le cocycle cyclique 7, associé au cocycle de groupe w n’est pas en général une forme
(n + 1)-linéaire continue, et on ne peut donc pas espérer 1’étendre a la C*-algebre CI" en
entier. Cependant, la définition suivante, due a Connes [7], nous donne une condition de
continuité partielle, qui sera suffisante pour que t,, s’étende a une sous-algebre “pleine” de
CxI'[26].

Définition 4.2 (/7]). Soit T un n-cocycle cyclique sur CI". Nous dirons que t est une n-
trace sur C; I si la condition suivante est vérifiée:
Val,a?,...,a" e CI',3C > O,

n
Vil x% .. x" e Cl, |¢(x'da'x*da®...x"da™)| < CT]IxI.

i=1

Le Théoréme 2.7 de [7] affirme qu’une n-trace 7 s’étend a une sous-algebre B, avec
CrcBccC:rT,

et que B est stable par calcul fonctionnel holomorphe dans C;I, ce qui implique que
I’inclusion

B— CiI'

induit des isomorphismes en K-théorie: K;(B) = K;(C}I'),i € {0, 1}. Il s’en suit qu’une
n-trace T induit un morphisme global K;(C*I") — C (icii = 0 sin est pair, i = 1 sin est
impair) [6,7].

Quand w est un n-cocycle de groupe normalisé, nous pouvons donc nous demander a
quelle condition le cocycle cyclique t,, sera une n-trace.

Quand n = 1, c’est toujours vrai. En effet, si w est un 1-cocycle d’un groupe I
quelconque, alors

Vx,a € CI', 1t,(xda) = 1,(x,a) = ng_mga)(g).
gerl

Pour a € CI' fixé, nous avons donc:

Vx € CT, [f,(xda)| < x| ) lagw(g)l.
gel’

(puisque Vg € I', |xg| < |lx|| par le Lemme 4.1). Le cocycle cyclique 7, est donc une
1-trace sur C} 1.
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Quand n > 2 par contre, le résultat ci-dessus n’est plus valable: sur le groupe résoluble
I' = 72> x4 Z(a € SLy(Z), Tr(a) > 2) par exemple, il existe un 2-cocycle de groupe
normalisé dont le cocycle cyclique associé n’est pas une 2-trace ([8] pp. 256-257).

Revenons maintenant au cocycle de Godbillon—Vey. Nous pouvons associer au cocycle
gv de la Définition 3.3 le 2-cocycle cyclique suivant, que nous appellerons le cocycle
cyclique de Godbillon—Vey généralisé.

Définition 4.3. Soit 8 un réel, | < B < 2. La formule suivante donne un 2-cocycle
cyclique sur I’algebre CLipﬁ (sh:
(@’ a' a) = Y alaya; gv(gr, g,
808182=1

dont la restriction a CDiff%r(S 1Y coincide avec le cocycle cyclique de Godbillon—Vey défini
par Connes dans [7].

Nous pouvons maintenant énoncer le premier résultat de cet article.
Proposition 4.4. Pour tout réel B € [1,2], le cocycle cyclique tg, est une 2-trace sur
CrLiph(sh).
Démonstration. Posons I" = Lipi(S 1. Pour g1, 82, h1, ho € I', nous avons:
Tou(g1dh182dhy) = Tgy(g1d(h1g2)dh)) — Tey(g1h1dgadhy)
= Tgu(g1, h182, h2) — T4u (8101, 82, h2),

et donc

Tou(g1dh1g2dh2) = gu(hig2, ho) — gv(ga, ho) si g1hi1g2hy = id,
Teu(g1dh1g2dha) = 0si g1h1gohs # id.

De plus,
gu(hi1g2, ha) — gu(g2, ha) = Area(log(ha)y, log(h1)y o (g2h2))
et donc, d’apres la Proposition 2.9, pour /1 et h, fixés, la fonction
82— gv(hi1&2, ha) — gv(g2, h2)
est bornée par la constante:
Chy.ny = Kplllog(h1)yllpll log(ha)yllp-
Fixons maintenant &, hy € I'. Pour tout x!, x2 € CI', nous avons:

tou(x'dhix’dhy) = Y xi0,-1
gel

ot 0 € [T est I’élément défini par:

Ve el Oy =x, 1, .(gu(ghy ' ho) = guhy gy h)).
1
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Comme
2
vg € Fa |9g| S Ch],hz |xhl—]gh2—1|
nous avons
2 2 2,2
D165 = Gy D 1l
gel’ gel’
et donc
A 1 2 1 2
|Fgo(x'dhix?dhg)| < Chypy [ Y X312 [ 122 < Coyyllx 11211
gerl gel

1

On en déduit facilement que pour a', a> € CI" quelconques, en posant

1 2
C= Y lallap,|Chyn,
/11,/12€F

nous avons:

Vxl, x? € CI, |84 (x'da'x?da®)| < Clx'|Ix%. O
Le théoreme de I’indice de Connes et Moscovici [10,26] fournit le corollaire suivant:

Corollaire 4.5. Pour tout réel B € [1, 2], la paire (Lipf_(Sl), gv) Vvérifie la conjecture de
Novikov.

Remarquons que les résultats de la Proposition 4.4 et du Corollaire 4.5 restent vrais
si le cocycle guv est remplacé par n’importe quel 2-cocycle normalisé w, d’un groupe I’
quelconque, tel que pour A1 et hj fixés, la fonction

g w(hig, hy) —w(g, ha)

soit bornée (ceci a déja été signalé par Alain Connes dans [8] pp. 256-257). C’est le cas en
particulier si le 2-cocycle w est un cocycle borné. Le résultat suivant doit étre déja connu.
Nous avons jugé bon cependant d’en inclure une démonstration détaillée.

Proposition 4.6. Soit eu € H*>(Homeo (S'); Q) le cocycle d’Euler. Le cocycle cyclique
Tey est une 2-trace sur CHomeo (sh.

Démonstration. Soit Homeo, (S!) le groupe des homéomorphismes croissants de R qui
commutent avec les translations entieres:

Homeo, (S!) = {F € Homeo,(R),Vx € R, F(x + 1) = F(x) + 1}.
Nous avons une projection naturelle:
b4 :I-i;;ll_go+(S1) — Homeo+(Sl)

dont le noyau est le groupe des translations entieres {id + k, k € Z}. Il est connu que la
classe d’Euler de I’extension centrale:

0—>7Z— Pi)_r\n_goJr(Sl) — Homeo+(Sl) — 1

peut étre représentée par le cocycle borné ¢ € H?(Homeo, (S!); Z) suivant.
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Pour tout f € Homeo+(S1) soit o (f) € I—f(;r\n_gm_(Sl) le relevé de f tel que
o (£)(0) € [0, 1[. Pour f, g € Homeo, (S'), I’'homéomorphisme o (f o g)~'o(f)o(g)
est une translation entiere. En posant:

Vf, g € Homeo (S"), c(f,8) =0 (fog) 'a(f)a(g)(0)

nous obtenons un 2-cocycle qui ne peut prendre que les valeurs 0 ou 1 (voir [13]).

Pour obtenir un cocycle normalisé cohomologue a c, il nous suffit maintenant de
remarquer que, o étant défini comme ci-dessus, o (f~!)~! est aussi un relevé de f et
que I’expression

(fe)=0@ o f ot Hlag™H (0

nous donne donc un 2-cocycle borné cohomologue a c. Par suite, en posant

—1( +¢c)
eM—ZC C

nous obtenons un 2-cocycle borné cohomologue a ¢ et nous vérifions facilement qu’il est,
cette fois-ci, normalisé (eu ne peut prendre en fait que les valeurs 0, —% ou %). La méme
démonstration que celle de la Proposition 4.4 montre que le cocycle cyclique associé 7.,
est une 2-trace. [

Corollaire 4.7. La paire (Homeo. (S'), eu) vérifie la conjecture de Novikov.

5. Cup-produits

Nous voudrions maintenant généraliser les résultats de la section précédente aux
puissances des cocycles gv et eu.

Rappelons que le cup-produit de deux cocycles du groupe I est défini de la maniere
suivante [11]. Si @ est un n-cocycle et ' un m-cocycle de I', alors la formule
V(g1 -+ &ntm) € rrtm

00’ (81, ... &nim) = @81, ..., &) (Gnt1, - - - &ntm)

définit un (n + m)-cocycle que nous dénoterons par ww'.

La premiére difficulté a laquelle nous nous heurtons est que, méme si w et «’ sont
normalisés, le cocycle ww’ n’est pas normalisé en général. Nous devons donc chercher
un cocycle normalisé cohomologue & ww'.

D’autre part, le cup-produit de deux cocycles cycliques sur CI est défini par la formule
usuelle ([8] pp. 191-192): si 7 est un n-cocycle cyclique et 7’ est un m-cocycle cyclique
sur CI', alors

H = (t @1t on,
ol 7 est le morphisme naturel d’algebres différentielles graduées

n+m
7 QYT x ) — P M) @ 27K
k=0
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donné par: Vgo, ..., &n4m € I, Vho, ..., hpsm € T,
w((go ® ho)d(g1 @ hy) ...d(gnim & hnym))

n+m
= (go®ho) [ [ (dg; ® hj +g; ® dhy).
j=1

T#T est une trace fermée graduée sur 27" (I" x I'), et donc t#t’ est bien un (n + m)-
cocycle cyclique sur CI' ® CI' = C(I" x I') [8].

Nous définissons alors le cup-produit t Uz’ comme le (n 4+ m)-cocycle cyclique sur CI'
donné par la formule:

TUT = ¢*(t#r))

ou ¢ : CI' - CI' ® CI' désigne I’application diagonale, définie par:

Pl Y agg| =) ag®s.

gel gel

¢ étant évidemment un morphisme d’algebres involutives, TUt’ est bien un (n+m)-cocycle
cyclique sur CI'.

Notre premier but est d’explorer la relation entre le cup-produit de deux cocycles de
groupes et cup-produit des cocycles cycliques associés.

Le lemme suivant, qui permet de caractériser les cocycles cycliques associés a des
cocycles de groupe, nous a été suggéré par le referee.

Lemme 5.1. Soit T un n-cocycle cyclique sur CI'. Il existe alors un n-cocycle de groupe
normalisé w tel que T = 1, si et seulement si T vérifie les deux conditions suivantes:

'Vgl,...,gne[‘,t(l,gl,...,gn):()
-Vgo,....gn€1',881...8n#1=71(80,81,---,81) =0.

Démonstration. Il est clair que si @ est un cocycle de groupe normalisé, alors le cocycle
cyclique 7, vérifie ces deux conditions. Réciproquement, soit T un cocycle cyclique
vérifiant ces deux conditions et posons:

vVei,....,gn €1, w(gt,---8&n) :r((g1...g,,)_l,gl,...,gn).
Un calcul direct montre alors que dw = 0, que w est normalisé etque 7t = 7,,. [

La proposition suivante devrait étre connue et nous semble pouvoir se déduire des
résultats de [4]. Nous en incluons cependant une démonstration directe.

Proposition 5.2. Soient w un n-cocycle normalisé et @' un m-cocycle normalisé d’un
groupe I' quelconque. Alors il existe un (n + m)-cocycle normalisé ¢ de I tel que:

Te = Ty U Ty

. |
et ¢ est de plus cohomologue a (';T—mm,)ww’ .
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Démonstration. Pour gy, ..., gy+m € I, la quantité tm/ (godg1 - . .dgn+m) est égale
a la somme:

Y €(0) 0 (h1dgoq) - - - Andgo ) T (11880 11) - - - md 8o (ntm))

o
ol o parcourt I’ensemble des permutations de {1, ..., n + m} telles que
oc(l)<---<o(m) et on+1)<---<om+m),
€(o) € {—1, 1} étant la signature de o, et les termes A; € I' et u; € I" sont définis par:
n+m o()-1
?»1=< H gj) go( 1_[ gj>,
j=o(n)+1 j=1

o@i)—1
Vie@2...nhu= [] s

j=o(i—1)+1
n+m om+D)—1
M1=< l_[ gj)go< l_[ gj),
j=on+m)+1 j=1
o(n+i)—1
Vie{2,...,m}, wi= ]_[ g

j=om+i—1)+1
(avec la convention que []}_, g; = 1 sir > s). Nous avons évidemment:
M8o(l) - -An&a(n) =1 = 1841 - - - Um8o(n+m) = 1 <= 0. .. 8n4m =1
et
Snam =1 = 1,UTty(80,-.-,8+m)=0.
Le cocycle cyclique 1, U 7,y Vérifie donc les conditions du Lemme 5.1. Posons:
Vel gnim €10 (81 uim) = T U Tor((81 - guim) g1 .. dgnim).

Nous pouvons alors écrire:

c(81y---y 8nim) = ZG(U)CU(gL s &ntm)

o
avec, pour chaque o,
Co(81s ) 8nim) = fw()‘ldga(l) cen )\ndgo'(n)) fa)/(l‘lega(n+l) cee N«mdga(n+m))v

Ai, (i étant définis comme ci-dessus en remplacant gg par (g1 . . . gn+m)_1.
Nous affirmons alors que chaque terme €(o)c, est un cocycle de groupe cohomologue
A ww', c’est-a-dire qu’il existe une (n + m — 1)-cochaine o, telle que

€(0)cy — ww' = Say.
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En effet, toute permutation o comme ci-dessus s’obtient par “décalages successifs”, en

définissant, pour tout p € {1, ..., n}, la permutation o, par:
vie(l,...,p}, opi) =o(i)
Vie{p+1,...,n}, opi) =o(p)+i—p

op(n+1) <--- <op(n+m).

Nous avons alors 0, = o, et en posant de plus oy = id, nous voyons que chaque o), pour
p € {1,...,n} s’obtient a partir de 5,1 par un nombre fini de “décalages d’un cran”.

Il nous suffit donc de montrer que €(0’)c,s — €(0)c, est un cobord quand les
permutations o et o’ sont définies comme ci-dessous. Soient p et k deux entiers, avec

O0<p=n—-1, p+1=<k=<p+m,
soit o une permutation de {1, ..., n + m} telle que

o)< ---<o(p)<k-—1
Vie{p+1,....,n}, oc(i)=k+i—p-—1
ocn+1)<---<om+m)

et soit ¢’ la permutation définie a partir de o en décalant d’un cran les images de
{p+1,...,n},ie.

Vie{l,...,p} a'(i) =o()

Vie{p+1,...,n}, o) =k+i—p
cn+1) < - <o'(n+m).

Un calcul permet alors de montrer que
(=D)"Pcyr — ¢y = Sa
ol « est définie par la formule (en posant! =n — p — 1):

(X(gl’ LILEE K ] gn+m—1)
— k+I1+1 2
=(-1 Tw(800(81s -+ » 8k—1)d8k - - - AGk+ik+i+1 - - - ntm+1) *
Ty (800(815 -+ -+ 8k—1)d(8k - - - 8k+1)A k4141 - - - A8ntm—1)

ot go = (g1 ... 8nam—1)""', 000 € 2P (I') est définie par:
0081, -5 8k—1) = A1dgo(1) - - - A pd g (p) A p+1

avec

o(H)—1 o(i)—1

=] & Vie...p+1h,  nu= [] e
j=] j=U(i—1)+1

etotu 6 € Rk1=P(I") est définie par:

081, .\ 8k—1) = 180 (1) - - - Kp&o(p)Mp+1
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avec
(-1 o(i)-1
n1 = ]_[ dgj, Vie{2,...,p+1}, i = ]_[ dgj.
j=1 j=oi—1)+1
(Dans les formules ci-dessus, on pose par convention ]_[‘;.:, gj = let ]_[‘/Y.:r dgj =1

quand r > s, et = 6 = 1 quand k = 1). En calculant a, on trouve plus précisément
da = (—1)""Pcy — cs + B, ou B est une somme de k + 1 termes, et on montre par
récurrence sur k que B est toujours identiquement nulle. [

Exemple 5.3. Quand n = m = 1, nous obtenons simplement:

7o U Tor (0481d82) = T0(80d8182) T (8081d82) — T0(8081d82) T (80d8182)
et donc

c(g1, 82) = w(g1)'(82) — w(g2)'(g1)-
De plus, ¢ — 2ww’ = Sa ol « est définie par

Veel, a(g= a)(g)a)’(g).
Exemple 5.4. Quand n = m = 2 et w = ', nous obtenons:

%C(gl, 82, 83, 84) = w(81, 828384)w (83, 84) — (8182, 8384)w (8283, 84)
+ (818283, 84)® (82, 8384)
et nous voyons que c est bien normalisé. De plus, le calcul ci-dessus montre que:
(81, 82, 83, 84) — 6w (g1, 82)w (g3, 84) = (81, 82, 83, 84)
ou, apres simplification,
(81, 82, 83) = —2w(g1, &2)(w(g182, 83) + w(82, &3)).

Nous ne savons toujours pas si le cup-produit d’une n-trace par une m-trace est une
(n 4+ m)-trace en général. Cependant, le résultat suivant est valable quand m = 1.

Proposition 5.5. Soient w un n-cocycle normalisé et @' un 1-cocycle d’un groupe I' quel-
conque. Si T, est une n-trace sur C;'I" alors le cup-produit t,, U T,y est une (n + 1)-trace
sur CXI.

Démonstration. Pour g1, ..., gy+1, /11, - - ., hyt1 dans I, nous avons:
n+1 n+1
n <]‘[<gi ® g)d(h; ® h») = [ [(sidhi ® gihi + gihi ® gidhi).
i=1 i=1
La quantité rw/U\twr (g1dhy ... gn+1dh,41) est donc égale a la somme:

n+1
D (=1 (qidhy - gihigridhig - gnidhai1) Ry
k=1

x (g1ht ... gkdhk ... gnyr1hnt1).
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De plus, quand g1A1 ... gn+1hn+1 = 1, nous avons:

T (giht ... gkdhi ... gnythni1) = T (hy "dhy) = o ().

Fixons maintenant A1, ..., h,41 dans I'. Pour x!, ..., x"t! € CI', nous avons donc:
—_—
7o Uty (x'dhy ... x" P dhy )
n+1

= (=" (e dhy g T d g X Ay ) ().
k=1

Si 7, est une n-trace, les éléments h; € I' étant de norme 1, nous en déduisons facilement

I’existence d’une constante K (h1, ..., h,+1) € R telle que:
- n+1 )
170 U to (2 dhy . x" b)) < Kby o) [ I

i=1

1

Par suite, poura-, ..., a"t! e CI fixés, en posant

C= Z |a,11|...|a,g":1l|K(h1,...,hn+1)
hyyeshyy1€l’
nous avons
n+1
val, . x"leCr, |, Uty(x'da' .. x"Mda" ™) < C ]Ikl O

i=1

Remarque 5.6. Nous ne savons pas si le résultat de la Proposition 5.5 ci-dessus se
généralise quand o’ est un m-cocycle de groupe normalisé, avec m > 2 (nous n’avons
pas réussi a le démontrer).

6. Les puissances des cocycles d’Euler et de Godbillon—Vey

Nous allons maintenant traiter le cas des puissances des cocycles gv et eu. Notre
probleme provient évidemment du fait que nous n’avons pas réussi a généraliser la
Proposition 5.5 au cas ol o’ serait un 2-cocycle. Nous allons donc avoir recours a des
arguments directs, spécifiques aux cocycles gv et eu.

Nous commengons par quelques rappels sur les produits croisés. Soit I" un sous-groupe
de Homeo4 (S 1). Pour tout entier n > 1, soit

T"=58"x...x s!
le tore de dimension n, sur lequel le groupe
I'=Ix...xT

agit naturellement. Nous dénoterons par t = (f1,...,%,) un élément de T" et par
g =81 Q® - ®g, unélément de I (avec Vi € {1,...,n},1; € Sl et gi € I') et
nous avons bien-sir:

g(t) = (gl(tl): B gn(tn))~
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Soit B(T") la C*-algebre des fonctions bornées et mesurables de 7" dans C, munie de la
norme de la convergence uniforme, et soit B.(T" x I"") I’algébre involutive des sommes
finies:

f= Z foUgouVg e I, f, € B(T").
geF"

Nous munissons B, (7" x I'") du produit et de I’involution donnés par: Vg € I, Vr € T",

(D0 = Y i) fia @)

hel™
[i@0) = fer(g7 ).
Un élément f € B.(T" x I') induit, pour chaque ¢ € T", un opérateur continu ¢; (f) sur
[2(I') défini par:
Vo e P(IM), Vg eI, (N Og= . for1(8(®) O
hel™

et dont la norme est bornée indépendamment de t € T".
Le produit croisé B(T") x I'" est le complété de B.(T" x I'™") pour la norme:

I fIl = Sup ||<Pt(f)||3(12(rn))-
teT”

La sous-algebre C(T") x I'" de B(T™) x I'" est définie de facon analogue, en partant de
I’algebre involutive C.(T" x I'™) des sommes finies:

f=) feUgouvgel™, f,eC(T),
gel™

C(T™) étant I’algebre des fonctions continues 77 — C.
Dans la suite, nous allons nous fonder sur le résultat crucial suivant, di a Bost [2].

Théoréme 6.1 (/2]). Soit I' un sous-groupe de Homeo. (S') et supposons donnée une
applicationl : ' — B(S") telle que:

Ve,hel, I(goh)=1I(g)oh+Ih).

Soit n > 1 un entier. Pour tout (z1,...,2,) € [—1,1]", définissons le morphisme
d’algébres:

B(z1,s ey zn)  Be(T" ) I™) — Be(T" % I™)
par

M(Z], ceey Zn)(f)g1®~--®gn (tl’ ] tn)
= fo1®-®g, (1, - - -, In) €Xp (Z Zkl(gk_l)(tk))
k=1

et soit B, le complété de B.(T" x I'™) pour la norme:

If s, = Sup lutzi, -z (O
@1z el = 117"
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B, est alors une algébre de Banach et I'inclusion
B, — B(T") x I

induit des isomorphismes en K-théorie.

Démonstration. Pour z = (z1, ..., z,) € R” fixé, I’expression
p

4D ()g10e0ge 11 - 1n) = ferig, (1. - 1) EXD (Z izu(g,:l)ak))

k=1
définit un automorphisme de la C*-algebre B(T") x I'". En effet,
a(z) : Be(T" X I'M) — B.(T" x I'™)

est clairement un morphisme d’algeébres involutif et une bijection d’inverse «(—z). De plus,
pour tout ¢ € T", I’expression:

Vo € I2(I'), Vg e I, k(z,1)(0)g = Ogexp (Zizkl(gk)(tk))
k=1

définit une isométrie
k(z, 1) : 12(I'") —> 12(I)
et un calcul simple montre que nous avons 1’égalité:

k(z, 1) o @i ((2)(f)) = ¢:(f) o k(z, 1).

Nous en déduisons ||x(z)(f)]l < | f]l et comme f = «a(—2z) o (z)(f), nous avons
finalement:
la @O =1

De plus, nous vérifions facilement que
Vz,Z €R", a(z+7)=a(@)oa)
et que, pour f € B(T™) x '™ fixé,
lim (e(2)(f) — f) = 0.
z—0
En effet, pour montrer cette derniere assertion, nous pouvons nous limiter au cas ou

f = fae-0eaUse-oe

pour g = g1 ® - - - ® g, fixé dans I et nous voyons qu’alors:
Vt e T", V0 € [>(I'),Vh € I'",

(@) (f) = O = folh(t)(eXim &0 _1yg

et donc, comme les fonctions /(g 1) sont bornées, en posant:

sin (Z Zkl<g;1)(rk>)
k=1

€(8)(z) = Sup;czn
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nous avons lim; g €(g)(z) = O et

() (f) = fII =21 fglle(@)(2)-

Par suite, o est bien une action fortement continue et isométrique de R” sur B(T") x I
au sens du paragraphe 2.1.2 de [2] et

wzi, ..., zp) = a(—izy, ..., —izp).
Le résultat découle donc directement du Théoreme 2.2.1 de [2]. O

Nous allons également utiliser I’idée ci-dessous, qui est inspirée de diverses techniques
sous-jacentes a [7].

Proposition 6.2. Soient I' un sous-groupe de Homeo, (S"), w un cocycle de groupe
normalisé de I et n > 1 un entier. Soit

¢ :CiI - Cr 1"
Uapplication diagonale, définie par:
P =8® --®g
et soit
jiCir"m — B(T")y » I
Iinjection canonique, définie par:
J (81 Q- ®gn) =Ug e-ag-
Supposons qu’il existe une sous-algebre A de B(T™) x I'" telle que ’inclusion
A— B(T"y = I

induise des isomorphismes en K-théorie, et un cocycle cyclique t© sur B.(T" x I'™) qui
s’étend a A et tel que

Tw=(jo ¢)*T

Alors la paire (I', w) vérifie la conjecture de Novikov.

Démonstration. t induit une application
Ki(B(T"y x I') — C

via I’isomorphisme K;(A) — K;(B(T") x I'™) (i = 0 si w est un cocycle de degré pair,
i = 1 sinon) et t,, induit donc une application K;(C;I") — C en composant I’application
ci-dessus par j, o ¢. Le résultat découle donc du théoréme de ’indice de Connes et
Moscovici [10]. Remarquons que cette méthode ne nous dit rien en fait sur le domaine de
définition du cocycle 7, lui-méme, mais elle nous suffit pour obtenir ce que nous voulons.
Une technique similaire est utilisée extensivement au chapitre 5 de [7]. [

Nous pouvons maintenant énoncer les résultats principaux de cet article.
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Théoréme 6.3. Posons I’ = Diffﬁ_ (SY) et soit n > 1 un entier. Alors il existe:
- une algeébre de Banach BB,, C C(T™) x I'" telle que ’inclusion

By, — C(T")yx I

induise des isomorphismes en K-théorie et
- un 2n-cocycle cyclique Ty sur Co(T" x I'™) qui est une 2n-trace sur By et tel que le
cup-produit
rgv =T U---UTgy
vérifie I’égalité:
gy = (J 0 ) T(m).
La paire (Diffi(Sl), gu™) vérifie donc la conjecture de Novikov pour tout n > 1.

Démonstration. Comme nous n’aurons affaire ici qu’a des fonctions continues, nous
nous restreignons des le début a 1’algebre C(T") x I'. 1l est clair que les résultats du
Théoréme 6.1 et de la Proposition 6.2 restent vrais si B(T") x I est remplacée par
C(T™) x I™.
Soit/ : I' = C(S') I'application définie par:
Vgel, I(g) =log(g).

Il est clair que / satisfait les hypotheses du Théoréme 6.1. Pour tout n > 1, soit B, la
sous-algebre de C(T"™) x I'" correspondante.

De plus, la fonction /(g) étant de classe C ! nous pouvons définir I(g) € C(S b, qui est
la dérivée de I(g), et qui vérifie la formule:

1(gh) =1(g) o h exp((h)) + L(h) .
Pour f0, 1, f? € C.(T" x I'"), posons:
(O L
= Y fg (Fafer 080 f 0 (80gD) (U (8182)" = L(g182)1(82) ) (1)dlt

808182=1

7(1) est le cocycle cyclique de Godbillon—Vey défini par Connes dans [7] et 7() est une
2-trace sur C(S') x I" ([7], Théoreme 7.3). De plus, nous avons bien évidemment:

Tgy = j*‘[(1).
Pour tout n > 2, définissons 7(,) comme le cup-produit de n fois 7(j):
T = Ty¥ - Hrq)

(voir [8] pp. 191-192.) 1) est alors un 2n-cocycle cyclique sur C.(T" x I'") et nous
avons:

Tgyn = (J o¢)*":(n)-
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Nous n’avons pas réussi a démontrer que 7, était une 2n-trace sur C(T") x I'" quand
n > 2. Nous allons démontrer que 7(;) est une 2n-trace sur B3,.

Regardons d’abord en détail le cas n = 1. Pour f!, a!, f2,a*> € C.(S! x I'), un calcul
assez simple montre que:

1
o da' ) = 3 [ R @ L8 @)ewar
—%/(ﬂywhﬁ#w%»mm
S]

ot les applications 8! et 82 de C.(S! x I') dans lui-méme sont définies par:

8" (D agls) = Y agUgl (@),
82 (ZagUg) = ZagUgl(g)/

et ou

wM (D fUe | =D fele™'U,

gel’ gel
est le morphisme du Théoréme 6.1 dans le cas n = 1. Comme nous avons clairement:

VfeC(S' D), lfll =IfI,

le terme de gauche désignant la norme de f, dans C(S'), nous voyons facilement que pour

al, a? fixés, il existe une constante K (a1 , az) telle que

VIR e CuSt x I, 13y (f'da' f2da®)| < K(a', a»)| fr g 11 /218,

et que donc 7(1) est une 2-trace sur 31. Remarquons en plus, comme dans [7], que dans ce
cas-ci nous pouvons méme en dire plus, a savoir que 7(j) est une 2-trace sur C(S %I,
En effet, nous pouvons inverser 1’ordre des termes dans la premiere intégrale, et donc faire
disparaitre (1) grace a la formule:

Va,b e C.(S' x I, / (u()(a)b).(t)dt :/ (ba).(t)dt.
s1 sl

Cependant, nous n’avons pas réussi a utiliser cette astuce pour traiter les puissances de 7(j)
et c’est pourquoi nous avons recours a u et a ’algebre B,, quand n > 2.

Fixons maintenant un entier n > 2.

Remarquons d’abord que, pour Ap, i1, A2, ha, A3 € I',expression Tgy (A 1dhiAadhaA3)
est égale a:

1
E/Sl(l(hz) o (ahiaahy) ™ U(hy) o (b))

— ((h2) o (Athih2) ™Y I(h1) o (Mh) ™)) (0)dt
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si Ath1Az2haA3 = 1 et a zero sinon, et que donc nous avons:
VA1, hi, Ao, ho, k3 € I, Tgy(Midhidodhars)

1
= E[gl(M(l)(UAI(SZ(Uhl))U)\Z(Sl(th)U)‘G)e(t)dt

1
_E/;1(M(l)(U)‘l81(Uhl)U)\ZSZ(th))U)%)e(l)dt.

Fixons maintenant G, Hy, ... G2y, Hy, € I'", avec pour chaque i € {1, ..., 2n},
Gi=g!l® --®¢g', H=hlo -an.
L’expression
ot #Tgy(G1dH, ... Gapd Hay)
est égale a la somme, quand o parcourt les permutations de {1, ..., 2n} telles que
Vke{l,...,n}, oRk—1)<ok),
des termes:

n
€(0) l_[ Too(A] 1 dho@k-1)AS 1 dho 21 AT 1)
k=1

o Qk—1)—1 o Qk)—1
kpk\ k kpk) k
k= ( 1—[ 8i hi) 8o (2k—1) k= ( l—[ 8i hi) 85 (2k)»

i=1 i=0(2k—1)+1
2n

ko k
g,k= 1_[ 8ih;

i=0(2k)+1

(nous posons par convention [[;_, gih; = 1 quand r > s) et, d’apres le calcul ci-dessus,
chacun de ces termes est égal a son tour a une somme de 2" termes qui sont des intégrales
sur le tore 7.

Fixons maintenant a!, ..., a*" € C.(T" x I'). Pour fl, ...,f2” € C(T" x 1),
I’expression

Ty (fldal ... f"da®™)

peut donc s’écrire comme une somme de (2n)! termes qui sont des intégrales sur le tore
T" d’une fonction du type:

2n
<1‘[ wli, .., in><fl'5f*’<<a">>>
i=1 e®--Qe

ot (i1, ...,in) €{0,1}", j € {1,2} etk € {1, ..., n}. Les fonctions §/-* de C.(T" x I'")
dans lui-méme sont définies de la fagon suivante:

1,k
) (Z g Q--®gn (t, ..., tn)Ug1®~~®gn)

= tg@-@g, (11 - ) Ug 0,1 (81) (1),
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52k (Z ag1@--@gy (115 -+ 5 tn)Ug1®»--®gn)
— Zag,@,.,.@gn (t1s - ) Ug 00,1 (81) (1)

Pour chacune de ces intégrales, il existe donc une constante C,1 _ ,2¢, ne dépendant que

.....

dea',...,a?" telle que I’ intégrale soit majorée par

Par exemple, quand n = 2, nous avons 24 intégrales, I’une d’entre elles étant:
1
2 / (w1, (18> @), D(f*8" (@)
T2

x £3822(a?)) f4812(a*))ege (11, 12)d11d1a.
2n

Il s’en suit qu’il existe une constante K(al, e, az"), ne dépendant que de al, ..., a®,
telle que

Vi L e Cu (T % I,
2n
2 (fdat ... (P da®)| < K@, ... a® ]I/ 115,
i=1

T(n) est donc une 2n-trace sur B,, ce qui était le résultat voulu. A partir de la, d’apres le
Théoreme 2.7 de [7], t(,) s’étend a une algebre

A, C B,

stable par calcul fonctionnel holomorphe dans 5, et I’inclusion induit des isomorphismes
en K-théorie:

Ko(Ap) — Ko(By) — Ko(C(T") x I'™).

Le résultat découle donc de la Proposition 6.2. [

Remarque 6.4. Le résultat du Théoreme 6.3 peut facilement s’étendre au groupe
Difflj'“bs (S') des difféomorphismes de classe C! dont le logarithme de la dérivée est
absolument continu. Le lecteur intéressé pourra consulter le chapitre 8 de [24].

Nous voulons maintenant démontrer un résultat analogue pour les puissances du cocycle
d’Euler. Nous n’avons pas réussi a le faire sur le groupe Homeo (S') en entier, mais
seulement sur le groupe PDiffﬂr(Sl) des difféomorphismes qui sont de classe C! par
morceaux.

Rappelons que PDiffiL(Sl) est, par définition, le groupe des g € Homeo, (S') tels
qu’il existe un partage {1, ..., 75} du cercle tel que la restriction de g a chaque intervalle
compact [f;, t;4+1] soit un difféomorphisme de classe C ! sur son image. Nous avons bien
évidemment:

PL,(S") C PDiff} (S').

Tout d’abord, nous aurons besoin d’une expression du cocycle d’Euler différente de celle
de la Proposition 4.6, 4 savoir d’un 2-cocycle du groupe Homeo, (S') a valeurs dans R.
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Ce processus est connu, mais nous avons jugé bon, au point ol nous en sommes, d’en
inclure une démonstration compleéte.

Proposition 6.5. Pour tout f, g € PDiffL(S Y, nous avons la formule:
eu(f, ) = Area(o(g)~' —id, o (f) — id)

ou o (f) désigne le relevé dans I-f(;n;oJr(S Y de I’homéomorphisme du cercle f tel que

o(f)0) € [0, 1[.

Démonstration. Pour tout F € Homeo. (S!), il s’agit d’abord de remarquer que F — id
est bien une fonction continue S! — R, que nous pouvons donc définir

0(F) = / (F(t) — t)dt
s!

et que ce 6 est alors une fonction Hfor\n_goJr(S Y — R qui vérifie la propriété cruciale:
VF € Homeoy(SY), Vk € Z, O(F o (id + k)) = 6(F) + k.

Pour f € Homeo, (S!), soit maintenant o (f) € I—fc;ngoJr(Sl) le relevé de f tel que
o (f)(0) € [0, 1] comme dans la Proposition 4.6 et posons:

c(f,8) =0(0(f) +6(o(g) = 0(o(f)oa(g)).

Nous voyons facilement que cette expression ne dépend pas du relevé o, que ¢ est un
2-cocycle borné a valeurs réelles et que sa classe de cohomologie ne dépend pas de

I’application 6 : Homeo, (S') — R vérifiant la propriété cruciale ci-dessus. Il est connu
[1] que ce ¢ est cohomologue au ¢ de la Proposition 4.6. Nous avons donc:

o(f.g) = /S (@)~ id) s - /S (@)~ id) o gl0)dr.

Pour normaliser ce ¢, nous procédons comme dans la Proposition 4.6 i.e. nous ajoutons
le cocycle cohomologue:

(f.8)=—00(f)") =00 H+00(@  oa(Hh
ie.

(f,9) = /S (@@ —id)o f i - /S (@@ — i)
et nous divisons par deux pour obtenir la formule:

Vf, g € Homeoy(S"), eu(f,g) = %(C(f, )+ (f. 8)).

De plus, quand f et g sont de classe C! par morceaux, la formule du changement de
variables donne:

1
eu(f,g) =3 /S 1 (o(@) ' —id) (o (f)—id)y — (o (g) ' —id) (o (f)— id))(t)dt
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ot les expressions (o (f) — id)’d et (o (g)’l — id);i désignent les dérivées a droite des
fonctions o (f) — id et a(g)_1 — id. Nous obtenons donc finalement:

Vf, g € PDIff,(S1), eu(f,g) = Area(o(¢)”' —id, o (f) — id)
ce qui était le résultat voulu. O

Remarque 6.6. Pour tout f € Homeo, (S 1), la fonction o (f) — id est naturellement a
variation bornée sur le cercle. Il serait intéressant de savoir si la formule:

eu(f, g) = Area(o(g) ™' —id, o (f) —id)
est bien valide pour tout couple (f, g) € Homeo (S).

Théoréme 6.7. Posons I’ = PDiffﬂr(S 1y et soit n > 1 un entier. Alors il existe:
- une algebre de Banach B,, C B(T™) x I'" telle que I’inclusion

By, — B(T") x I™

induise des isomorphismes en K-théorie et
- un 2n-cocycle cyclique Ty sur Bo(T™ x I'™) qui est une 2n-trace sur By et tel que le
cup-produit
T, = Tey U+ U Ty
vérifie I’égalité:
T = (J 09 T(n).

La paire (PDiff}F(S1 ), eu™) vérifie donc la conjecture de Novikov pour tout n > 1.

Démonstration. Soit/ : I' — B(S') ’application définie par:

VgeI', I(g) =log(gy).

Il est clair que / satisfait les hypotheses du Théoréme 6.1. Pour tout n > 1, soit B, la
sous-algebre de B(T") x I'" correspondante.

Pour tout g € I', nous avons o (g) —id € C(S 1) et cette fonction étant de classe C'! par
morceaux, nous pouvons définir sa dérivée a droite: (o(g) — id);, € B(SYH qui vérifie la
formule:

(0(gh) —id); = (o(g) —id) o h exp((h)) + (o (h) — id)).
Pour fo’ fl, f2 c BC(Tn % F"), posonS:
(O L
"L /S'(fg‘)fgl' 08" f5 0 (20g) (0 (g™ —id)(o(g)) —id),

808182=1
—(0(g2) ™" —id)y(o(g1) —id)(t)dt.

Nous pouvons démontrer, en nous inspirant du Lemme 7.1. de [7], que (1) est bien un
2-cocycle cyclique sur B.(S! x I') et nous avons:

Teu = J T(1)-



34 C. Oikonomides, V. Sergiescu / Expo. Math. 31 (2013) 1-39

En effet, I’expression, pour tout f, g € PDiffL(Sl),
w(f,8) = ((o(e) " —id)(o(f) —id), — (o(g)~" —id)(o(f) — id))(t)dt

définit bien une mesure finie sur le cercle, et w est un 2-cocycle de I" a valeurs dans le
I'-module des mesures finies sur le cercle (voir [11]). A partir de 1a, la démonstration de la
Proposition 27 de [23] montre que 7(1) est un 2-cocycle cyclique sur B.(S U's ).

De plus, pour f!,a!, f2,a®> € B.(S' x I'), un calcul assez simple montre que:

(s dal ey = 3 [ (15 P s
1
-3 /S (i (D(f18% @) £281 @))e)r

ot les applications 8l et 82 de B.(S! x I') dans lui-méme sont définies par:
5! (Z agUg) =Y a,Ug(o(g) —id),
82 (D agUs) = Y agUg(o(g) - id)

et ou

) [ D0 fUg | =D fele™HyUs

gel’ gel

est le morphisme du Théoreme 6.1 dans le cas n = 1. Nous avons donc au signe pres la
méme formule que dans le Théoreme 6.3. Le reste de la preuve se fait donc comme dans
la démonstration du Théoréme 6.3. [

Il nous reste maintenant a traiter le cas des puissances du cocycle de Godbillon—Vey
“discret” de Ghys et Sergiescu [14]. Nous n’avons pas réussi a le faire pour le groupe
PL_ (S') en entier, mais le résultat ci-dessous est valable pour les groupes de Thompson T
et F.

Théoreme 6.8. Soit I' le groupe de Thompson T ou F et soit n > 1 un entier. Alors il
existe:
- une algébre de Banach B, C B(T™) x I'" telle que I’inclusion

B, — B(T") x I

induise des isomorphismes en K-théorie et
- un 2n-cocycle cyclique T,y sur Bo(T™ x I'™) qui est une 2n-trace sur B, et tel que le
cup-produit

rgv =T U---UTg
vérifie I’égalité:
Tgp = (J 0 ) ().

La paire (T, gv™) vérifie donc la conjecture de Novikov pour tout n > 1. De méme, la
paire (F, gv'™) vérifie la conjecture de Novikov pour tout n > 1.
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Démonstration. Soit X C S! I’ensemble (dénombrable) des rationnels dyadiques compris
entre 0 et 1. Définissons le degré d’un élément x € X par deg(0) = O et, pour chaque
x € X — {0}, deg(x) = ¢ si x s’écrit x = 2% avec p impair. Pour chaque entier n > 1, il
y a donc 2"~! éléments de degré n dans X. Nous pouvons définir la mesure suivante sur le
cercle:

1
VieBs). mH=3) S ()
xeX

3deg(x)

et il est clair que m : B(S') — C est une application linéaire continue de norme 1.

Dans la suite, I" désignera le groupe T ou le groupe F.

Fixons g € I' et remarquons qu’il existe un nombre fini de points X, C X tel que
Vx € X — X,

log(g;) (x)
deg(x) — deg(g(x)) = ——=
log(2)
En effet, soit {#1, ..., #,} un partage du cercle (#; € X) tel que la restriction de g a chaque

intervalle [#;, t;11] soit de la forme:

—oniy 4 Pi

gx)y=2 x+2qf'

Il est alors clair que pour tout x € XNJt, ti+1[, deg(x) — deg(g(x)) = n; dés que

deg(x) > n; + g;. En définissant I’ensemble X, comme la réunion des #; et des points

dans chaque intervalle ]#;, #;11[ dont le degré est inférieur ou égal a n; + g;, nous obtenons
le résultat voulu.

Pour g € I' fixé, définissons la fonction /(g) par

Vx e X, [(g)(x)=log(3)(deg(x) — deg(g(x))),
log(3)
vxeS X, 1)) = oz log(gy(x))-
I(g) est alors une fonction en escaliers, donc réglée (et donc bornée) sur le cercle, et
I’application:
[: I —>s B(SY

vérifie les hypotheses du Théoréeme 6.1. Pour tout n > 1, soit 3, la sous-algebre de
B(T™) x I'" correspondante.

De plus, pour tout 2 € I', soient h(’g et i/, les dérivées a gauche et a droite de & et
définissons la fonction A(h) € B(S') par:

Vx e X, Ah)(x) =3 (log(hl)) (x) — log(hy)(x))
VxeS'—X, A(h)(x)=0.

A(h) : S' — R est alors non nulle seulement en un nombre fini de points. De plus, nous
avons clairement 1’égalité:

Agh) = A(g) o h exp(l(h)) + A(h).
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Pour [0, f1, f2 € B.(T" x I'"), posons maintenant:

(O = Y Y (A f o8y £l 0 (gog)THx)
808182=1 xeS!
x (1(g2)DI(g182) — 1(g182) DI(g2)) (x).

Pour g € PL (S"), rappelons ici que nous avons
Vx e 8", Di(g)(x) = log(hy)(x) — log(hy)(x)
et que DI(g) est donc vue comme une somme finie de mesures de Dirac sur le cercle. 7(1)
est le cocycle cyclique de Godbillon—Vey généralisé défini dans [23], Théoreme 25, et nous
avons bien évidemment:
Ty = j*‘l.'(]).
De plus, pour f!, al, 2, a* € B.(S' x I'), un calcul assez simple montre que:
ta)(f'da’ f2da’®) = m((uD(f'8%@") f28' @*)e) —m((f'6" @' f26%(@*))e)

ot les applications 8! et 8> de B.(S' x I') dans lui-méme sont définies par:
8" (D agUe) = D agUgl(e)
8 (D agUe) = Y aUp Atg)

et ou

w | Y LU | = e

gel’ gel’

est le morphisme du Théoréme 6.1 dans le cas n = 1. Nous avons donc la méme formule
que dans le Théoreme 6.3, en remplacgant la mesure de Lebesgue sur le cercle par 2m, et le
reste de la démonstration se fait donc comme dans le Théoréeme 6.3. [

Démonstration. Nous pouvons maintenant donner la démonstration du Théoréme 1.4. La
cohomologie des groupes de Thompson 7 et F est connue [14]. Pour 7', nous avons:
Qle, eu] gv

——— avec @ = ——

aeu =0 (log 2)2

c’est-a-dire que le groupe H*(T; Q) ne contient que des combinaisons linéaires des
puissances «” et eu” pour n > 1 (il est a remarquer que la restriction a 7 du cocycle eu
tel qu’il est défini dans la démonstration du Théoréme 6.7 est bien a coefficients dans Q).
Le résultat découle donc des Théoremes 6.7 et 6.8. Pour F, nous savons par la Proposition
3.10 de [14] que:

H*(F; Q) = A(u, v) ® Qlal,

ot A(u,v) est I'algebre extérieure engendrée par les cocycles de groupe normalisés
u,v e HI(F; 7)) donnés par:
_ log £3(0) _ log £}(0)

VfeF, u(f)—w» v(f) = log 2

H*(T; Q) =
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Les cocycles cycliques T, et 7, sont des 1-traces, et la Proposition 5.5 peut s’appliquer au
cocycle uv. Il nous reste donc a traiter les cocycles ua”, va” et uva”, pour tout n > 1.
Fixons donc n > 1, et regardons le cocycle ua”.
Remarquons d’abord que le groupe F fixe le point 0 € S! et que nous avons donc une
mesure F-invariante sur le cercle tres simple, donnée par:

Vf e B(SYH, mo(f) = f0).
Il est alors clair que la formule:

VIO e Be(S D) t(f0 ) = ) SO f Oule)

ger

— 05l ¢l
= 10g(z)mo((f 8 (f e

8! étant définie comme dans le Théoréme 6.8, définit bien un 1-cocycle cyclique sur
B.(S! % I') et tel que

T, = j'1.

Fixons maintenant f1, a', ..., 21 a2+ ¢ B (T"t! x F™1). Vues les
démonstrations des Théorémes 6.3 et 6.8, I’expression

%(fldal . f2n+lda2n+l)

peut s’écrire comme une somme de (214 1)! intégrales, par rapport a une mesure sur 7" +!
de la forme mg Am A --- A m, avec:

1 f(Oaxla"'axn)

n+1 - c- R
VfeB(T ), (moAmA---Am)(f)= on 2}:{ 3deg(xy)+-+deg(rn)
X €

d’une fonction du type:

2n4-1 .. .
<H niin, in+1>(f’af*k<a’>))
i=1

ot (i1, ..., ins1) € {0, 1}, j € {1,2} etk € {1,...,n + 1}, les fonctions 8/ étant
définies de la facon suivante:

shk (Z g @-@gn (s - - - tn)Ug1®---®gn)

= Zag|®-~-®gn (1, 1) Ug @08, (81) (1),
s2k (Z g1 @-@g (15 - - - tn)Ug1®~--®gn)

= Zag|®-~-®gn 1, - 1) Ug @--@g, A8 (1),

[ et A étant comme dans le Théoréeme 6.8.

R Qe

Nous en déduisons que, pour a', ..., a?"t1 e B.(T"t! x F't1) fixés, il existe une
constante K (a', ..., a”*!), telle que V£, ..., f2"t! € B.(T" x Ft1),
2n+1

[Thten (flda' ... M da® T < K@) TT 111,
i=1



38 C. Oikonomides, V. Sergiescu / Expo. Math. 31 (2013) 1-39

et que t#1(;) est donc une 2n + 1-trace sur B, 4. La paire (F, ua") vérifie donc la
conjecture de Novikov pour tout n > 1.

La méme méthode peut s’appliquer a va” et a uva” pour tout n > 1, ce qui acheve la
démonstration du Théoreme 1.4. [

Remarque 6.9. Le groupe de Thompson V [5] a une cohomologie rationnelle triviale,
c’est pourquoi nous n’en parlons pas dans cet article.
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