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SEANCE DU 1* JUIN 1955. 2111

THEORIE DES NOMBRES. — Sur les points Iimites d’un ensemble remarquable
d’entiers algébriques imaginaires. Note de M" Monieue Dousrirg,
présentée par M. Paul Montel.

Désignons par S, ensemble des entiers algébriques § dont tous les conjugués
dans le plan complexe, a I'exception de 0 seul, sont intérieurs au cercle-unité ;
par S’ I'ensemble des entiers algébriques imaginaires 0, dont le conjugué 6 se
trouve, ainsi que 8, hors du cercle-unité, alors que tous les autres conjugués
sont intérieurs.

John B. Kelly (*) a montré que les points limites de S, appartiennent a 5,
s'ils sont imaginaires, 4 S, s'ils sont réels.

Soit Q(s) le polynome irréductible & coefficients entiers ayant pour zéro 1/9
et tel que Q(o)=1. Nous allons établir la proposition suivante :

TutoriMeE. — Pour qu’'un nombre O de S, ou de S, soit pont limute de
Uensemble S, il faut et il suffit qu'il existe un polynome A(z) & coefficients
entiers tel que sur |z =1, on ait ['inégalité :

'A(3) £ Q(s)  si0 appartient a 37,
A(z) = Q=) st appartient 4 5,

’égalité n’étant vérifice qu’en un nombre fini de points.

Avant de donner la démonstration de ce théoréme, rappelons que tout point
limite de Pensemble S, est un point de S, caractérisé par Pexistence d’un
polynome A,(s) a coefficients entiers tel que sur |zl=1, on ait 'inégalité
|A,(3)121Q(5)], égalité n’étant vérifiée qu’en un nombre fini de points. En
prenant A(z)= A?(s), le théoréme montre que fout point lumite de S, est point
[imite de S,.

La démonstration du théoréme est inspirée de I'étude des points limites
de S, faite par J. Dulresnoy et Ch. Pisot (*).

A tout nombre 6 de S’ on peut associer au moins une fraction ration-
nelle A(5)/Q(3), ot Q(5) est le polynome déja défini, et A(z) un polynome &
coefficients entiers rationnels, non divisible par Q (z), vérifiant A(o)>x1 et tel
que |A{z)| = Q(5)| sur |5/ =r1; le polynome aux zéros inverses de ceux
de Q( 5) satisfait aux conditions imposées & A (), sauf pour certains nombres
du quatriéme degreé.

Dans 3 =<1, la fraction rationnelle A(5)/Q(z) a deux poles imaginaires

conjugués 1/6 et 1/0. Dans [ 5| < 1/|61, elle peut donc étre développée en série

(") Amer. J. Math., 72, 1950, p. 563-572.
(2) Ann. Sc. Ec. Norm. Sup. (3), 70, 1933, p. 107-11}; Bull. Se. Math., 77, 1953,

P- (2g-136.
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A(s)
(I) (7%:—5 :Z unsn’
* n=u
ou les u, sont des entiers; dans | 5| <1, elle peut étre développée sous la forme
A=) / 2 o a— b3 -
(=2 T == —+ — Epit— : — — 4 %, an,
) Q(3) i— 03 | — 03 % I——(U+3)s+0052 ;%n

Des relations (1) et (2), on déduit

(3) U= A"+ A 82 ¢,

D’aprés (1), la valeur moyenne de I(I—GZ)(I—GZ)A(Z)/Q(S)P sur
|z|=1 est

(1) o+ [ul— (U —+ f“))uu]"’—{—Z[uu— (0 —+ 6)1(,1_1—% Uﬁnn_.z]gé I —t—(ﬂ —+ ﬁ)2+ 0202;

n==2

d’aprés (2), la valeur moyenne de A(z)/Q(z)|* sur|z|=1 est

3
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De (5) et (6), on déduit
(7) o108 et JulZ|0+0]400.

Soit une suite de nombres 0, de 3) tendant vers un nombre §. D’aprés (7),
Pensemble des nombres a, et b, qui leur sont associés, est borné; on peut
donc toujours supposer, quitte & en extraire une suite partielle, que les g,
et b, tendent respectivement vers a et b, non simultanément nuls d’aprés (3),
(4) et (9). De la suite A,(5)/Q.(5), on peut extraire une suite partielle qui
tend vers une fonction limite R(s); on démontre que |R(z)| <1 sur |z|=1,
que R(z) est une fraction rationnelle, et que

«— bz i
R(z)= - +Z Ep sl dans |z|<<1.
n—==aq

t—(04+6)54-00z2
R(z) présente les poles simples 1/0 et 1/0 si 8 appartient a S; le pole
simple ou double 1/0 s1 § appartient & S,. Lorsque 1/0 est pole simple, on

a R(5)=A(5)/Q(5); sinon R(z) = A(3)/Q*(3).

En comparant les valeurs moyennes < et 7, sur |z|=1, de [R(2)]* et
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de "A,(5)Q,(z):*, on trouve
1
T

- l' I
Tl Ty, K
W = -

Y

:[

ce qul entraine la partie directe du théoréme. |

Réciproquement, une suite de nombres i, de S tendant vers§ de S| s’obtiendra
par les zéros intérieurs au cercle unité de (Q(s)-4=3s*A(z). Si § appartient
a S,, on considérera les zéros de Q*(3) 4 s*A(z) avec un choix convenable du
signe -+ ou —; en prenant le signe contraire, on obtiendrait un couple de
nombres réels tendant vers .

EQUATIONS DIFFERENTIELLES. — Représentation de certaines intégrales
d’équations différentielles. Note (*)de M. Georees BriLLougT, présentée
par M. Henri Villat.

Représentation par des intégrales analogues a celles de Laplace d'intégrales particu-
lieres d’¢quations différentielles Iinéaires a coefficients constants dont le second
membre est de la forme 1/5*. Raccord avec la méthode de variation des constantes
lorsque % est un entier positif. Application au probléme des ondes liquides de gravité
abordant une plage de pente uniforme.

1. Considérons l’équation différentielle linéaire i coefficients constants n1on
homogénes

Vi
(1) _E(%—ﬂ”ﬂﬂxﬁ@%
j=1 ,
ot les ¢; sont les constantes quelconques. Posons P(H= E_E (L—¢j).
j=t
2. Si E(z)=1/3" (n entier positif), une intégrale particuliére de (1) peut
éire représentee par
. e 1 A AR
(2) Jizyz== ———-——~—3./pr“"-mdg.
formule daus laquelle P désigne un chemin du plan complexe I, partant de
I'infini dans le demi-plan R (7)< o et aboutissant a 'origine sans passer par
aucun des points ¢;.
3. 81 E(s)= 1/3* (A =£ entier positif), la formule de Hankel montre qu’une
intégrale particuliére de (1) est

dz.

(3) '/'(:):_f‘_

lci. le plan complexe I est entaillé suivant la demi-droite d’argument

(*) Séance du 23 mai 1935.

. R., 1955 1°* Semestre. (T. 240, N* 22.) 133



