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Formule de Kirillov et indice
de Popérateur de Dirac

Dans cet article nous annongons une formule pour l’indice équivariant de ’opératieur
de Dirac et montrons son analogie avec la formule universelle prop osée par Kirillov
pour le caraciére des représentations d’un groupe de Lie. Celle analogic suggére une
généralisation de la formule de Kirillov au cas des orbites non génériques do la re-
présentation coadjointe.

Ceci esl un iravail commun avee Micole Berline.

Soit G un groupe de Lie d’algdbre de Lie ¢. On considére la fonction
PAX[2 _ p—0d X2
-analytique, G-invariante, définic sur g par j(X) = det (T) .
a

Elle admet, au moins dans un voisinage de 0, une racine carrée analytique
712, telle que §*2(0) = 1.

Supposons @ unimodulaire et de type I. Soit @ Tensemble des classes
de représentations unitaires irréductibles de @. Kirillov a conjecturé la
formule suivante [16]: pour presque tout T ed (au sens de la mesure

de Plancherel) il exigte une orbite 0 de G dans le dual g* de g telle que,
dans un voisinage de 0 dans g, on ait I’égalité de fonctions généralisées

tr T(exp X)*(X) = [ #9Dapy(f), (1)
4

en notant §, une mesure invariante sur I’orbite ¢, que nous préeiserons
dans la suite. La validité de cette conjecture a été établic dans de nom-
breux cas [10, 16, 14, 15].

Oette conjecture est un des agpects de la méthode des orbites qui con-
siste & mettre en correspondance, génériquement tout au moins, représen-
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tations unitaires irréductibles d'un groupe de Lie et orbites de la représen-
tation coadjointe. Dans cette correspondance, & une représentation de
la série discréte est associée une orbite @ = @-f admissible dont le stabili-
sateur est compact [11]. Réciproquement, supposons que ¢ admette une
strueture riemannienne @-invariante, et soit ¥~ = ¥°, un module de Clifford
admigsible sur @ (voir 2.12). Considérons la représentation virtuelle 7,
dans la différence des noyaux IL? des opérateurs de Dirac D*. Dans de
nombreux cas, cette représentation est la représentation T';, de Duflo.
La formule universelle de Kirillov dicte une formule pour la trace (au sens
fonctions généralisées) de la représentation 7., c’est-i-dire une formule
pour lindice équivariant de I’opérateur de Dirac .D.

Il parait donc naturel de rechercher une formule similaire & celle
de Kirillov pour lindice équivariant d’un complexe elliptique G-équi-
variant sur une variété M. Nous avons montré dans [3], [6], comment
la notion de formes G-équivariantes permet de proposer une telle formule
universelle pour certains complexes clasgiques.

Nous montrons ici comment écrire la formule de Kirillov en termes
de formes équivariantes. Si ’orbite 0 satisfait certaines conditions, on peut
en effet écrire la formule de Kirillov sous la forme: '

tr T'(expX) = [Oh(X,7)f (X, T0), (2)
[}

olt Ch(X, 7) et #~1*(X, T0) sont des classes de cohomologie équivariante

par rapport & X g définies dans la section 1. Dans le cas olt ’orbite @

est de dimension maximale, le terme #~Y2(X, T0) se réduit & la constante

J7V*(X) et [Ch(X, 7) coincide avec [ ¢<"X> dB,(f). Un exemple de Khal-
Y ]

gui [14] montre que pour une orbite non générique la formule (1) est
fausse, méme si on remplace j? par une autre fonction analytique @-in-
variante.

L’éeriture ci-dessus suggére que, pour une orbite non générique, la
formule de Kirillov doit &tre modifiée pour tenir compte du terme
FU (X, To).

Malheureusement, nous devons souligner les défauts de notre inber-
prétation dans son état actuel:

(1) Nous ne définissons le terme #~V*(X, T0) que sous des conditions
probablement trop restrictives sur orbite 0.

(2) Dans le cas ol Z~Y2(X, T0) est défini, nous ne pouvons assurer
que le membre de droite de (2) définisse une fonction généralisée.
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1. Cohomologie et classes caractéristiques équivariantes

1.1, Soit M une variété différentielle. On note o (M) = @ (M) I’algtbre
sur C des formes différentielles; on note 71 (M) la sous-algébre, commu-
tative, des formes paires; on note d la dérivation extérieure. Si £ est un
champ de vecteurs, on note ¢(£): &/ (M) (M) la contraction, # (&) la déri-
vation de Lie. On a Z(&) = d-¢(&)+c(£)-d.

Soit @ un groupe de Lic agissant sur M & gauche. Soit g I’algébre de
Lie de @. Pour X e g on note X* = X%, le champ de vecteurs sur M défini
par (X*f) (m) = (&)dt)f(exp 1X - m)|,,. Soit oy la sous-algébre des formes
ue (M) telles que Z(X*)u = 0.

On rappelle les définitions de [3]. L’opérateur (non homogéne) dy
= d—2me(X"*) sur o/ (M) est une antidérivation qui inverse la parité
des formes et vérifie (d—2éno(X*)) = —2ing (X*). Il est donc de carré
nul sur /5. On pose

Z(M, dy) = ker(d—2ino(X*)),
B(M,dy) = (d—2imo(X*))x.

On a donc B(M,dy) < Z(M, dy) = 5. On pose
H*(M, dy) = Z(M, dg)|B(M, dx).

11 est clair que si X}, = 0, 'anneau H*(M, dx) est ’anncau de cohomo-
logie ordinaire de M.

1.2, La cohomologie de dy est particuliérement simple & décrire lorsque M
est compacte et que le groupe & un parameétre exp iX est relativement
compact [6]. Dans ce cas les zéros de X}, forment une sous-variété M,
de M et on a la proposition suivante:

1.3. ProrosIrioN. L'application ¢*: H*(M, dy)—>H*(M,) est un isomor-
phisme.

La formule de localisation [3], [6] généralise un résultat de R. Bott
[7], [8]. Nous I’énongons ici dans un cas particulicr.
8i p = YuMe (M) ot si N est une sous-variété compacte orientée
de M, on écrit [ u pour [ u'%™N), Si m est un point de M, on pose u(m)
N N

= u®(m). 8i N est une sous-variété compacte orientée invariante par
le groupe & un paramétre exp tX, Papplication u— f u et bien définie
sur H*(M, dy).
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Si m e M est un zéro du champ de vecteurs X*, la dérivation de Lie
Z(X*) induit un endomorphisme L, (X) de 1’espace tangent T, M.

Supposons que le groupe @ soit compact. Si X €g et si m est un zéro
de X* tel que L, (X) soit inversible, il existe une base e,, €5, .., 3,15 f3n
de T, M telle que:

Lm(X)ezj—1 = ljezj’
Lm(X)sz =i "—Ajezj_l-

On suppose cette base d’orientation positive, Alors, le produit 1,...4,
ne dépend pas du choix d’une telle base. On pose:

2T (X)) = 0" 2hy ... 4.

On dit que X* est non dégénéré lorsque L, (X) est inversible pour tout
zéro m de X*. Rappelons alors la

1.4. PROPOSITION. Soit G un groupe de Lie compact agissant sur une variété
compacte orientée de dimension 2n. Soit X € g tel que le champ de vecteurs
X7z s0it mon dégénéré. Soit w e H* (M, dy). Alors

{‘u = ._._'Li.(.’.’_’."z.__ .
M g6706 do X X (Lm (X))

1.5. Remarque. La proposition 1.4 est aussi obtenue dans [1] par les
méthodes de la cohomologie T-équivariante ([19], voir aussi [23]).

1.6. Revenons au cas ol @ est un groupe de Lie quelconque. Une applica-
tion X>uy de g dans /(M) sera appelée une forme équivarianie si

px €Z4(M, dy),
tgx =g px DPourgel,Xeg.

Donnons dés maintenant un exemple:

1.7. Soit (M, o) une variété symplectique, munie d’une action hamiltonienne
d’un groupe de Lie @. Notons fx le moment de X eg. Par définition on
a o(X*)o+dfx = 0 et comme do = 0, il en résulte que fx— (o/2ix) est un
élément de Z (M, dx).
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En particulier, soit @ < g* une orbite de la représentation coadjointe
de G. Pour la structure symplectique canonique de @, le moment de X € g
est donné par fx(l) = —<l, X) pourl € 0. L’6lément exp | —i (fx —(o/2im))]
€Z(M, dyx) jouera un réle important dans la suite.

1.8. Rappelons comment l’analogue équivariant de la construction de
Chern—Weil fournit des éléments de H*(M,dy) ([B]).

Soit H un groupe de Lie d’algébre de Lie ). Soit P—M un fibré prinei-
pal de fibre H sur lequel H opére & droite. On suppose P muni d'une action
4 gauche du groupe G. On fait I’hypothése que P admet une 1-forme de
connexion a invariante par G. (Cette hypothése est toujours satisfaite si
G est compact, mais il serait préférable de ’éviter dans la situation géné-
rale). Pour X eg on définit le moment de X par Jx = ¢(X3)a. On note 2
la courbure de a. Soit @ une fonction polynémiale H-invariante sur §.
On définit par multilinéarité la forme &(Jx— (L2 /2i7:))‘ sur P. Cette forme
so projette en une forme sur M notée P(X, a), qui appartient & Z(M, dy)
et dont la classe dans H* (M, dx) ne dépend pas de la connexion G-inva-
riante a choisie. On note cetite classe @(X,.P). On peut encore definir
®(X, P) lorsque @ ost un germe de fonction analytique en 0 sur §: si @
est entiére, @ (X, P) est une forme sur M, dont les coefficients dépendent
analytiquement de X; si le rayon de convergence de @ est fini, on peut
définir @(X, P) sur tout ouvert relativement compact de M, pour X
agsez petit. Si on note I (b) Palgébre des fonctions entieres H-invariantes
sur §), l'application @D (X, P) est un homomorphisme d’algébres de

1(p) dans H*(M, dy).

1.9. Fibré trivial. Supposons que P soit le fibré trivial M x H, ’action de
G étant donnée par g(m, k) = (gm, y(g)h), pour un homomorphisme y
de G dans H. Notons aussi y I’homomorphisme de g dans§) qui s’en déduit.
Soit a 1a connexion (plate) sur P image réciproque de la forme de Maurer—
Oartan sur H. Alors o est G-invariante et on vérifie immédiatement que
®(X, a) est la fonction constante sur M égale & & (y(X)).

1.10. Homomorphisme de {ibrés. Un homomorphisme H—H' de groupes de
Lie définit de manmiére naturelle un homomorphisme du £fibré P dans le
fibré principal P’ = P xzH' de fibre H'. L’action de @ sur P se trans-
porte naturellement & P’. 8i P’ admet une connexion G-invariante, on
identifie, par abus de notation, les formes associées (1-forme de connexion,
courbure, moment, etc.) et les formes sur P qui sont leurs images réci-
proques par ’homomorphisme P—P’.
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1.11. Fibrés vectoriels. Soient V un espace vectoriel, réel ou complexe, et
¥"—M un fibré vectoriel de fibre-type V. Le fibré principal associé a pour
fibre H = GL(V). Si @ agit sur 7~ en préservant une connexion linéaire,
4 toute fonction @ H-invariante sur ) = ¢gl(V) est associée par 1.8 une
classe &(X,7") e H (M, dx). En particulier, on notera Ch(X,¥") (carac-
tére de Ohern) la classe associée 2 la fonction A-stred.

Soit Q(2) = D a,2" une fonction analytique d’une variable z. Pour
tout espace vectoriel V, la fonction Ar>det@(A) sur ¢gi(V) est invariante.
Soient ¥ ;—~M (i = 1,2) deux fibrés G-équivariants et admettant des
connexions G-invariantes. Soit 7", @7, leur somme de Whitney. Il est clair
qu’on a:

1.12. LeMME.
detQ (X, 7,7 ,) = detQ (X, 7)) detQ( X, 7,).

1.13. La fonction j(z) = (¢?* —e~*?)/e et sa racine carrée j¥* définie
(au voisinage de z = 0) par j¥2(0) = 1 apparaissent dans la formule du

caractére et de Pindice de 'opérateur de Dirac. On pose

FPX, ) = detj*(X,7),
FVX, 7)) = detj VX, 7).

Sur les algébres de Lie so(n) — gl(n) et sp(n) = gl(n) la fonection
Ardetj(Ad) admet une racine carrée analytique entiére. Si donec ¥ est
associé & un fibré prineipal G-équivariant de fibre SO(n) ou Sp(n) et
admettant une connexion G-invariante, la forme #Y2(X,¥") est définie

sur M toute entiére et dépend analytiquement de X.

1.14. Notons DL(n, C) le groupe GL(n, C)/+1. Un fibré principal #° de
groupe DL (#n, C) sera appelé pseudo-fibré vectoriel. Si # est G-équivariant
et admet une connexion @-invariante, on peut encore définir le caractére
de Chern Ch(X, #).

Nous pouvons maintenant énoncer la formule pour l'indice équiva-
riant de l’opérateur de Dirac obtenue dans [6].

Soient M une variété riemanienne compacte orientée de dimension 21
et @ un groupe connexe d’isométries de M préservant 1’orientation. Soit
¥ = ¥°@¥? un fibré gradué de Clifford [2], G-équivariant, sur M. Pour
chaque m € M, la fibre 7", est donc un module gradué pour I’algébre de
Clifford O(T,,M). Notons S}, (resp. 8;,) ’espace des spineurs pairs (resp.
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impairg). Pour chaque m e M, on a des décompositions
an = Sn-';®Wm et V}n = 8, QW,.

Les espaces W, /-1 définissent un pseudo-fibré vectoriel @-équivariant
W [6].

Soit DS.: I'(¥%)—I'(¥1) Popérateur de Dirac associé au module de Olif-
ford ¥7, défini & P’aide d*une connexion G-invariante. Alors Ker DS et Coker
Dy sont des G-modules de dimension finie et on a:

1.15. TatorimME. 87 X eg est suffisamment petit,
t g (6XD X) — troouenpt, (exp X) = [ OL(X, ) f7*(X, TH).
b7

1.16. Fibrés homogénes. On suppose désormais que M est un espace homo-
géne G/H. Une connexion @-invariante sur le fibré principal G—G[H est
définie par une décomposition g =HPm ol m est un supplémentaire
H-invariant de .

1.17. Soit v une représentation de H dans un espace vectoriel de dimension
finie V.. Une connexion linéaire @G-invariante sur le fibré vectoriel @ x5V,
est une connexion sur le fibré principal G xXzGL(V,), image du fibré
principal G¢—M par I'homomorphisme H—-+GL(V,). La 1-forme sur G
4 valeurs dans gl(V,) qui correspond & cette connexion (conventions de
1.10) est définie par une application linéaire 7: 7,6 = g—>gl(V,) qui
vérifie:
1.18. a4 =7,

F(adh -X) = v(h)T(X)z(h)~* pour tout X egq, h e H.

8i le fibré principal G—G/H admet une connexion G-invariante, on
obtient une telle application 7 en posant |, = 0.

Toujours avec les conventions de 1.10, le moment de X e g et la cour-
bure de la connexion 7 sont les formes différentielles sur @ données par:

1.19. Jx(g) = 7(adg~1-X) pourged.

1.20. Q est @G-invariante par les translations & gauche et

2QY,Z) =[3(Y),%2)]-%[¥Y,Z] pourXY,Zeqg.
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1.21. L’étude des orbites admissibles de la représentation coadjointe deman-
de de considérer le cas oll = est une représentation non pas du groupe H
lui-méme, mais d’un revétement & deux feuillets H, telle que z(&) soit
égal & -1 pour tout élément & € H qui se projette sur 1’élément neutre de H.
Alors 7 définit un homomorphisme de H dans le quotient GL(V,)/( 1)
de GL(V,). Une application %:g->gl(V,) qui vérifie les conditions 1.18,
avec H & la place de H, définit une connexion G-invariante sur le fibré
principal @ X(GL(V,)/(£1)). A toute fonction del (9%(V,)) est done
associée, pour X eg, une classe dans H*(M, dx) notée (X, ). Cette
classe provient de la forme & (J, — (2 [2ir)) sur @, ot J 5 et 2 sont données
par 1.19 et 1.20.

2. Classes caractéristiques pour les orbites de la représentation coadjointe
et formule du caractére

2.1. Soit 0=g* une orbite de la représentation coadjointe de G. On munit
0 de sa structure symplectique canonique ¢. 8oit f € 0. Grice &4 1’hnomomor-
phisme G (f)—>Sp(g/g( f)) =>SL(g/g( f)), le revétement & 2 feuillets
S"I'J(g/g(f))—>SL(g/g(f)) induit un revétement & 2 feuillets G(f)—G(f),
qui coincide avec le revétement défini par M. Duflo [11]. On définit, en
suivant {117, Pensemble % (f) des [classes de] représentations unitaires
irréductibles = de @(f) telles que z(expX) = ¢“*® Id, pour X eg(f)
et 7(s) = —Idy, en notant s I'élément non neutre do G(f) au-dessus de
P’élément neutre de G(f). L’orbite est dite admissible lorsque 'ensemble
Z(f) n'est pas vide. Si @ est algébrique, & (f) consiste en un nombre fini
de représentations de dimension finie. Plagons-nous dans ce cas. Notons
P, = Gxgm(GL(V,) /(;{:1)) le fibré principal défini par = e Z(f).

2.2. Rappelons que P, admet une connexion G-invariante canonique,
introduite par B. Kostant [17], obtenue en posant #(X) = i{f, X>Id,_
pour X € g (notations de 1.18). Comme ad g-f = f si g € G(f), la courbure
Q ot le moment Jx de cette connexion sont en fait déjh des formes sur
0 = G/G(f), données par

Ix(l) = i{l, X)Id,_  pour le0,?

= —iGIdV,'

1 Le moment de X relativement & cette connexion différe donc par un facteur
—4¢ du moment défini en 1.7 relativement & ’action hamiltonienne de @ sur 0.
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Le caractére de Chern du fibré P, est donc la forme sur @ donnée par

2.3. Ch(X, 7) = tr(e/x~ 2% = Qim V, ¢<hX2el2m,

On voit done apparaitre le premier terme de la formule (2) de ’intro-
duction. Pour donner un sens au terme £~ *(X, T0), nous allons faire
momentanément I’hypothése suivante. '

24. Le fibré G—0 = G/G(f) admet une connexion @G-invariante, donnée
par une décomposition G(f)-invariante g = g(f) Pm.
Considérons la suite exacte de G(f)-modules:

0—(adg) f—>g*—g(f)*—>0.
La suite exacte de fibrés vectoriels associée définit le fibré normal NO & 0
dans g*:

0>T0—+0 X g*—>N0—0.
L’action de @ sur 0 x g* est donnée par g(I,l') = (ad*g-l, ad*g-1'). La
forme #Y*(X, 0 x g*) est donc la fonction constante sur ¢ donnée par:

=j(X).

ad*X/2 e—ad*x/z —1/2
ad*X )

detg. ( d
Gréce & I'hypothése 2.4 on a, en utilisant 1.12:

2.5. FB(X) = #12(X, TO)F¥*( X, NO).

Sife0 et X eg(f), i.e. si f est un zéro de X", on a

" [o etaX/2 __ e—a.d.x/s 1/2
FHE, TOPF) = detyn| 7 )

2.6. Congidérons le cas d’une orbite de dimension maximale 2d. Alors g(f)
est commutative [12]. Il en résulte, d’aprés 1.17, que le fibré normal
NO = G Xgpna( f)* admet une connexion G-invariante plate, et on a
SX,No) = 1.

Dans ce cas, sous I'hypothése 2.4, la forme #~4(X, T0) se réduib
done & la fonction constante j~*(X).

La formule de Kirillov:

tr T'(exp X)j(X)"? = dimz fei<',X)ﬁm
0
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o®

bo =yt

s'écrit donec aussi en termes de formes G-équivariantes:

tr T(expX) = [Ch(X,7)f (X, T0).
[

Ce qui précéde nous eonduit & proposer une généralisation de la con-
jecture de Kirillov (sous I’hypothése 2.4). Nous la proposons sous deux
formes:

2.7. CONJECIURE. Soit 0 une orbite admissible, fermée, de G dans g*, v € Z (f).
Il existe une représentation unitaire irréductible T,. de G telle que:

trT, (expX) = f Ch(X, 7)f (X, T0) (C.1)
[

ou plutdl

tr T, . (exp X)j**(X) = f Ch(X, 7)#¥3(X, NO). (C.2)
[4
Indiquons maintenant des situations ou cette formule est justifiée.

2.8. Tout d’abord si @ est fermée de dimension maximale, (0.2) est 1a formule
de Kirillov, et sa validité a ét6 établie dans [15] par Khalgui pour les
reprégsentations T, de Duflo.

2.9. 8i 0 = {0}, on a FY*(X, NO) = j(X)"* et la formule (C.2) est donc
vérifiée si on associe & l’orbite {0} la représentation triviale.

2.10. 8i g(f) est réductive, ’hypothése 2.4 est satisfaite et la forme
FY(X, NO) est définie sur @ toute entidre et dépend analytiquement
de X e€g. Malheureusement, nous ne pouvons assurer que l’expression

[ on(X, 77X, No)
o

définisse une fonection généralisée sur un voisinage de 0 dans g.



Tormule de Kirillov et indice de l'opérateur de Dirac 931

Cependant, supposons que le sous-groupe & un parameétre ad(exptX)
soit relativement compact dans ad@, ¢t que le champ de vecteurs Xj
n’ait qu’un nombre fini de zéros. Soient fe ® et X eg(f). Soit W, un
sous-espace de (g/g( T stable par expiX, totalement isotrope positif
pour la 2-forme canonique. La formule de localisation 1.4 s’écrit alors
formellement:

[ onx, nat(x, Noyj(x)
o

2 Gim 7 eihX
= m. v,
Je{zéros deX’m}

detWI(e&dXIZ __ c—udx/z) '

Supposons que G soit semi-gsimple, et soit 1 un élément elliptique
(non nécessairement régulier) de g*. Assogions & ’orbite @ -4 la représenta-
lion T, de Zuckerman. (Il n’est pas démontré que T, soit unitarisable).
Alors la formule du caractére [22] pour T, coincide sur I'ouvert des élé-
ments elliptiques réguliers de g avec ’expression précédente.

En particulier, lorsque G est compact connexe, notre conjecture est
bien vérifiée: sit estune sous-algébre de Cartan telle que A ¥, la représenta-
tion T, agsociée au fibré de Clifford canonique sur I’orbite G -1 a pour poids
extréme 44— g;, ol g, est la demi-somme des racines de ty dans gg telles
que {ii, a) >0, et la formule (C.2) coincide avec la formule du théo-
réme 2.8.

2.11. 8i le {ibré normal n’admet pas de connexion G-invariante, le terme
FP (X, NO) n’est méme pas défini. I1 est vraisemblable qu’on peut amé-
liorer la conjecture (0.2) en cherchant, en guise de #'*(X, N0), une fonc-
tion analylique G-invariante X—J#*(X), & valeurs dans l’espace des
formes différenticlles sur 0, qui vérifie:
(a) JH(X) e Z(M, dy),
adXx/2 G—adX/z

1/2
() WHEN) = [ oty | vowr se0, T ea.

Si @ est compact, d’aprés la proposition 1.3, ces conditions déterminent
la classe de J¥*(X) dans H*(M, dx) pour les éléments X dont les zéros
sont isolés.

$1 existe une fonction G-invariante j, sur g telle que

(4

adX/2 e-udx/z

. : 4
J@(X) = detﬂ(f)( a:d..X

) pour f €0, X e g(f),
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un choix naturel pour J*(X) sera la forme de degré 0, égale 4 la constante
jo(X)2. La formule des caractéres obtenue est alors celle de Duflo [10].
Dans le cas contraire, J*(X) devra néeessairement comporter des termes
de degré supérieur.

2.12. Revenons enfin & notre motivation initiale. Soit ¢ une orbite de
dimension maximale de la représentation coadjointe. Supposons que €@
admette une structure riemannienne G-invariante. I1 existe done une forme
euclidienne @ sur g/g(f) invariante par @(f). Le revétement G (f) de G(f)
(2.1) est aussi défini par le diagramme

G(f)->Spin(Q)

Y 4
&(f)—>80(@).

Soit ¢ = ¢+ @~ la représentation de Spin(Q) dans Pespace des spineurs.
Soit 7€ Z(f); les représentations 7® o* sont alors des représentations
de G(f). On peut définir le module de Clifford

Vs = G Xg(n(v® 0)

(un tel module de Clifford sera dit admissible).

Le fibré ¥, est muni d’une connexion @G-invariante déduite de la con-
nexion de Kostant et de 1a connexion de Levi-Civita. On peut alors définir
Popérateur de Dirac

DE: [(7E)->T'(¥TF).

Notons Ker DF le noyau L* de D¥. La représentation de @ dans Ker DF
est une somme finie de représentations de la série discréte ([21], [18],
[9]). De plus, si @ est nilpotent ou semi-simple, [9] montre que la représen-
tation Ker D} —KerD; coincide avec la représentation irréductible T,
dont le caractére est donné par la formule de Kirillov ([20], voir aussi [4]).

Dans ce cas, la “formule universelle” donne donc une formule inté-
grale pour la fonetion de Lefschetz

X trKerD;" (exp X ) - t'rKerD: (exp X )

au sens fonctions généralisées. .
Soit ¥, un module de Clifford admissible sur un espace homogéne
M = G/H tel que H soit compact. A. Connes et H. Moseovici ont obtenu
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pour Pindice I* de Popérateur de Dirac D, une formule utilisant la classe
Ch(z)#~V*(T M) [9]. Nous pensons que le théoréme 1.15 est encore valable
dans ce cas pour exprimer la fonetion de Lefschetz de l’opérateur D..
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