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AVANT-PROPOS

Lorsque Pierre Humbert et moi entreprimes la rédaction d’un
fascicule sur le Calcul symbolique, nous nous fixions un but modeste :
justifier vis-a-vis des lecteurs mathématiciens l'intérét suscité récem-
ment chez les électriciens par une méthode de calcul ancienne et
basée sur la transformation fonctionnelle de Laplace.

La Maison Gauthier-Villars me faisant I’honneur de me proposer
une seconde édition de ce fascicule, aujourd’hui épuisé, j’ai cru néces-
saire d'insister davantage, dans cette nouvelle rédaction, sur 'appli-
cation du Calcul symbolique & I'étude des fonctions spéciales. J’ai
pensé rester ainsi fidele 4 la mémoire de mon Maitre et Ami, hélas |
trop tot disparu; car c’était 1a son sujet de prédilection, et il y avait
apporté d’importantes contributions.

Dans les limites ici fixées j’ai d&t me limiter & des exemples assez
simples; je veux espérer qu’ils suffiront & persuader le lecteur de
Pefficacité de la méthode. De plus, j’aurais aimé donner & mon exposé
une tournure plus conforme aux notations et aux langages modernes,
traiter entre autres, de la notion de distribution. Mais cela exigeait
un remaniement total, impossible 4 cause du temps limité dont je
disposais. D’ailleurs, des exposés destinés aux analystes et se situant
a un niveau élevé sont aujourd’hui suffisamment nombreux et je ne
vise qu’a m’adresser utilement a un public qui, tout en ayant surtout
en vue les applications, ne se résigne pas au genre d’Ouvrages par
trop élémentaires et utilitaires qui ont proliféré ces derniéres années
dans ce domaine.

Je remercie vivement M. le Professeur Villat de ses bienveillants
encouragements et la Maison Gauthier-Villars pour le soin apporté
4 cette nouvelle édition.

S. C.

Faculté des Sciences de Saigon,
Mai 1963.






LE CALCUL SYMBOLIQUE

ET SES

APPLICATIONS A LA PHYSIQUE MATHEMATIQUE

Par MM. Pierre HUMBERT et Serge COLOMBO.

INTRODUCTION.

Apercu historique. — La méthode opérationnelle de résolution
d’équations différentielles ordinaires ou aux dérivées partielles

consiste 4 assimiler les symboles de dérivation 0% et % par rapport

4 une variable £ 4 des quantités algébriques; on écrit py au lieu de % )
n

p™y au lieu de %’ » et I'on se trouve ainsi amené & exprimer I'inconnue
y (f) sous la forme '
y(@)=2(p)f(2).

La détermination de y (f) s’effectue ensuite en développant Y'opérateur

9 (p) suivant les puissances négatives (en général entitres) de p,
et en convenant que

0 = [ f(u)du,

=] dun... A " duy [ “f ) d,
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2 P. HUMBERT ET S. COLOMBO.

Ces expressions dépendent évidemment de la valeur choisie pour
la limite inférieure d’intégration a; enfin, on convient le plus souvent
du choix a =o0 et I'on a

() =fotdum...fﬂ‘"'duﬂfou’f(u,) au,= =)™y da,

(m—1)!

Les puissances entiéres, positives ou négatives de l'opérateur p
obéissent évidemment aux lois algébriques ordinaires relatives aux
exposants

men=pm+n, (‘Pu)m=an.’

avec toutefois la restriction
p-pif(e)=f(t), pt.pf(t)=[f(t)—f(o).

De tels procédés de calcul furent utilisés systématiquement par
Euler, auquel on doit les formules opérationnelles

e f(t) =f (¢t + a),
e(p) et f(t) =eo(p +a) f(2).

On retrouve ces procédés chez Lagrange, Boole, Liouville et plusieurs
analystes de la premiére moitié du xixe siécle. L’ingénieur télégraphiste
Oliver Heaviside (1850-1925) les utilisa de fagon intensive pour
résoudre les équations différentielles ordinaires et les équations aux
dérivées partielles auxquelles le conduisaient ses études sur les
régimes transitoires [1]. A la suite de considérations basées sur des
calculs purement formels, Heaviside adopta une définition de p™f (f)
pour m non entier, définition qu’il aurait dii rattacher aux travaux
antérieurs de Liouville et de Riemann sur les dérivées d’ordre frac-
tionnaire [2], mais qu'il semble avoir ignorés.

Les méthodes opérationnelles, souvent dépourvues de justifications
rigoureuses, ne furent généralement pas prises au sérieux par les
mathématiciens. Cependant, les physiciens s’attachérent de plus
en plus par la suite 4 la notion d’opérateur et les résultats analy-
tiquement remarquables atteints par eux en suivant des wvoies
empiriques incitérent plusieurs théoriciens (parmi lesquels il faut
citer plus particuliérement Bromwich [3], Giorgi [4], Bateman [5],
Paul Lévy [6], Wagner [7]) & justifier et développer ces méthodes.
Leurs recherches donnérent naissance au Calcul opérationnel ou
symbolique dont E. T. Whittaker a pu dire qu’il constitnait un des
plus importants progrés mathématiques du dernier quart du
x1xe siécle [8].
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Bromwich, en Physique mathématique, Wagner, en Electro-
technique, assimilérent les méthodes opérationnelles & des procédés
de calcul parfaitement valables en les rattachant a des intégrations
effectuées dans le plan de Cauchy. A la relation operationnelle

e(P)U(L) =y(2)

daps laquelle U (f) désigne I'échelon-unité [U (f) = o pour { <o,
U () = 1 pour {> o], il est en effet possible de faire correspondre
la relation intégrale

(1) y(t)=5%;-fe"'p" ?(p) dp,

Pintégration étant effectuée le long d’un contour convenable appelé
contour de Bromwich-Wagner. D’autre part, J. R. Carson [9] a pu
confirmer les résultats obtenus par Heaviside et relatifs aux phénomeénes
transitoires sur les lignes de transmission en remarquant que les
fonctions ¢ (p) et y () sont reliées par la relation

x) 2(p)=[ periy(nde.
0

En fait, (1) et (1') expriment un théoréme d’inversion connu sous
le nom de théoréme de Mellin, théoréme di en réalité & Riemann [10].

Les méthodes opérationnelles se trouvaient dés lors identifiées
avec un procédé de calcul familier aux mathématiciens, celui de
la résolution d’une équation différentielle linéaire et homogéne

(2) D ar(2) yhi (2) = o,

k=

dont on suppose que la solution est susceptible d’étre mise sous la
forme

(3) y(x) =fe—mY(z) dz,

Iintégrale étant prise suivant un contour convenable du plan de la
variable z. Cette méthode, déja développée par Poincaré [11], est
particuli¢rement adaptée au cas o les coefficients a; (x) sont des
polynomes; car alors, si m désigne le degré le plus élevé de tous ces
polynomes, Y (z) satisfait & une équation d’ordre m

ZAk(z) Y5 (z),
k=0
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ol les coefficients A; (z) sont des polyhomes de degré n. Et le cas
m = 1 correspond aux définitions de bon nombre de transcendantes
intervenant en mathématiques appliquées; I'étude de ces trans-
cendantes est ainsi simplifiée.

Plus généralement, on suppose la solution de (2) susceptible d’étre
mise sous la forme

7@ = [K(z, 2)Y(2)dz

et 'on cherche ensuite & adapter le noyau K (z, z) au type d’équation
différentielle 4 résoudre; en d’autres termes, on choisit K (z, z) de
facon que Y (2) satisfasse a quelque équation différentielle plus
facile & résoudre que (2). Le contour d’intégration dépend des
conditions initiales adoptées [11].

Les transformations fonctionnelles intégrales. — Les consi-
dérations précédentes rattachent en définitive les procédés opéra-
tionnels aux théorémes généraux relatifs aux transformations
fonctionnelles intégrales linéaires du type

4) ‘ %{F(z)‘:fK(x, 2)F(z)dz = f(x)
C
et, plus particuliérement, 4 la fransformation de Laplace
(5) L{f(t), = | er!f(2)dt.
C

Diverses recherches ont confirmé I'aide précieuse apportée par
I'utilisation des transformations fonctionnelles intégrales lors de
Iintégration des équations aux dérivées partielles avec certains
types de conditions aux frontiéres [12].

Un cas particulier important de la transformation de Laplace
est celui olt le contour C est le demi-axe réel positif

(6) ®(p) =fme—P‘f(t)dt.

Pour des motifs historiques, il nous paraitrait indiqué de désigner
cette derni¢re transformée sous le nom de transformée de Laplace-
Abel, dissipant ainsi toute confusion avec la définition générale (5).
On dit aussi parfois que @ (p) est la fransformée de Laplace unilatérale,
tandis que

7 Fy=[ erifds
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est appelée transformée de Laplace bilatérale. Des notations
fréquemment utilisées sont

e(p)=L1{f(0)}, F(p)=2Lu{f())

En fait, dans le présent exposé, nous utiliserons la transformée
de Laplace-Carson, définie par la relation

) spy=p [ erifoyd

elle ne différe de celle de Laplace-Abel que par la présence du facteur p
devant l'intégrale.

Les raisons qui motivent I'adoption de ce facteur méritent peut-
étre d’étre rappelées, car elles semblent avoir été mal comprises
par plusieurs auteurs. Contrairement & ce qui a été trop souvent
avancé, I'adoption de ce facteur n’est nullement suscitée par le souci
puéril d’harmoniser les formules obtenues a partir de la transfor-
mation intégrale avec les formules opérationnelles figurant dans
les calculs d’Heaviside. Ainsi, par exemple, on a, d’'une part

U = o

n

et, d’autre part,
pl e—pt ;t; dt = p—n.

Or, si ce souci de symétrisation a pu exister chez ceux qui, comme
Bromwich, Wagner, Carson, apportérent les premiéres justifications
mathématiques sérieuses, il ne constitue pas, tant s’en faut, la
principale raison de la préférence donnée par plusieurs mathématiciens
4 l'intégrale de Carson. En effet, sur un plan théorique, il y a toujours
intérét a n’imposer a la fonction f(f) qu'un minimum de conditions
restrictives. Et c’est pourquoi il apparait préférable de définir sa
transformée par la relation

v(p)=[  ertaf),

c’est-a-dire par une intégrale de Stieltjés [13]. Lorsque f(f) est
dérivable pour ¢ o et si f(o) = o (ce qui est le cas dans beaucoup
de problémes), la transformée ainsi définie coincide avec celle de
Carson. Comme I'a fait remarquer Jeffreys [14], personne n’a pu
jusqu’ici expliquer pourquoi la définition basée sur l'intégrale de
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Carson serait moins simple que I'autre basée sur I'intégrale de Laplace-
Abel ().

Parmi les autres transformations fonctionnelles intégrales les
plus fréquemment rencontrées en analyse mathématique appliquée,
nous citerons :

a. La fransformation de Mellin [11 c]

()= @t f(a)de = {f(2)},

Y

directement reliée 4 la transformation de Laplace bilatérale; en
effet, on vérifie immédiatement qu’on doit avoir

MAf(e)}=Lyif(e )}

Elle est utile pour la détermination des noyaur de Fourier K (xs)
tels que

s(=[  K(zs)f(2)do
bl ]
entraine

flz) = /‘-H‘K(xs) (s) ds.
o

b. La transformation de Weierstrass

?(S)=2—:7;‘/

At ® _(.\'——.r)!

e ' fndr=W{f()}

introduite par cet auteur pour démontrer que toute fonction corrtinue
peut étre approximée uniformément par un polynome. Elle a été
étudiée par Hille [15] et par Gonzales-Dominguez [16] (qui la désigne
d’ailleurs sous le nom de fransformation de Hille).

¢. La {transformation de Hankel est d’une application fréquente
dans les problémes de Physique mathématique comportant une

(') En fait, depuis la parution de la premiére édition de ce fascicule, une tendance
trés nette s’est manifestée en faveur de I’adoption de la transformée de Laplace-
Abel. Si nous continuons 4 nous en écarter dans la présente édition, c’est princi-
palement pour nous conformer aux conventions et notations adoptées dans les
deux formulaires publiés dans cette méme collection et dans le fascicule traitant
du calcul symbolique & deux variables.
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symétrie cylindrique [11c¢]. On définit la transformée de Hankel
d’ordre n par

(9) % (f@) =3 ()= [ Ja(2Vi7) f(2) dr.

Jr (2) désigne ici la fonction de Bessel de premiére espéce. Le noyau
Ja(2y/sz) est un noyau de Fourier et I'on a la formule réciproque

s@= " 5n(2y/75)g (s ds.

d. La {fransformation de Stielljés

s=f L& gy

xr—+ s

a €té envisagée par cet auteur lors de ses importantes recherches
sur les fractions continues [17]. Elle est reliée a la transformation
de Laplace-Abel puisque, étant donné

~+ o —+
= —st g(t) dt, 1) = —a! dz,
?(5) f et g (¢) g(t) f et f(z) dz
on a formellement
-+ o “+
= st dt —at d.
9(s) f e f et f() dz

=f+mf(w)dxf+”e—(s+r)tdt =J‘+mf'(w)d$.

Ss+x

e. Signalons aussi les transformées de Kontorovich-Lébedep
+»
T (f@)) = ot u(ka)f(2)de=F (),
0
+»
Te(g @) =[ o Yy(ko) g(a) do = G(p),
[}

Ju, Yy, désignent respectivement les fonctions de Bessel de premiére
et seconde espéces. L’utilisation de ces transformées s’est révélée
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avantageuse lors de I'étude théorique de certains problémes de
diffraction [18], [19].
f. Nous rencontrerons aussi au cours du présent exposé la frans-
formée de Fraser [20]
+»
?(s) = f -0 -

T(s+x+1)

I' désignant la fonction eulérienne de seconde espéce.

La liste donnée ci-dessus est incompléte; elle est limitée aux trans-
formations fonctionnelles intégrales les plus usuelles et a celles qui
se rattachent directement aux problémes envisagés ici.

Le calcul symbolique. — A toute fonction f (f) de la variable réelle ¢
pour laquelle l'intégrale de Carson (8) est convergente, nous ferons
correspondre son image ¢ (p). Nous dirons que f(f) est loriginal
de ¢ (p). Nous écrirons

e(pYcf(t), f(@)>9(p).

Cette notation, introduite par Mc Lachlan, a I'avantage de préciser
la correspondance symbolique sans confusion possible entre 1'image
et loriginal, I'image étant toujours la fonction figurant du coté
convexe du signe C ou > [21].

A certaines opérations (dérivations, intégrations, changements
de variables, etc.) effectuées sur l’original, correspondent d’autres
opérations plus simples, ou au moins plus accessibles, effectuées
sur son image et I'on congoit donc qu’on puisse dans de nombreux
cas, a partir des propriétés de la fonction image, retrouver celles de la
fonction originale. Enfin, il y a lieu de noter que I'image 9 (p) est
analytique méme si I'original ne I’est pas.

Le calcul symbolique consiste en une utilisation convenable des
régles opératoires dont il vient d’étre question pour la résolution
de divers problémes d’analyse. Une premiére application, immédiate
mais limitée, concerne l'intégration des systémes d’équations diffé-
rentielles du second ordre a coefficients constants, c¢’est-a-dire I’étude
des systémes oscillants, amortis ou non, et a plusieurs degrés de
liberté. Une autre application, beaucoup plus générale, et a laquelle
nous avons déja fait allusion, concerne I'intégration des équations
aux dérivées partielles pour des conditions aux frontiéres de types
trés divers; et ici ce mode de calcul se préte aisément a I'introduction
des fonctions généralisées (ou distributions). Il n’en faut pas plus
pour justifier le role important joué par le calcul symbolique dans
le domaine des méthodes mathématiques de la physique.
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Mais il est un autre domaine ot le calcul symbolique est susceptible
de donner lieu & de vastes applications : c’est celui de I'étude des
propriétés générales et particuliéres de nombreuses fonctions spéciales
rencontrées en physique mathématique et en théorie analytique des
nombres. Citons, entre autres, les fonctions de Bessel, les fonctions
de Laguerre, certaines fonctions elliptiques, ete. S’il a été parfois
suggéré que le calcul symbolique ne saurait constituer « une fin
en soi » [22], il semble par contre difficile de nier la facilité et 1'élégance
avec laquelle il permet d’établir, sinon méme de découvrir de
nombreuses propriétés de ces fonctions spéciales, et ceci simplement
a partir de quelques propriétés évidentes de leurs transformeées;
en particulier, les diverses relations intégro-différentielles qui carac-
térisent ces fonctions spéciales ou qui les relient entre elles deviennent
ainsi immédiates; signalons enfin I'aisance avec laquelle le calcul
symbolique conduit & divers développements asymptotiques. Certes,
les possibilités offertes par les transformées de Laplace sont depuis
longtemps connues et utilisées 4 ces fins; toutefois, récemment,
elles firent l'objet de recherches systématiques. Ce sont vraisem-
blablement les publications de Van der Pol [23] qui ont attiré 'attention
sur ces possibilités. Bien entendu, le procédé n’est pas uniquement
limité & la transformation de Laplace; il est possible de le reprendre
avec les autres transformées citées au paragraphe précédent.

Envisagé sous I'angle de la transformation fonctionnelle intégrale
de Laplace-Carson, le calcul symbolique ne garde plus que des liens
plutot vagues avec les méthodes opérationnelles utilisées par Boole
et par Heaviside; d’ailleurs, on a pu souligner le fait que Carson
n’a finalement pas justifié ces méthodes, mais qu’il a plutét mis en
évidence un outil permettant de s’en passer....

En réalité, les méthodes opérationnelles de Boole-Heaviside, de
méme que les transformations fonctionnelles intégrales, ne sont
que des aspects particuliers d’'une théorie plus générale : celle des
opérateurs linéaires, qui a trouvé un vaste champ d’application en
mécanique quantique et qui est devenue bien familiére aux physiciens
théoriciens. C’est en définitive, un aspect trés particulier d’une
théorie trés générale qui sera exposé dans les pages qui suivent.
Cet aspect particulier n’en constitue pas moins actuellement un
chapitre trés important des mathématiques appliquées.

MAMORIAL DES S0, MATH, — N° 188, 3
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PREMIERE PARTIE.

LES REGLES DU CALCUL SYMBOLIQUE.

1. L’intégrale de Carson. — Faisons correspondre a toute fonction
réelle ou complexe f (f) de la variable réelle ¢ une fonction ¢ (p) définie
par lintégrale .de Carson déja citée

M wp)=p) erf@yd

et supposée, bien entendu, convergente.

Par définition, ¢ (p) est I'image de f (£); et f (f) est 'original de ¢ (p).
La relation (1) se traduit par les notations mentionnées plus haut

ep)cf(®), f(®)>9(p).

On constatera par la suite qu’il convient de choisir f(f) dans un
certain sous-ensemble de I'ensemble (L) des fonctions susceptibles
de rendre convergente I'intégrale de Carson (ou ensemble des fonctions
L-transformables). Car il s’avére utile et parfois indispensable d’imposer
4 Poriginal quelque condition plus stricte que cette seule L-trans-
formabilité; on est donc conduit & réduire le champ d’existence de
Popérateur fonctionnel fournissant I'image ¢ (p) 4 partir de Iori-
ginal f (f).

Montrons d’abord que si limage existe pour p = p, = I, + ine,
elle exisle aussi pour toute valeur de p =3 + in ltelle que : > §,.
En effet, en posant

f e~Pot f(u) du = g (),

[]

on obtient

f e—pt f(t) dt -__-_f e—P—pite—pet f(t) dt
0 0
= e—(P—PI T g (x) +(P__po)f e—(P—Po“g(l‘) dt.

0

Or, dire que I'intégrale de Carson converge pour p = p,, c'est dire

que g (z) tend vers une limite quand x— 4+ «, et alors g () reste
bornée; si donc Z > %, l'intégrale

+ o
f e— (PPt g(t) dt
[
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est convergente (et méme absolument convergente). Il en résulte
le théoréme énoncé. En répartissant les nombres réels : en deux

classes suivant que
—~+
f etig(t)dt
[}

est ou n’est pas convergente, on peut effectuer une coupure «. Alors

f+we"l"f(t) dt

convergera pour R (p)> «, divergera pour R (p) < a.

On définit ainsi dans le plan de la variable complexe p =% + in
un demi-plan de convergence simple. Sa frontitre R (p) = « peut
appartenir totalement, ou partiellement, ou ne pas appartenir du
tout au domaine de convergence ainsi défini.

D’autre part, si pour p = p, l'intégrale de Carson est absolument
convergente, elle le sera encore pour R (p)> R (p,) puisque cette
derniére condition entraine

lePif(8) | = et RiP=P | e=pit f (1) | < | ePat f (1) |.

En répartissant les nombres réels ; en deux classes suivant que
I'intégrale de Carson est absolument convergente ou ne l'est pas
pour p =7, on peut effectuer une coupure 3 définissant un demi-plan
de convergence absolue. Sa frontiére, la droite ® (p) ={ appartient
tout entiére au domaine de convergence absolue lorsque la coupure
appartient 4 la classe supérieure; lorsque {3 appartient a la classe
inférieure, aucun des points de la frontiére ne correspond a la conver-
gence absolue de l'intégrale. Ces deux éventualités sont seules pos-
sibles dans ce cas, contrairement au cas précédent relatif a la
convergence simple. Evidemment, > a.

Revenons aux conditions plus strictes que la L-transformabilité
et susceptibles d’étre imposées a l'original f(f). Les trois conditions
simultanées suivantes sont celles le plus fréquemment adoptées.

1° f () appartient a la classe C des fonctions généralement continues
pour {> o (").

—

(") Nous désignons par C l’espace vectoriel des fonctions f(f) généralement
continues sur tout segment [o, a], a < o; par C, le sous-espace des fonctions
continues et qui admettent en tout point une dérivée a droite et une dérivée a
gauche; par C, le sous-espace des fonctions f(f) telles que f(=—! (f) appartienne
& C, [alors f"(f) appartient nécessairement 4 C; il faut noter 4 ce propos que
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22 Au voisinage de ¢ = o, f () est absolument intégrable; autrement
dit,
&
lim f If(O)|dt  (ta> o)

£>+0J,
existe.
30 11 existe un nombre réel a tel que

f(t) =0 (eat) pour ¢ o,

(On dit aussi que f(f) est d’ordre exponentiel unité.)
Dans tout ce qui suivra nous supposerons ces conditions remplies.

Lorsque certaines régles opérationnelles conduiront & restreindre
encore davantage la classe des fonctions originales, nous en ferons

explicitement mention.

2. Régles opérationnelles. — On constitue un dictionnaire
opératoire (certains. auteurs disent plus volontiers « une grammaire
opératoire ») en établissant des égalités symboliques montrant les
correspondances entre opérations effectuées sur f () et ¢ (p). Les plus
immeédiates sont réunies dans le tableau I.

Nous envisagerons d’abord deux régles qui jouent un réle parti-
culi¢rement important dans les applications. Les diverses remarques
que nous ferons a leur sujet sont essentielles.

3. Régle opérationnelle relative & la dérivation de l'original. —
a. Cette régle suppose que l'original f(f) satisfait & des conditions
plus strictes que celles énoncées au paragraphe précédent. Il doit
appartenir a la classe C, pour £ > o et étre d’ordre exponentiel unité
lorsque t— + © [f () = O(e®)].

Soient ¢, t,, ..., les valeurs de { pour lesquelles f’(f) est dis-
continue; on peut écrire

A

f e-PLf(t) dt = ftt e—Pt f'(¢) dt +flle—plf' )y dt+...

tn 'y
+f et f7 (¢) dt+/t:l e=pt £ () dt.

ln—q

st réciproquement, f{»)(f) appartient 4 C, on ne peut pas conclure que f{=—1(f)
appartient au sous-espace C, puisque f((f) et f=-!(f) sont alors susceptibles
de posséder des discontinuités de premitre espéce aux mémes points].

Dans certains cas on substituera a [o, a] un segment [a, a], @ > o dquelconque,
afin d’inclure les cas ol f(f) posséderait une discontinuité de seconde espéce
en t = o.
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En intégrant par parties,

U L

f e—Plf’ (t) dt = e—pt f(tk) —_— e"P“‘—lf(tk_,) +pf e—l”f(t) dt,
Ly lp—

Toutes réductions faites, on obtient

Y

'y
f e=ptf' (£) dt =— f(+ 0) + e=P} f () +pf e—rt f(2) dt,

d’ot
2
S (@) :1}:4".1,,1) [—f(+ 0) + e=P} f(}) +P_/0‘ e—Pt f(t) d‘];
soit
(2) S @) ople(p) —f(+0)], (R(p) > a).

On notera que les hypothéses adoptées pour f (I) ‘entrainent la L-irans-
formabilité de la dérivée f'(f). C’est 14 un point qui mérite d’étre
souligné; en effet, il peut se faire que f’ (f) soit d’'un ordre exponentiel
supérieur 4 l'unité; or, il peut parfois étre malaisé de déterminer
directement si une fonction dont I'ordre exponentiel est supérieur
4 'unité posséde ou non une image; la propriété en question devient
alors précieuse. Ainsi, par exemple,

tn—1 e?" cos et* (n>1)

est L-transformable puisque c’est, & un facteur constant prés, la
dérivée de sine”, fonction satisfaisant bien a toutes les conditions
imposées a [ (f).

b. On peut aussi énoncer la régle opérationnelle en question en
supposant f(f) et f' (f) continues pour t > o et toutes deux L-transfor-
mables. Ce second énoncé généralise la régle opérationnelle & certains
cas ou la limite f’ (+ o) n’existe pas. Ainsi, on vérifierait aisément,

1
par exemple, qu'avec f(f) =1t on a effectivement

L /e -1 x4 d 1
2~ V. 2 D2 e — 2
> =p7F, \/2Pc2\/§—dtt'

La comparaison de la démonstration relative 4 ce second énoncé
avec celle donnée ci-dessus est instructive.
Dans le second cas, on sait que pour une certaine valeur p = p,,

les deux limites
] b
lim f emif(t)de,  lim f erel f'(2) dt
ax>+0 J, ay>+0 J,
0>+ o>+
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existent [et, par conséquent, existent aussi pour tout p tel que
& (p) > R (po)]. En intégrant par parties on a
b b

f ePol f (t) dt = e—reb f(b) — e=Poa f(a) +pof e~Pot f(2) d.
Par hypothése, le premier membre et le dernier terme du second

membre tendent vers des limites finies quand a - + o, b — + .
Donc les deux quantités

e~Paf(a), e f(b)

tendent nécessairement vers des limites finies. II en résulte, d’une
part I'existence de f(+4 o) et, d’autre part, que la fonction e~ f(#),
continue pour { > o, reste bornée pour t>o0 :

Je=Pet f() | < A (t>0).
On en déduit

|e=Pb f(8) | = | e P—ralbe=reb f(b) |
= e~IR(P—R(PNE | e=psb £ (b) | < A e—lRIPI—RIPWIS,
d’oll
b};'fm et f(B) =0 [R(p)>R(p)),
ce qui revient a écrire f(f) = O[e*] (« > o).
En définitive, si R (p) > R (pJ),

P +”e—rtf'<t>dt=p[ Jim vt £(0)

— lim e—Paf(a) +pf+”e—l”f(t) dt]

a->—+0

=p [ erfoyd—pfi+o,

ce qui constitue la régle opérationnelle envisagée.

On notera qu’ici le point essentiel était I'hypothése de la L-trans-
formabilité de f* (f); Uexistence de la limite f (4 o) ainsi que la propriété
f () = O[e*] en résultent [tandis qu’'avec le premier énoncé, c’était
la L-transformabilité de f’ (f) qui résultait des hypothéses adoptées].

Quant a Ihypothése de continuité relative a f'(f) pour > o,
elle n’a été introduite que pour alléger la démonstration et n’a rien
d’essentiel. [On s’assure aisément que la régle opérationnelle reste
valable si f’(f) appartient 4 la classe C pour > o.]
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On peut aussi énoncer une condition de validité encore moins
stricte laissant 4 f(f) la possibilité de ne pas rester bornée dans
quelque intervalle fini correspondant a ¢ > o. Toutefois, une connais-
sance des deux énoncéy précédents est, semble-t-il, tout ce qui est
nécessaire pour les applications qui suivront.

¢. Indiquons deux généralisations importantes de la régle opéra-
tionnelle relative a f’ (f).

La premiére, immédiate, s’obtient par itération. Si f(f) appartient
a la classe C; pour {> o, si f(f) et f’ (f) sont d’ordre exponentiel
unité, on a

S ()op[9(p) —pf(+0)]1—pf(+0)=pre(p)—[p2f(+0)+pf(+0)]

plus généralement, si f(f) appartient a la classe C., et si f(?),
fr@®, ..., f*" @) sont d’ordre exponentiel unité, on a

(3) S (8)5pn9(p) — [pnf (+ 0) -+ pr—if' (+ 0) -...-p fir) (+0)].

La seconde généralisation est relative au cas ou la fonction f (f)
appartient a la classe C (et non plis & la classe C,) pour {> 0; 71, 7o, . . .
désignant les valeurs de ¢ pour lesquelles f(f) est discontinue, on a

&) S (©)>pe(p) —pf(+0) +p X[ (k+0) —f (w—0)] e,
k

[Cette formule fournit une illustration de la notion de distribution
de Dirac o ({)> p intervenant comme dérivée de U (f)D1.]

4. Régle opérationnelle relative au produit de composition. —
On appelle produit de composition des deux fonctions f(f) et g (f)
la fonction

t
o) = [ Fle—w) g du;

on écrit
h(t) =f() % g(2)-

Ce produit est associatif, distributif, commutatif. Enfin, si
f() =0[t="], g(® =O[t;'] pour {— -+ o, avec >0, >0,
on a

h(+o0)=0 si a+f3>1;

h (+ o) fini si a+B =1

h(+0)=wo si a+f<1,

h (f) restant intégrable au voisinage de I'origine dans le troisi¢tme cas.
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La régle opérationnelle relative au produit de composition s’écrit

(5) S0 % &) =§=p(p) $(p),
avec
S@®)oe(p), &&)>¥%(p).

Une condition suffisante pour sa validité est I’existence d’abscisses
de convergence absolues finies (3,, 3, pour les images ¢ (p) et ¢ (p).
Les intégrales

f_me-lﬂf(t) dt, f+ae—ﬂlf(t) de

L [}

étant supposées absolument convergentes pour p = p,, on a

‘]0‘ e—rx f(z) dx‘fo‘ =Py g(.}f) dy =‘ﬁ0‘e—Po(JH')')f(x) &(y) dz dy,

le domaine d’intégration Q correspondant au premier quadrant
T 0, > o; or, en effectuant dans l'intégrale double le changement
de variables x = u—wv, y = v, on obtient

ﬁrm(-fﬂ)f(w)f(y) dx dy =ﬂ e—Pot f(u —v) g(v) dudp,
Q o

le nouveau domaine d’intégration Q’ correspondant & u>v, v>> o0
[c’est-a-dire au domaine du plan (u, v) délimité par 'axe Ou et la
bissectrice de I’angle des axes Ou, Ov]. On peut donc écrire

T e—pot £ — dudo= [ erer| [ Flu— dv)d
ﬂo,” f(u—v) g(v)duds f e ([f(u 0) £(v) v) u

et la convergence absolue subsiste évidemment pour p tel que
R (p) > R (po). 11 en résulte (5).

Bien que l'extension de la notion d’intégrale double a4 un champ
non borné ne soit réalisable qu’avec I'hypothése de convergence
absolue, il reste possible de s’affranchir de celle-ci dans la régle opéra-
tionnelle (5). Ghizzetti [24] a démontré que cette régle subsiste,
entre autres cas, dans les deux suivants :

a. Les intégrales de Carson relatives & f(f), g (?) et f(©) % g ()
sont convergentes;
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b. L’intégrale de Carson relative a f (f) est absolument convergente,

celle relative & g (f) est convergente; la convergence (simple) de
f@® % g () en résulte.

On notera I'analogie entre ces trois énoncés de conditions suffi-
santes et ceux relatifs 4 la multiplication des séries

Y= (Zan) (2 bn), e =.§a,._sbs.

La régle de Cauchy suppose la convergence de Z |a.| et deE | ba|

et conclut & la convergence de Elc,,|. La régle d’Abel suppose la
convergence deZan, de zb,,, de}:c,,. La régle de Mertens suppose

la convergence de Za,, et de Z | b,] et conclut a4 la convergence

de Z Cne

5. Remarques sur les régles opérationnelles. — La plupart
des autres régles opérationnelles figurant dans le tableau donné
page 71 résultent immédiatement des propriétés élémentaires de
Iintégrale de Laplace. Dans les hypothéses adoptées ici pour
Toriginal f (f) elles sont facilement établies. Aussi ne les commenterons-
nous pas, et nous nous bornerons a souligner que la regle

(6) P (B2) e (=m0

traduit le fait que I'image ¢ (p) est une fonction holomorphe dans
le demi-plan de convergence. Sa justification résulte principalement

de ce que notre hypothése f(f) = O [e*] entraine, quel que soit
Pentier positif n,

e f(t) =0[ext]  (a'>a).

Les trois derniéres régles figurant sur notre tableau constituent,
par contre, trois cas particuliers d’une régle trés générale dont voici
une démonstration formelle. Soit une correspondance de la forme

w(p) eMPICg (1),
On en déduit
“+ o -+ o
o) [ eMwre)de [ g4, 10) D
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et, si ¢ (p)f (),
T Bevmic [ 5070 .
Avec w (p) =1, Y (p) = log p, on obtient

pogp) _ 7 B A
La correspondance
_2 AT
(8) ptie Pcl,(2y/22) <)—>

que mnous établirons plus loin et dans laquelle J,, (xr) désigne la
fonction de Bessel de premiére espéce et d’ordre m fournit

n—1

+ = 2 .
) pe(2)c ) Ta(2VRD) 0
P A A
La correspondance
s
(10) \/p?e—)V';c‘/%e—"—‘ .

fournit la régle

I +e N

— LMY dA.
(11) Wee = [0y

Nous laisserons au lecteur le soin de préciser les conditions suffi-
santes de validité pour ces formules.

6. Dictionnaire d’images. — Les procédés utilisés pour I’obtention
de correspondances symboliques se rameénent aux trois suivants :

a. Une correspondance peut s’établir, plus ou moins directement
a partir de quelque intégrale connue. Ainsi, (10) résulte d’un chan-
gement de variables dans la relation bien classique

/

+= —au’——b, 1 P
(10") f e “du = —\/—e*‘2 Vab.
2 a

Il y a souvent avantage a utiliser I'intégrale relative a la formule
d’inversion discutée plus loin; la possibilité de déformer le contour
d’intégration et I'application du théoréme des résidus sont alors des
procédés de calcul fructueux.
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b. On peut aussi obtenir un développement en série de I'image ¢(p)
recherchée en prenant les transformées terme a terme dans un
développement en série de I'original f (f); c’est 4 1'aide de ce procédé
que nous établissons dans la seconde partie la correspondance (8).
On est alors amené 4 utiliser 'un ou I'autre des théorémes suivants :

1° Si 9. (p)<fu(p), 0N a

(12) ?(P) = D eu(P) < D fa(t)
n=90 n=0

a condition que la série
Nertfa®

converge uniformément sur tout segment [o, t] ( > o) et que la série

i‘/o\-‘-”le—f”fn(tﬂdt

converge.

29 La relation (12) a également lieu si la série 2 e~"f, () converge
n=0

uniformément sur tout segment o, t (t = o) et si U'intégrale

[ +°<i| e fa (0 1) dt

n=>0

converge [25].

Ainsi, par exemple,
1— et e (—=onr (—p)r 1
= =1 =)\.
(13) > og (:+ )

t  heed (R-+1)! n—+1
n=0 n=0

[Il semble & peine utile de rappeler que si la convergence dans I'un
ou lautre cas, a lieu pour p = p,, elle a nécessairement lieu pour

® (p) > R (po).]

c¢. Enfin, on peut dériver ou intégrer les deux membres d'une
égalité symbolique par rapport & quelque paramétre y figurant.
La légitimité de ce procédé repose évidemment sur la possibilité
de différentier ou intégrer sous le signe somme; il implique donc
quelque condition de convergence uniforme.
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Ainsi, en écrivant
dk at
(14) Zx ()2 s [p~T (n + 1)),

on obtient
1\4 1\ A—1
tn (logt)k>p—n [(log;) I'(n+r1)~+ C} (log;) I'(n-+1)

-+ Ci(log[—lj)k_zl‘”(n+1) +...+TH(n +1)J,

d’oti, en faisant n£o et k=1, o, ..

logt:log’% +I'(1) =—logp — C,

2
(logt)2> (log}—lj>2+ 2I"(1)log;lj +I'"(1) = (logp)2+2C logp(C‘1+ Z:——) )

C désignant la constante d’Euler. On notera que I'image d’un polynome
en log ¢ est un polynome de méme degré en log p.

11 suffit d’ailleurs de ne connaitre qu'un petit nombre de corres-
pondances symboliques, I'application des formules opératoires
conduisant 4 étendre a I'infini les rubriques de ce nouveau diction-
naire [27], [28], [29].

7. Séquences symboliques. — Les formules que nous allons
établir & présent ont trait & des séquences symboliques, c’est-3-dire
a des relations entre fonctions liées par une suite d’égalités, symboliques
ou ordinaires. En voici un premier exemple simple, mais impor-
tant [27], auquel nous avons déja fait allusion plus haut.

a. Supposons que f(f) soit ’original de ¢ (p), mais que f(p) soit
I'image d’une fonction ¢ () : on a donc

e(pycf(®)  f(p)cg(®).

Pour obtenir la relation liant ¢ (p) a g (¢ il suffit d’écrire

?(p) =p‘[+“e—m ds[sfoﬂe—“g(t) a|

~+ o + ®
=p f g(t) dt f s e~(p+0s ds,
0 [}
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d’olt I'égalité véritable

(15) o(p) = pf (i(_?;i;?

établie précédemment avec des notations différentes.

b. Voici un second exemple de séquence, plus compllque supposons
quon ait, comme toujours, ¢ (p)C f(f) et supposons 4 présent que

la fonction
i#1(2)

soit I'image d’une fonction h (f). En remplacant la variable d’inté-
gration par son inverse dans I'intégrale de Carson, on aura

+» _ P 4 2 -+ o __ﬁ___
___E_ __f e 1"/‘z.f< > ‘f=f f e = dxdt
p z2 0 0 .z‘

Récrivant (10’) sous la forme

» 14 -
f+ e——(;+r‘)d_‘f =‘/fc—2\/;1’
) 2 P

z

on en déduit

2(p)=(pe)E [ eV () d.
[

2
Remplacons p par p? et { par tz; il vient

- ©\t
?(Pg) =P‘/7E‘/0‘ € Flh<-4—>5dl,
d’olt la séquence cherchée

a8 wpcso,  VRA(3)<ro, cp(pﬂ)c‘fth(4)

c. Sans insister davantage, indiquons encore une autre séquence
qui s’exprime par la suite des égalités symboliques :
1
(pef©,  Zo(77)>K ),

(17)
f(te) 5 —i 2z K(P )

ra
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Elles s’obtiennent & l'aide de la régle opérationnelle (11) et de la
regle opérationnelle

(18) f(c!)c%_/o‘ﬂe—z*f:?(%)dx
qui s’établit formellement comme suit :
f(t*)bp‘[He—"Vf(v“) av=£ /o‘we_‘;gﬁf(e)de
=VI% OMJQ‘H{%‘ : f(o)d°—d”’
- v% 0 e d.z'(xl )‘/O‘_Ne—;’f(ﬂ) db.

Ces diverses séquences sont trés utiles pour la recherche de relations
nouvelles entre fonctions dont on connait les images, ou les originaux.

8. Formule d'inversion de Mellin. — L’étude de la trans-
formation inverse de celle de Laplace est étroitement liée 4 la notion
d’intégrales réciproques de Fourier

—+
I ©

D(w) = ‘/—;_T—:f+we'mw<p(x) dz, 9 (z) = 7: ez O (w)dw.

AT _

Du reste, la transformation bilatérale de Laplace et la transformation
de Fourier ne constituent qu’une seule et méme transformation
fonctionnelle intégrale. Il suffit, en effet, de poser

p=—iv et (2m) Tg(2)=f(a).

Les intégrales réciproques de Fourier se rattachent directement
a la formule de 'intégrale de Fourier

n[h(z+0)+h(x—o0)]= hm J eiw-rdwf+ h(E) e—tof gk,

w et ; sont supposés réels. La formule est valable si

f:n{h(t)ldt

existe et si le point x est intérieur 4 un intervalle dans lequel h (x)
est & variation bornée. (A cette derniére condition suffisante, on peut
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évidemment substituer celle relative a l’appartenance de h(z) a
la classe C..)

Le probléme de Yinversion de la transformée de Carson, probléme
essentiel en calcul symbolique, a regu plusieurs solutions; la plus
naturelle réside dans une utilisation convenable de la formule de
Iintégrale de Fourier. C’est ce que nous allons maintenant vérifier;
mais il nous faut auparavant envisager deux questions importantes.

La premiére est relative a certaines conditions nécessaires pour
qu'une fonction o (p) soit une image, plus précisément, I'image d’une
fonction « ordinaire » (Dans les limites du présent exposé, il ne nous
est malheureusement par possible de traiter du cas, si intéressant
pour les applications physiques, des distributions) [42].

Avec les hypothéses que nous avions adoptées pour l'original f (f)
afin de justifier ou préciser les régles opérationnelles usuelles, ces
conditions nécessaires résultent de certains théorémes élémentaires
d’analyse mathématique. Cependant, nous croyons utile d’esquisser
ici les démarches d’une théorie plus compléte et basée essentiellement
sur la convergence de l'intégrale définissant I'image de Carson.

Soit alors p, un point du demi-plan de convergence; soit (D) le
domaine non borné limité par deux demi-droites issues de p, et
faisant respectivement les angles 6, et 0, avec la direction positive
de I'axe réel,

0<ﬂi<§7 —§<02<0.

On démontre que, dans ce domaine (D), et sur sa frontiére, il y a
convergence uniforme de
-+ @
f et f(0) dt.
0

On en déduit : a. 'holomorphie de ¢ (p) dans tout le demi-plan de
convergence R (p) > a; b. |' llim P e (p) = o, [R(p) > a] [25].
pl>

Le second probléme a trait & I'unicité de la solution de I'équation
intégrale

ple(p) = f e—Ptf(¢) dt,

ou f (f) est l'inconnue. Deux fonctions-continues (pour t > o) et différentes
ne peuvent avoir la méme image. Ceci résulte d’'un théoréme di a
Lerch : Si f (f) est supposée continue, son image ¢ (p) ne peut s’annuler
en une infinité de points dont les affixes forment une progression
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arithmétique [13]. Wintner a généralisé ce théoréme de la fagon suivante:

¢ (p) ne peut pesséder une infinité de racines p, telles que la série Z;I;
diverge.

En fait, la formule d’inversion de Mellin concerne simultanément
la transformée de Carson « unilatérale » (systématiquement envisagée
ici) et la transformée de Carson « bilatérale ». Nous poserons

fO=0(p) = lim [ perfityar
el

=pf+me—ﬂtf(t) dt +pf+weP‘f(—t) dt.

La transformée bilatérale ® (p) est donc la somme de deux intégrales:
la premiére, de paramétre p concerne f(f) et il lui correspond un
demi-plan de convergence R (p) > «;; la seconde, de parametre —p
concerne la fonction f(—1f) et il lui correspond un demi-plan de
convergence défini par R (—p) > — s, soit R (p) > a..

Si a, > a., ces demi-plans ont une partie commune; la bande de
convergence a; < R (p) < . 4 Pintérieur de laquelle la transformée
bilatérale @ (p) est définie. Si a» < ,, l'intégrale définissant @ (p)
ne converge pour aucune valeur de p. Si a; = a,, la transformée
peut n’exister que pour des points de la droite ® (p) = «,. On définirait
- de méme une bande de convergence absolue qui est intérieure ou qui
coincide avec celle de convergence simple : 3; < ® (p) < 3.. Dans
certains cas on peut avoir ¢; = — o, a, = + %, ouencore 3, = — oo,
Be = + .

La transformée bilatérale ® (p) est une fonction holomorphe de
la variable p A lintérieur de la bande de convergence simple.

Les principales régles opérationnelles relatives a la transformation
bilatérale sont les suivantes [23'] :

a. On a la régle

% (2em)=E0mro

qui traduit ici encore la possibilité de dériver sous le signe d’inté-
gration. Mais cette fois-ci l'opération est licite dans la bande de
convergence et non plus dans un demi-plan.

b. La régle opérationnelle relative a f' (f) est

S (@) =p 2(p).
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Elle est valable si

lim e=Ptf(t) = lim e—P!f(t) =o.
l=+w l=—w

La nouvelle correspondance obtenue est valable dans un domaine
parfois plus étendu, parfois moins étendu que celui primitivement
envisagé. Ainsi, par exemple, en effectuant le changement de variable

s =tya+ £ dans

2¢ya

. pl

. T 5a

e—alt = — et
=P P

valable pour — o0 < ® (p) < -+ et la régle opérationnelle relative
a ' (¢) fournit la correspondance

= 2
——zate—“‘:'pﬁ\/fe"’“
; a

qui est également valable dans tout le plan de la variable p; I'utilisation
de la régle n’a pas modifié ici le domaine de validité de la corres-
pondance. Par contre, si I'on part de la correspondance

“+®
f e—Pte—al g,
0

on obtient

e 'EN(p+1), oJR(p)<+w,

la méme régle donne

e~le~'=pT(p+1)

qu’on vérifie aisément étre valable dans le domaine —1 <R (p) < + o,
plus étendu que celui dans lequel la correspondance primitive était
définie. On arrive & une conclusion opposée en partant de la corres-
pondance

xp

sine—‘=p T(p) sin-?, —1<R(p) <+1.
On a, en effet,
—e—tcose—t=p2T(p) Sinfzﬂi —1<R(p)<o.

Plus généralement,
S (8) = pn ®(p).

MRMORIAL DES S0. MATH, — N° 158, ]
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c. La régle opérationnelle relative au produit de composition
e(p)=S@),  W(p)Z=g(),

W =[ fe—s@d=[  ge—sfeds

est valable lorsque les transformées possédént un domaine de conver-
gence absolue commun. Toutefois, et de méme que pour les trans-
formées unilatérales, il est possible d’énoncer des conditions suffi-
santes plus larges.
d. Citons enfin les régles immédiates
f(t—a)=eor @(p),

et f(t) = L @(p—a),

say=e(L)  @>o).

Envisageons maintenant la formule d’inversion pour Pimage
bilatérale. Soit ¢ réel, tel que

[ e |2

converge; la formule de I'intégrale de Fourier donne

+2A +
me=([f(t—0) +[(t+0)] = lim_ f) eotdo [ [eem f(2)] e~tow do,

d’oil, en posant ¢ +iw = p,

A1
f(t—o)+f(t+o)=l lim ePttZ.E
Th>+wJo g t

[_+we~1‘1‘f(x) d

et, si f(f) est continue,
. c+iA dp
—_— i t —_—
f(t')_27”.)\}>lfn ert ®(p) >

Le contour d’intégration est une paralléle & I'axe imaginaire située
dans la bande de convergence absolue; il est facile de vérifier que
I'intégrale ne dépend pas de ¢; B < ¢ < fo.
Passons maintenant au cas de I'image unilatérale :
L) =S()) U (D),
c+i\

U@ [f(t—o)+ f(t+o0)]= ;I:xl}—m f s elcHim) ¢ dmf'*'” e—~= f(z) U(x) d,
= C—.t



LE CALCUL SYMBOLIQUE. 27

. eP’cp(p)d—-;= [f(t—o0) + f(t+0)] pour ¢> o,
c—iwo

1
2
o pour <o,
I'intégrale étant prise en valeur principale au sens de Cauchy. f ()
doit évidemment satisfaire aux conditions énoncées pour la validité
de la formule de Fourier. On doit avoeir ¢ > $ et ici aussi le résultat
est indépendant de la valeur adoptée pour c. [On notera que la formule
est la méme pour ¢ (p) et @ (p).]

Appliquons ces considérations a4 la détermination de. I'original
de (log p)~', résultat dont nous ferons usage plus loin. Il s’agit de

calculer I'intégrale
I etp
Eﬁf plogp 7

Jip)

<«—c+iR

0) c >Rep

c-iR

Y

Fig. 1.

prise le long de la droite ® (p) = ¢ > 1. Intégrons le long d’un contour
fermé () constitué par (fig. 1) :

1° le segment joignant p=c & p =c + iR;

20 le segment joignant p =c + iR & p = iR;

30 le quart de cercle de centre O et de rayon R situé au-dessus
de I'axe réel; :

4° le segment (— R, —r) de 'axe réel;

50 le demi-cercle de centre O et de rayon r situé au-dessus de I'axe
réel;

60 le contour symétrique de celui décrit ci-dessus par rapport
a l'axe réel.
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La fonction intégrée posséde un péle pour p = 1. Le théoréme
des résidus fournit ici

I etr etp
—_— dp = li —_ _— !
2wt ), p logp P p';“l(p ')plogp ¢

On a donc

c+iR
aniel= f e'?(plogp)-tdp
IR

c—
0

+f eti+R) [(£ 4 {R) log (£ + {R)]- df

c

T
_,_f etR{cosO+15sin0) (logR + 0)—1:db
T

2

[ et og| |+ iy &

—T —R dr
+f ered (logr + i8)—17 db +f et (log | E| — im)— —,:
T —r

an
+f i elR{cosB-+isinb) (logR + £0)—17d0
T
c
+f et&—1R [(£ — iR) log (£ — iR)]* k.
0

Faisons tendre R vers + o et r vers zéro; aprés quelques simpli-
fications, nous obtenons

I Cc+im

+a
— : —1 = el —
Py A elr(plogp)—tdp =e! j}l

i

e—*% df
E[a2+ (logE)?]’

Nous verrons au chapitre suivant que cette relation s'écrit aussi

+ = s
(logp)—1 c£ m-l—)ds.

Nous terminerons par quelques remarques importantes.

Dans le cas de la transformation unilatérale, considérons un contour
fermé (C) situé dans le demi-plan de convergence absolue et constitusé :
a. par le segment de longueur 2 R paralléle 4 I'axe imaginaire et
centré sur un point ¢ de I'axe réel; b. par le demi-cercle de rayon R
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et de centre c, situé a droite de ce segment, lequel constitue son
diameétre. On a

I dp 1 c+iR dp
—_— etr —_— = — etp —
2wt °(P) 5 =5 AR Y2

T

2
— 231—: f etle+Re®) o (¢ - R eff) e J6.
T

2

Le premier membre est nul puisque le contour (C) ne contient aucune
singularité; si ¢ < o, le troisiéme terme tend vers zéro quand R — + 0.
11 en résulte que la formule d’inversion fournit bien la valeur o pour
t<o.

La convergence de l'intégrale

I Cc+im

dp
—_— t —_
amid,_,. 9P

n’est donc pas une condition suffisante pour qu’elle représente un
original f (f); il faut de plus, dans le cas de la transformée unilatérale
¢ (p) s’assurer que pour { < o cette intégrale est identiquement nulle.
Ainsi, par exemple, et quel que soit p, on a simultanément

+» _‘\-a_,__pl ds P »
e—“"Df e @ _ Py fEpd et L.
» Va 2V a 2 Va

2/a

— P
\/‘_I' e—alt = giat
p v

On vérifierait que, pour £> o,

c+iw

1 o+ 4.,:! ( P )
—_— e 1—erf dp
Va

2% e—iw

c+iwm r
1 P+ a
=— e ‘Ydp=o(/—ear
25t J,_,; =

i{w

et, pour I <o,

c+im

il
L e'p+‘“’(1—erf L_VNdp=o,
aniJ, . 2ya

c+in r?
1 p+— a
— e “"dp:z\/;e—““.

2% c—iwm
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Enfin, la condition ¢ > 3 apparait quelquefois comme une restriction
génante; aussi préfére-t-on souvent énoncer le théoréme d’inversion
sous cette autre forme : la formule d’inversion de Mellin est valable
avec ¢> a a condition de considérer l'intégrale comme prise au
sens de Césard (C, 1), c’est-3-dire

f()—2_—”1._”[:;17.[I lpl]etpq,(],)

SECONDE PARTIE.

LE CALCUL SYMBOLIQUE ET L’ETUDE DES FONCTIONS.

Nous allons a présent, comme nous I’avons annoncé, montrer que
le calcul symbolique permet de trouver aisément les principales
propriétés d’un grand nombre de fonctions.

Nous nous référerons systématiquement aux tableaux I et II des
pages 71, 72. Les notations (n, I), (m, I) désignerons respectivement
la formule (n) du tableau I, la formule (m) du tableau II.

1. Fonctions de Bessel [30]. — La fonction J, (f) de Bessel est
définie par la série

s 2m
w (——I)’"(-—)
m
Ia(8) = 22T (R 1) daed ? (n+1, m)m!’
m=0
ou n est quelconque, et ou, pour simplifier, on pose
(n+1,m)=(n+1)(n+2)...(n+m).

Pour trouver son image symbolique, modifions légérement cette
définition en remplacant  par 2 vf%,

n

i, e S (—n)ymem
In(2yt) = NCES) Z., mi(n+1, m)’

d’ou
t_an(z \/2) - (_I)mtm+n

m!(n+1, m)I'(n+1)
m=0
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et, en prenant les images de chacun des termes de la série (),

RO BY YN CLIANEL LD

n-+1I, m)I‘(n+1)p"‘+"'

Mais on a visiblement
Frim+n+1)=(rn+1)(n+2)...(n+m)T (n-+1),
de sorte que le second membre se réduit &

I (—1)m I —%

= —e

p" m! pn _Pu
m

d’oi1 finalement I'image fondamentale

n

£l (2/t)opme

Démontrons alors quelques-unes des propriétés des fonctions{de
Bessel, 4 partir- de cette relation symbolique. Appliquons d’abord la
formule (1, I), en supposant n différent de zéro : au premier membre,
on aura la dérivée

1
p'

n—2 n—1

2]én,Gy0) = 2816 + T 1),

et au second membre,

1

p—n+i e P’
qui est 'image de

n—t
t* Jna(2v2),

d’ol, en remplacant 2/ par f, et en simplifiant, la formule de
récurrence entre fonctions J et J’,

tIpg (&) =nJa(t) + 3, (2).

De méme, lapplication de la formule (5, I) donnerait la formule
de récurrence entre fonctions J contigués

Jnat (2) 4 Tnes (8) = 27” Ja(2).

() Voir remarque faite plus haut, page 19.
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Enfin on obtiendra aisément équation différentielle des fonctions
de Bessel. Si nous posons

n 1
v=283.(2y/2)ope 7,
on aura

_1

J" Sprntie l’,
1
y":P—rH-z e r
et
d -1 =2 -1
ty'>—p dp [P"‘+‘ e ”] =(n—1p—"+le F—pre Py
d’otlt
ty'=(n—1)y —y.
On déduira aussi de la représentation symbolique indiquée la valeur

de J_% (&). Considérons en effet la séquence (16) (page 21) : on aura,

en partant de

P
pP+I

VEr(3)=vreicriy (Vi) =h

-1
2

e(p) = Set, f() =€t

et

R O}

cost={ /%Ly ()
2 ~-3

donc

et la valeur de J, (f) s’obtiendrait d’une maniére analogue.
2

Etablissons & présent la représentation intégrale d’une fonction
de Bessel. Considérons les deux correspondances

tn——m

w(p) =P sy

avec n—m > 1, et
m—1

1
92(p)=p-me Pct ® Jn(2yt)
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Appliquons la formule du produit, de composition, on a

1 n
1_;‘*’1(10)?2(1') =pre Pctl(2yt);
donc

z 1 ¢ m—1 _
tEJ"(ZW—)=l‘(T—_m_+15./0‘ E—uyr—mu 2§, (2y/u)du.

Remplacons 2 \/f par ¢, et 2 \/u par u

om—n

I (0) = g (n__m_H)f (82— us)yn—mymy, . (u) du.

. N ” I a .
Faisons a présent m = 5 * au second membre apparait la fonction
. . I . . P .
de Bessel d’indice —5 d’ol1, aprés réductions,

14 1
ZI—IL II.—E
)y (t)y = ——u—— [1 (& — u2) cosudu.

I‘(n+;>ﬁ‘°

Posons enfin dans l'intégrale u ={¢sin 0 : on obtient la formule
cherchée

i

21-—nlll .
Jn () = ———l—_f c0s27§ cos (¢ sin §) d9.
(e ek

Demandons-nous maintenant quelle est 'image d’une fonction de

Bessel d’argument {, et non plus d’argument 2 y. Il suffira ’appliquer
la formule (18) (premiére partie) : on a

n 1
t_’Jn(z \/2) >p~Te 7

donc
_pra

tn ]y (22) > l_f € ¥ a2 e—stgy,
Vrdo

T

Divisons ¢ par 2, ce qui revient (4, I) & multiplier p par 2, et rem-

placons en méme temps dans I'intégrale x par g

o 2
a2ntn J, (£) D i’—f e+ +l)s2'lds
Vads
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et, en posant

§ =

P41
22n+1p

Va(pr+n)

Supposons maintenant n entier > o; I'intégrale du second membre
est alors classique, et égale a

Q0
e—“undu.
0

2nen J, (£) >

1.3...(2n—1)\/;’

d’oit enfin

tr I (t)>1.3...(2n—1) —L .

En particulier

Jo(&)> £ .
o () \/p‘2+1

On en déduira, en appliquant les formules de récurrence,

In(®)> ‘/ﬁ”_ﬂh/pﬂﬂ——p)",
on peut démontrer que cette relation reste valable méme pour n
non entier.

Enfin diverses propriétés, plus difficiles 4 démontrer par le calcul
ordinaire : voici par exemple deux formules établies par Van der
Pol [23].

1° Appliquons la formule du produit aux deux fonctions

91(P) = 92(p) = —=L— <o (1),
Vpr+1
on aura
1 p? t
Fp’+l§f,, Yo (¢ — ) Jo () du,

d’oil la relation

!
f Jo(t — u) Jo (1) du = sint.
[}

2° Dérivée de J,, par rapport & l'indice n : écrivons encore

n

1
pne Pctid(2yi)
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et dérivons les deux membres par rapport a n

1 n n
—p-ne Plogpc ;:—t’logt.ln(z V) + tﬁ—d—dﬁ.l,,(z Ve).
Mais le premier membre peut s’écrire

I
7 ?1(P) 92(p),
avec
?1(p) = —logpclogt + 1,

n——1

1
92(p) =p—+ie Pct ® Jpy(2y2)

et son image, d’aprés le théoréme du produit, sera donc

11 n—1
f[log"(t——u)+*{]u T ey (2 i) du,
0

ce qui conduit, aprés un changement de variables, & la formule trés
remarquable

Dol _ [1og L 1] 4nter = [ og(1—2) (2) 3nst

2. Fonctions de Kelvin. — La physique mathématique utilise
souvent les fonctions ber et bei de Kelvin, définies par

Jo(ti /i) =bert + i beit.

Leurs images sont aisées a écrire : comme on a

-1
P

Jo(z\/Z)De )

il suffira de multiplier \/ par i_"-', donc { par — i, et par conséquent
de diviser p par — i au second membre, pour obtenir, en séparant
le réel de I'imaginaire,

ber(2 \/E):cosl—lj,
bei (2 ﬁ):sin}—t,

formules signalées pour la premiére fois par Van der Pol [23].
De la méme maniére, en partant de la représentation

P
Jo(2) D
o () p’+x,
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on sera conduit a [31]

1

2 2

beiis> L __I___P._ .
\/5[\/1"+1 P

En appliquant la formule du produit, on aura

t
2f ber(t — u) beiudu> P_.
[]

pt+1
Comme on a

rp

sinhéd P 73

Ap
shitd ;’2—)\2 [
on pourra écrire

3
shAt —sinkéd IjPTl)@’
d’olt le résultat

4

f ber(t — u) beiudu = M
0 [N\/:

3. Logarithme intégral et fonctions connexes. — Trés impor-
tantes dans de nombreux problémes sont les fonctions suivantes :

t
f e":lu =Ei(t) (logarithme intégral),

—

“ cosu . . .

—f - du= ci(t) (cosinus intégral),
¢

* sin u . . —
———f ” du= si(t) (sinus intégral),
'

qui satisfont a la relation
Ei(it) = c i(t) + isi(¢).

Leurs images s’obtiennent immédiatement & partir de celles de
I'exponentielle, du sinus et du cosinus, en appliquant la relation (8, I):
on trouvera

Ei(t)>—log(p —1),

ci(t)>—log /pr+1,

si(t)>—arctgp.
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On peut aussi considérer la fonction Ei comme image, et non comme
original : on connait en effet le développement

b
Ei(p)= 2§ 7
(P) 1) - Plll’
quon peut écrire
]
—perEi(—p)= (—__Ln‘;)ﬁ'
Mais
m! 1
S A=
d’ol
. I
— pePEi(—p)c Pl

Appliquons la formule du produit a4 cette fonction et & la fonction
(1—1?)~', laquelle a pour image pe—”E i(p); nous trouvons

] ; ¢ d log(1 — ¢2
—PEIPEi(—p)c [ oo —— 2802,

ou encore
PEi(ip)Ei(—ip)c ELED),
Mais le premier membre est
ple(p) +s&(p)],

ce qui conduit & la formule, établie par Enneper,

® o—pt oo ?
ci‘l(p)+si2(p)=f -‘%—‘_—t—)dt.
o

Ainsi I'image de !ﬂltiﬂ est p[ci® (p) + si* (p)]. D’autre part,

log(1 + p?)
P

Poriginal de se calculera aisément : on a, en effet,

log y1+ p2c—ci(t),
d’ott (2, I)

t
lo:.'(l;—p’) c_zt/o' ci(u)du=— 2[tci(¢) — sint].
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Appliquons alors la formule 15 : il vient la relation

®tei(t) — sint

coa(p) +sip) =—af Tl

qui aprés, une intégration par parties, en se souvenant que ci (f)
s’annule a l'infini, conduit 4 une formule beaucoup plus simple que
celle d’Enneper [27]

ci?(p)—e—si?(p):——zf %dt.
[

4. Intégrales de Fresnel et de Gilbert. — L'optique mathé-
matique utilise les intégrales de Fresnel, définies par

4

t
S() = —= S””‘du_lf 3, () du,
0

\/7 Vu
2ﬁ [ °°5“du— fJ 1 (u) du,
ainsi que les intégrales de Gilbert,

e 1
Pa(p) =£ T 1+ 22 dz.

]

C(t) =

Plusieurs propriétés de ces fonctions peuvent étre obtenues symbo-
liquement. On a, en se reportant aux images symboliques des fonctions
de Bessel,

(Fri—p)*
S(t —_ 4y
>

cys WP ri—p) p) :
2 /pr+

Pour ne donner qu'un exemple, calculons, par la formule
tf () >—pe'(p),

Iimage de £S (f) : nous trouverons

‘) 2
a:S(t):>I(p2+I P) P -+ 21)2 “+1|.
2 {/p2+ 2ypr+1 PT+1

Au second membre apparait le produit

},m(p) [92(p) + 93(P) + 9s(P)],
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oll

e1(p) < S(2),
P2(p) € == "( ),
P3(p) € cost,
g(p)c i,

d’oti, par application de la formule du produit, la relation
L
= Jo(t —u)
¢S (1) _jo' [—2—— +cos(t—-—u)+1] S (u) du,

quune -dérivation transformera en équation intégrale vérifiée par
la fonction S

S()=1tJ,(t) +fl[J1(t—u) + 2 sin (¢ —u)] S(u) du.

Quant aux intégrales de Gilbert, on a, par leur définition méme

Ir—-

pPPi.(p)c — T+

et

oy d
PA(P)C‘/')‘ %

en particulier,
P,(p) carcigt,

Py(y) clog 1+ 22,

d’ot, par application de la séquence (15) de la premiére partie,

P:(P)"—Pf (s (=)

p+ z)2
_ci(xz)
et, comme on a la relation facile A vérifier

Pire+ Pa=T(2) p,

on voit que les intégrales de Gilbert s ‘exprimeront, pour toutes les
valeurs entiéres de ), et suivant sa parité, par le sinus intégral ou
par le cosinus intégral [33].
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5. Polynomes de Laguerre. — Les polynomes de Laguerre
sont définis par

L,(t) =et % (tret).

On a
Li(¢) =1,
Li(t) =—t 41,
Lo (t) = 82— 42 + 2,
Li(t) =— 3+ 92— 18¢ + 6,

Li(2) = t4— 1643+ 7202 — 96t + 24,

et, plus généralement,

L (2) =2(—1)scgn(n—x). (s +1) 88

§=0

=E(—1)”—3(};‘,n(n——x). (R —s+1)tn—s

=2n(_“ 1)"—s [n (n —1). -;‘En — 5§+ I)]! th—s
== [t'l_ :l_jtn_l_*_ i(n?_!—l)e =2y -+(—‘1)"n!] .

On démontre que la suite
t.
®, () = ;:-!e_iLn (t)

est orthonormée sur (o, 4 0)
+ o
[ L () La () de = (21) B,
0

Omn désignant le symbole de Kronecker.
L'image de L, (f) est immédiate. On a, d’aprés (6, I) et (1, II),

nlp

thetD — e
(P -+ l)n-H

et, en vertu de (1, I) et (4, I),

n

d n+1
g =25

e I |
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soit

I 1\*
mL,,(t)D(l-;) .
On a aussi
1 d
-’—l—an(t)DP(l—;> —n!
1 dt n 1\"
—at@t 025 (- 3)"
1 d?

;L—!-t‘—iﬁL,,(t):——p%[p(l—;i)ll—p(n!) +n(n!)]

_ 1)[(1 l)"+n(1 I)n—i n']
= — —_—— — d— —_— ! [
P P P
ce qui conduit 4 constater immédiatement que L, (f) est solution
de I'équation différentielle homogéne

B'+(@—18)y' +ny=o.

A partir de I'image de L, ({) on retrouve immédiatement la fonction
génératrice des polynomes de Laguerre. En effet, posons

ZLn(t) i—, =K(l, z).
n=0 )
Or, on peut démontrer (voir p. 168 de la référence {13]), que

,.<t) 3

|4e ®  pour tXo.

de prendre les images termes a termes

K(z, x):i(:—;‘))nx_n= P

p(l—-x)+.z-’

Il est donc possible, d’aprés ce qui a été dit précédemment (p. 1g)

d’ol la fonction génératrice

K(t, z) = f:x
Les égalités évidentes
1—2) R~ —t—2) K(t, ),

(1—x) ddit( =—zK(t, z)

MEMORIAL DES 80. MATH, — N° 158
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conduisent aux formules de récurrence bien connues

Lo (8) —(2n+1—08) L, (¢) + nL,(t) =0,
Lo(t) —nL,y (¢) =— nLla1 ().

Le produit de composition L, (f) % L, (f) posséde une propriété
commune a toute suite . (f) telle que f. ()>[2(p)]™. On a

! +n — ¢
;[?(p)] Cf,,.(t)*fn(e)_£ Srmen (2) dt

et, dans le cas présent,

A
Lm (t) * Ln (t) == m‘/o Lm+n (,’L‘) d.Z'.

Dans une correspondance f(f)>¢ (p), posons
p=0—2)7" ¢(p)=%(3);
du développement de Mac Laurin
S x 1\s
= AS § = As JE—
¥(3) zz, s Z, (1-3)

on peut déduire immédiatement le développement de f(f) en série
de polynomes de Laguerre [36], [41].

7 =Ya, 0.

s

§=0

Les polynomes de Laguerre généralisés
& kgt 2" k o—t
Ln (t) =1 etm (t"+ e )

conduisent, ainsi qu’il est aisé de le vérifier en opérant comme plus
haut, 4 la correspondance

r(n+k+1) 1\n
L& (£) > "—_p"——<l—}5> )

6. Les fonctions v (f, n) et p (f; m, n). — L’équation intégrale
de Volterra

(1) f® =f K (t, 2) y () da,
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ou y(r) désigne une fonction inconnue, intervient en mécanique
(lors de I'étude du pendule tautochrone, en théorie des mouvements
vibratoires, etc.), en statistique, en biologie. Dans le cas général,
et si K ({4 ?) n’est pas identiquement nul, on rattache la résolution

de I'équation (1) (ou équation de premiére espéce) a la résolution de
la suivante :

(2) FO=Keoro+ [ BED, @) e,

dite équation de seconde espéce, obtenue en dérivant les deux membres

de (1); on adopte pour forme canonique de I'équation de seconde’
espéce

JO =3O+ [ N, 2)y () de.
[]

Dans le cas particulier ot le noyau K (¢, z) est de la forme K ({ — z)

(noyau appartenant au groupe du cycle fermé), I'équation de premiére
espéce peut s’écrire
S (@) =K(@) %y @),

de sorte qu’il suffit de poser
e(cf(®), K()dw(p), y()>Y(p)
pour obtenir [34], [37]

y>Y(p) = L5,

e?9(p) 4
V()—zmj];r w(p) ap

Les fonctions v (t; n), i ({; m, n) s’introduisent tout naturellement
quand le noyau est de la forme

(3) K () =Za,.(|0tu)’ (u=t—a),
r—=0
Tes coefficients a;, @, ..., a. étant supposés réels. D’aprés un résultat

établi antérieurement (p. 20), 'image de K (f)

K (8)>w(p) = )\ br(logp)"

r=o0

est un polynome P (¢), ou { =logp, de méme degré que K (&%)
polynome en u; les coefficients b, se déduisant des coefficients a, [35 cl.
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La méthode de résolution qui vient d’étre exposée montre immé-
diatement que I'inconnue y (f) sera une somme de produits de compo-
sition dans lesquels I'un des facteurs sera obligatoirement une fonction
ayant pour image I'une des quatre expressions suivantes :

(logp +a)~'=(logpe*)~!,  (logp + )~ = (logp e*)~m,
[(logp + a)2+ 2]~ =[(logp e)2+ 3°],
[(logp + «)2—+ B2]-m =[(log p e*)2+ B2]—m

a et 3 désignant des constantes réelles, m un entier positif. Le probléme,
compte tenu de la régle opérationnelle (4, I), revient & déterminer
les originaux de
(logp)~t, (logp)—m,
[(logp)2+ B2]~1, [(logp)2—+ B2]—m.

En faisant f{f{) = U (¢ —n)>e " dans (g, I), on obtient

Dl s+n

) p(logp)—! Cj ds=v(t; n) (n>o).

L(s+n—+1)

Avec
— m)™m
(rn “+1)

f()—

U(t— n)>p—me-np (m=1,-2,...),

on trouve

s+ngm ds
I'(s+n—=+1)T'(m+1)

(5)  p~"(logp)—m—! CL[ = un(t; m, n).

Déterminons maintenant les images de ® { v (£ €%; n) }, J { vt e; n)},
partie réelle et partie imaginaire de v (t ¢®; n), ¢ étant la variable
et 0 un paramétre, tous deux supposés réels. On a

+ » +
t5-+n o10(s+n) . 1w il
v(ted; n) _f e g —f Lo dw,
n

T(s+n+1) I'(w—+1)

R {v(ted; n)} = (cosnﬂ)f_'-wtu——cgs(ﬂ‘f%;)i)-U(v—n) dv

— (sin nﬂ)f T S;,"(i(_"l:) ") U (e — n) de,

“¢tvsinf (v — n)
—F—m—u(()—n)dﬂ

i i) I
—(smnﬂ)f i cl(is(v(_‘:_l)n)U(v—n) dy,

I {v(te®; n)}= (cosnﬂ)f
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d’ou, compte tenu de (3, II), (3/, II), (7, D), (9, D),
. 5. (cosnd) logp — Hsinnb
©) Ryt > e logpy T 7
(sinnb) logp + O cosnb .
p[(logp)?+ 2]

7) J{v(te; n)}>

On trouve, de méme,
. (cosnf) logp — 6 sinnb
(8) R {u(te®; m, n)|> p"[(logph)'-'+ fem+
(sinnd) logp + 6 cosnbd
P"[(lﬂgp)'1+ 02]m+1

) T{u(ted; m, n)}>

Le probléme de la représentation des solutions des équations intégrales
de Volterra dont les noyaux, appartenant au groupe du cycle fermé,
sont donnés par I'expression (3) est donc résolu.

La régle (9, I) appliquée aux correspondances (4) et (5) fournira

e k] ¢

(10)  (logp)—"—1 (loglogp)~t «c j v(s; n) ds,
0

C(s+1)
s

(11 (logp)="—*(loglogp)—"—1c f s

(s; m, n) ds.

Notons que I'image de v (f (f); n) se déduit éventuellement de celle
de [f(H]’. Par exemple,

e d
(12) v(e—l;o):p£ M——;—(—m

Les transcendantes v (¢; n), = ({; m, n), considérées en tant qu’images,
sont susceptibles de conduire & de nombreuses correspondances
symboliques. On a

1 .
L(t+n+ 1)’

tm

(13) perry(er;n)c

) perr (e my 1) €y N T Ty

d’oit aussi, par application de (g, I),

| B o .
(1), P"“(;’ ”)c fo‘ 1‘(s+1)r(s+n+1)ds’

+w tssm
(16) pny_(l; m, n)cf - i ds.
P A I'(s+1I'(s+m-+1)
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D’autre part, toute transformée de la forme ¢, (p)[9: (p)]* fournit
éventuellement une correspondance ol I'image est 9, (p)v (¢: (p); n).

Ainsi, les correspondances établies plus haut pour J, () et J, (2 v1)
fournissent

b
_1_ l. +u:t%Js(2 \/i)
(18) e PV(E, n)cj(J TeaD ds.

Enfin, le tableau I pourrait étre complété par plusieurs régles
opérationnelles faisant intervenir les transcendantes v et p; nous
citerons uniquement la régle

(19) (plogp)~ g (logp)c [ v (&, 9) f(s)ds

et qui résulte directement de (4).
(Pour quelques autres régles analogues, consulter [35 a] et [35 e]).

De toutes les correspondances et régles établies ci-dessus on pourra
déduire bien des propriétés importantes des fonctions envisagées,
comme lillustrent les quelques exemples suivants.

a. L’identité

pamat (logp)—ma—a= ;7 [p— (logp)—™] [p~™ (log p)—""]

correspond & la relation intégrale
(20) p(t; my—1, ny) % p(t; me—1, ny) = w(t; my+ my—1, ny~+ Ny +1).

b. En remarquant que
I

——— ___2
(Vp)*"logVp — prlogp
et en appliquant (11, I) & (4), on obtient

Fal

(21) 2v(t; n) = ‘/%jodm e—‘—iv(x; 2n) dz,

d’oll, en remarquant de plus que

Ik
d_tiv(t; n) =v(t; n—k),
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la propriété pour v (f, 2 n) de satisfaire a la relation intégrodifté-
rentielle

52

(21") 2y () = (n.z')_%f*.“ e—ﬁy(x) dz.

On établirait de méme que p (x; m, 2 n) est solution de

(or') ety (@) = ra) [ &y ()
¢. Une relation intégrale s’obtient en prenant
?(p)=p(logpy~tcy(t; n)
dans (19) :
+ o }
f v(¢; s)v(s; n) ds>(logp)—"—2(log log p)—,
0
d’ou, compte tenu de (g, I),

(22) fﬂ)V(t; s)v(s; n)ds =f+., v(s; n1) g

F(s+1)

d. De (1,I), (3, I), (5,1I), on déduit que la relation intégro-
différentielle

Ly (1) —(a+B—1)y(2) =y () %y ()
est vérifiée par y) =v({; & + B —1).

e. La formule d’inversion de Mellin fournit
l —
v(t,O)=2—,5-_/’;e"‘(Plogp) 'dp

et P'utilisation d’un contour d’intégration convenable et du théoréme
des résidus conduit (voir p. 28) a la relation de Ramanujan-
Landau [35 c]

(23) v(t; 0) = e‘—f ol ds

s[r?+ (logs)?]
qui peut aussi s’écrire
pler —v(p, o)]ct—t[x2+ (logt)2]1.
D’autre part, le développement

_.) ip2n

logz
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définit les nombres de Cauchy

. . I . I
lo=—1, = ;, z,:a,

. oge . I , e
(lls sont positifs pour n =1 et tendent vers zéro avec ;) - En écrivant

I— — ®

R et B T

_—f - -

p

et compte tenu de la correspondance relative aux polynomes de
Laguerre, on obtient

Y 4 _ I P . . . l'm+| Lm (t) .
p—1 logpce “<"°)—2 m!

m=0

On en déduit une représentation intégrale des nombres de Cauchy [38]

(23) im+i=%./0- [1— e=tv(t; 0)] Ly (¢) de

o (1+ E)m[m2+ (log)?] o (u +1)yn[z2+ (logu)?]

(Pour 1'établissement, par ces mémes procédés, de quelques autres
propriétés remarquables des transcendantes v et p, le lecteur pourra
se.reporter aux références [35 c], [35d].)

Disons pour terminer que les fonctions v et p interviennent utilement
dans I'étude de plusieurs transformations fonctionnelles. Ainsi, en

posant
f) = f f&)

I‘(z+ Fy 1)

(c’est la transformation intégrale de Fraser, définie plus haut, p. 8),
ona
— argxgm
F)=avulasmn), avee [(2)= o

Ou encore, avec la transformation de Mellin (p. 6), on a

M 5 ar+n

(TG rmTm) =T @@ s .
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7.. Fonctions périodiques. — Si ) est un nombre positif quelconque,
et si f(f) est nul pour { < o, nous avons les formules

e~ P g(p)co <),
erro(p)cf(t—2)  (¢>)).

Interprétons graphiquement ces correspondances.

Soit X'OAB kla courbe représentative des variations de f(f) :
Ioriginal de ¢ (p) aura pour courbe représentative de ses varia-

tions la courbe X'CA'B’, déduite de la précédente par une translation
parallele a4 X'X, d’amplitude 2.

A

I1 est alors possible de trouver les images de diverses fonctions
périodiques : ainsi I'égalité symbolique

eFrcU(t—K)

Y I
T
1
Iy 0 . X
Fig. 3.

montrera que I'image de la fonction gradins,

U)+(t—a)+U({t—2a)+...

est
I+ e %P+ e 2P ., . =(1— e aP)1,

De méme, la fonction créneaux

U@)—U(t—a)+ U(t—2a) —...
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a pour image
T [7)
1— e~ + e 2ap — e3P -, . . = Elh —21—)--

Fig. 4.

Soit encore la fonction dents de scie, qui est
f(t) =t—[t],.

ot [f] représente le plus grand nombre entier contenu dans £, et qui
est liée a la théorie des oscillations de relaxation : d’aprés ce qu'on
vient de dire sur la fonction gradins, on pourra écrire

I

1
i—er T @1 <l

——m———

B

Fig. 5.

et par conséquent I'image de cette fonction dents de scie sera

1 1

P epw—l.

Ces résultats ont permis & Van der Pol [23 c] d’obtenir I'original
de la fonction ¢ de Riemann, définie par

Wp =
n=1
On peut, en effet, I'écrire

{(p) = e Plogt 4 e—plog2y, .
Mais

e—Plognc U (¢t — logn),
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L’original de £ (p) est donc la fonction passant de 04 1 pourf = 16g 1,

de 1 & 2 pour f=1loga, ...; donc évidemment
Up) c[et].

A partir de cette représentation, Van der Pol a démontré plusieurs
théorémes connus relatifs aux nombres premiers.

Si nous revenons aux fonction périodiques, considérons une telle
fonction f(f) et soit T sa période. Désignons par f, (f) une fonction
auxiliaire définie comme il suit : f, (f) = f(f) dans l'intervalle (o, T);

fi1 (& = o pour toute valeur de ¢ extérieure a cet intervalle. L’image
de f, (f) sera

T
?1(p) =Pf e—rx fi(x) dz.

Développons f en série de Fourier,,
=+ =

F(t)=Y entwiF (niw),

ol

AT
F(niv) = [ entosf(2) da,
0
relation qui s’écrira
F(niw) = L # (’f“") _ % (m.m),
2T niw axnin

d’ont les coefficients de la série de Fourier 4 partir de I’expression
symbolique de la fonction auxiliaire f, (f).

Ainsi, cherchons le développement en série de Fourier a partir
de la fonction périodique représentée par une sinusoide dont on
aurait supprimé toutes les alternances négatives

—<

B F

>
o

e U S,
Vdiml
@

7
\

Fig. 6.

La courbe X’OBCDEFG... représente la fonction dont I'ima

pw
PPt
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tandis que la courbe constituée par la demi-droite X'C et la sinusoide
CDEFG... représente une fonction ayant pour image

T
—pw “al’
P+ w? ’

de sorté que la fonction auxiliaire, représentée ici par la demi-droite
X'0, Yarche OBC et la demi-droite CX, a pour image

™
w —&?
p—_ﬁﬂmﬂ(l-*_e @ >

11 en résulte, tous calculs faits,

R I 1+ e RiT
Flrw) =5z 7=

d’oi le développement en série de Fourier

4= o0
1 1+ e nin
) = — —_— enlwt
f© o Z 1 — n? !
n=-—w
qui s’écrit
1 1. 2 2
f() ==+ -sinwt— —cos2wt —...— ————— COS2N B +...,

T 2 In (4n2—1)=m

le eoefficient de sin » { s’obtenant en appliquant la régle de L’Hospital
a l’expression

I+ e—nm

1—nt ’

qui est indéterminée pour n = == 1.
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TROISIEME PARTIE."

LE CALCUL SYMBOLIQUE ET LA THEORIE DU CIRCUIT ELECTRIQUE.

Dans ce chapitre, nous étudierons a I'aide du calcul symbolique
les régimes transitoires des circuits électriques. Nous envisagerons
d’abord ceux a caractéristiques concentrées.

Ceux-ci conduisent a I'intégration de systémes d’équations diffé-
rentielles du second ordre, linéaires et a coefficients constants.

L’étude des phénomeénes transitoires sur les lignes a caracté-
ristiques uniformément réparties sera ensuite abordée. Elle nécessite
Iintégration d’un systéme d’équations aux dérivées partielles, appelées
équations des télégraphisies.

1. Equations différentielles linéaires a coefficients constants, —

Soit I'équation différentielle linéaire & coefficients constants

dm dm—1 v dy
(1) AO—‘ﬂT{,*—AlTl—} +...+Am_1—d'—t+Am]'=U(t).
. ) : ary
Nous désignerons par y'* (o) la valeur prise par =i pour ¢ =o.

Multiplions les deux membres de (1) par e, p étant un nombre
positif quelconque, et intégrons terme & terme entre zéro et I'infini.

Une intégration par parties donne

ce _dry o [ drty T f““ L drty
jo eﬂtht_[e ptm]o +p0 e—P g dt

=— yln=1) (0) — pyin—2 (0) —...+ pn [ e—Plydt.

0

D’autre part,

. w© I
—PtU () dt = —-.
.[ e U@ P

Soit Z (p) le polynome

Agpm+ Ay pm—ig. ..+ Ap
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obtenu en remplacant dans le premier membre de (1), %’ par p~,

on aura

=1 (p)f e~Plydt— Ao [ yim=1) (0) + p ym=2 (0) +...+ pm—t y (0)]
[}
— Ay [ylm=2 (0) + p ym=3 (0) +...+ pm—2 y (0)]

- Am—:,}’ (0)1

ki
P

d’out
pf‘ ePly (£) dt = 7 [1+ (Ao pm-+ Ay pn=i+...+ Apn_y p) ¥ (0)
o Z(p)
+ (Aop™t+...+ Am_sp) ¥ (0)
+ Ao pym=1 (0)],
d’ou, en désignant par F (p) le polynome entre crochets,

(2) 1;8;; cy (t).

Dans le cas particulier ou y (o) =y’ (0) =...= y™1 (o) = o, on
aura

(2" Zﬁ cy ().

Envisageons maintenant le systéme d’équations différentielles
linéaires
a Y (t) -+ Q42 Yo (t) +...+AQn)n (t) =f1_ (t),
(3) QA Y1 (t) -+ Q29 Y (t) R =fg (t),

An1 Y1 () +@naYa (B) +eeeevvivnnnn... = fa ()

ot 'on a posé

o d d
ajk=ojx+ Bk g + Vik g

les @, 3 et 1 étant des constantes : nous nous bornons a envisager un
systéme du second ordre, 4 cause de I'importance de tels systémes
dans les problémes pratiques : mais la méthode que nous allons
exposer est générale, il suffit que 'opérateur a;: soit a coefficients
constants.
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Multiplions les deux membres de chacune des équations du systéme
par p e?!, et intégrons entre zéro et I'infini : il vient

211 (P) Y1 (P) +...+ a1n (p) Ya (P) = (A1 p + By p? + Fy (p),
(37 e e

@nt (P) Y1 (p) +.cod @pn (P) Ya (p)=Anp+ B, p?+ F,(p),

étant posé
ajk (P) = ajk~+ Bk p + vk P2
YV(P) C}’v(t) (V=l:27 "'7")7

A= 2 [Bvm ¥m (0) + Yvin ¥ (0)]_7

m=1

By= EYVMJ’M (0),
COR(P e f (D).

Ainsi Y, (p), image de la fonction y, (f), sera obtenue par la réso-
lution d’un systéme de n équations linéaires & n inconnues.

Dans le cas particulier o

Y1 (0) =y (0)=...=yn(0) =o,
(4) .}/1 (0)=J/2 (0)==.}}n(0) =0,
J1 @) =/ () =...=fuur (¢) =0,
on obtient, en désignant par A, le déterminant
ap +B8up+Ynp: .. @i+ 3ip -+ Yin p?
Dot ittt ittt et e et e sttt e e s eenene e
Opy—+ Bll'l P+ YIL!PE ees Opp+ ;jlmp -+ Tun_Pi

et par A,, son mineur relatif 4 sa n'*me ligne et sa vi*me colonne,
A
Y. (p) = %’F (»),

et si de plus f.(f) = U (f), alors

Yy (p) = éAB .

La détermination du régime transitoire d’un circuit électrique
linéaire et passif & impédances localisées nécessite la résolution d’un
systéme d’équations différentielles linéaires. Les méthodes opération-
nelles imaginées par Heaviside, et que nous avons résumées au
début de cet exposé, permettent de déterminer immédiatement la
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fonction gy, dans le cas particulier ol les conditions (4) sont réalisées
et ot I'on a f, (f) = U (f). Cette détermination s’effectue directement
4 partir de la fonction rationnelle

An _ H(p),

A T Z(p)

Le paragraphe suivant donne la justification de deux régles importantes
énoncées a4 ce sujet par Heaviside.

2. Retour sur les méthodes opérationnelles. — a. Développons
Yy en série entiére
Fv=0o+ a1+ asf2+4....

On en déduit

,—=p‘/“ e—Pty,dtc y, (t).
0

. . . ’ -l
Développons le premier membre suivant les puissances négatives
de p

H (P) ay as -7} 2! oo
=+ — + — ... = Qg+ — + — +...
z(py TP P TP TR ’
d’od, par identification,
—_— | —_ a2 —
Ay == do, = & 21 = % )
et le théoréme :
Ayant développé la fraction g%; suivant les puissances entiéres

et négatives de p, on en déduira le développement en série entiére
mn

de y, en remplagant p— par -:,—L—,

b. Les C désignant des constantes, écrivons que

v (&) =Crert+. . 4-Cp ePml,

Pis - -.» P désignant les m racines (supposées distinctes) de Z(p).
On a alors
Co C, — Cm

ne—pl ) dt = — + .
'/0‘ yV() P P—P P—Pnm
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Ecrivons

H (p)
) PL(p)

B M
P— P P—Pm

A
==+
P

comme le premier membre est égal i I'intégrale

ox

j e—Pta, (2)dt,
v
on aura

Cu=A, C|=B, .oy Cm‘——- M-

Les régles bien connues de la décomposition d’une fraction ration-

nelle en fractions simples permettent de calculer A, B, ...,
H (o) v H (p1)
A= B — L,
Z (o)’ : Pl (p1)

d'odt le théoréme du développement

m

o _H() o Hp)
yo()= Z (o) +2‘ piL (py) e

(=1

Les deux régles opérationnelles ainsi trouvées se justifient immé-
diatement en utilisant l'intégrale de Bromwich-Wagner : ainsi, en
écrivant

H an

_H(p) _ a
q(p)_.m-)-_ao+7}+...+—1—;‘+....

~

on trouve pour l'original f(f) de cette fonction.

1 a a A 23 2 ¢2
f(t)=;r—i (7’94—;’2—&-...)(1—4—];—,—9—]’2, +...\zlp.
L J ! !

En effectuant le produit, et en ordonnant suivant les puissances
positives et négatives de p, on trouve un développement en série de
Laurent valable dans une couronne circulaire ayant l'origine pour
centre; la valeur de l'intégrale devant étre égale au coefficient du

terme en ’%, multiplié par 2 i, on obtient bien

a,l ag 4]

j'(t)=a0+ﬁ+ '—2T+

Quant au théoréme du développement, il suffira pour le justifier de
prendre pour contour d’intégration un cercle ayant I'origine pour
MEMORIAL DES SO. MATH. — N° 188, 5
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centre et contenant & son intérieur tous les poéles p, de Z((p )) ;i1 n'y
aura alors qu’'a appliquer le théoréme des résidus pour calculer
Iintégrale de Bromwich-Wagner.

3. Circuits a constantes localisées. — Dans le cas de circuits
électriques comportant des impédances localisées, la détermination
des régimes transitoires exige la résolution de systémes d’équations
différentielles. Comme nous supposerons de plus que les circuits
envisagés sont linéaires et passifs, ces équations différentielles seront
linéaires et a coefficients constants : nous pourrons donc utiliser les
principes généraux que nous avons posés.

Supposons que, jusqu’a I'instant { = o, le réseau électrique envisagé
soit en équilibre, ce qui revient a dire que jusqu’a I'instant { = o
aucun courant ne circule dans les diverses branches, le réseau étant
par hypothéses passif. Ayant divisé le réseau en un certain nombre
de mailles indépendantes suivant la méthode classique, introduisons
dans la premiére maille une f. é. m. U (f) : l'intensité du courant qui
circulera dés lors dans la k'™ maille sera une certaine fonction du
temps {, que nous désignerons par Ay (f), et qu'on appelle admittance
caractéristique de la maille k par rapport a la maille 1.

Soit n le nombre de mailles indépendantes : proposons-nous de
déterminer les n admittances caractéristiques

A“ (t), A‘_)] (t), e, A,” (t);

4 cette fin, nous prendrons pour fonctions inconnues non pas les
valeurs I; (f) des intensités de courant dans les diverses mailles,

mais les quantités
L
7k _—_f I (¢) de,
0
c’est-d-dire les charges électriques. Nous aurons alors le systéme
a: d a2
(C“ =+ Ry — dl +L‘3“dt2> q1+(C " -+ Ryo — +£12a7>?2+...=U(‘),

' d ., a 1 d . a _
(C—?;+R2(Zt+1v2]a7§>q1+<c—2u+R226Tt+lr:2%>qg+...——0,

tous les seconds membres £tant nuls, sauf dans la premiére équation.

Les symboles Rj;, Ri;, Cjr représentent pour j 2k les induc-
tances, les résistances et les capacités mutuelles (ou communes)
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des mailles j et k, et pour j = k I'inductance propre, la résistance
et la capacité de la maille k. On a évidemment

L= Lyj, Rjr= Ry, Ciu=Cyy.
Les fonctions ¢, (f), ..., ¢. (f) étant déterminées, on en déduit aussitot

A () =114 (2) =

dt
Quant aux admittances caractéristiques des diverses mailles par
rapport 4 la maille j, il suffira pour les obtenir de résoudre un nouveau
systéme d’équations différentielles identique au premier, mais avec
remplacement de zéro par U (f) au second membre de la ji*me équation,
et de U () par zéro au second membre de la premiére.

4. Théoréme de Pomey. — Si la f. é. m. insérée dans la premiére
maille est une fonction quelconque V (f) du temps ¢, le courant I (f)
qui circule dans la kitme maille est

(6) Iu(l‘)=%f V(6) A (¢ —6) do.

En effet, divisons lintervalle (o,f) en n intervalles (o, 9,),
(1, 9), ..., (.1, f) et supposons qu'une f.é. m. constante V (o)
agisse a partir de linstant {=o0, quune f. é. m. constante
V (8:) — V (o) agisse a partir de l'instant {=08,, qu'une f. é. m.
constante V (0,) — V (0,) agisse 4 partir de I'instant { = 0,, et ainsi
de suite. Chacune de ces f. é. m. provoquera la circulation
d’'un courant de la k*®¢ maille : A (f) V(o) pour la premiére,
Ay (t—8,)[V (8,) —V (0)] pour la seconde, et ainsi de suite. Si
nous faisons tendre n vers linfini, il vient

[4
(7) 1(¢)=A(t)V(o)+fo A (£—10) V' () db

(ot I'on a supprimé les indices pour simplifier I'écriture). En inté-
grant par parties, on a

t 14
A@—0)V (0)dd=[A@—0) V()]s — [ V(8)2A (c—8)a,
[ ae—nvoa=pne-—nvor-{vng )
d’ol, en portant dans (v),

H
1(;)=A(o)V(t)—f V(e)a’%A(t—o)de

t
=A(0)V(t)+f v (6)%A(t——0)dﬁ,
[]
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ce qui est identique & la formule (6), ainsi qu’on le voit aisément.
Cette formule exprime le théoréme de Pomey [39].
On voit donc que si
91 (p)cV (),
92 (P) €A (),

on a, en vertu du théoréme du produit, la correspondance
91 (p) 92 (p) I ().

Comme le théoréme du produit subsiste par permutation des indices,
les fonctions A et V seront commutatives, et la formule (6) s’écrira
aussi

I(t)=%ftV(t——0)A(9) do.

Le théoréme de Pomey consiste a remplacer la courbe X'OAM
représentative des variations de V (f) par la ligne brisée X'OABC...
et & intégrer ensuite les effets produits par chaque échelon infiniment
petit de cette ligne. Ce théoréme n’est évidemment wvalable que
dans le cas ou il est licite de superposer les effets produits par chaque
f. é. m. élémentaire, c’est-a-dire dans le cas de circuits a caracté-
ristiques linéaires.

7Y A

5. Régimes transitoires de deux circuits oscillants couplés. —
Considérons, ainsi que Findique la figure ci-aprés, le schéma le plus
général de deux circuits oscillants couplés. Proposons-nous de déter-
miner les admittances caractéristiques des deux mailles MNPQ et
M'NPQ’ par rapport & la premiére d’entre elles.

Pour cela, nous déterminerons d’abord les fonctions

I3 &
a®=[ Au@d, @@O=[ Aa@d,
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qui satisfont au systéme

1 x dq, dz 9 dgs daz g2
(Cl+C)9’+(R+R‘) 7y —+ £y =22 T C 2 R T +.m7t.§_=u(t),
91 dq, d q I 1 d dz?
< +RTt+Dn~E2—i +<E;+ E) 92+ (R:+ Ry) dqz+£’g dtqi =o.
")
Rz
dv
Fig. 8.
Posons
Q(p)cgi(t), Qu(p)cga(t),
on aura
32P2+(R1+ Ra)P-!— C_
Qi (p) = Z(p) )
IMip2+ Rp + L
Q (p) =— —— O,
Z(p)
avec

z(p)_—_(ﬁifg_gn_‘l)ln_,_[]}(f1+fi_20]l)-+ﬁifz+szi]Pa
w[Er £ Bt L2 g R Ry Ry Ry | p
C: G C ‘
- R;+R, + R+R; -+ R+R1]
C Cy G

’+%L+L)
*roa el o

On en déduit Ay, (f) et A.. (f) sachant qu’ils ont respectivement pour

images p; Q. (p) et p, Q: (p). On obtiendra donc les A par le théoréme

du développement, si toutefois on connait les racines de Z.
Envisageons quelques cas particuliers.
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a. Dans le cas de deux circuits oscillants couplés électroma-
gnétiquement, on a C =, R = o, et
Z (P) =(ﬁ1 ﬁg—mﬂ)pk—l— (Rj f;)—i— Rg Bi)P:’

+<£—2+£’+R R) 2+(&+&) S SN
G G 18 )P c. " GJ/)PTCG

Fig. o.

Si les quatre racines de ce polynome sont complexes.

p1=--q,+zw1, 1).2=—-a,—Lu),,

P3=— s+ LW, Pi=— 0s— L Wa,

le régime transitoire comportera (comme le montre le théoréme du
développement) deux termes oscillatoires amortis dont les pseudo-
27
O]
seule composante oscillatoire amortie (cas de deux racines réelles et
deux racines complexes), ou pas du tout (les quatre racines réelles).
Dans ce dernier cas, on peut affirmer que I'équation Z” (p) = o a
certainement deux racines réelles, la courbe représentative des varia-
tions de Z (p) comportant nécessairement deux points d’inflexion.

Cependant, la réciproque n’est pas vraie (voir la figure ci-apres) :
comme on a

périodes sont respectivement Z)—x et —. Il peut ne comporter qu'une
1

2" (p) =6 (4 £,—IN?) p*+3 (Ry L2+ Ry £1) p+ § + f:i + Ry Ry,

nous pouvons écrire qu'une condition nécessaire (mais non suffi-
sante) pour que le régime transitoire des circuits envisagés ne comporte
aucune composante oscillatoire est

9 (Ry L5+ Ry £1)2> 24 (&2 c,—9n2)<‘§ + 5 R, R.)-
1 2

On voit, en particulier, qu’une telle condition est réalisée si le cou-
plage est suffisamment serré.
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Dans le cas d’un couplage parfait, £, £, = 9n?, et le polynome Z (p)
est du troisitme degré : I’équation Z (p) = o aura au moins une
racine réelle, et le régime transitoire comportera une seule compo-
sante oscillatoire, ou méme n’en comportera aucune.

Lorsgue les résistances R, et R, ont des valeurs négligeables,
Iéquation Z (p) = o se réduit a I'équation bicarrée

(ﬂ£r4mny+<fﬂkﬂ)ﬁ+ 1,

Ci Cz. C] Cg
\/\/ Z
/,\J
\\// T 0 p

Fig. 1o.

qui a quatre racines imaginaires pures. Ici il n’existe pas a propre-
ment parler de régime transitoire : le systéme atteint immédiatement
un régime permanent résultant de la superposition de deux oscilla-
tions sinusoidales qui se perpétuent indéfiniment (’amortissement
est en effet nul). Les périodes de ces oscillations sont différentes des
périodes propres 2my£,C; et 2my/£,C, des deux circuits, mais
elles s’en rapprochent d’autant plus que O est plus petit, c’est-a-dire
que le couplage est plus faible.

Tous ces résultats sont classiques : néanmoins il est intéressant
de remarquer avec quelle facilité le calcul symbolique permet incidem-
ment de les mettre en évidence.

B. Dans le cas de deux circuits oscillants, qui ne seraient couplés
qu’électrostatiquement, on a M = R = o, et alors
Z (p) = £1 £2p*+ (R1 £+ Ry £4) p?
ﬁg £ 1 £1+E2 ) 2

Ri+R: R, Ry I m/1 1
+( C +C_1+E:_).)p+ci_c;+ﬁ<_+_).
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Ici

-;—Z”(p) =6£, Lopt+ 3 (R Lo+ Rgfi)p+£—2 +’§’ E‘E’?*

-+ R1 Rg

et une condition, nécessaire mais non suffisante, pour que le régime
transitoire ne comporte pas de composante oscillatoire sera

3(R°~—+R ———2R1R2)>8<E:+%:+E’E£’).

Fig. 11.

Si nous supposons de plus C; = C, =, alors

ﬁ|+
C

Z(p)=p [fiﬁ.pw(m £+ Ry £4) p+ (

+R1R,)p + R’+R’]

G

et Z (p) admet la racine p = o.

v. Revenons au cas général, mais supposons que les circuits soient
dénués de résistance, et que le couplage électromagnétique soit
parfait. On aura

z(p)=[ (1314_3,_23[1)_,_13_‘4_53] 2y GG+ Gy

Gy CC, G,
Posons
C+Ci+ Cg
Ct Cg (£1+‘¢g— 23“-) +C (fi C1+ ngz)
_C(li..g.z___w!—a
C+Ci+ Cg -
Alors
Lo pr+ IE+ 2
P ot - C A (t),
mp2+ l
—ap =A!i(t))

P!.(._ w2
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d'ol
I I .
Ay()=a (LT) al e £, w) sin w¢,

2 (t) =a <3T(.w Cw) sin w ¢.

Les circuits n’étant pas amortis, un régime sinusoidal permanent
de pulsation ® est immédiatement atteint.

6. Cas de deux circuits oscillants couplés par l'entremise
d'un troisidéme circuit oscillant. — Posons ici (voir la figure)

f'2+13';= 2.

Fig. 12.

Pour pouvoir utiliser le théoréme du développement, on doit calculer
les racines de I’équation suivante, qui se présente sous forme de
déterminant

1

C +pRy+ p2 2 pron,, )
1
P2 JI'LH CL +PR2+P2131 P2 m-zg‘ = 0.
2
0o P2 Dn.g:; é— +pR3+P"‘B;]
3

Elle est du sixiéme degré. Cet exemple montre combien la détermi-
nation des admittances indiciales devient en pratique trés ardue dés
que la configuration des circuits se complique tant soit peu.

7. Régime transitoire du circuit électrique constitué par
une ligne de transmission et un appareil récepteur. — Le
probléme 3 résoudre est le suivant : connaissant la tension agissant
4 Torigine z = o de la ligne ainsi que le montage caractérisant 'appareil
récepteur disposé a I'extrémité x = h, déterminer I'état électrique
en tout point d’abscisse x et en tout instant f. Cet état se définit



66 P. HUMBERT ET S. COLOMBO.

par la différence de potentiel » et par lintensité de courant i; ces
deux quantités satisfont au systéme d’équations différentielles

. di dv
(8) rL+lﬁ=_th"
(9) PP,
9 TS T T o’

r, g, I, ¢ désignant respectivement la résistance longitudinale, la
conductance latérale, la self-induction et la capacité, chacune de
ces quantités étant rapportée 4 I'unité de longueur; nous supposerons
de plus la ligne homogeéne : r, ¢, 1, ¢ sont donc des constantes.

En éliminant d’abord v, puis i entre (8) et (g), on obtient

dzy d%v do
(10) I75—2_lcd—ﬁ-+(rc+lg,r)d—t+7gv,

02¢ 92z ac .

(11) 3;2=loﬁ+(rc+lg)a “+ rgi.

Chacune des deux fonctions v (r,?) et i(r, ) satisfait donc a
I'équation des télégraphistes.

Nous poserons
(12) V(z, p)cv (=, 1),
(13) I(z, p)ci(z, )
et nous supposerons que I'état initial satisfait aux conditions

v (z, 0) = o, i(z,0)=o0 (o£Lx £ h),

ce qui revient a dire que le systéme constitué par la ligne et le récepteur
est initialement neutre. Nous aurons alors

(16) Up+r)1 (e, p)=—N8P),
(13) (cp+8)V (2, p)=— 2 L),

De ces deux relations, on tire immédiatement

(16) %—K’V:o,
ol
(17 K=y{p+r)(cp+5).

La solution générale de (16) est

(18) V(z, p) = A (p) eE+ B (p) e%;
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d’autre part, on doit avoir, d’aprés (14),

1 JaV (z, p)
Mop e =0
c’est-a-dire
(19) I(@, p) = 7 [A (p) e==% — B (p) ¢*K]
! lp+r p p '

II nous faut maintenant déterminer A (p) et B (p) 4 partir des
conditions aux frontiéres. Celles-ci sont au nombre de deux :

a. La premié¢re résulte de ce que le phénomeéne transitoire est
engendré par une tension agissant & l'origine de la ligne et qui est
une des données du probléme. Soit

Vo(p)c v (o, t)
en faisant x = o, dans (18) on a une premiére condition
(20) A(p)+B(p)=Vo(p);

b. La seconde des conditions aux frontiéres résulte de la présence
d’un appareil récepteur & I'extrémité de la ligne. Désignons par Z, (iw)
Pimpédance isochrone de cet appareil récepteur; on doit avoir
(21) V(h, p) =17, (p) L(4, p).

Ainsi quon I'a vu précédemment, ;7 Z, (p) une fraction rationnelle

de p, est I'image de l’admittance caractéristique.
Résolvons le systéme constitué par (20) et (21) et dans léquel A
et B sont les deux inconnues. Aprés avoir posé

4
(22) \/;’Ig =2(p),

on aboutit a

e—xK Z (P) - Zl (P) e—(2h—x)B

Z —Zy (
(23)  V(z,p)= Z §£§ — (,f; v L2
T Z(p)—1Z.(p)
Z(p)—2:(p)
e—xK 4 27 < (2A—x)K
Z(p)+Z4 (P) .
(24) I (z,p)= 7 (IP) 7 (ﬁ))_ Z, (P) Vo (P):
I —

Z(p)—Z(p)°
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Ceci peut 'encore s’écrire

Z(p)sh(h—z)K+Z,(p)ch(h—2)K

(3 V@p= Z(p)sh hK+Z, (p) ch kK Vo (),

ch(h—z) K+ ZZ'((’{))) sh(h—2z)K
Z(p)sh Ak +Z, (p) hAkK — Vo (P)

(24) (=2 p) =

Si on se donne la force électromotrice & ({)D E (p) qui alimente
la ligne & travers un certain circuit, la condition (20) doit étre remplacée
par une autre qui tienne compte des caractéristiques du circuit
d’alimentation. Par exemple, dans le cas oit un générateur dont la
force électromotrice & (f) alimente la ligne & travers une résistance
inductive, on aura

[4 (0, t) =6 (t) —_ Ro i (0, t) —_— Lo <§;)J;=0

et il apparait ainsi immédiatement qu’il faut substituer & (20) la
nouvelle condition

K
V(o,p)=A+B=E(p) —(Ro+ Lop)(A —B)W
qui peut aussi s’écrire

(25) <1+%Q)A+<I—-}%E>B=E(p).

Cette derniére équation constitue avec (21) un systéme qui permet
de déterminer A et B. On trouve, tous calculs faits,

. — [Z (p)sh (h— =) K+ Z, (p) ch (h—2) K] E (p)
@ V@& D= R Lp Zi(p)

[ch (h—z)K + ZZ’((,I:)) sh (h — ) K] E (p)
[ (Re+Lop)Zi(p)
e R AT

(24") Iz, p)=

] shhK+[Ro+Lop+Zi(p)|chAK

On remarquera que ces formules redonnent, comme il se doit, (23')
et (24') quand on fait

Roy=Lo=o, E(p) =Vo(p).
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Plus généralement, on vérifierait que si la ligne est alimentée &

travers une impédance isochrone Z, (iw) disposée en série avec le
générateur, on aura

(23") V (z,p)= [Zi(p)ch (h—2x)K + Z (p) Shz(h(_)zw)(K])E (»p)
[Zo(p)+Z1(p)]ch A K + Z(p)+%& sh hK
r _ 1 [Z1(p)sh(h—z)K+Z(p)ch(h — z) K] E (p)
@4 1= P) = 7025 AR YT
[Zo(P)+Zyi(p)]chh K+ Z(P)+T(ﬁ$— shhAK

Nous voici donc en possession des images symboliques de certaines
solutions de P'équation des télégraphistes. Il s’agirait de déterminer
ensuite’les fonctions originales correspondantes : cette détermination
bien qu’aisée dans quelques cas particuliers est le plus souvent trés
ardue. Carson [9] a estimé que I'étude du régime transitoire sur
une ligne de transmission dans le cas général constitue en ce qui

concerne les calculs numériques, un des problémes les plus délicats
de I'électrotechnique.

8. Etablissement du courant sur une ligne. — Pour abréger,
nous écrirons Z,, Z,, Z, au lieu de Z, (p), Z, (p), Z (p).

Partons de (24"), image de i (z, f) dans le cas le plus général; nous
remarquerons qu'elle peut aussi s’écrire

E(p) (Zi+ 12) exk— (Z;— Z) e—2h—x)K

I(z, p) =
Z (zo+z1+Z+Z°Z1)+(zo+z,_z—?°—z‘)e—=hx
Z Z
e—xK -1, e—(2h—x)K
T ZT+Z, [ — Z—Z0)<Z_Zi)e_2m; )
Z+Zo Z+Z1

Placons-nous dans le cas ou

E()=U({)>1=E(p)
et posons

Z—-Zo_ Z—Z1___ _Z
Z+Zo_p'°’ Z+Z1—m’ Z+12Z,

~Alors
e—.’L‘K+ T e—(ih—-ﬂ')[
T — popg 2K

1z, p) =y
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d’ol, en développant en série,

-—2C. e—(2h—x)K e—(2h+x)K

K
(26) I(x,p):lez “+ Ay 7 +7\F-0P-1—Z—-

e—(hi—2)K R e—(4h+x)K
+lp.oy.%—z—' +)le.5 }L%——Z— L P

K
On vérifie immédiatement que e—K-— est I'image de la fonction

correspondant au courant absorbé au point d’abscisse « par une ligne
dont la longueur serait infinie et qui serait excitée & 'origine x = o
par la tension U (f) > 1. En effet, une telle hypothése [cf. (18) et (20)]
impose A = 1, B = o. Donc le premier terme du développement (25)
représente I'image de la fonction correspondant au courant au point
d’abscisse z pour la ligne de longueur infinie quand une tension v, (f) > A
agit a l'origine; de méme, le second terme est I'image de la fonction
correspondant au courant au point d’abscisse 2 h—x quand c’est
la tension v, (f) > A, qui agit & I'origine; le troisiéme terme est I'image
du courant au point d’abscisse 2 h 4 x pour une tension v, (£) D Aoy
agissant a D'origine, etc. L’interprétation a partir d’ondes incidentes
et réfléchies se superposant au point d’abscisse = est immédiate [40].

K
L’original de % s’exprime a 'aide de la fonction de Bessel modifiée

d’ordre zéro I,. On met ainsi en évidence la propagation, I'atténuation,
et I'existence d’un « résidu d’onde » [41].

9. Impédance caractéristique d’une ligne. — Lorsque Z, = Z,
on a p, = o et l'onde réfléchie n’existe plus; en d’autres termes,
Ponde incidente est intégralement absorbée par I'extrémité réceptrice;
(23) et (24) se réduisent alors a

Ve, p) =%V (p), 1(zp)= Vo (p);

la tension et le courant ont les mémes valeurs que pour une ligne de
longueur infinie.

Si la condition d’Heaviside

r
(27) 7=¢

se trouve réalisée, on satisfera a la condition Z, = Z en branchant

4 lextrémité réceptrice une résistance égale ﬁ\/ %
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TABLEAU L

DICTIONNAIRE OPERATIONNEL.

e (p) —Zmp'"ﬂ"‘—"’ (+0)cfim (2)
i
P*‘?(p)CJo‘lf(x) dz
rra@neef fi(t—2) fu(a) d
<p(ap)cf<£) (a = Cte >0)

P
p+a

9 (p -+ a)c eat f(t) (a = Gte)
pe(p)e—tf' (2)

(rgs) e cnm () s @
Pgom Pt e (P (—OmF ()

e—r g (p)cf(t—a)U(t—a) (a>o)
+2 0 (5) PR L)
fo ?—r‘“ﬂo —5
P o (s) £ (9)
A ds C[ —e—dﬂ

S
f+m?(s)dscft&d6

p(logp) _ (7 _ &
logp c‘fo F(S-}-l)f(s) ds

n—

pi—"?(%> C£+a (;) ; Jn— (E \/l_‘)f()‘) d\

1 o X
?(Vp)c )T [ ¢ Fif (@) da
0

-
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(1
(2)
(3)
(39
(4)

(%)

(6)
)]

(8)

(9)

(10)
(11)
(12)

(13)
(14)
(15)

(16)

P. HUMBERT ET S. COLOMBO.

TABLEAU IL

LISTE DE CORRESPONDANCES SYMBOLIQUES.

et >p (p—a)t
tm> p—mT (m+1)

sinat > p (p?+ a?)—t

cosat > p? (p+ a?)—1

logt > log% —C  (C=Cte d’Euler)

m
m—pr
tn (Iogt)'":p—nz <r’n) (log %) ') (n+-1)
r=o

[(’:) = coefficients du binome de Newton]

Vxt
r . 1
21, (2yt)spne P

Jn () > _P__[\/p=+1 —pl
Vpi+1

=1 (et—1)>lo (1+i)
( ) > log >

1 n
Ln(8)> (I—;)
Ei(¢) > —log(p—1)
Ci(t)::—%log(p*-l.—x)
Si(¢)> —arctgp

v(¢; n) > p—n (logp)—1
u (¢; my n) > p— (logp)—m—1

1
e — np ——p-n_
D I)Dpe v (e—P; n)
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