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PREFACE.

Les surfaces et les varietes algebriques accusent, au point

de vue de
rAnalysis Situs, des differences profondes avec les

courbes, differences dues surtout it.ce qu'elJes
ne sont pas

les

varietes bilateres les plus generales de leur dimension
(quatre

pour Jes surfaces, 2d
pour

les varietes it.d dimensions). Effec-

tivement eUes contiennent des varietes topologiquement
tres

particulieres
: leurs sections par d'autres surfaces ou varietes

algebriques. II est donc assez naturel d'en profiter pour

I'etude de la variete elle-m
me, et de plus,
de rechercher les

proprietes speciales qui en resultent. A pres
un Chapitre pre-

liminaire, c'est Ia la tache que nous avons poursuivie
dans Ie

second, Ie troisieme et dans Ie debut du cinquieme. Dans les

autres on trouvera diverses applications,
notamment ala dis-

tribution des courbes des surfaces ou des hypersurfaces
des

variHes
algebriques. C'est en eifet, dans cette direction, que

l'Analysis Situs se montre a son maximum d'utilite.

Parmi les divers ecrits
qui m'ont influence pendant ce tra-

vail, sont a signaler tout particulierement
: les Memoires de

Poincare sur l'A na{ysis Situs et sur la distribution des courbes

d'une suface algebrique, les travaux de M. Picard, tels
qu'ils

sont
exposes dans Ie Traite qu'il a ecrit en collaboration avec

M. Simart, enfin ceux des superbes geometres
de l'Ecole

italienne. Pour une bonne part, d'ailleurs, les resultats
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exposes ici sont inedits quant a la forme ou au fond. Tel est

notamment Ie cas, pour
ceux relatiCs aux intersections de

cycles, qui paraissent ici pour
la premiere fois.

Cette monographie est hasee, en
partie, sur une serie de

conferences faites 11.Rome, au printemps de 192 I, sous les

auspices de l'Institute of
International Education, ainsi

que

sur les recherches poursuivies, un peu auparavant, sous eeux

de l'American Association
for

the Advancement
of Science.

Aux nombreux amis qui,
des deux c6tes de

l'Atiantique,

m'ont
prodigue

leur cordial encouragement, je tiens a

exprimer ici ma grande reconnaissance. Enfinje veux remer-

cier, d'abord M. Borel, pour m'avoir accorde l'honneur de

paraitre
dans sa Collection, juslement celebre; ensuite la

maison Gauthier-Villars, pour avoir bien voulu
entreprendre

la publication
de mon Ouvrage, malgre ces temps si durs,

ou elle continue a maintenir son rang, hors pair, parmi les

editeul's scientifiques.
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L'ANALYSIS SITUS

ET

LA GEOMETRIE ALGEBRIQUE

CHAPITRE I.

PROPRIETES GENERALES DES VARIETES ANALYTIQUES.

I. - Premieres definitions. Connexions des divers ordres (1).

1. Deux varietes sont homeomorphes, si elles sont en corres-

pondance biunivoque, continue, sans aucune exception. Tels sonl

deux. segments de ligne, deux surfaces de Riemann de meme genre,

les regions de l'espace ordinaire limitees par un cube et une

sphere, etc. L' A nalysis Situs a pour
but l'etude des proprieMs

des li!;ures, preservees quand on les remplace par d'autres homeo-

morphes.

La ceJIule a n dimensions En est une variete homeomorphe Ii

I'intcrieur d'une hypersphere dans un espace a n dimensions, Sn.

(Ces notations: En, Sn, reviendront constamment.) La frontiere

de Ell est la generalisation du circuit. En paI'ticulier, Et est un

segment de ligne, E 2 une aire simplement connexe. Dne variete

a n dimensions est ltomogene, si deux. En de la variete en conte-

(') Voir iIce sujet : PICARD el SIMART, Traite des fonctions algebriques de

deux variables, vol. I, Cbap, II, ainsi que It's Memoires de POINCARE, Journal

de ['Ecole Poly technique, 2' serie, vol. I, 1895. - HEEGAARD, Bulletin de la

Societe mathematique, vol. XLIV, 19,6.
- TIETZE, Monatshefte fur Mathe-

matik und Physik, vol. XIX, '908. - VEBLEN et ALEXANDER, Annals af Math.,

2' seric, vol. XIV, '9,3. - Enfin l'ouvrage de M. VEBLEN : Analysis Situs, the

Cambridge Colloquium, published by the American Mathematical Society,

New-York, 1922.



290 SELECTED PAPERS - V

nant un point en ont toujollrs en commun une troisieme Ie

contenant egalement. Une courhe plane en forme de 8, un cone It

deux nappes offrent des exemples de varietes qui ne Ie sont pas.

2. Les varietes analytiques, seules a etre considerees ici, se defi-

nissent ainsi : Soientx" X2, ..., x n ' un systeme de coordonnees

cartesiennes, relatif a un Sn/ (n/ � n), puis considerons les equa-

tions

(I) :Xi= <p(u" U2, ...,un) (
. , /-

)t = I, 2, ..., n ; n ):n ,

ou, dans Ie champ de variation des u, les rpsont des fonctions ana-

Iytiques, i'tdeterminants fonctionnels non tous nuls itla fois, enfin

faisons Ie prolongement analytique des seconds membres, obtenant

ainsi une serie de nouveaux systemes analogues, etc. A certains

d'entre eux peuvent �tre adjointes des inegalites

,y(u!, U2, ''', un»o.

L' ensemble de points ainsi obtenu constitlle une variete ou multi-

plicite analytique a n dimensions, M", dans un S",.

Pour permettre de considerer aussi des points a l'infini, nous

introduirons des multiplicites definies en partie par des systernes

d'equations leis que (I), en partie par d'autres tels que

Xi='fi(U1' us, ..., un)

I
-

='1'J(Ut> Ut, ..., Un)
Xj

(J = I, 2. ..., na),

(j=nl+ l,nl+2, ''', n'),

ou les
�

ont les memes proprietes qu'avant.

On n'exclllt pas
la possibilite que les variables prennent des

valeurs
complexes. Seulement il suffira aIm's que 2n'�n.

En changeant nne des inegalites en egalite on obtient nne fron-

tiere de M". N ous admettrons que
les frontieres se composent

d'une ou plusieurs varietcs analJtiques tt n - 1 dimensions,

M�-1 (1).

3. Orientation des varietes. - La notion familiere des detlx

( ') Voir la Note de M. Hadamard 11la fin de l'Introduction a La theol'ie des

fonctions de Jules Tannery.
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sens distincts que l'on peut attribuer a un segment de courhe

s'etend aux varietes bilateres. Soit d'abord une En en forme de

pyramide generalisee, Pn = AI Aa . .. An+" a faces non necessai-

rement planes. Pn correspond it la pyramidea
faces planes com me

par exemple Ie triangle spherique au triangle ordinaire. Suppo-

sons que 1'0n nomme ses sommets dans 1'0rdre i, j, ..., k. Nous

dirons que Pn n'a pas change ou bien qu'elle est invertie suivant

que Ie nombre de transpositions dans la permutation

(

I,
.2,:..,

n + I

)

.

I,J, ..., Ie

est pair ou impair. La pyramide invertie sera designee par
-

Pn.

Ceci generalise de maniere evidente les notions familieres

pour n = 1, 2, OU Pn devient un segment
ou un triangle.

Tra�ons maintenant dans une M n quelconque une petite Pn.

Est-il possible de faire decrire Ii un point interieur it.Pn un
petit

circuit de maniere Ii ramener Pn it.- P n? Si oui M n est unilatere,

si non bilatere. Toute M. est bilatere, mais ilexiste des Ma unila-

teres et Ie feuillet unilatere de M5biiis est bien connu.

La petite Pn est appelee indicatrice de M n . A l'ensemble

(Mn+indicatrice) on peut attacher un sens ou signe et 1'0n con-

vient qu'
en changeant l'orientation de l'indicatrice on remplace M n

par
- M n . Vne fois M n orientee on definit Ie sens d'une frontiere

M�_, comme ceci : On amene Pn au contact avec M�_, de fa<;on

que la P n - I = Aa Aa. . .An+1 soit dans M�_1 dont eUe deviendra

par definition une indicatrice.

Remarque.
- On peut aussi definir une orientation de M n par

les signes des determinants fonctionnels des
If (Poincare). Les

deux definitions sont equivalentes (I ).

4. Congruences, homologies.
- La relation entre M n et ses

frontieres orientees sera exprimee par une congruence

M n =
�M�_I

(') Voir l'articlede M. Heegaard cite plus haut.
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ou en particulier quand M,. est fermee (sans frontieres)

Mn = o.

Lorsqu'il s'agit simplement d'exprimer que les M�_I forment la

frontiere totale d'une M n quelconque
dans une M /t" on ecrira nne

homologie

�M�_I"'o
(mod M n.),

en omettant toutefois la mention (mod M n,) quand il n'y aura pas

d'equivoque possible

Ces notations et presque toutes les definitions remontent a

Poincare. L'emploi du signe = peut preteI' a objection, car la

relation qu'il exprime n'est pas transitive. II n'en est pas moins

fort commode et Pon verra qu'il
ne cause guere de confusion.

5. Le terme multiplicite sera etendu Ii une somme de multipli-

cites du type defini plus haut, les frontieres etant alors par defini-

tion les sommes des fronlieres. On attribue ainsi nn sens a une

multiplicite

�i
)..iM� (Ai en tier).

Grace a cette convention on peut Caire subir aux congruences el

aux homologies l'addition, la multiplication par un entier, et aux

congruences seules la division par un Cacteur en tier commun Ii

tous les coefficients. Ce dernier point se demontre ainsi : la con-

gruence

('2.) A
�AfM?

= A
,Il-lsMh-1

provient
de congruences que Fon multiplie par des entiers AAi. 5i

l'on se contentait de multiplier par les Ai, on obtiendrait precise-

ment (2) avec Ie facteur).. supprimc.

Deplacements.
- Nous avons eu Foccasion d' employer des

deplacements (nO 3). Les seuls deplacements d'une M k de type

restreint que nous considcrerons a l'avenir seront ceux exprimables

par des equations analytiques. Leur effet sur M k sera de lui Caire

engendrer des M"H' Soit en particulier M"
-

Mh_1 et supposons
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qu'en vertu d'un deplacement durantlequelles deux
muhipliciles

en engendrent d'autres M�+" M�, la premiere so it amenee en M�.

Evidemmenl

M k + 1 = M"k- Mk+ M k.

Par suile, en supposant toules les multiplicites contenues dans M n ,

Mk-Mk+ Mi.'" 0 (mod M n ).

En parliculier, si M" est fermee, ses positions extremes sont homo-

Iogues.

6. Cycles. OonnexioDs des divers ordres. - Dorenavant nous

prendl'Ons pour base de nos considerations une variete a n dimen-

si"ns W n , fermee, homogene, bilatere. Les M" fermees qu'elle

contient sont ses cycles it k dimensions. Le cycle estlineaire

si k = I, nul si M",,",o. Plusieurs cycles a kdimensions sontinde-

pendants ou distincts s'ils ne satisfont a aucune homologie, c'est-a-

dire s'il n'y en a pas de combinaison lineaire formant la frontiere

complete d'une Mk+l' Le maximum R" (fini) de cycles it

k dimensions distincts est Findice de connexion a k dimensions

de W n' Les cycles a k dimensions seront en general designes par

la notation f ", des indices superieurs servant ales distinguer

(JlIand
il

y en a plusieurs, D'apres Ie n° 5, quand on deplace un

cycle il reste homologue a lui-meme.

Diviseurs de zero, torsion. - W n pent posseder des r k tels que

Arkrv 0 pour A> I sans que r"", o. Le cycle est dit alors diviseur

de zero a k dimensions, ou plus simplement, diviseur a k dimen-

sions, Le nombre r:r" de ces diviseurs est
hnij

l'entier r:r" est

l'indice de torsion a k dimensions. Raisonnant comme M. Severi

dans un cas enlierement s'Cmblabie relatif aux courbes d'une sur-

face algebrique, considcl'Ons +f" comme une operation a effec-

tuef sur les cycles de sa dimension. En ce sens les operations rela-

tlves aux diviseurs engendrent un groupe abelien fini G k dont r:r"

est I'ordre; c'est Ie groupe de la torsion a k dimensions. G" pos-

seae lIll certain nombl'e �" d'operations formant base, soient f 1,

fl, .,., f7:, c'est-a-dire telles que toute autre soit de Ia forme

At rot+ At fl+...+ )'I;kr'i-
k (Ai entier).



294 SELECTED PAPERS- V

Les ordres tt, 12, tCl des operations de Ia base sont les coefficients

de torsion de Poincare (l), et l'on a aft = tt t2 . . .t�l' Le terme

torsion provient de ce que
la presence des diviseurs entraine

une sorte de torsion interne de la variete (Poincare).

Remarque.
- Les entiers R", �", ak, ti sont tOllS invariants

par rapport Ii I'homeomorphisme.

7. Syst�mes fondamentaux de cycles.
- Soit fl, n, ..., f� un

systeme fondamental pour les f", c'est-a-dire tel que
tout cycle

(3) f"",
IAifi.

L'existence d'un tel systeme
est une

consequence de ce que,

R" etant flni, entre Rk+ I cycles f" quelconques il y a toujours

une homologie. D'ailleurs nous Ie verifierons directement pour les

varietes algebriques.

Les fk satisfont Ii r - Rk homologies

(4) th1f!+ t"2fi+...+ thrfk'" 0 (h=I,2,.... r-R,,).

Considerons maintenant des cycles r1, r
�, ..., r;;, tels que

(5) f�'" �"aihff
(I = 1,2, "" r),

Ie determinant des aih Hant +
I, de sorte

que leur matrice A

definit ce que l'on nomme une transformation unimodulaire.

Les r constituent un nouveau systeme fondamental. Au lieu de (4),

ils satisferont Ii un certain systeme (4'). On
peut d'ailleurs rem-

placer (4') par tout autre systeme (4") obtenu en appliquant a ses

premiers membres une transformation unimodulaire B. Or, d'apres

Frobeniiis (2), pour un choix convenable de A, B, (4") sera de la

forme

(4')
-'R+"

tk r It rv 0 (h = I, 2" .. " r - Rk ).

Parmi les r on peut supprimer les cycles nuls, ce qUI revient Ii

(') Proceedings of the London Mathematical Society, [goo,
(') Le calcul est Ie meme que pour les formes bilineaires diophantines. ( Voir

E. CAKEN, Theorie des nombres, t. I. p. 269.)
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supposer que les t sont tous > I. Ces entiers ne sont autres alors

que
les coefficients de torsion et les f Ri+/i forment une base pour

Ie groupe G Ir, ou si I'on vent, pour les diviseurs r h. On aura alors

r = Rh + �k (r = Rk s'il n'y a pas de diviseurs). Quand on ne

s'inquicHe pas d'avoir Ie plus petit nombre possible de cycles dans

Ie systeme fondamental, on peut en prendre un
compose de RAe

cycles independants associes it.air- I diviseurs (t ).

REMARQUE.
- Si les cycles d'un systhne fondamental sont

independants, ak= I.

En eifet il n'y a pas alors de diviseurs proprement dits, car de

r k'"
.I

Ai ri, tre" 0, t>l,

on tire successivement

�tAir�rvo,
tAt=o = Ai, rlr'" o.

Ceci se presente en particulier pour les W 2 , puisque leurs

retrosections constituent un sysMme fondamental a la propriete

reqUlse.

8. Rappel des th60remes principaux de Poincare. - Relative-

ment a nos W n il a demontre ces proprietes fondamentales, que

nous allons retrouver en faisant l'etude des varietes
algebriques.

I. Les R" equidistants des extremes sont egaux, c'est-a-dire

RIr= Rn_h'

II. Le groupe de torsion G n _ t se riduit a l'identiti. Les

groupes G,,, G n_ t_ k sont isomorphes (2).

W n etant analytique, tout point en sera contenu dans une cel-

lule En de frontiere analytique, done d'apres un theoreme cIas-

sique (Borel),
il y aura un nombre fini de En recouvrant W" tout

entiere. Ces cellules peuvent se recouvrir partiellement, mais (on

(I> De celie discussion resulte aisement que tout systeme fondamental peut
etre derive de celui des r i, donc d'un quelconque d'entre eux, par une transfor-

mation unimodulaire.

(') Ici, commc a l'avenir, itsera entendu que l'isomorphisme est holoedrique.
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Ie demontre aisement, et en tout cas nous l'admettrons ici) W n

peut etre subdivisee en celluies sans points internes communs, les

frontieres etant elles-memes composees de celluies En_t aux mArnes

proprietes, etc. C'est ce
qu'on appelle

redllire \V n a un polyedre

gemJralise. Le polyedre poss�dera un certain nombre a.i de cel-

lules E i. Poincare a demontre une formule, generalisation d'un

resultat classique. d'Euler! qui,
avec la con venlion Ro = Rn = I

adoptee pour la suite, se met sous la forme tres simple

HI.
I(-

l)i7i =
�(-I)IRi'

Poincare a d'ailleurs demontre une formule analogue pour les

varietes unilateres, mais no us ne nous y arreterons pas.

9. Quelques modeles de varietes. - On sait que pour n > 2 on

n'a pas reussi
jusqu'a present a obtenir de modele type pour les W n!

analogue, par exemple, au disque troue de Clifford pour les sur-

faces bilateres. II est par suite fort utile de considerer des exemples

particuliers pour obtenir une idee des circonstances variees qui

peuvent se presenter. C'est ainsi que Poincare en a etudie plu-

sieurs dans son premier Memoire (').

Commenc;ons par un type simple dll a M. Volterra. Dans un es-

pace it.n dimensions Sn. prenons une hypersphere en contenant.\

son interieur k autres, exterieures les unes aux autres, et soit T la

partie
de Sn limitee par toutes les hyperspheres. Prenons Ie syme-

trique
T' de T par rapport it.un hyperplan ne coupant pas

T. Enfin

faisons cOIncideI', par exemple a l'aide d'une deformation dans

un Snf, (n' > n), les points correspondants des frontieres de T

et T'. On ohtient ainsi une W n avec, comme on Ie veri fie aise-

ment, Rt = Rn _I = k. Ceci demontre que la connexion linea ire

d'une W n peut etre egale a un entier quelconque.

Prenons en particulier n = 3, k = 2, et les spheres qui

limitent T dans S3 (cspace OI'dinaire), concentriquf's.
Soit P Ie

plan de symetric considcre ci-dessus, et par Ie centre commun des

deux spheres, passol1s un plan Q perpendiculai,'e a P. Operons

main tenant comme precedernment sur l'ensemble 1 + T' en rem-

(') Voir Japlanche et la Nt'le IT:i la fin de )'ouvrage.
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plalfant toutefois P, en tant que plan de symetrie, par Ie plan Q.

On verifie aisement qu'une variete homeomorphe a W 3 peut �tre

construite en remplalfant partout T par l'espace interieur it.un

tore (Volterra).

to. Indiquons maintenant un modele, interessant surtout, car

c'est Ie plus simple a nombre 0'1 quelconque. II remonte au fond a

Poincare. Soient T, T' deux tores, 5, 5' leurs espaces interieurs,

a, b les circuits meridien et parallele de T, a', h' ceux de T'.

Rendons T
simplement connexe par les coupures usuelles sui-

vant a et b; puis faisons-en autant pour T', mais cette fois avec

des coupures b' et a�
= k h' + a'. Le circuit a'i doit etre trace de

maniere a ne pas avoir de points doubles et it.ne couper b
'
qu'en

un seul point, conditions faciles it.remplir. Les deux cellules E 2

ainsi obtenues ont toutes deux quatre frontieres dans la meme

situation relative. On peut donc etablir entre elles un homeomor-

phisme faisant correspondre a'i it.a et h' it.b. Faisons cOIn cider

chaque point de T avec Ie point correspondant de T/. On aura

ainsi derive de 5 + 5' une certaine W 3' Pour avoir toutes les

homologies entre ses cycles Iineaires, il faut ajouter aux homolo-

gies 1'ondamentales deja existantes pour 5, 5', a !'oJ0, a'rv 0 (et il

n'y en a pas d'autres), l'homologie a' + k b
'- a !'oJ0 resultant de

l'homeomorphisme. Les cycles lineaires de W 3 sont tous des com-

binaisons des cycles a, at, b', aux trois homologies fondamentales

que nous venons d'ecrire. Donc kb'!'oJo sans que b'!'oJo, c'est-

a-dire k est un coefficient de torsion et, comme il
n'y en a pas

d'autres, G 1 est un g-roupe cyclique d'ordre 0'1= k entier
quel-

conque.

H. L'anneau a. n dimensions et ses cycles.
- Prenons Ie cube a

n dimensions Un, ou solide defini par les relations

O;;X,'�I (i=I,2, ...,n),

et deformons-Ie dans un 5 n + 1 de maniere it.en faire cOlncider les

faces paralleles de chaque dimension. La W n que l'on obtient ainsi

est l'anneau a n dimensions. Cette construction generalise de

maniere evidente celIe du tore a partir du carre.
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Pour trouver les valeurs de R.t, ,zk, nous nous appuierons
sur ce

lemme :

Vans ltne cellule En toute M" de jrontiere dans celle W 11_.

de Ell peut etre reduite par deformation a W n-I sans change-

ment de jrontiere.

En elfet prenons pour En l'interieur d'une hypersphere, puis,

s'il Ie faut, deformons legerement M k de fal;on qu'elle ne passe

pas par Ie centre. II suffira alors de faire glisser
M k Ie long des

rayons pour arriver au resultat voulu.

L'application a l'anneau est immediate. Les seuls cycles II.consi-

derer sont ceux provenant des faces de Un. Les faces paralleles

it k dimensions donnent lieu a des rk homologues, et il n'y a pas

d'autres homologies entre les f k que celles exprimant
ce fait. Donc

to.ut r.t est homologue II.une somme de multiples des
(;)

cycles

derives d'un systeme de faces non paralleles.
Par suite, ces der-

niers cycles constituent un systeme fondamental. Comme ils sont

independants, Rk =
(:),

Ilk= I. Les groupes de torsion se

reduisent tous ici it.l'identite.

II. - Intersection des varietes.

12. Considerons dans W n deux multiplicites du type restreint

du nO 2, Mil, M k , se coupant suivant une M 1 du m�me type,

avec l = h + k - n. So it At un point quelconqne de M l et don-

nons-nous les indicatrices en At,

P l= A1As.. .AI+1' P,,= A1AI" .AI+IAI+S" .Ah+I'

Pk= A1As...Al+tAh+s...An+I'

Nous dirons que Mil et M" se coupent suivant + M z ou - M z sui-

vant
que

Pn= AlAI" .A,.+\

est.,ou bien n'est pas, une indicatrice de W n . Cette intel'section

orientee sera designee par M"M". Si Mil et M" se coupent suivant
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plusieurs variews M�, chacune orienr.ee ad libitum, on ecrira

M".Mk =
�

+ M�,

les signes etant determines comme avant. On verifie de suite
que

MkM" = (- I)(n-"Hrt-kJ M"Mk.

Pour l= 0, done k = n -
h, on considerera les points M�

comme constituant leurs prop res indicatrices Po; it part cela, rien

ne sera change. Supposons, en particulier, qu'il y ait q' de ces points

affectes du signe +, q" affectes du signe -. Nons nommerons la

difference q'- q" nQmbre algebrique de points d'intersection

de M h apec Mot, par opposition au nomhre ordinaire, ou nombre

arithmetique q' + q". Le nombre q'
-

q" sera
designe par la

notation (MhMk)' Dorenavant, sauf avis contraire, c'est toujours

du premier qu'il s'agira. Ce nombre est destine a jouer un r�le des

plus importanlS dans la suite.

Relevons en particulier les relations suivantes :

(M"Mrt-h) = (-lh)(Mn-hM h ) (n pair);

(M"M n _,,) = (M"_hM,,) (n impair).

La consideration des nombres algebriques de points d'intersection

remonte a Kronecker et it Poincare (I).

13. Au fond, nous venons de definir une relation entre les

quatre varietes M h , M ft, M" W n , en vertu de
laquelle l'orientation

de l'une est determinee par celIe des trois autres. Un
exemple

bien connu d'une telle situation est celui de lit determination d'un

sens sur la normale it une surface dans l'espace ordinaire, quand la

surface et l'espace ont ete orientes de manie.re dt\6nie.

Remarques.
- I. Dans toute la discussion, on a suppose

implicitement que, quand AI se deplace sur l'intersection M /,

Pn ne cesse jamais d'etre une indicatrice de W n. Ceci pourrait

fort bien se produire en certains points exceptionnels de M / ;

mais puisque
cela n'aur'h lieu dans aucune de nOs applications, il

est inutile de nous en preoccuper.

(') HADAMABD, loco cu.
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II. L' extension de tout ce qui precede a l'intersection dc deux

varietes de type non restreint, ou bien a celIe de plusieurs vnrietes

est immediate.

14. A l'aide des indica trices on demontre aisement ces deux

theoremes, d'aillcurs intuitivemcnt vrais :

I. L'intersection de fa frontiere de M h avec M k, fermee, de

type restreint, est, au signe pres, frontiere de l'intersection.

Le signe ne depend d'ailleurs que des dimensions.

II. Pour trouver l'intersection de deux varietes, on peut

remplacer l'une d'elles par son intersection avec une

variete W' contenue dans W n et analogue Ii eUe. Ainsi, sym-

boliquement, W' passant par M k,

M"Mk=::I::M,,(W'Mk).

Le signe ne depend que de l'orienlalion de W', et a droite, en

prenant l'intersection, on considere les deux varietes comme con-

tenues dans W'.

Remarque.
- Nous avons ici un cas au il serait opportun

d'indiquer la variete ou sont placees celles dont 011 ctndie l'inter-

section. Dans la
pratique, on In determinera aisement par la

condition n = h + k - I qui relic Ics dimensions. II semble

preferable d'eviter de multiplier les notations, meme au prix de

legeres equivoques.

15. De I, on deduit ce resultat d'une importance capitale :

Tm:oREME. - Si f h ,,-,0, aussi fhfkf"V 0, quel que so it r k. En

particuliersi k=n-h, Ie nombre (fhfn_h)
= 0, queL que

soit f R-h.

COBOLLAIRE. - Les cycles fhf k, Oil les flombres (fhfn_h),

sont invariants par rapport Ii l'homolog-ie, c'est-a-dil'c quand

on remplace les cycles par d'autres homologues.

On verra combien tout ceci est important dans toules les appli-

cations aux varietes algcbriql1es. A titre d'exemple, soit f 1 un

cycle nul d'une W 2. On aura (f1f't)=0 pour
tout cycle
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lineaire r�. Geometriquement, cela signifie que des deux
regions

en
lesquelles f. decompose W 2, f'" passe autant de fois de la

premiere dans la deuxieme que de la deuxieme dans la premiere.

Remarqlte.
- Ilest bien entendu que I'on ne considerejamais

que des cycles se coupant exactement suivant un autre de la

dimension voulue. Si cette condition n'est pas remplie,
il suffira

de deformer legerement un des cycles pour qu'elle Ie devienne.

Ill. - Intersection des cycles des systemes fondamentaux.

Etude de certains invariants qui s'y rattachent.

t6. Soient fl, fl, ..., q, et r�_k' f:_ k , ..., r�_k' deux sys-

temes fondamentaux pour les cycles de leurs dimensions. f/(, f n_k

etant queiconques, on aura

fir'"
�

xif�, fn-k rv
�.nf'-k'

Par suite, grace it la relation evidente,

(MA,+M k ) Mn-k) = (MA,M"-k) -I-(M"M"-k),

on obtient

(6) (flrfn-k) =
� (fA r�_k)XiYJ'

Ainsi, a chaque paire d'indices comptementaires, k, n -
k,

on pelti rattacher une certaine forme bilineaire a
coefficients

entiers, par laqltelle s 'e.xpriment les nombres (f" f"_h) des que

['on sait comment les cycles dependent de leurs systemes fon-

damentaltx.

17. Prenons maintenant deux nouveaux systemes fondamentaux,

r�, r �_k' II y aura des relations

(7) f i",
�s

aisfi-, fl._k tv
�

b jt r�_k'
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D'ailleurs evidemment

(rATn-k) =
I(iTf�-k) .xjyj,(8)

rk""
!.

xir�, rn-k'"
!.yj

ft'-k'

Designons par A, B, les matrices aux coefficients a, b, des homo-

logies (7), par B la transposee de B, c'est-it-dire la matricc obtenue

en y permutant les lignes et les colonnes. On tire des equations

(f� r� _" ) =
!.S.

t ais b jt (ri.rh-k)

la relation symbolique entre matrices

II(r � rk_ k ) II= A II(r�r�_A) /IB.

Ceci montre que l'on peut passer de (6) it (8) par un changement

de variables it coefficients entiers. Mais il est evident que
l'on

p�ut passer de la meme maniere de (8) a (6). Donc, Frobeni us (I),

les deux formes bilinf!aires ont meme dipiseur filemenlaire el'

e2, ..., ef, et meme rang f. On peut aussi enoncer ce I'csultat en

rempla($ant les formes par les matrices. Ces diviseurs elcmentaires

Sont des invariants de W 1l par rapport a
l'homeomorphisme,

au

meme titre que les nombres Rk, crJf1ti.

Remarquons que, A etant unimodulaire quelconque, le� r �,

definis par les homologies (7) comme plus haut, constituent tou-

jours un systeme fondamental. En elfet, on pen t exprimer les rt

en termes des 1\, donc tout r k en termes de ces cycles. Vne

I'emarque analogue s'applique pour B et les T{'_k' Avec un chQix

de A, B, ou si l'on veut, avec des systemes fondamentaux conve�

nables, on pourra reduire (6) Ii la forme

�eiXiYt.

Nous dirons alol's que les systemes fondamentaux sont canoniques.

Supposons que
ceux dont nous sommes partis Ie soient deja. On

(') E. CAHEN, lococit., p. 273. Le rang d'ul1e matrice est \'ordre maximum

d'uo d,Hel'mlnanl non nul que l'on en pcut tirer.Lerang d'une forme bilineaire

est celui de sa matrice aux coefficients.
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aura

(r� ri'-k )
= ei (i �j) ;

(r�r�_J.)
= 0 (i ¥- j ou bieIl i = j > j).

De

(rkr n-.I:)=
�i

Ci XiYi,

on tire

(rifn-k)
= eiYi; (Tkf:,_k) =CiXi,

Done

(r�rn-k)
= (fkri,-k) = 0 (mode;).

Ainsi, propriete caracteristique
des systemes fondamentaux cano-

niques, leurs cycles coupent ceux de dimension comptemen-

taire en un nombre de points divisible par un en tier bien

defini.

18. V oici un theoreme general pour les nombres de points

d'intersection des cycles:

Si (rkrn_k)
= 0 quel que soit fn_k, fA: est un cycle

nul ou un

divisellr de zero.

Ce theoreme est fort probablement vrai pour toute W n quoi-

qu'on n'en connaisse pas de demonstration generale. Nous en

donnel'Ons une pour les surfaces et les varietes algebriques.
En se

basant Sur lui, on montre aisement que 1= Rk' En eifet, on en

deduil que f{+i est nul ou diviseur de zero, puisque

(f
J+i f k)

-
Y

"
(f

f+i r f+i )
- ok n-- - f+L k n-A:
- , f,,-k'"

�y,r�_k'

D'un autre cote, de

f

�i
A, r�

'" 0,

I

on tirerait, en considerant l'intersection avec r�_k'

Ai(r�rLk)= Aie,=O, d'ou ).i=O.

Le5 cycles T� (i'5;/) sont done independants. Enfin f k. arbitraire,

depend des cycles du s.ysteme fondamental, done des r� (i $/).

Par suite, f est Ie nombre maximum de f k distincts, d'Oll 1 = Rk'
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Le meme raisonnement donne /
= R"_k, done R k = R Il_ k . Tou-

tefois, ceci ne constitue qu'une verification de la relation de Poin-

care, car pour demontrer la propriete admise comme point de

depart no us emploierons cette relation meme.

t9. Revenons 3UX nombres ei. Pour k = J ou It -I, pour les

varihes algebriques a d dimensions et k = 2 ou 2 d -
2, les ej

sont egaux a I. En particulier, pour ]es surfaces
algebriques ees

entiers sont tous egaux
it J (I).

Pour demontrer ce tl1eoreme relativement it]a valeur k, il sufht

d'etab]ir
que si (r�, rn_k) est divisible par ej que! que soit r ll_ h

ri est, it un diviseur de zero pres, ]e
multip]e d'un certain

cycle.

En elfet, il en resultera que ce dernier n'est pas exprimab]e en

termes du systeme fondamental
canonique, contradiction

qui

demontrera Ie theoreme. Nous ne traiterons pas Ie cas d'une 'V/I

genera]e et de ses cycles f l, rn_I' Les autres seront disentes aux

Chapitre III et V.

Remarquons que pour line W 2 1es theoremes de ce numero et

du precedent s'etab]issent de suite. En elfet, soient 1'1,Y2, . . ., i'2p
des retrosections de Riemann de ]a surface, et supposons, comme

no us Ie ferons toujours dans la suite, que Ii et
y p+i soient associees,

de sorte que

(riYp+i)=I, (riYA;)=0 (i:/-p
+ ki.

Pour tout f l on peut ecrire

T 1 rv
,I

AiYi

et s'il coupe tout autre en un nombre nul de points,

(f lIi) = + At=p = 0,

done r Irv o. Enfin prenant pour systemes fondamentaux asso-

cies Ii, Y2. ..., 1'2p, et YHt. Ip+2' "" Y2p,
-

II' -Y2, ...,

-YP' on aura bien

(T},r�_h) = I, (r�r�_It) = 0 (i ;;z'j).

(t) Pendant la correction des epl'cuvCS j'aiappris de 1\1.Veblen qu'il a l'eussia
demontrel' que les ej sont tous egaux it l'unite queUe que .�oitWhO En vel'tu de
ce resultat fort remarquable ilsne constitl1eralent pas des invariants topologiques
nouveaux.

...



CHAPITRE II.

SURFACES ALGEBRIQUES. ETUDE APPBOFONDIE DES CYCLES

D'UNE COURBE VARIABLE DANS UN FAISCEAU LlNEAIRE.

I. - Generalites sur les surfaces algebriques.

t. La surface a]gebrique est Ie lieu des points d'un espace Ii

trois dimensions complexes dont les coordonnees satisfont a une

equation

f(x, y, z) = 0,

ou f est un polynome. Nous la designerons par la notation V 2 , et

nous la supposerons irreductible et en position generale par rapport

aux axes et a l'infini. L'ensemble de points qui constitue V 2 est Ii

quatre dimensions reelIes; sa representation correcte est a l'aide

d'une w 4 . II est entendu qu'a l'avenir V 2 denotera indifferemment

la surface ou bien la W 4 qui
la represente. De m�me par courbe

algebrique de V 2, on entendra indifferemment la courbe en tant

qu'entite de points satisfaisant a l'equation
de la surface, ou bien

la W 2 qui lui correspond dans la W 4'

2. Systemes lineaires. Rappel de quelques notions simples.
-

Un systeme lineaire de surfaces decoupe sur V 2 un systeme

linea ire de courbes, et si C en est la courbe generique, on Ie

designe par! C
I.

Le nomhre r de parametres dont C depend est la

dimension du systeme. Le faisceau lineaire est un systeme a un

paramHre.
En particulier un faisceau lineaire contenu dans IC I

et dont la cOUl'be gene rique depend du parametre u sera designe

par! C llj. Les courbes C pouraient etre aslreintes a passer par des

points fixes donnes et a s'y com porter de maniere vonlue. Ces

points sont les points-bases de IC I.
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3. La surface V 2 n'est pas nccessairernent homogene en tant

que W 4' Pour qu'il en soit ainsi il (aut que ses singularites
soient

de nature relativernent simple. Pour eviter les complications,
nous

supposerons
la surface non singuliere, ou bien la projection

d'une surface V� non singuliere situee dans un espace de

dimension> 3. V'! est necessairement homogene, done V 2, qui

lui est homcomorphe, Ie sera Russi. Les singularites de V 2 consis-

teront alors uniquement en une courbe double, a nombre fini de

points triples (a la fois pour la surface et la courbe) et de points

pinces, ou points ou les plans tangents Ie long de la courbe double

cOIncident. Toute V 2 de cette nature est la projection
d'une surface

non singuliere, done homogene. Enfin thcoremc fort interessant :

Toute surface algebriqlle est la transformee birationnelle

d'une surface non singulih'e situee dans un espace conve-

/labie (Beppo Levi, Chisini).

4. La surface V 2 est bilatere. En effet, soit m Ie degre

def(x,y,.z) en z. On peut etendre a V 2 la representation
d'une

courbe algebrique par un
plan recouvert de feuillets. lci il faudra

recouvrir de m feuillets l'espace reel 54 image des valehrs com-

plexes oX, y. Ces feuillets devront etre rejoints Ie long de la pro-

jection de la cOl1rbe simple commune aux surfaces f
= 0, f�

= 0,

projection representee dans 54 par une W 2 . On pourra toujollrs

choisir les axes de fac;on que la projection d'un circuit donne �

de V 2 ne rencontre pas cette W�. II suffira pour cela qu'aucune

droite parallele it l'axe des z et rencontranl � llC soit tangente a V 2'

5upposons en particulier que � invertisse une indic.atrice de V 2.

Sa projection dans 54 foumit un circuit y invertissant une indi-

catrice aussi. Par deformation on en deduit un circuit fini a la

meme propriete, et l'on montre aisement que cela est impossible.

5. Les surfaces algebriques sont-elles lopologiquement aussi

generales que possible? Autrement dit, existe-t-il une V 2 homeo-

morphe a toute WI '?La reponse ici est negative, contrairernent it

ce qui a lieu dans Ie cas analogue des courbes algebriques.
Nous

verrons en elfet qne l'indice R 1 de toute V 2 est necessairement

pair, tandis que pour une W t generale il peut avoir line valeur

quelconque (Chap. I, nO 9).
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Ce qui distingue les surfaces
algebriques, c'est la presence des

cycles algebriques, ou cycles f 2 formes par leurs courbes alge-

briques (
t
). Les proprietes topologiques speciales que nous allons

obtenir reposent en entier sur l'existence d' un systeme de f 2 se

canduisant comme les courbes d'un systeme lineaire irreductible.

Elles appartiendraient done a toute W 4 en possedant un. Nous

pouvons maintenant enoncer notre probleme.

PaoBd:ME FONDAMENTAL. - Etudier les proprietes topologiques

des surfaces algebriques surtout en tant qu'elles se relient a

celles de leurs courbes algebriques.

6. La propriete suivante des cycles algebriques, d'ailleurs fort

importante pour la suite, montre a quel point jIs sont particula-

rises.

THI�:ORi:ME. - Pour une orientation conlJenahle de V" les

nombres arithmitique el algihrique de points d'interseClion

de deux cycles alg-ebriques sonl egaux (2).

Orientons pour commencer une section plane H donnee; il en

(') Nous etendroDs plus tard (Chap. IV, � VII), cette definition aux c)'cles

simplement homologues a une somme ou ulle difference de coUt'bes algebriques.

(0) Voici une demonstration analytique de cet important theoreme. Elle est

b.,see sur uoe identite assez simple que I'on trouvera developpee daus mon Me-

moire couronne. Soient, pour simplifier, f (x, y), ,( x, y) deux fonctions alge-

briques de x=x'+ix', y=y'+iy".Sil'on posef=f'+if", ,=,'+i,",
on a

(1)
D(f,f". ,', 'P') =

I

D(j, <p)

1
2,

D(x', x', y',y") D(x,y)

generalisation d'une relation d'ailleurs classique ponr les fonctiODs d'une seule
variable. Or soient F, <t>les M. de 5, reel x', ..., y', anx equations J/=/'= OJ

,'= 'P'= o. II suffit de se reporter aux definitions de Poincare pour les orien-

tations et les nombres algcbriques d'interseetion des varietes, telles qU'11 les a

donnees dans son Memoire de l'Ecole Polytecbnique (1895), pour recoonallre

qu'en vertu de (r) les contributions des divers points de I'int.ersection de F et <I>

au nombre (F<I» sont cgalcs. Ceci revient 11demontrer notre thCoreme pour Ie

plan complexe. L'exlension 11plus de deux variables, pnisil des surfaces 011 des

varietes algebriques queleonques, est facile.

Remarque non sans utilile,tout ccci est applicable meme quand les fonctions
DC sont pas algcbriques, pourvu que I'on ne considere que leurs intersections

contenues dans un domaine oilelles 50nt toutes bolomorpbes.
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resultera une orientation
pour toute autre H' en vertu de ce

que H'r'-I H. DemontFons d'abord Ie theoreme pour H et H'. A

cet etfet, en un de leurs points d'intersection P, construisons les

indicatrices, puis orientons V 2 de facon que P compte pour + I

dans (HH'). Faisons ensuitevarier Ie plan de H, sans qu'il devienne

jamais tangent it H', de maniere it ramener P it un autre point

d'intersection P'. Durant Ie mouvement, l'orientation de H ne

changera pas et eUe reviendra it sa position primitive avec la

meme orientation, puisque Ie cycle H reste constamment homo-

logue it lui-meme. De plus, les indicatrices resteront toutes posi-

tives pour leurs varietes
respectives, toutes bilateres. Celles qu'elles

fourniront en P' auront done la l11�me situation relative qu'en
P.

Par suite, P/
compte aussi pour + I dans (HH'), ce qui demontre

notre affirmation quand it
s'agit de deux sections planes.

Pour orienter une courbe
algebl'ique quelconque C, nous ferons

comme ceci ; Soit H une section plane osculant la courbc au

point P. On peut tracer d'une infinite de maniel'es deux petits

triangles �, �', entourant P sur C et H respectivement, dont Ie

second est une indicatrice de H, alors
que

Ie Pl'emier lui corres-

pond point par point, biunivoquement, de fa«;on que
la distance

entre deux points correspondants soit tres petite par rapport aux

dimensions de /;ou /;'.On nommera les sommets de � dans Ie meme

ordre que ceux correspondants de 1;'; � ainsi oriente servira d'in-

dicatrice a C.

Ceci pose, it est clair
que l'orientation ainsi attribuee it C

ne
depend aucunement du

point P. Enlin si 0 est une courbe

algebrique quelconque passant par P, les contributions de P

it (CD) et i1 (HD) sont
egales. Done, pour la detertuination

de (CD), on peut rem placer en chacun de leurs points d'intersec-

tion les courbes C, 0
par deux sectious planes, ce qoi suffit

pour completel' la demonstration.

Remarque.
- Bien entendu on

suppose C et D non tangentes,

ce
qui nous suffira pour la suite. L'extension au cas ou il yaUl'ait

contact ne pl'csente d'ailleul's pas de difficultes sel,ieuses.

COROLLAIRE. - Une courbe algebrique C ne peut former

frontiere.
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En eWet il en existe toujours une autre D
qui la rencontre.

CommG (CD) � 0, C ne peut etre un cycle nul.

7. Transformations birationnelles. - Les nombres Rt, a'A, etc.

sont bien invariants par rapport a l'homeomorphisme, mais com-

ment se comportent-ils par rapport au groupe fondamental de

la Geometrie algebrique, celui des transformations birationnelles?

Le nombrc Rt est un invariant absolu, c'est-a-dire par rapport

it toules les transformations en question. Pour R 2 , au contraire,

cela dependra
de la transformation birationnelle consideree et it

pourra
fort bien alTiver qu'il change si la transformation introduit

des courbes exceplionnelles,
ou courbes transformees de points,

car dans ce cas la surface et sa transformee ne sont pas homeo-

morphes. Sans entrer davantage dans la question, contentons-nous

d'affirmer que R 2 se com porte com me l'invariant de Zeuthen-

Segre (voir Chap. III, nO H).

U. - Etude des cycles d'une courbe variable

dans un faisceau linllaire.

8. Soit ICI un systeme lineaire, 00 2 au moins, aux courbes

generiques
irreductibles de genre p et se coupant deux it deux

en m > 0 points. Nous supposerons cxplicitement que: (a) si I C I

est rrf, il ne contient pas
oor-t courbes reductibles; (b) quand

une C acquiert
une nouvelle singularite, celle-ci consiste unique-

ment, en general,
en un point double ordinaire, Ie genr'e s'abaissant

alors de pap
- I.

Toute surface a singularites ordinaires possede de tels systemes.

En elTet, lorsqu'elle n'est pas une surface reglee ou de Steiner, les

pI'oprietes (a), (b) sont verifiees pour Ie systeme des sections

planes (Castelnuovo), et dans les deux cas exceptionnels par ceux

que decoupentles surfaces d'ordre � 3. D'ailleurs les proprietes (a)

et (b) ne sont pas d'importance fondamentale, et nous ne les impo-

sons que pour faclliter la discussion. En particulier, presque tous

nos resl1ltats sont vrais meme quand (a) n'est pas verifiee.

9. Prenons donc dans C un faisceau generique I C n i. En vertu
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de (a) toute C u sera irred uctiblc et son genre sera p. sauf pour

certaines valeurs critiques alt a'l, ..., an, de II ou, d'apres (b), il

s'abaissera a p
- I.

Soient X, Y des coordonnees courantes sur C; elj , el2, ... les

points de branchement de la fonction Y ('X); aai des coupures

Fig. I.

a.,
�;.

i,

a.

dans Ie plan u. Tant que u decI'it un circuit ne traversant pas ces

coupures, des lacets elelidu plan X sont ramenes a leur position

initiale, et tout cycle lineaire de C u a une position homologue.

Supposons que u traverse aai, et soient eli' el2 les points de bran-

chement de Y (X) en coincidence pour u = ai. En ce point
les

deux memes valeurs de Y sont permutees, car seulement deux

valeurs en deviennent egales au nouveau point double de Ca..'

Designons par Ik les lacets elf.1.k.On observe de suite que Qj""';i2
-

it

est. invariant au voisinag'e de at, car ce n'est autre que Ie cycle

entourant ell et el2 dans un des feuillets de la surface de Riemann

qui represente la variation de la fonction Y (X). Pour tout autre

cycle y,
on a

y"'t,ll+ t!12+ 1,

ou i est une somme de lacets ik, k> 2, done invariante au VOlSj-

nage de ai. Or

"(
'" (t l+ t2)/1+ t2 5i+ IJ

et qlland u tourne autour de ai, il se transforme en i2 (fig. 2).
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Donc si
y/ est Ie transforme de y, on a

"('- "(
'" (tJ+ it)(ls-ld '" (t l + it) 3;.

D'ailleurs (fig. I),

(11 3;)=+1, (a; 0;) = (a; I) = 0 j

donc

(/ 8;) = tl+ is ,

et par suite finalement

(/'- r)'" (/8;).0;.

Observons enfin que quand u tend vel'S ai, Oi tend vel'S un point,

Fig. 2.

Ie nouveau point double de
C<q' ou, plus exactement, il tend vel'S

un cycle reductible a ce point dans C 4i. Nous pouvons donc

enoncer :

THEOREME FONDAMENTAL. - A tout point Crltlque ai corres-

pond un cycle lineaire 0; de C u , invariant dans son voisinage

et reductible a un point pour It = ai, Quand u tourne autour

de ai, tout autre cycle y $'accrott de (y OJ). �;.

Au coefllcient (yoi)
de 0; pres, ce theoreme remonte it M. Pi-

card (1). II n'est que juste de dire que ce coefficient jouera un

role capital dans la suite. C'est en eifet sa connaissance qui va.

no uS permettre de resoudre la plupart des questions qui vont se

(J) Voir PICARD et SOIART, Traiti, vol. I, p. 95.
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presenter, sans avoir recours it.des elements
etrangers, tels

que la

theorie trancendante, c.omme Ie faisait d'une maniere d'ailleurs si

brillante M. Picard. Outre sa valeur
didactique, notre methode

va nous fournir des resullats nouveaux; de plus elle, seule, est

pour l'instant susceptible
d' etre etendue aux varietes

algebriques.

Corollaire. - Pour que or
soit completement invariant (nous

dirons « invariant ), tout court), il faut et il sufflt
que les

nombres (Yo;) soient tous nuls.

10. Il existe un cycle o� rencontrant 0; en un seal point,
done s'accroissant de 5, quand

it tourne autour de a;. 11 suffit de

prendre

8[ = II+ I,

ou l est un chemin permutant les memes valeurs de Y
(X) que l1

et [2, mais egal Ii une somme de lacets ne les
comprenant ni l'un

ni l'autre. Ce chemin existe certainement, car autrement on ne

pourrait tracer dans C n,aucun
chemin permutant ces deux valenrs,

puisque pour celie courbe les lacets l., /2 disparaissent. La

courbe G.., serait done reductible, ce qui est contre nos
hypo-

theses.

Comme corollaire de ce que (OiO�)= I, 0; n'est pas un cycle
nul de CII, quoiqu 'ille soit pour V 2'

1 L Lieux de certaines multiplicites
- II convient d'ouvrir ici

une parenthese pour discuter une question qui reviendra
frequem-

ment. Soit M k une multiplicite contenue dans C u , ou de frontiere

dans Cu' Quelle est la nature de son lieu quand u varie? Precisons

la
question. D'abord on supposera que M k varie de fa(,<on continue

avec u. Ensuite, une fois pour toutes, on fera varier u de cette

manicI'e : on considere la demi.-droite

(1) argument (u
-

a) =
constante,

et l'on suppose que sur chacune de ces demi-droites u varie de l'in-

fini Iila valeur a, puis on Cera varier l'argument de 0 it.2 7t. Dans Ie

plan u on considerera les coupures aa; et, en outre, une
coupure

Ie long de la demi-droite (I) d'argument zero. NOlls
appellerons

cette demiere
coupure 1.. coupure aoo. Dans Ie cas OU la demi-
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droite en question passerait par un des points critiques, nous la

remplacerions par une autre correspondant a un argument 6 quel-

conquc, quitte a faire varier l'argument de (I) de Q a 6 + 2 71:.

Dans les conditions indiquees, on est assure que
les frontieres

de MA+� lieu de l\fk se composent uniquement
: (a) du lieu de

celles de M k ; (b) des multiplicites suivantes : Soit u un point sur

une coupure, et designons-le par 1/0U u", suivant qu'on Ie consi-

dere comme sur un bord ou sur l'autre. La difference entre les M k

relatives a C u
' ou C u " est un f k dont Ie lieu, quand u decrit la

coupure, est une des multiplicites frontieres de Mk+2' Les diffe-

rentes frontieres ainsi obtenues se rattachent par des elements de

la combe C a

La necessite d'introduire la coupure aoo est due a ce fait: Ii n'y

a pas de raison pour que, quand I u
- a I reste fixe, son argument

variant de 0 a 271:,ou bien de e a 6 + 271: suivant Ie cas, la position

finale de M k cOincide avec sa position initiale. Leur difference

engendre une frontiere de type (b) quand
11.decrit Ia coupure aoo.

12. Application: Lieu d'un cycle invariant. - Dans Ie cas d'un

cycle lineail'e invariant, on se trouve dans les conditions les plus

simples. Si
y

est invariant, Ie cycle f, relatif a une co.upure quel-

conque est nul pour Cu' Soit M� la partie de C u qu'it limite.

Quand U decrit la coupure, M� engendre une M:,; les M� ainsi

obtenues, ajoutees au lieu propre de
y, forment nne multiplicite

f 3

nc possedant au pis aIleI' qu'une partie de C a comme frontiere.

Mais C a , courbe irreductible comme toutes celles de son faisceau,

est une M 2 connexe. Done cette frontiel'e ne peut se composer que

de C.. tout entiere, ce qui est impossible, car C a est un r 2 non

nul (nO 6). Donc enfin r 3 est un cycle a trois dimensions cou-

pant C u precisement suivant I'
n n'est d'ailleurs pas diWcile de

voir que les M� sont reductihles a des multiplicites de dimension

moindre. Ceci j ustifie Ie tCl'l1le lieu de
y applique a f 3'

13. THEOREMF-. - Tout cycle invariant homologue a une

wmme de OJ (mod C u) forme frontiere SUI' fa courbe (').

(') Voi, Chapitre IV, n" 7, pour une demonstration transcendante. Celie de

mUD article des Annals of ll£aehematics, vol. XXI, 1920, est incorrecte comme
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On verra com bien celte propriete est imporlante pour Ill.classi-

fication de ses cycles.

Soil l1i I'M 2 lieu de 15i quand u decrit aaj, lieu evidemment

homeomorphe a une hemisphere et que no us nommerons l'on-

glet I1j. Soit y Ie cycle de l'enonce. Si on Ie suppose place pour Ie

moment, ainsi que les 15i, dans C a , on pourra ecrire

t:.j. 8j;
�tj�j

-
Y =

..�>jOj'"
0 (modV 2).

Faisant varier u et supposant maintenant y dans C u , soit r 3 son

lieu. N ous allons montrer que
r 3"'" 0 (mod V 2), d' OU decoulera

notre theoreme, car de M 4 = r 3 on tire de suite (Chap. I.
n014)

Mr,C,.
-

y,

U. Soil d'a,bord Co une courbe
quelconque du systeme IC I,

n'appartenant pas a I C U I. II existe un faisceau lineaire
unique,

I q I, du systeme, contenant Co et une C Il quelconque donnee.

Nous supposerons la variable v choisie de falton que C u corresponde

a Ill.valeur v = b, constante quelconque.

Soient bJ(u), b 2 (u), ..., bn(u) les valeurs
critiques de v.

Faisons tendre I C llI vel's ! C: I dans IC I, de maniere a amener a

en b et chaque point ai au
point b i de meme indice. Les 15i,11;

deviendront des elements semblables, 15�,11�, pour IC: !, relatifs a

certaines coupures bb i du plan v. Considerant cette fois les 15;

comme situes dans C u = C�, nous aurons

� t.A/.- V - � t....
�

,U,,= I - � zQ,-

Aux
coupures deja pratiquees

dans Ie plan u, ajoutons-en

d'autres
aaj,

allant aux points aj
OU plusieurs bi co'incident. Nous

allons rechercheI' les frontieres de l'M4 lieu de
�

ti11;.qlland u

varie. En se
reportant au n° 11 on voit qu'il s'agit essentiellement

me I'aobligeamment indique M. Alexander. C'est une observ.tion qu'il m'a faile

qui m'a suggere l'idee de faire intervenir un second faisceall appartenant 11 ICI,
e'est-a-dire au fond Ie fait que Ie systeme est 00' au moins. La simpl icite relative
de la demonstration transcendanle que je possedais depuis longtemps est frap-
pante. Elle est d'ailleurs en relation etroite avec un resultat de M. Picard (loc.
cit.,vol. II,p. 388).
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d'etudier un certain cycle T 2 correspondant
Ii

chaque coupure et

son lieu
quand u la decrit.

Hi. Examinons d'abord la coupure aoo. Je dis d'abord que

la frontiere
correspondante de M4' frontiere lieu du r 2 relatif ala

coupure, peut etre supprimee. Soient en effet u
'
, u" deux points

opposes de la
coupure. Quand la demi-droite (I) du nO it tourne

autoUl' de a, on
pe'ut concevoir qu'un de ses points parte de u

'

pour aboutir a u", sans jamais traverser les coupures. L'ensemble

des trajets des points de (I) donne ainsi lieu Iiune famille de cir-

cuits du plan u, tous interieurs les uns aux autres, paI1.ant d'un

cercle de rayon infiniment grand pour terminer avec la ligne poly-

gonale formee par les bords de toutes les COUpllres.

Durant Ie deplacement de u, la figure formee par les lacets du

plan v varie, mais reste
cependant reductible Iisa position primi-

tive par une deformation durant laquelle
on ne permet pas aux

lacets bb i de se traverser. Par suite la position finale de cette figure

est reductible Iisa
position initiale par une deformation analogue.

Puisque Ie
trajet de u est un chemin n'entourant aucun des

points ai, aj,
dans son plan, les points critiques bk( u) reviennent

exactement a leurs positions primitives. On peut donc controler

la deformation de notre figure pendant que
u varie, de maniere

qu'elle retourne exactement Ii sa position premiere. II y aura alors

coincidence des M 2 relatives a u/ et u", dont la difference donne

lieu Iif 2. Cela montre bien
que la frontiere de M�, relative Iiaoo ,

peut erre
supprimee.

Passons aux
coupllres aai. Quand u tend vel'S ai, un des

points b k, soit b l, tend vel'S b; quand u toume une fois autour

de ai, b, en fait autant pour b. En faisant la figure on voit de suite

que les M 2 relatives a deux points opposes, u', u", de aai, ne dif-

ferent que par Ie lieu de
y quand v decritle lacet bb t, c'est-it-dire

va de bit bl) puis reLourne Ii b, apres avoir tourne autour de b t.

lci r 2 se
compose de deux multiplicites opposees; done il peut

etre supprime. Ainsi il
n'y a pas non plus de frontieres de M4 rela-

tives aux coupures aai.

16. Examinons finalement les coupures aaj. Lorsque u tend

vel's
aj,

certains des points b k , soient pour l'instanL deux seule-
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ment hi, b 2 , tendent a coincider. Soient encore u/, u" deux points

opposes sur la coupure aaj.
Cette fois r 2 est reductible a un mul-

tiple du lieu � de o�, quand
v decrit une certaine ligne b Ib 2 .

D'ailleurs Ie cycle 0'1 se reduit a un point aux deux extremites de

la ligne. On Ie sait pour b l ; quant
it b 2, puisque

r 2 rv A.�, .i doit

etre fel'mee, et ceci par une partie
de C�" ce qui exige que

A 8'1'" 0 (modC;',);

donc
6� est homologue au cycle de C� qui s'evanouit en b 2. Nous

ne devons pas en conclul'e que 0'1
"-'

o� dans toute C�, mais se ule-

ment
que Ie cycle de C� en coincidence avec o� pour v voisin de b l,

tend aussi it devenir homologue it 6� quand
v tend vel's b 2 Ie long

de la ligne b t b 2.

Je dis que l'on peut toujours s'arranger pour que � ne rencontr€

pas la courbe Co, qui, rappelons-Ie, appartient ittOll t 1 C� \. Soienl

en eEret cette fois X, Y deux coordonnees courantes sur C�, puis

construisons encore la surface de Riemann it plusieurs feuillets,

image de la fonction Y (X). Le cycle 0'1 y entoure, dans Pun des

feuilJets, deux OLi plusieurs points de branchement I:I./[qui tendent

it coincideI'
quand u tend vel's

aj,
en meme temps que v tend

vel's b l(u). D'ailJeurs les points de branchement sont les seilis

que l'on ne puisse peut-etre pas faire eviter au cycle par line

deformation convenable. Or, au pis aIleI'. il y a un nombre fini dl:

faisceaux 1 c� f, donc sClIlement un nombre fini de valeurs de it,

pour lesquelles ces points de branchement coincident, dans une

ou plusieurs C�! avec un des points-bases du faisceau. Faisons

donc eviter, aux coupures aa.j'
ces valeurs particulieres de u, puis

pour chaque u sur
aa�,

a la ligne
b l b 2 Ie point v

correspondant

it Co, condition facile a satisfaire. Dans ces circonstances, .i ne

rencontrera efTectivement pas Co.

Dans Ie cas ou plusicurs bl;, soient b i, b 2 , ..., b.., coincide-

raient au lieu de deux seulement, il y aurait plusieurs �, lieux de

certains cycles de C� quand
v decrit des segments b"bl; COllve-

nables, mais a part cela rien ne serait change. Nous POUVOllS done

affjrmer, dans tous les cas, que quand u est quelconque sur
aaj.

r 2, somme de mulLiplicites�, ne rencontrera pas Co, et il en sera

de meme pour son lieu r� quand u decrit
aaj,

ainsi que pour la

somme r; de ces lieux.
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17. En definitive, la frontiere totale de M4 se compose de T/a et

du lieu 1'3 de"( quand u varie. Donc 1'3+ r� = o. Comme rs = 0,

aussi r� = 0, c'est-a-dire r� est un cycle.

Faisons maintenant tendre Co, dans IC I,vel's
une C u quelconque,

sans jalllais lui faire acquerir de singularites nouvelles. A partir

d'un certain moment il arrivera que r�, que l'on maintient fixe,

coupera la courbe variable suivant un cycle I'. Mais comme Ie

genre de la courbe est fixe i
rv o. Sa position limite I" dans C u y

formera aussi frontiere. Mais l'intersection de'la frontiere de M4

avec C lly forme frontiere, d'ou
"(+"("

rv 0, et enfin
y
rv o. Geei

demontre notre theoreme.

18. THEOREME - Tout cycle de C u est relie aux OJ et aux

cycles invariants, par une homololfie.

Soient r I' ')':1,..., "(2p,
2 P cycles independants

de C u , 2 p
- r Ie

rang de la matrice

II(1ili,.,)II (i=1,2, ._.,2p;k=I,2, ...,n).

En fait, supposons, ce
qui ne diminue pas la generalite, Ie deter-

minant

I (yi8k ) I ;?f:.0 (i, k=I, 2, ..., 2p-r).

Alors, comme (y"(')
= 0 pOUI' tout

"(' entraine 1
rv 0 (Chap. II,

nO 19) :

1
0

Les cycles "(J' 1 2' . .., 1 2p-r
sont independants et il en est de

meme de 0 1, O 2, ..., 02p_r'

2 0 Tout OJ depend de 0" O2, .. 'j O:1p_r' En etfet, on peut tou-

jours trouver des en tiers t, avec to � 0, tels que

(1', toz'i-t,li l- tslit...-tsp-r8sp-r) = ()

pour tout
I'

3
0

Pour tout y on peut trouver des entiers t, avec to� 0, tels

que
(B i, to Y

- tly.
-

ttlt. . .- ftp-r1sp-r)
= 0,

quel que soit OJ. Le cycle

toT
-

t\'(l- ttTt.,.- ttp-1'T2p-r

sera donc invariant. En particulier, on pourra remplacer amsl
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Y2p_r+" Y2P-1'+2, ..., Y2P par autant de cycles invariants, soient

I I ,
Yp 12' ''''Yr'

Ceci pose, toute somme de OJ invariante est nulle, donc aucune

combinaison des cycles 0" 02' ..., 02P_r ne peut l'�tre. Ces 2p-r

cycles sont done independants des y' et enfin les 2P cycles

6"0,, ..., O:tp_r, y�, "" y� sont independants, d'ou Ie theoreme

s'ensuit.

19. COROLLURES. - I. Tout cycle C u depend des cycles inlla-

riants (modV,).

II. Le determinant gauche

I(Mj)l�o (i, j
= 1,2, ..., 2p-r).

En effel, les entiers
(yj OJ) sont lous nuls. Donc la malrice ana-

logue it celie ecrite plus haut, relative aux 2p cycles
° 1, O 2 , ...,

O,p_1', y't' ..., Y�' est de meme rang que

/I(13j8h) II ( i = I, 2, .. ., 2 P
- r; h = I, 2, ..., n),

dont Ie rang doit etre 2p- r. On doit donc pouvoir en tirer un

determinant non nul de cet ordre. Puisque tout OJ depend des

2P
- r premiers, tout determinant d'ordre 2p

- r de la matrice

est Ie produit de celui ecrit plus
haut par un nombre rationnel.

Donc, effectivement, ce determinant a'est pas nul.

III. L'entier r est pair. En effet, 2 p
-

,..,ordre d'un determi-

nant gauche non nul, est pair, done r I'est aussi. Soit r= 2Q.

L'entier q est l'irregularite de la surface. C'est un invariant dont

l'importance ressortira nettement plus tard.

IV.
Puisque les 2p cycles ecrits plus haul sont in dependants,

Ie determinant d'ordre 2P, dont les elements sont leurs nombres

d'interseetions mutuelles, n'est pas nul. Comme
(y�Oj)

= 0, la

valeur de ce determinant est egale
au produit

I(13;aj ) [. I(YA Ik) I (i,j=I,2, ...,2p-r;h,k=I,2, ...,r);

d'ou

I (II.II.) I r= 0,

resultat ulile plus loin.
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20. Ajoutons quelques mots sur la variation des lignes joignant

entre eux les points-bases Ai, A 2 , ..., Am de ! Cui. Soit lj une

ligne joignant AJ a Aj dans C ,L. Quand u tourne autonr de ai, lj

s'accroit de ( lj OJ) OJ; on Ie montre comme pour les cycles. Repre-

nons les cycles independants y" 1 2 , ..., 1 2r Je dis que si

2p m

I =
�h),.hYh+ �i

!J.i1j

1 2

est une ligne, ou plutot une somme de lignes, invariante, les coef-

ficients des lj y sont tous nuIs, de sorte que cette somme est un

cycle. En eifet, autrement Ie lieu de fa somme est une M3 Quverte

comme sa trace sur Cu' Or la frontiere de M3 ne peut que
se

reduire a C u , ce
qui est impossible, puisque

Ie cycle C u n'est pas

nul (no 6).

Comme consequence, la matrice

("(181) (YI 8S)

(Ys Bd .. ....

..... . .,. ...

..... . ..... .

(12 S, ) .... ..

..... . .. ....

".. .. ......

(y 1 an)

(ysP 8..)

(1m 8n)

est de rang 2 p
- 2 q + m - I .

iU.



CHAPITRE III.

TOPOLOGIE DES SURFACES ALGEBRIQUES.

I. - Reduction a une cellule (1 ).

L Nous allons Caire l'etude des cycles de V 2 en pratiquant des

coupures la reduisant Ii une cellule. D'apres Ie lemme du Cha-

pitre J, n° t t, pour avoir tous les cycles, il suf6ra de rechercher

ceux form es avec les elements des coupures. Dans ceUe recherche,

la discussion du Chapitre precedent va jouer un rOle essentiel.

Tout d'abord, les coupures aai, aoo reduisentle plan u Ii une

cellule E�. Tra<;ons ensuite sur C u des retrosections lit partant du

point At pour y retournel' et ne se coupant nulle part ailleurs.

Pratiquons enfin des coupures Ie long de ces retrosections et aussi

Ie long des lignes lj= At Aj, que nous supposerons maintenant

tracees de maniere a ne se couper mutuellement et a ne rencontrer

les
lit qu'au meme point AI' Ces conditions sont faciles Ii rea-

liseI', car les coupures Ih
reduisent C u Ii une cellule dont les

A, (i > I) sont des points internes, AI seul etant sur la frontiere.

Il est alors evidemment possible de tracer les lj de la maniere

voulue.

Nos coupures vont reduire C u Ii une cellule E;, dontles Ai ne

sont pas des points internes, condition necessaire comme on va Ie

voir. Quand u decrit E�, E'� engendre une cellule E4 derivee de V 2

a l'aide de coupures a trois dimensions, lieux de celles de Cu.; c'est

ce que nous appellerons
« la cellule V 2 ».

Si 1'0n n'avait pas pratique
les coupures lj dans C u , on n'aurait

(') Voir PICARD et SmART, vol. II, Chap. XI et XII. - POINCARE, Journal de

Mathimatiques pures et applique"es, 5' serie, vol. VIII, 1902; 6. serie,vol. II,

1906.
- LEFSCHETZ, Annals of lIfathematics, vol. XXI, 1920.
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pu conclure a l'existence d'une cellule a quatre dimensions , car Ie

lieu de E'� aurait comme points internes les Ai et 1'0n n'aurait pas

Ie droit d'affirmer qu'il est homeomorphe a une cellule.

2. La frontiere totale de la cellule comprend : 1
0
Ie lieu de C u

quand
Il decrit la frontiere de E�, c'est-a-dire les coupures aai;

2" les lieux G h1 Ljdes Ihet des lj. Comme elements a deuxdimen-

sions , il y a donc d'abord les courbes C a , C c ' Ca., ensuite les

onglets �i du Chapitre II, nO 13. En effet, it y a au moins un cycle

lineaire coupant Oi en un point, donc non invariant en ai(Chap. II,

n" 10). Par suite line des retrosections, soit Ih, rencontre 15; en un

nombre non nul de points. La difference entre les lieux de la

coupure lit quand u decrit les bords de aai, est une multiplicite

deformable en (lit 8;). �i. Cette deformation revient Ii une defor-

mation continue de la coupure GIt.

II. - Reduction des cycles lineaires a Cu'

Relation fondamentale R 1= 2 q. Oycles a. trois dimensions.

3. En examinant les elements lineaires de la fronti�re de la cel-

]ule V 2, on voil de suite qu'ils gissent tous dans des Cu' II ne serait

pas difficile d'en deduire la reduction a une C u unique. II est plus

aise cependant de proceder autrement.

Tout f j de V 2 se compose de plusieurs circuits, et il suffit d'eta-

hlir la reduction voulue pour l'un d'eux, soit r'j' Deformons f/. en

un circuit simple passant par Ai d'une maniere quelconque, avec

tine C u unique tangente, qu'il n'y a pas d'inconvenients a sup poser

tHre Ca. So it B un
point quelconque de T

'
I, et dans sa C u joi-

gnons-Ie a At par
une ligne h. Quand B decril f/1' h part d'une

position
h' dans C Il pour revenir Ii une position h

lf
dans la me me

courbe. h', h" sont des circuits de C a , et I'on peut evidemment

choisir h de telle maniere que I'un d'eux, soit h
lf
, se reduise a un

point.
Alors I'M 2 decrite par h aura pour frontiere f'1 et h' et l'on

a bien f'.
rv - h'. La reduction de fl1 a - h' se fait d'ailleurs en Ie

glissant Ie long de M2' car ]a figure {ormee par M 2, f�, hi est

homeomorphe a la partie d'une sphere comprise entre deux sec-

tions planes tangentes l'lIne a l'autre. En
appli9:uant

Ie meme
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raisonnement aux autres circuits de r j, on reduira Ie cycle entier

a C a , qui est d'ailleurs une C llquelconque.

COROLLURES. - r. Les retrosections de C LLforment un sys-

teme jondamenlal pour les cycles limfaires de V 2'

H. Tout cycle linea ire de V 2 depend des cycles
inl'ariants

de C u (modV 2 ).

4. Pour que la red uction des cycles lineaires it C LL pUiS5C
se

faire, il suffit que! C LL! possede un point-base. Cela revient a exiger

que Ie nombre (C llCll), que I'on denote aussi par (C�) et que \'on

appelle degre du faisceau, soit positif. D'ou ce theoreme de

M. Severi (l) :

Pour que tout cycle lineaire de V 2 soit reduclible a une

courbe algebrique donnee, il suffit qu'elle appartienne
a Ull

faisceau limJaire de degre positlf.

La demonstration de M. Severi est par voie transcendante. POUl'

les sections planes, M. Picard en avait donne une se I'approchant

de la notre.

5. Reprenons les cycles invariants independants y�, I�'
. . ., y�,

du Chapitre II, n° 18.
yj

a pour lieu, quand u varie, un cycle

Iitrois dimensions f{, et l'on a

(
I' , I

Yir�) =
(Y/(j).

Done
(Chap. II, nO 19) Ie determinant

I(Y�r{) I?" o.

Ceci entraine l'impossibilite d'une homologic

� tiT;
'" 0 (mod V!),

Car on en deduit

�i ti(Y�r{)
= 0 (j = I, 2, ..., r),

(') Palermo Rendiconti, 21' vol., 1906.
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d'oti, puisque Ie determinant ci-dessus n'est pas nul, les t Ie sont.

Ainsi les
y�

sont independants (mod V 2), et, puisque tout cycle de

la surface leur eSl relic par une homologie,

r = ').q = RI.

c'esl-il-dire : L'indice de connexion lineaire est pair et egal ail

double de I'irregularite (I). Ce theoreme fournil une premiere

raison du role imporlant joue par q dans la theorie des surfaces

algebriques.

6. Passons mainlenanl aux cycles a trois dimensions. Dans la

composition d'un 1\ ne peuvenl enlrer les lieux de C u quand u

decrilles lignes aai, car on ne peut ohlenir ainsi de mulliplicites

fermees. Par suite,

(I)

2p m

f 3 ",
Ij),jG j + Ik f-lkLk

1 2

Son inlersection avee Cll

2p m

r '"
�j Ajjj+ �k

f-lk1k

1 2

doil elre fermee, done lous les po doivenl s'annuler, d'ou

2p

fa rv
�j AjG j.

I

D'ailleurs y esl invarianl, sans quoi
r 3 aurail des fronlieres sommes

de 6.;. Reciproquemenl, loul cycle invariant a
pour lieu un r 3

(Chap. H, nO 12).

Il Y a equivalence entre les homologies

r 3 '" 0 ( mod V 2); "(
rv 0 (mod C u ).

(') La parite de R, a ete dernonLree jusqu'ici uniquement par voie transcen-

danLe. Une premiere demonstration to!>ologique dans mon Memoire des Annal8

of Malhemalic8 etaiL basee sur des Lheon\rnes imparfaitemenl demonlres, quoique
vrais. Voir, pour nne demonslraLion Lranscendanle, PICARD et SIMART, vol. II,

p. 423.
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En etfet, de M. = r 3 on deduit M. Cll =
y,

done y'"
0 (mod Cu)'

O'un autre cOte, si y'" 0 (mod Cu), les A sont tous nuls et r 3'" o.

Com me corollaire, Ie nombre de cycles r 3 distincts eslle m�me

que le nombre r des cycles invariants distincts de C'l> c'esHl-dil'e

R,= r= Rt. G'est l'egalite de Poincare pour les indices de

connexion equidistants des extremes.

7. Systeme fondamental et torsion pour les cycles a trois

dimensions. - Pour que y
soit invariant, il Caut et il suffit que

tp

Ii Aj("(j 1Jd =0 (i=I,2,...,2P-'1').

I

Ce systeme aura r solutions fondamentales

A�, A;, ..., A�p ( h = I, 2, "'} "),

et il n')' a pas d'inconvenient it supposer que les cycles
invariants

correspondants sont precisement les y�.
Pour toute antl'e solution,

on aura
r

Aj= IhthA}
I

(thentier; 1'=1, 2, ..., 'J.p),

d'ou de suite les homologies

,.

T ""
Ih thY'"

t

(modC u ),

2p

ra""Ihthr�
I

(modV s ),

dont la premiere entrainc la deuxieme. Par suite, les rZ forment

un systeme fondamental. Leur independancc meme demontre

l'absence de diviseurs de zero. D'ailleurs, directemcnt, y
etant

encore, ici comme plus loin, trace de r 3, de tr 3'" 0, on tirc

tr'" 0, donc t = 0, car C" n'a pas de diviseurs de zero, et finale-

ment r 3 ", o. Ainsi Ie groupe de la torsion it trois dimensions se

reduit bien itl'identite (voir Chap. I, nO 8).
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III. - Intersection des cycles lineaires

et Iitrois dimensibns.

8. Nous allons demontrer pour ces cycles les thcoremes

annonces it la fin du premier Chapitre.

I. Soit d'abord (r lf 3)=0, pour tout f 3, et supposons.r

rcduit a C Il. Avec les memes notations qu'au
nO 7, nous aurons

r 2p-r

Af 1 '"
�h

Ah '1'1.+
�k

fJ.k8k

I

(mod Cu),

et comme

(f1r�)=0 (8k'!'h) = 0,

on aura

!. Ah(Yh 'I'k)= 0 (k = I, 2, .. ., r).

Or Ie determinant des coefficients n'est pas nul (Chap. II, nO
19).

Donc les All Ie sont, d'ou

Af l "-'
.!.

fJ-kOk"-'0 (modV 2).

Ceci demontre Ie premier theoreme pour les cycles lineaires. Pour-

les r 3' la demonstration est immediate, car de

(f, f 3) = (f, y) = 0,

quel que
soi t T I, on tire de suite

'("-'0 (mod C u );

doncf 3 f"<oJo.

9. Passons au second theoreme: Les invariants ei relalljs allx

intersections des f 1 et des f3 sont tous egaux a I. D'apres Ie

Chapitre I, nO 19, il Sllt'fitd'etahlir que si

(r 3f t) "�() (mod e),

quel que
soit f I' rJ eslle multiple d'lllt certain cycle de V 2 .

De I'hypothese on deduil

('(fl) 'E'0 (mod e)
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pour tout rt de C u , Or, les '(i
etant toujours les retrosections,

j '"
!.

Ai'Yi (modC u).

En prenant les intersections de
y

avec les '(i,on obtient de suite

Ai= (jjp+i), Ap+i=-(Yii) (i� p).

Donc les A sont tous divisibles par e. Soit Ai= eA;. On a

-
�,

r",ei=e�).,ni
(mod C,,).

Les nombres ('=[Oi), proportionnels
aux:

(YOj),
nuls en vertu de

l�invariance de '(,
sont nuls eux: aussi; donc y est invariant. Soit r a

Ie cycle dont il est la trace. Comme corollaire de l'homologie pre-

eedente

ra- era rv 0 (modV t),

ce qui demontre la proposition.

IV. -
Oycles a deux dimensions.

roo Reprenons la cellule V 2. Les multiplicites-coupures Gj,

Lk sont elles-memes des cellules a trois dimensions dont les fron-

tieres sont C a , C., les C a, et
les l:J.i. Par suite, en vertu du lemme

do Chapitre I, n° 11, tout r 2 est reductible aces multiplicites.

Ie dis que
si un r 2 ainsi reduit comprend une M 2 en partie

dans C a" il comprend la courbe tout entiere. En effet, autrement

cette M 2 doit s'appuyer par
one ligne sur one autre appartenant

a

d'autres C u on it des l:J.i,ce qui
est impossible, car eUe ne rencontre

ces multiplicites qu'en
des points isoles 00 bien pas du tout. Le

meme raisonnement s'applique
a Coo et aux tJ.i mais non pas a Crt!

a.moins toutefois que
r 2 ne lui appartienne

en entier.

On conclut de ce qui precede que pour tout r 2, on a, en desi-

gnant par (C a ) nne M 2 quelconque
contenue dans C a ,

('I) f 2 '"
�

Ai�i+ (C a ) +
� p.jC"j+

v Coo.

Com me les C aj sont toutes homolognes, les trois derniers termes
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peuvent etre mis en un seul (C a ), de sorte que, linalement,

(2) f! '"
�

Aj6.i+ (C a ).

Considerons de nouveau les Oi comm«=: etant dans Ca. Des con-

gruences

t!.i
-

/)i>
�

Ai 6.i+ (C a")= 0

on tire

(3) (C a ) =
-

�Ai/)i'

d'ou l'homologie

(4)
�Ai�irv

0 (mod C a ).

Ainsi tout r 2 est reductible au type (2) avec une homologie (4 t

correspondante.

Reciproquement a (4) correspond une congruence (3), indi-

quant que
la multiplicite r 2 qui apparait dans (2) est un cycle.

Syst6me fondamental. -
(4) est equivalente

au systeme diQ-

phantin

Ii
Aj( OkSi) = 0 (k = I, 2, .... n.),

qui exprime que la somme a droite dans (4) est un cycle inva-

riant (Chap. II, nO 13). Enraisonnant comme pour les fs (nO 7),

on trouve de suite qu'il yay
= (n

-
2p + 2q) cycle r�, f;, ..., r: 1

tels que pour tout autre on ait

f 2-
�thf�rv

(C a ),

Tout comme plus haut, la multiplicite a droite, partie fermee

de C a , en est un multiple, C a et les r� forment Ie systeme fonda-

mental cherche.

11. Le nombre de cycles OJ distincts est egal a 2P
-

2Q. Done,

comme nous venons de Ie dirc plus haut, il yay
= (n

-
2p + ').q)

homologies (4) distinctes. Mais a (4) peut fort bien correspondre



328 SELECTED PAPERS - V

un 1'2 nul. On aum alors

�
fJ-jGj+ �VkLk

::::r 2.

D'ailleurs,

G j ;?
�('(j8i)�i+(Ca)'

Lk'='
�(lkOiPi+

(C a ).

Par suite,

r!� V (lOi)�i+ ( C,,),
�.

. 1=
�p.iY.i+ �vklk'

1'2 sera du type (2) aux A non nuls si la ligne l n'est pas invariante.

II faut done defalquer du nombre de cycles obtenu autant de

cycles qu'il y a de lignes l distinctes dont aucune combinaison

n'est invariante, soit 2p-2Q+m-1 (Chap. II, nO 20). Par

suite, il y an -
(4p + m -

I) + 4q cycles 1'2 distincts aux A non

tOllS nuls. Quand ces nombres sont nuls, r 2 appartient en entier

it Co; done il
comprend la courbe tout entiere (nO 10), et Ie cycle

est un multiple du cycle Co, cycle d'ailleurs non nul (Chap. II,

nO 6, corollaire). On a alors finalement

R 2 = n -
(4p + m - I) + 4 q + 1.

Le nombre r = n - m -
4p ne depend pas du systeme IC I. En

fait ce n'est autre que Ie nombre c.aracteristique de la surface

connu sous Ie nom d'invariant de Zeuthen-Segre. On a done,

la formule ne comprenant que des nombres
caracteristiques de V h

(5) R 2 = I + 4 q + 2,

formule donnee correctement pour la premiere fois par M. Alexan-

der (I). M. Picard avait obtenu auparavant, par voie transcen-

dante, la valeur 1 + 4q+ I pour Ie nombre de cycles finis
(2); a

partir de la, il suffit d'etablir que tout 1'2 depend des cycles finis

et de celui que constituc la courbe a l'infini, pour anivel' Ii(5).

12. Formule d'Euler-Poincare. - La methode que nous allons

suivre pOllr l'etablir est au fond celie dont s'est servi M. Alexander

POUI' oblenir (5).

(') Rendieonli dei Lince;, ao':'t'9[4.

(Z) PIGARD et SIMART, vol. If, p, 497.
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Nous pouvons oblenir nne subdivision de V z en cellules en en

faisant autant pour Ie plan u et la eourbe C ll : Pour Ie premier il

suffit de joindre les points ai aux points a, 00. Quant Ii C u on Ie

fera d'une maniere quelconque, sauf a prendre soin que les

sommets comprennent les m points fixes Ak' Le plan u aura

n faces, 2 n arHes, n + 2 sommets. Designons par oth, a,�, a,� les

nombres d'elements a h dimensions de V z , de C llet des C n;.

Les a,4 elements a quatre dimensions de V z proviennent de eeux

Ii deux dimensions de C ll quand u decrit les « faces» (cellules Ez)

de son plan; d'ailleurs il n'y en a pas d'autres. Donc

- I
(14- na,z.

Les elements it trois dimensions proviennent
des lignes ou des

faces de Cll quand u deerit les faces ou les lignes de son plan.

Done
, /

a,3= :2n OCz + :&a,1.

Les ((2 elements Ii deux dimensions sont de trois natures. Jl y a.

d'abord eeux derives des iX�
- m sommets variables de C ll ou de-

ses a,�lignes quand u decrit les faces ou les arHes de son plan.

Mais il y a en outre a envisager les faces des cOUl.bes C a , C.., Ca/'

Done

(
,

)
, I "

a,z= n (10
- m + :2na,s+ 2a,!+ noc z.

De me me on a de suite

(
1

)
, "

oc1=2n a,o-m +2a,1+nocS'

Quant a a,o on en obtient l'expression exacte en remarquant que Ie-

nouveau point double de C n; est un point ordinaire, mais que

toutefois il compte pour deux dans a,� comme appartenant it.deux

branches differentes de C"i : il suffit donc d'ajouter tous les sommets

des courbes C n , C"" C"" et en vue de la remarque ei-dessus, d'en

retrancher n, pour avoir a,o' II ne faut pas oublier bien entendu

que les m points Ai appartiennent it.toutes les courbeB. Par suite,

enfin,
01:0 = n(oc'�- m) + 2(0I:�- m) + m -no

Rappelons maintenant que pour une W z de genre p,

(10- atl+ OC!= 2 -
:2p.
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II n'y a qu'li
se reporter par exemple au modele Ii l'aide d'un

disque a p trollS pour Ie voir.

On aura done ici

. , .
!X0 -!X 1 +!X 2 = 2-2p,

" "
+ ".

( I)«0
-

a,1 «2 = 2 - 2 P
-

,

d'ou de suite pour V 2,

I(-I)i
cxi= n - m- 4p + 4 = 1+ 4 = Rs-4q+ 2 =

�(-I);R;,

qui n'est autre que la formule cherchee.

V. - Torsion a une et a deux dimensions.

13. Reprenons les lignes lj= AIAj de C u,ainsi que leurs lieux Lj,

dont soient r� les frontieres. Puisque r� est nul

(r{ C u) = o.

Mais r� ne coupe C u qu'en AI et en Aj; de plus les contributions

de ces points au premier membre sont + I pour Aj,
- I pour A t-

En effet, C u ne coupe r� que
dans la partie de C" qui

lui appar-

tient, car elle ne coupe Lj que suivant la ligne ij. On Ie voil aussi.

en remarquant que C u ne rencontre pas les onglels Ai, dont se

compose precisement la partie du cycle exterieure Ii Ca. On pour-

rait se demander si les contributions, quoique de signes opposes,

ont precisement les signes indiques ci-dessus. A supposer qu'il
en

soit autrement, il suffirait de
remplacer Lj par

-
Lj pour avoir la

situation desiree.

Soit maintenant E{ une petite cellule de C a entourantle point Aj.

Designons entin d'une fal;on gene rique par «C a » une partie
de C a

ne con tenant aucun des points Aj. On aura
pour un cycle quel-

conque r 2 et
pour r{,

m

f 2 ",
�A:at+«Ca))

+
�j p.jE{,

1

r{ '"
�

)..'jai+«(C a )) + E�
-

E� '" o.

Par suite,

f 2 '"
IAi�;+

«(C a )) + f11E�.
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Comme C u ne rencontre ni 11;, ni «C a »,

(f ,C u ) = fLl(E� C u ) = fL1,

d' ou finalement

r ,,,,
�Ai�i+«Ca))+(f2CtJ)E�,

relation dont nons ferons un usage repete.

COROLLAIRE. - Si f 2 est nul ou diviseur de zero, on a

f s'"
�).t�i+«(Ca)),

car alors un multiple du nombre (f 2 C u ) est nul, -donc ce nombre

I'est aussi.

14. THEOREME. - Pour avoir tous les diviseurs r 2, it faul et il

suifil de rechercher to utes les homologies

(6) t
�'>i&i+

«C a )) '" 0

qui cessenl d'elre verifiees quand on y remplace t par l' unite.

D'apres Ie corollaire, une telle homologie est bien verifiee pour

tout diviseur de zero.

Reciproquement supposons-Ia verifiee. On en tire, les �i etant

tous dans C a ,

«C a )) =:;
- t

�Ai/)i'

La somme iI droite, prise t fois, separe C a en deux parties dont

une seule contient tous les A (c'est lit precisement
Ie sens de la

congruence). Celte somme a donc necessairement elle-meme ceUe

propriete, ce qui revient itdire qu'il y a une congruence

«(C a ) = -
�Ai8i'

On a donc bien en

f ,,,,
l>i�i+

«C a »)

un diviseur de zero, puisque t f 2 rv 0, sans que r 2 ro->O.
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W. Soil f11a fronliere de G h , lieu de la retrosection '(h
de Cu'

Les homolo�ies cherchees sont toutes de type

2p m

�h
Vh r� +

�i
vj r� tv o.

I !

Je dis
que les coefficients y' sont tous nuls. En eITel, en exprimant

les cycles en termes des elements !J.i,((C a », E', l'homologie ecrite

prend la forme
m

�
Ai4i+ « C a » +

.Ii
vi( E{

-
ED

tv 0,

2

et pour qu' elle soit de la forme voulue, il faut bien que vj
= o.

Ecrivons done les homologies (n° 11 )

r�rv
.Ii ("(hOi) 4i+CC C a»)rv0,(7)

fondamentales pour celIes que
ron recherche. En appliquanl

deux transformations unimodulaires convenables, l'une aux homo-

logies (7), rautre aux &, on obtiendra un nouveau sysleme equi-

valent a (7), de la forme (I)

(8) ti!J.i+ «C a » tv 0,

dont les homologies sont encore fondamentales pour celles

cherchees. Les entiers t sont ici les diviseurs elementaires de la

malrice

1I(i'h�i)11 (h=I,2, ...,2p;i=I,2, ...,n).

Quant aux !J.Ice ne sont autres que
des sommes de &. Done (nO 14),

si ti> I, il y a un divisenr

ti!J.i+ «C a )

dont rordre, en tant qu'opcration
du groupe des diviseurs, esl

prccisement ti. Ces operations forment d'ailleurs base pour Ie

groupe. Par suite les t superieurs a l'unile sont les coefficients de

torsion et

f12 =

Ht;.

(') E. CAllEN, loco cit., p. 269. Le resultat de Frobeniiis eel immediatement

applicable ici.
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16. Passons aU1 r.. Puisqu'ils sont tous reductibles a C u il

suffit de considerer les
homologies (mod V 2) existant entre les

cycles de la courbe. Les
homologies Condamentales sont

(9) 0;"" 0 (i = I, 2, ..., n).

Exprimons les 0 en termes des retrosections. Toutefois, pour

faciliter l'extension aux varieres algebriques, operonscomme
ceci :

Aux retrosections, associons ala maniere du Chapitre I, nO 19, Ie

systeme fondamental

Yh ys, ..., ytp,

tel que

(Yhrh) = I, ("(10140)=0 (h�k).

On aura

O;rv
Ih �ihrh; �lh= (ThOi).

Le systeme (9) peut donc etre remplace par

(9' )
Ih(Oh�i)'Th"'O

( mod. V!).

Deux transformations unimodulaires convenablement choisies

nous conduiront Ii un nouveau systeme fondamental

-, -, -,
"1'1' ''ft, ..., YSP'

avec, au lieu de (9'),

(10 ) t;y� rv 0 (mod. VI),

les t designant toujours les diviseurs elementaires de la matrice

II('{hOi) II

deja consideree plus haul. Les t jouent done Ie meme role ICI que

pour les f 2, d'Oll Ie theorcme de Poincare:

Les groupes de torsion a une et deux dimensions sont iso-

morphes. En particulier, 0'1= G'2'
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VI. - Intersection des cycles a. deux dimensions.

17. Proposons-nous d'abord de trouver (f 2 f'!), ou

f 2 '"
�

Ai�,+ ((Ca» +
�

p.jE� ,

r�
'"
I

1i Ai+ ((C a») +
� ILlE;

.

A cet elfet, remplac;:ons f� par Ie cycle homologue obtenu ainsi :

Dans Ie plan u, au lieu de a, on prend comme origine des lacets

un point voisin a', autour duquel on trace des lacets a' ai, se sui-

Fig. 3.

.......-.--------..",,,
,
,
I
I

a.1

I
I
I
I
I
I
,
I
I
,
I
,
I
I

\ '
.......\'......."

..........,v
a. a.'

an

vant dans Ie me me ordre que les aai autour de a; puis 0; Hant un

cycle qui augmente de Oi quand u tourne autour de ai (Chap. II,

nO to), remplac;:ons 11; par Ie lieu 11: de 0; quand u partant de a'

decrit un ciI'cuit differant pe u de a' ai (fig. 4); enfin il faudra

i'emplacer les cellules E{ par d' autres analogues E1 situees dans Cat.

On aura alors

r� '"
�

Ai�i + «C a,» +
� p.iE'f.

Or Ie circuit voisin de a' ai coupera aaien un point unique b. Par

suite 11: coupe Ili en un seul point, intersection de 0;. avec OJ

dans Cb, d'ou (l1il1;)
= -

I, comme on Ie montre sans difficulte (I).

(') On a en tous cas (A,Ai) = + I et Ie choix du signe ne depend pas de [a
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POUI' trouvel' Ie nombre de points communs it l:1iet 1:1", on peut

reduire Ie cil'cuit voisin du lacet a' ai au lacet lui-meme. Comme

ce lacel ne coupe Ie lacet aa" que
�i i> k, il n'y aura pas inter-

Fig. 4.

a.

a'

section pour i < k, et pour i> k on aura

(Aia;..)=
-

(aiO A)
=- G!i(',

Ie signe etant Ie meme qu'auparavant.
Les multiplicites ((Co»,

((C a ,» sont sans points communs, done finalement

(11 ) (f 2 f;)
=-L)'iA:-Li,k

lXikAi1k+
LfLifI'J'

,>k

Cene formule donne Ie nombl'e d'intersections des que
l'on con-

nait l'expression des cycles en termes des memes 1:1.Pour les appli-

cations, il convient mieux d'en obtenir une autre plus simple. On

ponrrait la deriver de (11), mais on J arrivcra plus vite comme iI

suit:

Tra«ons de nouvelles coupures aai ne se coupant pas entre elles

et ne tl'aversanl pas non plus les aai. Designons
enfin tOllS les ele-

ments I'elatifs aux nouvelles coupures en surmontant d'une barre

surface envisagee. Considerons donc une quadrique avec pour { C n 1 un faisceau

de sections planes et envisageons sur elle Ie cycle nul fi du nO 13. Le choi)l du

sig-ne + donne au lieu de (II) une formule en vertu de laquelle (r� r�) est la

somrne des carres de quatre entiers noo ouls, alors que ce nombre doit etre nul,

puisque r� � o. Ceci impose bien Ie choix du signe -, comme dans Ie texte,
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ceux correspondants des anciennes. En parliculier, nous designe-

rons dorenavanl par OJ ce que devient dans C a Ie cycle evanouis-

sanl en aj quand u decrit aja, el par �i Ie cycle analogue pour Ca

el at;;. Soit mainlenanl

r 2 =
�

'Aj!J.i+ «C,,» +
I;j

E{

Ie second cycle. On trouve de suit.e, les �: ayanl Ie meme sens que

plus hauL,

(<1iA.i)=-I, (AjA.�) = o.

Par suile, en rempla«;ant dans l'expression de 1"2 les & par les &',

(1:1) (fs fs )
=-�

AiT j+
� 1J-jf1j.

Les A ne sonl autres que les coefficients des A dans la premiere

formule derivee, comme on pourrait Ie montrer directemenl.

18. THEOBEME. - Si (r 2 f 2 ) est nul pour tout f 2, 1'2 est nul

ou diviseur de .&ero.

D' abord, puisque (r 2 C u ) est nul, on aura (nO 13, corollaire)

f. '"
�

Ai<1i+ « C a ».

Done, pour tout f 2,

(13)
�

Ai 1 i= o.

Celte relation sera verifiee pour tous les ): leis que

(14) �
Ai 8j rv 0 (mod C a ).

Pour exprimer que Ie cycle a gauche est nul, il suffit d'ecrire qu'il

est in variant, ce qui donne

(15)
!,i I'j(Ok 8i) = 0 (k= r, 2, ..., n);

( 13) doit Hre une consequence des equations (15), d' OU t et les t,.
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etant entiers, avec t;;z!:-0,

o..;=!k
tk(fk�") =

(18..); "(= �
tk at.

Par suite,

tf 2 '"
� (y 8;) �+ «C a ».

Or, en introduisant les 0 , l'homologie (7) du nO 15 devient

f�
"""

� (Yh 8..)<1..+ «C a ») '" o.

En effet, en vertu de la maniere dont on fait varier u pour engen-

drer les G", les
(Y h Oi) sont supposes calcules en ptenant les cycles

dans C.., 15;y etant reduit en faisant decrire Ii u Ie prolongement

de aai. Cela revient Ii calculer (Yk 0; ) pour a = 00. Comme ce

nomine ne depend pas de la positionde ;; tant qu'il ne traverse pas

les eou pures aai, notre affirmation s'ensuit.

Ceci pose,
on peut ecrire une homologie

2p

j ,....,
I"

OhYh

1

(modC a ).

Par suite,

tf s -
IOhr�,....,trS"",,«Ca»'

et comme ((C a » ne pent etre fermee Ii moins d'etre reduite Ii une

dimension moindre que deux, t r 2 est bien un cycle nul, ce qui

demonlre notre theoreme.

19. THEOBEME. - Si (1\ r�) est divisible par e, quel que

Soil r�, il exisle un cycle j\ tel que r 2
- er 2 soil nul ou diviseur

de zero.

Commen�ons par prendre 1'2 sous la forme du nO 13

�
A..�;+ «C a ) + f.11E�.

lei p.J
= (r 2C a ) est divisible par e, done la condition satisfaite
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par r 2 donne la congruence

n

Ii
Ai ):i== 0

I

(mode).

Je dis que l'on pellt s'arranger pour que e divise tous les A. Tout

d'abord les expressions

�k
tk(�k8i)

formees avec les nombres rationnels t, si elles sont egales a des

entiers, sont precisement les nombres A d'un diviseur de la forme

�
loti�l+ «C a ).

En elfet, en les multipliant par un entier suffisamment cleve I,

eUes deviennent les nombres
(y

Oi) relatifs a un certain cycle

lineaire
j,

et Ie cycle a deux dimensions en question, pris t fois,

devient Ie cycle nul

�
("( �;),l{+ «C a ).

Done si I'on pose

(16)

n

v{= A,'+
�k

tk(a k 3 i),

1

les t etant choisis de maniere que les v soient entiers, on pent

remplacer les A par les y et il suffit de demontrer que les y sont

divisibles par e. D'ailleurs

(17)

n

Ii
Vi Ai == 0

I

( mod e),

eomme on Ie deduit du restc de suite de (15).

Appliquons aux�, aux A et aux y une certaine transformation

unimodulaire A, aux I et aux ), la transformation contrap'e-

diente A
- 1

( '). Designons les elements transformes en accentuant

(1) Ou transformation inverse de la lransposee de A. La transposce se denote

par A, d'oitA-I pour la contragrediente.
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ceux dont ils derivent. Les relations (16), (17) seront maintenues,

et il suffit de montrer
que, pour

un choix convenable des t, les v'

sont tous divisibles par l!.

Choisissons en particulier
A de maniere que la matrice

1/ (8�&i) II

soit canonique, ce qui est possihle puisqu'elle est ahernee (I)

(Frobeniiis). Comme eUe est de rang 2p
-

2q (Chap. II, nO 19),

on aura alors (2)

(8'Si-1 8's;) = -t S'2ia�H) ::;gi> 0 (i;: 'AP
-

2q),

et les autres nombres d'intersection sont nuls. Au lieu de (15), (16),

on aura maintenant

(15')

(16')

g
':;-" - "'I

" .- 0''''U-1 -" �s'- (1=1, 'A, ..., 2p-2q),

V'2i-1= :>';i-I+ Cit�lj V;i= )./2i- gi t'si-1 (i=I, 'A,..., p-q):

..' -A' .
'IP-2q+j

-
SP-2q+J'

Puisque les g ne sont
pas nuIs, les A d'indice < 2 P

- 2 q Ie sont et

au lieu de (17) on aura

(17')

n

�i
v,;"5:;-= o

Sp-2q+1

(mode).

Les t' sont des nombres rationnels soumis a la seule condition

de rendre les v' entiers. Choisissons-Ies tels que
les v' d'in-

dice <2 2P
-

2q soient nuls. Dans (17'), les coefficients des 'I'
qui

restent sont arbitraires. Donc cetle congruence est identiquement

satisfaite, d' Oli
, -- 0v2P -''l+J

=cc (mode).

Ainsi on se sera arrange pour que les v' soient nuls ou divisibles

par e, ce qui demontre notre affirmation.

(') Si ceUe matricc n'etait pas alternee, il faudrait introduire une seconde

transformation unimodulaire B et appliquer Ii-I aux t, mais it part cela rien DC

serait change.

(') E. CAHEN, loco cU., p. 280.
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En definitive, r� etant un diviseur de zero, on pourra ecrire

2+ q ""'e
(I

A,.1.-+ f!tE
!)

+ «C a »,

ou Ies A ne sont pas les memes entiers qll'auparavant.
11 suffit de

repeter Ie raisonnement du nO 14 pour voir que «C a ) est une

partie de C a prisc e fois. Notre homologie peot donc etre ecrite

(18) f! + q ""'e r 2 = e
(�

A.-A, + « C a » + f!t
E�)

,

e1\ est fermee, donc f 2 l'est aussi. C'est par suite un cycle a deux

dimensions eL (18) demontre notre theoreme.

COROLLAI1\E. - Les invariants ej relatifs aux intersections

des r 2 sont taus egaux a l' unite (voir Chap. J, n° 19).

VII. - Un exemple : la surface image des couples de points

de deux courbes algebriques (1).

20. SoienL C I, C 2 deux courbes
aigebriques

de geDI'es P" P2'

V 2 une surface
algebrique

en correspondance biunivoque et sans

aucune exception avec les couples de points des deux courbes.

Nous allons en etudier rapidement la
topologie, et en particulier

verifier sur elle nos theol'(�mes d'intersection de cycles. Le carac-

tere tres special de la surface va no LIS permeUre de Ie faire de fa�on

particulierement simple.

Reduisons C J et C 2 a des cellules E:, E�, par des contours clas�

siques aux retrosections Kt, K 2. II en resultera line reduction

de V 2 a une cellule E4' Soient M, In t, m 2 un point de V 2 et les

points correspondants des deux courbes. Pour avoir la frontiel'e

de E4' 011 doit faire varier mj sur E� et m2 sur Kz, puis renverser

les rOles. On en tire de suite (Chap. J, nO 11, lemme) que tout

cycle de V 2 est line somme des cycles obtenus ainsi :

10 Pour les cycles lineaires, mj doit decrire les retrosections

de C I , tandis que m2 est fixe et vice versa. Soient yl, yj
Ies retro-

(') Pour une elude approfondie de ces surfaces, voir unl\-femoire de M. Severi

dans les Torino Memorie, vol. LlV, '9°3.
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sections des deux courbes. II leur correspond respectivement des

cycles lineaires r;, np,+j, de V 2 , constituant un systeme fonda-

mental.

2° Pour les cycles a trois dimensions, mj doit parcourirles Yi
1
,

tandis que
m 2 decrit E: et vice versa. A rf.+i, r:p,+p,+.; corres-

pondent
aillsi des cycles r�, r�p,+j, et a -r;,

-
qp,+j des cycles

r�.+i, r�p'+I',+j (i;;Pl' j-;;P2)' Avec ees notations, en apparenee

assez particulieres, on verifie de suite que

(r�rO=I, (1'\ ro=o (i r= j).

Done la matrice carree

/I(r� r{) /I

se reduit it ]a matrice identique. Ses diviseurs elementaires sont

tous egaux
a l'unite et les cJcles des systemes fondamentaux sont

tous independants, ce qui d'abord permet ]a verification de nos

theoremes d'intersection (voir Chap. I), et ensuite demontre
que

R 1 = R 3 = 2P1+ 2Ph al = <fa= J.

3° Pour les cycles a deux dimensions, on fait decrire a mf

et m2 des retroseetions, d'ou 4PIP2 cycles r� (i
= 1,2, .. ., 2Pt;

j
= I, 2, . .., 2p2), Ie cycle rv etant relatif it

y:
et

y�.
II y a en

outre deux cycles q, q, Ie premier obtenu en maintenant ml fixe

et faisant decrire E� par m2, Ie second en rcnversant les roles.

Prenons alors un premier systeme fondamental

1" r�' r ik I'p.+i,1',+*. ri,p,+* rp,+i.k2' 2' 2' 2 , ,

.(i=I,2, ...,PI;,k=I,2, .."ps),
.

puis
un second obtenu en permutant les deux cJcles de ehaque

couple, y compris Ie premier. Designons les cycles du premier

systeme
fondamental dans un ordre quelconque par r;, ceux cor-

respond ants du second par f; (h
= I, 2, ..., 4pI P2 + 2). On

verifie de suite que

(r� r� ) = I; (r� rO = 0 (h r= k).
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La matrice carree

II (r� rt ) II

se reduit done ici aussi a l'identite, d'ou verification immediate des

Lheoremes d'intersection. De plus, Ie rang est egal a l'ordre, done

les cycles r; sont independants et

R 2 = 4p1P'l.+ 2, <1!= I.

On a bien effeetivement 111= U2'

17..11



CHAPITRE IV.

L'ANALYSIS SITUS ET LES SYSTEMES DE COURBES

D'UNE SURFACE ALGEBRIQUE.

Dans deux Memoires tres importants (
I
), Poincare a

jete la base

d'un traitement nouveau, entierement analytique de la theorie des

surfaces
algebriques. Prenant comme point de depart certaines

sommes abeliennes, il arrive it caracteriser par elles les courbes

algebriques d'une surface donnee. Les conditions necessaires pour

qu'it un
systeme de telles sommes corresponde efIectivement une

courbe
algebrique ont ete obtenues par lui sous forme purement

analytique. Or il se trouve, comme je l'ai montre pour la premiere

fois dans mon Memoire couronne (2), que ces conditions sont

susceptibles d'une interpretation particulierement simple et eIe-

gante a l'aide de la topologie unie aux periodes d'integrales doubles

de premiere espece. La voie ainsi ouverte mime a nombre de

resultats, aussi interessants que nouveaux.

On peut entrevoir dans cette direction la possibilite de reunir

en une doctrine unique ce que I'on sait aujourd'hui sur les sur-

faces
algebriques, tant au point de vue

geometrique qu'au point de

vue transcendant. Ce qui
va suivre constituerait peut-etre Ie pre-

mier
chapitre d'une telle theorie.

I. -
Integrales simples et doubles de premit!lre espeoe.

1. La definition des integrales simples ou
multiples de fonctions

(') Sur lescourbes tracees sur les surfaces algebriques (Annales de l'Ecole

Normale, 3' serie. vol. XXVII, '910; Sitzungsb. del' Berliner math. Gesell-

schaft, vol. X, '9")'

(') Transactions of the American Math. Society, 22' vol., '921. Voir II ce

sujet trois Noles de M. Severi, Rendiconti dei Lincei, 5' serie, 30' vol., '921.
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de variables complexes n'est pas a faire ('). Nous allons nous

borner it.celles de fonctions rationnelles du point sur la surface V 2

des Chapitres precedents. Soient m son ordre, f(x, y, z)
= 0 SOil

equation. On peut envisageI' deux categories d'integrales : les inte-

grales simples ou de differentielles totales dues it M. Picard,

j
R(x,y, z) dx + S(x,y, z)dy,

aB as
-=-t
ay ax

et les integrales doubles, qui remontent aNother et Clebsch,

j J
R(x, y, z)dx dy.

La classification des deux types se fait, A peu pres, eomme pour

les integrales abeliennes (2); ici encore il y a lieu de considerer

des periodes relatives a des r I pour les integrales simples, itdes r 2

pour les integrales doubles. Les integTales de premiere espece,

simples ou doubles, presque seules it entrer en jeu dans la suite,

sont toujours.definies par la condition d'etre partout flnies. D'une

discussion simple (3) resulte alol'S, pour les secondes, la fOl"me

f j Q(Xt.

z)
drdy,

ou Q est un polynome d'ordre m-4, adjoint a V 2, c'est-a-dire

s'evanouissant sur sa courbe double.

2. Le role du systeme IC I du Chapitre II va etre joue, dans ce

Chapitre, par IH I, systeme dcs sections planes, qui se conduit

com me lui. Le faisceau particulier jCu.I sera remplace par j Hy},

decoupe par les plans y
= const., mais it.part cela, nous garderons

intactes les notations des deux Chapitres precedents. En particu-

lier, les valeurs critiques aj cOfl'espondront aux plans tangents

paralleles
au plan xz. Le choix: de IH I au lieu de ICine dimi-

(') Voir PICARD et SIMART, vol. I, Chap. III.

('i Nous supposerons connues les proprietes classiques des integraies abe-

Jiennes. Voi,'11ce sujet ApPELL et GOURSAT, Theorie des jonetions alge'briques
et de leurs integrates; E. PICARD, Traite d'Anatyse, vol. II.

(3) PICARD et SIMART, vol. I, Chap. ViI.
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nuera en rIen la generalite et a pour umque but de faciliter la

discussion.

Partons de l'integrale de premiere espece auachee Ii H. n

f

P(X, y, z)
d

f'z
x,

ou P est adjoint Ii la surface et d'ordre m - 3 en x, z, mals peut

cire m-3+r (r>o), en x, y et z. Je dis d'abord qu'il y a

p integrales de ce type lineciirement independantes (on y con-

sidere bien entenou y comme un parametre). En elfet, imposer au

polynome Ie plus general d'ordre m - 3 en x et z la condition

d'etre adjoint .l la courbc f(x, y, z)
= 0 revient it.faire satisfaire

a ses coefficients un systeme d'equationslineaires, algebriques par

rapport aux coefficients de la courbe, donc par rapport ily, inva-

J'iantes dans leur ensemble quand y varie. Les solutions fonda-

mentales d'un tel systeme peuvent ctre ehoisies composees en tie-

rement de polynomes, ce qui demontre notre affirmation.

Corollaire. - Toute integrale de premiere espece de Hr est

une combinaison lineaire d'integrales du type ci-dcssus.

3. Comportement des integrales de premiere espace de Hr.
-

Les points-bases AJ1 A2' ..., Am, du faisceau j lIy j, sont iei les

points ;1l'infini de ces eOllrbes. 11 y a avantage Ii etudier plus par-

ticulierement les integrales ayant pour limite inferieure d'integra-

tion l'un des points A. Posons don.e

f

l:r:,»
P(x,y, z)

u(x,y,z)=
j'

dx.

A, Z

Cctte fonctioll cst evidcmment holomorphe, sauf
peuH�tre

pOllr y inlillie Olf e�ale a lInc valeur critique. A l'aide de la trans-

formation homogl'aphiquc

,
:1'

.'1:= "
Y

I
y= I'"

Y

z'
z:::::-,

y/

on montre aisemcnt que it, pour X fixe, est une fonction de y a

pt>ll� d'ordre r - I Ii l'infini. Examinons ce qui se passe pour y

voisin de aj. Supposons, pour simplifier, Ie nouveau point double
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de
H"j

au point (0, aj, 0). Si (:c, y, z) ne tend pas vers ce point

quandy tend vers aj, on pourra, en ajoutant au une periode Con-

venable,la rendre holomorphe au voisinage etudie. Ce voisinage

est une cellule E 1 entourant un point quelconque de
Haj'

mais ne

contenant pas son nouveau point double. Tout revient done a exa-

miner Ie comportement de u dans une E� contenant ce point.

A une fonction holomorphe pres, u (x, y, z) se conduit comme

l

(X'Y)
P(x,y,Z)

dx,

[at,..(otll fz

avec Ix \, Iy
-

ajl, Iz I, a, < p, nombre positif fini, choisi de

maniere a rendre holomorphe
certaines fonctions considerees plus

loin.

Appliquons
deux fois Ie theoreme sur la representation d'une

fonction au voisinage d'un zero, en ayant egard au fait que Ie

nouveau point singulier de
Haj

est un point double ordinaire. On

pourra ecrire

j(x, y, z) = [zs+ 2A(x, y).z + B(x, y)].jl(X,y, z),

AS- B = [x
s+ 2C(y).x+D(y)].�(x,y),

ou les fonctions nouvelles introduites sont toutes
holomorphes

quand les variables sont limitees de la maniere ci-dessus, avec
p

suffisamment petit, et seules It et
cp

ne s'y annulent pas en

(o,aj,o).

Un calcul elementaire donne alors pour u les deux formes equi-

valentes suivantes, Ol1 les nouvelles fonctions ecrites sont encore

holomorphes
dans les m�mes conditions que plus haut,

E(x, y) + F(x, y) v xs+ 2C(X).y + D(y)

+ t}(y)log[x+ C(y) + V x!+ 2C(y)X + D(y) \,

E(x, y) + z F (x, y)+ t}(y) log[ z + G(x, y)].

Prenons en parliculier pour limite superieure d'integration

un point sur une courbe algebrique passant par Ie nouveau

point double de H
aj;

II(:c, y, .z) devient alo1's une fonction dc y

seule. Pour f> convenable, x et z seront des series entieres en

I

(y
-

aj)'i, q cntier, et Fon pourra affirmer que le produit de u
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par (y
-

aj) tend vers zero a!)ec (y- aj). En elfet, il ne peut y

avoir de doute que pour Ie produit par Ie terme logarithmique.

Mais, a une fonction holomorphe tendant vel's zero pres, ce pro-

duit est egal it une constante multipliee par

(y
-

aj)slog(y -aj) (s en tiel'positif),

et 1'on sait que cette expression tend bien vers zero avec (y
-

aj).

Cette remarque nous sera fort utile plus loin.

4. Comportement des perlodes.
-

AppliquoDs ce qui precede

aux periodes de l'integrale u. Soit d'abord OJ(Y) celle relative au

cycle evanouissant OJ. Comme il est invariant en aj, OJ(Y) est uni-

forme au voisinage de ce point. De plus, OJ(y).(y-aj) tend

vel's zero avec y
-

aj, done OJ(Y) est holomorphe au point aj.

Soient y
un cycle linea ire quelconque

de Hy, w(y) la periode cor-

respondante. La fonction

(yo -)
w/(y) = w(y)

- -4 uj{y) log (y-aj)21U

a exactement les memes proprietes que OJ(Y)' Done eUe est aussi

holomorphe en aj. Par suite, au voisinage de ce point,

w(y)=w'(y)+ (ya�) Uj(y)log(y_aj),21:&

resultat obtenu pour la premiere fois par M. Picard, it 1'aide de

l'equation differentielle aux periodes (equation de Picard-Fuchs).

L' expression

W ( )
- � Aj .

f
aiUj(Y)dY, Ay

�21':l a Y_y
j=(YOj)(I)

est holomorphe pour toute valeur finie de y. En eifet, on voit

d'abord, comme pour Qj(Y) et w'(y), qu'eUe l'est au voisinage

de aj. II suffit donc d'examiner ce qui se passe au voisinage de a.

Lorsque y tournc autour de ce point, (J) s'accroit de

.�>jUj(Y)'

Cet accroissement n'est autre chose que la periode de u par rap-
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port
au cycle

'(''" !.AjOj= !.(YOj)Oj.

Or dans Ha ce cycle represente
l'accroissement de

y quand y

decrit Ie contour forme par
la suite des lacet5 aaj. Ce contour est

deformable, sans traverser les points critiques, en un cercle de

grand rayon. Comme V 2 est en position generale par rapport a

l'infini, y
= 00 n' est pas

une valeur critique, et l'accroissement

correspondant de
y, qui

n'est autre que
la position de

y'
dans

une By quelconque,
est nul. La periode correspondante de l'inte-

grale
de premiere espece

u est done nulle, ce qui montre que (I)

est uniforme au voisinage
de a. On verifie de suite

que son pro-

duit par y
- a tend vers zero avec y

-
a, done enfin (I) est bien

holomorphe en a aussi.

Les integrales dans (I) tendent vers zero ql1and y devient infini.

Enfin Ie point a l'infini est pour w(y) un pole d'ordre r- I (n° 3).

C' en est done un de me me nature pour (I) qui est alors neeessai-

rement un polynome de degre
r- I, B(y). Nous avons par suite

pour
w (y) la representation

valable dans tout le plan, due a

Poincare,
a.

�

)..'

1

JO.(Y)
6>(Y) = -1......

yJ
dY + B(y).

2T.t a
-

Y

Corollaire. - Les periodes
de u par rapport aux 2q cycles

invariants sont des polynomes
de degre r - I. Pour r = 0, c'est-

a-dire pour
P d'ordre m - 3 en x, y, z, ces periodes sont nulles.

5. Cc qui precede permet
de montrer que

21ti.'¥(y) =
0AY),

OU 'f est la fonction du nO 3. En effet, soit
o�.

un cycle tel que

(OjO�)
= \. La periode correspondante, w(y), se conduit au voi-

sinage de aj comme

2G (�, Y) v'�2+ 2C. �+ D + 2 <}(y)

x log( � + �,+ 2 C. � + D) + une fonction holomorphe,

� Hant l'un des points
de branchement de la fonction z(x) qui

cOIncident pour y
=

aj. Or � annule Ie radical. De plus, au voisi-
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nage de aj,
� s

1 -

�(y) =(y-
aJ)2.Is

cs(y-ad

o

(co ;,;t:-0).

En elTet, puisque les axes sont arbitraires, Ie nouveau point dou ble

de
H"j

est un point ordinaire de la courbe simple d'intersection

de f�
= 0 avec notre surface; donc aj est un point

de branche-

ment ordinaire pour la fonction algebrique �(y), ce qui justifie

ce developpement.

On aura par suite

w(y) = w'(y) + <}(y) log(y-ai)'

w' etant holomorphe au point aj. En identifiant avec l'expression

de M. Picard, on obtient bien

2'1ti<Ji(y)= OJ(Y)'

On en conclut ['expression suivante pour u, valable au voi,�i-

nage de a j,

!J'(y)
u(x, y, z) = F(x, y) +zG(x, y) + � log[z + H(x, y)].21U

6. Tout ce que nOLIS venons de dire s'applique presque sans

changement a une integrale

j

P(X,y, z)
d

f�
x,

ou P est adjoint, d'ordre > m -
3, non seulement en x, y, z,

mais aus!li en x, z, de sorte
que l'integrale n'est plus de premiere

espcce. En particulier, les periodes ont la forme que nous avons

deja donnee. La seule dilTerence est qu'il peut y avoir m - I residus

a l'inlini, eux aLIssi polynomes en y. Elfectivement, dans la dis-

cussion, no us ne nous sommes servis nulle part de ce que l'inte-

grale est de premiere espece, mais uniquement de ce qu'elle est

finie it distance linie. Au lieu de At comme limite inferieure d'in-

tegration, on pourra prendre un point variable d'intersection de By

avec une courbe algebrique quelconque.

7. En se basant sur ce que nous venons de dire, on montre aise-
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ment (I) qu'il existe une. integrale de differentielles totales de

.seconde espece (c'est-a-dire
se conduisant partout comme une

fonction rationnelle), ii.periodes quelconques par rapport aux

cycles invariants. Pour Ie demontrer on n'a besoin de se servir

d'aucune propriete particuliere
de ces cycles. On en deduit ensuite

que s'il y a r cycles invariants, la surface possede r integrales dis-

tinctes de diffel'entielles totales de seconde espece, c' est.iI-dire

dont aucune combinaison lineaire n'est une fouction ratiol1nelle.

Si done on admet Ie theoreme du Ghapitre II, nO 13, et les pro-

prietes qu'on en tire pour
les cycles de C u , ou bien ici de

H,., on

en deduit que V 2 possede 2q integrales distinctes de seconde

espece. Mais, remarque fort interessante, la propriete ci-dessus

fournit une demonstration transcendante du tl1eoreme
topologique.

Supposons en eifet que

"'(tV
�Aj/)J

soit un cycle invariant. II existe une integrale de differentielles

totales de seconde espece J a periode + I
par rapport a

y. D'un

autre cc}te, J etant de seconde espece, sa periode par rapport ii.OJ

ne
change pas quand on deforme ce cycle d'une maniere

quel-

conque dans B,., en m�me temps que y varie. Or, de cette

maniere, on peut reduire OJ a un point ordinaire de la surface, Ie

nouveau point double de
H/lj'

La periode correspondante de J doit

done �tre nulle, aussi bien
que celIe relative Ii

y, contradiction

evidente
qui Hablit Ie theoreme.

II. - Les courbes algebriquea et leurs sommes abelieones.

8. Formules de Poincare. - Donnons-nous (nous avons vu

qu'il est possible de Ie faire) p integrales distinctes de premiere

espece, telles que u consideree plus haut, soit

f

Pk(X, y, z)
dUk =

f�
x ( h = I, 2, "" p),

ou Ph sera maintenant suppose d'ordre m - 3 + qlt..

(') PICARD et SIMART, vol. I, p. 100.
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So it Dune courbe algebrique quelconque, coupant Hy aux

points m., m2, ..., my. D'ailleurs ces points
n'ont pas

besoin de

comprendre la totalite du groupe DHy,
comme no us designerons

dorenavant l'ellsemble des points d'intersection des deux courbes.

On ponrrait en fait se limiter Ii l'ensemble des points
variables y

compris seulement quelques-uns des points
fixes. L'essentiel pour

la suite, c'est d'avoir sur Hy un groupe
de points

determines

rationnellement dans leur ensemble, en fonction de :r. Ces points

fixes, remarquons-Ie de suite, ne peuvent
etre que

les points Ai,

pris
chacun un certain nombre de fois. Ainsi pour

D =
H,.,

on

sera amene Ii considerer comme groupe particulier
de points mot,

un quelconque
des Ai.

Ceci etant pose, on peut appliquer sans la moindre modification,

aux sommes abeliennes

v

1

m1

I',,(y) = It
dUll,

1 A.

Ie raisonnement du nO 4, relatif au comportement
des periodes.

On

obtient ainsi les formules de Poincare, fondamentales pour ce

qui
va suivre,

(2) �

A '

j

aiO .(Y)
rh(Y) = i ---L.

;J
dY + Rh(Y),

2'TCl"
-

Y
.

OU Ohj est la periode de u par rapport a OJ et B" est un polynome

de degre q h
- I. Quant aux A, us ont ici Ie sens sui vant : Lorsque y

tourne autour de aj les chemins d'integration At mk sont ramenes

a des positions nouvelles; leur variation totale est un multiple de OJ.

Ell comparant avec I'accroissement )-jOhj(Y)
de Vh(Y) dans les

memes conditions, on voit de suite que
ceUe variation est precise-

menl AjOj.

Soit M3 la
multiplicile engelldree par les chemins AI mk quandy

varie. L'ex'amen de ses frontieres donne

M3 D-
IAj.1j-(H

a );

on en tIre

(.3) D",
�Aj�j+

(Ha),
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homoJogie qui indique clairement la relation entre les entiel's A et

la courhe D.

Hne consequence
immediate de (3) est

(Chap. III, nO to),

�}j1Jj
'" o.

Les periodes correspondantes des u doivent etre nuHes, (\'011

:�)'jP.hj()')
= 0 (h=l, 2, ...,p).

Comme nous Ie verrons plus loin (nO f5), ces I'elations expriment

simplement que les v ne dependent pas de a.

9. Discussion relative aux points a I'infini. - Tout ce qui pre-
cede s'applique a leurs sommes abeliennes, commc nails l'avons

deja remarque.
Us donnent cependant lieu a

quelques ohservations

speciales, interessantes.

Tout d'ahord, si Ie groupe de points mk. se reduit it nne SOmme

de multiples des Ai, il faudra, dans
l'homologie (3), remplacer D

par zero. D'ailleurs, reciproquement, supposons que, dans
(3), il

faille rem placer
D par zero. II

y aura alors lIne

Ma'3
�Ajt.j+(Ha)

'" o.

Nous avons yO (Chap. III, nO it) qll'alors Ma est Ie lieu d'une

ligne
m

y +
�i liAIAi,

2

ou
y est un cycle lineaire convenable de Hy- Les), correspondront

done allx sommcs abeliennes

done it

m
A'

�'h(Y)=
1

dUh+
�iliJ

'dllh ,
y 2 At

IIAt+ 12 A 2+.. .+lmAm,

ou t I est un entier
quelconque.
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Je dis que les sommes abeliennes relatives t\

tlA I+ t1A 2+... + ImAm,

ou l'lIn au moins des t d'indice > I n'est pas nul, ne peuvent etre

egales it des periodes.
En elfet, nous avons fait correspondre it

Ai( i > I) un cycle nul, frontiere dulieu de la ligne At Ai,

r� =
�Aj

.ij + « Ha)+ E�
-

E�.

lei «Ha)), d'apres nos conventions pal,tie de Ha sans points At,

est simplement une partie finie de la courbe. Quant aux E;, ce sont

des cellules contenant les Ai et que nous ne pouvons plus qualifier

comme tres petites. Pour preciser on prendra cette fois les m cel-

lules de Ha representant l'ensemble des points dont l'x est exte-

rieur a un cercle de grand rayon. On aura ainsi

m

(4 ) H,.=«H,,»+
�i

E�.

I

Aux pel'iodes correspond un cycle itdeux dimensions nul,

r!=
�AjAj+«Ha))'

Si notre affil'll1ation n'est pas correcte, les entiers ), relatifs a un

certain cycle

r2+�tir�

doivent tous etre nuls. Ce cycle devra done se I'eduire it

m

i(H,,» +
�i

ti(E�-En;

2

pal' suite, il devra etre un multiple
de Ha. En comparant avec (4),

Oil en deduit

i2= 13="'= tm =- (i l+ 12+",+ im ) = i,

d'ou mt = 0, t = 0 = li, cc qui demontre notre affirmation.
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III. - Conditions d'existence des courbes algebriques.

10. Les expressions (2) etant donneei, leur correspond-it

une courbe atgebrique? Ou, si ran prefere, peuvent-elles servir

it determiner rationnellement un groupe unique de points sur By?

Nous allons chercher iI.determiner rationnellement sur B). un

groupe de p points mk( x/;.,y, Zk), tels que

P mk ),.-

f

fljQ� -(Y)
�k

l
dUI.="'\:"-.----L; y'J dY+Bh(X)

� �21tl-Y
1 At

(5) (h= 1,'2,...,p).

La discussion va nous fournir des conditions suffisantes pour

l'existence d'une solution de ce type special. II se trouvera que ees

conditions sont necessaires paUl' l'existence d'une solution quel-

conque, qu'elle
soit de type special ou non. La question proposee

se trouvera ainsi completement
resolue.

H. Et d'abord, pour Yo finie, donnee, il ne peut etre question

de determiner un groupe
de points sur By" it partir des sommes

abeliennes �h(YO)' que
si les polynomes Ph(X, Yo, z) sont lineai-

rement independants (theoreme d'inversion). S'ils ne Ie sont pas,

c'est qu'il y a des cons tanles Ch, telles que

(6) �>h
P/I(x, y, z) = (y- YO)5 P( x, y, z).

Parmi les polynomes qui figurent it gauche, c'est-it-dire dont Ie

coefficient c n'est pas nul, soit P k celui de degre maximum.

P(x, y, z) est adjoint
d'ordre Tn - 3 en x, z, de degre total

inferieur it celui de p/(. Rempla�ons P k par P, puis continuons

de meme tant qu'il
reste des valeurs Yo. Ce proeede a certainement

un terme, car chaque
fois qu'on l'applique, on abaisse Ie degrc

d'un des polynomcs. Finalement, on en aura done p qui ne satis-

feront itaucune relation (6) pour y finie. Nous supposerons qu'ils

correspondent precisement
aux integrales Uh. Parmi ces poly-

nomes, il y en aura q', soient P J.,P 2, ..., P q, de degre total >m-3,

les autres etant de degre � m - 3. Pour ces derniers, il faudl'a

dans (5) remplacer
les polynomes Bh par zero. NOlls verrons
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d'ailleurs plus loin que q'
=

q, et que, de plus, les P d'indices �q'

sont de degre total m - 2.

12. Le determinant fonctionnel des equations (5) par rapport

aux Xk (on suppose les Zk fonctions connues des Xot) est egal a

I
PhCXh,Y,

Zk)

j

.

f"t
(7)

Lorsque y est arbitraire, les equations (5) peuvent �tre resolues

par rapport aux points mot, et si pour une solution Ie determinant

s'annule, il y en aura une infinite. Soit p'le rang du determinant.

On sait
qu'

on pourra alors se donner p
-

p' des points mk (no us

les ferons coi'ncider avec A.) et en deduire les autres itl'aide de p'

des equations (5) convenablement choisies. Tout reviendra alors

it discuter un systeme de moins de p equations, mais a part eela,

rien ne sera change. Nous supposerolls donc que pour y arbitraire,

la solution fournie par les equations (5) est unique et nons allons

en discuter la nature.

13. II est clair d'abord que toute fonction rationnelle et syme-

trique des coordonnees des mk, R(xt, X2, ..., xp; Z., Z2, ..., zp)

est une fonction uniforme de y dans tout Ie plan. Pour que les mlr.

engendrent une courbe algebrique, it faut et it sumt que R soit

meromorphe pour toute valeur ftnie ou infinie de y. Elle ne

peut cesser de l'�tre que pour y voisin des points critiques, du

point a, de l'infini, ou en fin des valeurs pour lesquelles
Ie deter-

minant (7) s'annule. NOlls allons examiner ces diverses circons-

tances en commen(,;ant par la derniere.

10 Pour y
=

Yo, non critique, la solution de ( 5) fait evanouir Ie

determinant (7)'
- Au

voisinage de Yo, les equations (5) sont de

la forme

FCxI,z!, ...,xp,zp;y)=o,

les F etant holomorphes en leurs variables. Les solutions de ces

equations
sont donc des fonctions algebroi'des de y au voisinage

de Yo, ou, plus precisement, une qnelconque des coordonnees XIr.,

Zir.est racine d'une equation

Xr+ Ct(y).X1'-I+.. .+crCy)
= 0,
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a coefficients holomorphes au voisinage de Yo' La fonction syme-

trique Rest donc certainement meromoJ'phe au point Yo.

14. 2 0 Comportement aux points critiques.
-

Soustrayons des

seconds membres des equations (5) les periodes par rapport au

cycle )../oj, oj
etant touj ours Ie cycle tel que (o�.

i)j )
= I, et doni

la propriete essentielle est de s'accroitre de OJ quand y tourne

autour de aj. Les seconds membres sont alors holomorphes au

voisinage de aj, sans que cependant les solutions x", z" en soienl

changees pour cela. II
s'agit de montrer que, queUe que soit la dis-

tribution des points m", pour (y
-

aj) suffisamment petit, les

solutions des equations ( 5) restent algebroldes au voisinage de aj.

Supposons ici encore
que Ie nouveau point double de Ha

j
est

(0, aj, 0). IIn'y a de doute que
si pour certains des m", soient

mJ, m2, ..., mS, les x", z" sont suffisamment petits. En se repol'-

tant a ce que nous avons dit sur Ie comportement des u au voisi-

nagede ail on voit que Ie systeme (5) peut etre remplace pal' un

autre dont une quelconque des equations aura la forme

I

I

'.
1 [ H( )]

«f>(x,.Xt,...,xp;Z"Zt.....z,,;,y)K og '<:k+ Xit, Y = ....
(

,
....Y )

t
J

00 OJ est une quelconque des Ohio et cP est holomorphe en ses

vaJ'iables quand les
quantites Ix" I, Iz" I, Iy

-
aj I sonl suffisam-

ment petites.

Au pis aller, p
- I des u tendent vel's des integrales de premiere

espece de Ha j quandy tend vel's aj et une au moins deviendra de

troisicme espece. Le nouveau point double est it langentes dis-

tinctes, donc it compte comme deux points distincts de Ha.: ces
J

deux points serontles seuls points logarithmiques de I'integrale de

troisieme espece nouvelle, les periodes logarithmiques correspon-

dantes etant -I-
o.j(aj). Par suite, OJ(aj) � o. Donc en rempla-

{fanl au besoin les it par des combinaisons lincaires convenables,

on pourra s'arranger pour que o.hj(aj) � 0 que! que so it h. Les

fOnClions

«f>
=\V

Ojly)

se conduiront alors comme tI>dans les memes conditions que plus
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haul. Les equations (5) seront done equivalentes it un systeme

d'equations de type
,

H[Zk+ H(Xk, y)] = e\jl',

I

dont les solutions sont bien algebro'ides dans la region consideree.

15. 3° Comportementaupoint a. - II seracertainement Ii.souhait

si les seconds membres des equations (5) sont independants de a.

En ecrivant que leurs derivees par rapport it a sont nulles, on

trouve

(8)
Ii Aj{!j(a)

= 0 (h=I,2,...,p),

Ceci indique que la pel.jode de toute integrale de premiere espece

de Ha par rapport au cycle

�A+
� J J

doit etre nulle, done il forme frontiere, soit

(9)
-

(Ha) =
I

Aj 8j,

et, par suite,

r2rvI�'jt:.j+(Ha)

est un cycle it deux dimensions. Ces condition'S, suffisantes pour

Ie comportement desire au point a, sonl aussi necessaires (nO 8).

Elles expriment simplement que les entiers ). determinent un cer-

tain cycle a deux dimensions.

16, 4° Comportement a l'infini. -
AppIiqllons de nouveau Ia

tr:msformation hOlllographique dll n° 3. Une queiconque des

(-'Iuations (5) deviendra (Ie sens des Iettres accentuees est evident)

I' (
' I

)X , Z '"

�
'"'

r

. k k pi (X Y Z )
k h , ,

d "
F '

,I;
.....'--A' /[.,
1 I

.

�

Aj

r

Gi{!hj(Y)
dY

. -
IB

(

I

)
= Y gk -0 . + y gh h,

21tt�. Yy -I Y
(h=I, 2, .,.,p).
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Lorsque q,.� 0 Ie second memhre est holomorphe
au point y'

= o.

Soit q,. < o. Le polynome B,. disparait alors, et il faut tl'ouver les

conditions sous
lesquelles

Ie second membre reste holomoI'phe.

Nous pouvons supposer a::;;6.0, de sorte que, pour
un choix conve-

nable des chemins aaj, IY I
sera toujours superieur

ii une cel'-

taine limite. Le coefficient de y'q}, est developpable
en serie entiere

en y'. Pour que Ie second membre soit holomorphe,
il faut et il

suffit que les -
q4 premiers termes de cette serie s'annulent. Ceci

fournit les relations

(10)

a'

�Aj
1

lYSQhJ(V)dY = 0 (s=o, 1,2,..., -qh- I).

Le polynomeySp,.(x,y,Z), (s<-q,.) est adjoint
d'ordre

m-3+q,.+s
<
m-4, done

(II)
f 1 ysPhj�y,Z)

dXdy

est de premiere espece. Je dis que (10) est sa pe,'iode par rapport

au cycle
- r 2' En eiTet,

111

r 2/'V
I

Ajllj+«Ha) +
1>IE�.
I

Or d'abord

11 j

aj

,;1.=- a
Y"O/,j(Y)dY.

J

Ensuite, en tous les poiIlts de (Ha)) l'integrale
sous forme (I I),

ou bien sous la forme
equivalente

f1

ysPhl.r,y; z)
d d

f'x
y �,

a son coefficient difTerentiel fini, avec dy
= o. Done

.r iuan

= o.

Enfin, transformons homographiquement V 2 de maniere que g�

devienne une petite cellule E�, situee a distance finie dans la sec-
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tion par Ie plan y = o. On aura

J 1J

=
f J:,

= 0,
, 2

l'integrale etendue a E� etant la transformee de (I I).

On en conclut que la periode de l'integrale (I I) par rapport

a - r 2 est egale. a la valeur de l'integrale etendue a

:!,
Ai Ai>

c'est-a-dire itl'expression (JO), comme nous l'avions affirme.

D'ail1eurs soient

(12 )
f J

Q(X

j [,

20)
dxdy

une integrale doqble quelconque de premiere espece,

J

Q(X,y, z)
d

j�
x

l'integrale abelienne correspondante attachee a Hy, OJ la periode

de (13) relative a OJ. Supposons que lesvderivent, it la maniere du

paragraphe II, d'une courbe algebrique absolument quelconque D.

On aura alors

(13)

{

(XA."I)
Q( )

,

f

ain
(Y)�k X,!,

Z
dx= �j Ai,

" i
dY,

� . A fz � 2'U Y -
Y, a

et, en appliquant la meme transformation homographique que

plus haut, on trouve aisement que

a'
�

�

. Aj

1

J
(lj(Y) dY/ J ,
Y

'
Y 21t1 a Y-I

doit Ptre
holomorphique au point y'

= 0, et que par suite

a'

'''2:,/Aj1

J

Qj(Y) dY = 0,

e'est-a-di re que la peri ode de l'integrale arbitraire de premiere

espece (12) pal' rapport a r 2 doit etre nulle. Com me conclusion de

toute cette discussion, nous sommes done en mesure d'enoncer Ie

t.heoreme d'existence suivant :
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THtOREME D'EXISTENCE. - Pour que les fonctions v soient le.�

sommes abeliennes d'une cOllrbe algebrique D, it faut el il

suffit que les A appartiennent a un cycle f 2 et que, de plus,

les periodes des integrales doubles de premiere espece par rap-

port
a f 2 soient nulles. Le cycle f 2 t"V D.

Remarque.
- Aucune condition particuliere n'est imposee

aux

polynomes B", donc leurs coefficients sont arbitraires. D'une

fa<;on plus precise, si a un systeme de valeurs de ces coefficients

correspond une courbe
algebl'ique,

il en correspondra une aussi a

tout autre.

t7. II est particuliel'ement interessant, eu egard a leur impor-

tance, de retrouver les conditions du nO 16, en se meHant sous un

point de vue un pen different.

S'il cOl'fespond aux I' line courbe algebrique D, on devra avoil'

(nO 8)

D rv
� AjAJ+ (H...).

Dans certains casexceptionneJs, il faudra mettre D = 0, mais alors

la periode de (12) par rapport au cycle au second membre est

nulle, et la condition consideree est bien satisfaite.

Dans Ie cas general, soit l'(x, y)
= 0 la projection de D. Isolons

sur D des cellules entourant les points OU 9�= 0, et soit (D) la

partie restante. En effectuant s'ille faut une transformation homo-

graphique convenable, on
pourra s'arranger pour que

D -
(D)

soit une multiplicite finie, tres petite, ne comprenant aucun des

nouveaux points doubles des Ha. Alors soit sous la forme (12),J

soit sous la forme equivalente

J 1 Q(j{'

z)
dydz,

J'integrale aura son element differentiel fini en tous les points

de D -
(D), et par suite

f 1-<DI

est aussi petite que l'on veut en valeur absolue. D'ailleurs

11
=

( 1
Q(x; .�.

z)
d'fdy

= o.

(D) �
(D) fz 'Px
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Done la, periode par rapport
a D, aussi petite que l'on veut, est

necessairement nulle. Ceci revient a verifier les conditions du nO f 6.

IV. -
Integrales de dift'erentielles totales

de premiere espece.

18. Supposons que les v" satisfassent aux conditions d'exis-

tence. Il en sera encore ainsi quand les coefficients des B" varient,

coefficients que nous designerons dans un ordre quelconque

par ;J1 ;2, ..., eg.. Le rang du determinant fonctionnel (7) du

nO 12, qui varie de fac;on continue avec les ;, aura une valeur

fixe p'�p, quand ces; ont des valeurs arbitraires, et aux v" cor-

respondra alors une courbe algebrique D, coupant H.r en p' points

variables, dont les fonctions sont les sommes abeliennes.

D'un autre cOte, a D correspond tout system6 de valeurs des e,

obtenu en ajoutant au precedent
un systeme de coefficients appar-

tenant it des peri odes polynomes
en y. Or, il n'y a que 2 q periodes

distinctes de cette nature, les periodes relatives aux cycles inva-

riants (n° 4, corollaire). Considerons avec Poincare, dont nous

suivons ici Ie raisonnement, les e comme des coordonnees carte-

siennes de point d'un Sq' complexe. Cet espace, it 2 q" dimensions

reelles, pourra etre subdivise en prismes congruents, chacun

limite par 4q hyperplans paralleles
et contenant un point unique

relatif it D. Mais it toute D correspond un systeme de ; finis.

Donc nos prismes doivent etre finis, ce qui exige q"
=

q.

Puisqu'il y a exactement q' integrales u aux polynomes B non

nuls, la scrie de points decoupee par les D sur une fly fixe quel-

conque, soit H
y" depend de q/ parametres arbitraires, les valeurs

desquantites v.(yo), 1J2(YO), ..., vq(Yo). Ces quantites sont bien

arbitraires, puisque les termes constants des polYllomes B,,(y) Ie

sont. Le raisonnement que
nous venons d'appliquer plus haut

a D
s'applique it la serie de points, d'ou cettc fois q

=
q', et

fi
' "

en III q
=

q
=

q.

Ainsi Ie nombre de coefficients variables, dans les polynomes Bh

non identiquement nuls, est egal au nombrc meme de ces poly-

nomes. D'ou, resultat d'une importance capitale, ces polynomes

se reduisent to us Ii des constanles, et leur nombre est egal Ii q.

Comme corollaire, il y a tout juste q polynomes P,,(x, y, z)
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d'ordre m - 2 et les autres sont d'ordre m -
3, au plus,

resultat fort interessant, do it M. Picard. Sons une autre forme, on

peut dire que toute integrale de premiere espece de Hy depend

lineairement de celles du type

J

P(X,)', z)
d

f�
x,

ou P est adjoint it V 2, d'ordre m - 3 en x, z et m - 2 en x, y, z.

19. Les fonctions symetriques
des coordonnees des points

variables du
groupe DRy.

sont des fonctions 2 q-uplement perio-

diques de VI (yo), 1'2(YO), ..., I'q(Yo), c'est-it-dire, grace
it

Ph(Yo) = � Aj,
f

"i

�hj(Y

)
dY + eh

�21tl
II -Yo

(It� q ),

des fonctions 2 q-uplement periodiques des ;. Ces fonctions sont

attachees Ii.la m�me matrice aux periodes que les u. Puisque dans

les expressions ci-dessus les A sont fixes, les senles periodes effec-

tives des fonctions en question sont independantes de Yo j ce sont

donc des periodes par rapport aux cycles invariants, celles pal'

rapport aux 0 Clant au contraire toutes nulles. Ainsi La matrice

aux periodes de UI, U2, . . ., u q par rapport a 2 q cycles inva-

riants distincts est aussi celie d'un systeme de fonctions

2 q-uplemenl periodiques de q variables.

En vertu d'un resuhat fondamental de la theorie de ces fonc-

tions (Poincare, Picard, Scorza) (I), on peut alors se donner

q integrales de premiere espece u�(Yo), 011 bien, en rempla<;ant Yo

par Y, u�(y) (h
= 1,2, ..., q), Ii. periodes, nulles par rapport

aux 0, egales Ii.celles, constantes, des u de m�me indice par rapport

aux cycles invariants. Pour les u q+/(, ce sont, au contraire, lcs

periodes par rapport aux cycles invariants
qui sont nulles. Donc

u/" U
'
2, . '"

u�,
U qH , ..., up sont lineairement independantes.

Soit

p

U/.=!k Chk(Y) Uk

1

(h=I,2, .,..q).

(1) Voir Ie Memoire de M. Scorza dans les Rendic. del Circolo Mat. di Palermo

de 1916,
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Les Chk devront satisfaire au systeme

(14)

P

�k
Chk(Y) Qkj( y) = 0

t

(j=I,2, ..., ny,

et en outre, pour h fixe, it 2q equations lineaires, exprimant que

les periodes des at par rapport aux cycles invariants sont cons-

tantes. Quand y decrit un chernin ferme quelconque, toute equa-

tion (14) est, au pis aller, remplacee par une somme de plusieurs

autres; par suite, les c sont uniformes. Mais on peut preciser

davantage.

Soient d'abord YI, Y2' ..., Yp
les p premieres retrosections d'une

courbe de genre p. Le determinant des periodes correspondantes

de p integrales de premiere espece lineairement independantes

n'est pas nul, car par exemple pour les integrales normales il est

+ I. Ajoutons aux Y
un

petit circuit entourant un point A de la

courbe et aux integrales une de troisieme espece avec A pour point

logarithmique : cela reste toujours vrai. On peut meme rem placer

les p + I integrales par autant de combinaisons lineaires distinctes

sans rien changer.

Prenons Hy pour courbe avec
YI

=
oj, choix possible itcause du

type de OJ. La premiere situation ci-dessus se presente pour y non

critique et les integrales u, la seconde pour y =
aj et les memes

integl'ales, avec toutefois p
- I au lieu de p. Done Ie determinant

e(y) des periodes relatives aux
Y

est � 0 pour y non critique et

aussi pour y
= aj. Exprimons maintenant que les periodes de a�

relativement aux
Y
sont constantes. Il en resulte pour les p fonc-

tions Chk autant d'equations lineaires itseconds membres constants,

avec e(y) pour determinant des coefficients des inconnues; Par

consequent, ces fonctions sont finies pour y finie, non critique,

ainsi que pour y
=

aj, donc enfin pour toute valeur finie de y

sans exception. 11 suffit d't;cl'ire les solutions pour voir que Chi< se

conduit comme un polynome de.degre un
lorsque k> q, comme

une constante autrement. C'est done un polynome de degre un

dans Ie premier cas, une constante dans Ie second.

Conclusion immediate de cette discussion: les u' sont de rneme

type que
les q premieres u. D'ailleurs elles sontde premiere espece

pour toute Hy, y compris la courbe it l'infini. Pour eette derniere,
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c' est l'affaire d'une transformation homographique con venable.

Quant aux Ha j
cela resulte de suite de ce que les periodes par rap-

port aux 0 sont nulles, de sorte que quand y tend vers a j les u' n'ac-

quierent pas de singularites logarithmiques. Pre nons plus specia-

Iement

J

(z..)

u�= du".
AI

Celte fonction est definie en chaque point de V 2, du moins a des

pcriodes pal' rapport aux cycles lineaires de la surface pres.
En

tant que fonction de point sur V 2, u� est holomorphe partout et

ses derivees partielles par rapport a x ou y sont uniformes, sans

singularites essentielIes, done rationnelles. Par suite u� est une

integrale de diJlerentielies totales de premiere espece de V 2'

d'ou, avec Poincare, ce theoreine capital en Geometrie algebrique,

da itMM. Castelnuovo, Enriques et Severi :

Le nombre d'integrales de diflerentielles totales de pre-

miere espece lineairement independantes est egal a l'irregu-

larite q.

20. Dorenavant nous prendrons, pour nos q premieres inte-

grales u, les integrales de differentielles totales de ]a surface. Les

sommes abeliennes auront a]ors la forme

I'h(Y) = Eh (h=l, 2, ..., q);

( )
_

I

Aj

j

OjQq+k.j(Y) dY
.

"q+k Y - �
Y210

II
-

Y
(k = I, 2, ..., p

-
q).

V. -
Systemeslineaires et systemes continus

de courbes algebriques.

21. Deux courbes algebriques, C, D, aux memes sommes

abeliennes sont contenues totalement dans un meme systeme

lineaire.

Poincare, a qui ce theoreme est dIi, impose aux courbes Ia con-

dition d'avoir m�me ordre. Celte restriction est inutile, comme

nous allons Ie voir.
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Soient 'I,'I'les ordres de C, D avec 'Y� v'. II existe nne fonction

ralionneUe R(x, z), auachee a Hyo ayant pour zeros les points

de CH. r et pour poles ceux de DHy plus Ie point At compte

'Y- 'I'fois. R(x, z) peut etre determinee par des operations alge-

briques par rapport a y, donc eUe sera algebrique en y. Comme

eUe est unique pour .r donnee, eUe en sera fonction rationnelle

aussi. DenoLons-la alors par R(x, y, z). En tant que fonction

ration neUe attachee a V 2, eUe aura com me courbe de zeros C et

peut-etre certaines courbes
H" soient H", Hr" ..., Hy;.

De meme,

outre D, elle aura comme courbes d'infini Hi1' Hy�, .." Hy�.
Je

dis d'abord que
t = t/. En effet,

R (x Z ) =
A( x, y, z)

,y,
B(x,y,z)

(A, B polynomes).

Le faisceau lineaire decoupe sur V 2 par les surfaces A + k B = 0

contient com me courbes lotales les courbes

c+
�HYr'

D+
!Hy�;

donc leurs sommes abeliennes sont les memes. Par suite, celles

pour (t
- t')Hy, c'est-a-dire en definitive pour

(t -
t/) (AI+AI+"'+ Am),

sont egales a des periodes, ce qui entraine bien t = t' (nO 9). La

fonction rationneUe

R(x, y, z).
(y

-
y'1)' ..(y-.ft.)

(y-ytJ...(y-ye)

aura C comme seule courbe de zero, et D comme seule courbe

d'infini. Ces deux courbes sont done bien contenues dans un meme

systeme lineaire.

COROLLAIRE (Severi).
- Pour que C, D soien t contenues tota-

lement dans un meme systeme linea ire, it Jaut et it suJfit

qu'elles decoupent sur une Hy generique des groupes de points

appartenant a une meme serie tineaire.

En effet, si C, D sont dans un meme systeme lineaire, eUes ont

memes sommes abeliennes. Pour y fixe, ces sommes appartiennent
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aussi aux deux
groupes de points decoupes

sur Hy. D'apres l'in-

versedu theoreme d'Abel ces deux groupes de points appartiennent

bien a une meme serie lineaire. D'un autre cole, qmmd cette con-

dition est remplie les sommes abeliennes sont les memes; d'apres

ce qui precede, les deux courbes apparliennent bien alors a un

me me systeme lineaire.

22. Reprenons la courbe D du nO is; soit ID lIe systeme com-

piet (systeme Ie plus ample), d'ailleurs unique, qu'elle determine.

Quand les � varient, rDie ngendre un systeme I, ooq, de systemes

lineaires de courbes de meme ordre que
D : Je dis

que.!,
est

complet en tant
qu'ensemble de systemes lineaires. En effet, soient

,

.!,
un systeme semblable Ie contenant, ID'I un de ses systemes

lineaires. Les sommes abeliennes de ID/I ne different de celles

de 1D I que par les valeurs des �. Co mme il'y a un systeme 1
D

I,

relatif a tout systeme de valeurs des �, il Y en a un aux memes

sommes abeliennes que ID'I,
donc cOlncidant avec lui, puisqu'ils

sont tous deux
complets. Par suite,

.!,
contient bien ID11 et

/

enhn
�

.

La courbe particuliere D du nO 18, donc aussi ID I, pellt etre

determinee par un certain nombre de parametres, fonctions

2q-uplement periodiques des q variables �. Jl en resulte (voir

plus loin, Chap. VI, nOS 11 et 12), que.!,
en tant qu'ensemble de

systemes lineaires constitue une variete algebrique. Cette variHe,

en fait abelienne, est en general designee sous Ie nom de variite

de Picard de la surface. On conclut de ceci que �
en tant

qu'ensemble de courbes constitue aussi une varihe alge-

brique.

Remarque.
- Le systeme �,

irreductible en tant qu'ensemble

de systemes lineaires, ne Fest pas necessairement en tant
qu'en-

semble de courbes. Toutefois, entre deux composantes irreduc-

tibles, on peut toujours en intercaler plusieurs autres, telles que
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chacnne ait au moms une combe en commun avec celles qui la

comprennent (I ).

23. Un systeme complet IDine decoupe pas necessairement,

sur une courbe algebrique quelconque C, une serie lineaire com-

plete. On appelle de/aut de la serie, l'exces, sur sa dimension, de

celie de la serie complete qui la contient.

Rappelons que, par serie canonique d'nne courbe plane

d' ordre m, on entend celIe decoupee par ses adjointes d'ordre m-3.

Pour une courhe gauche, on la definit en s'en rapportant a une

projection plane. Les courbes de V 2, qui decoupent sur toute D

des groupes canoniques, appartiennent a un meme systeme

lineaire ID'I, dit adjoint a I
D

I.
Pour

IHI
cela resulte du corolla ire

<iu nO 21 et se demontrerait de meme pour tout ID I,
00 1 au moins,

tel que (D2) > o.

Le systeme I
D'

I dicoupe sur Dune serie de de/aut q. La

demonstration qui suit pour I H'I s'etend au cas general. La serie

canonique complete est decoupee sur Hy par les surfaces

p

.�>
ChPh (x, y, z) = o.

1

Toutefois, si les c d'indice -;;.q,coefficients des polynomes d'ordre

total m -
2, ne sont pas nuls, les groupes decoupes ne sont pas

des groupes canoniques, mais bien de teis groupes augmentes des

m points a l'infini. Seuls les polynomes P 'H1r et leurs combinaisons

lineaires dccoupent bien les groupes canoniques.
La dimension de

la serie incomplete correspondante est p
- 1- q, ce qui donne

bien q com me decant.

24. En resume, nous avons trouve pour l'irregularite q les pro-

prietes suivantes :

1° R l= 2q.

2° II y a q integrales distinctes de differentielles totales de pre-

miere et 2q de seconde espece.

( I) Vail' II ce sujet un Memoire de M, Albanese dans les Annali di Mat.

de 19,5.
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3
0

Les systemes complets de courbes, suftlsamment generaux,

sont
composes d'ocq systemes lineaires formant un ensemble irre-

ductible.

4° Le defaut de la serie decoupee sur une courbe d'un systeme

lineaire
ID I, oct au moins, de degre (D2) > 0, par

Ie systeme

adj oint est egal a q.

Plusieurs de ces enonces peuvent etre precises davantage, mais

nous ne nous y arreterons pas ici (l).

25. Surfaces reguliilres.
- On appelle ainsi les surfaces pour

lesquelles q
= o. Elles jouissent de proprietes particulierement

simples, consequences de ce que nous venons de dire. Conten-

tons-nous de relever celle-ci: Sur une surface reguliere,
tout

systeme complet est lineaire, donc en particulier irreductible.

VI. -
Equivalence des courbes d'apres M. Severi (S)

Identit� avec leur homologie en tant que cycles.

26. On dit que deux courbes algebriques C, D sont equiva-

lentes et I'on ecrit C = D, s'il en existe une troisieme E, telle

que C + E, D + E appartiennent a un meme ensemble irreduc-

tible de systemes lineaires. Nous entendrons par systeme continu

complet \ C Il'ensemble des courbes equivalentes a C.

Remarque.
- Si C, D appartiennent deja it un ensemble irre-

ductible de systemes lineaires, on aura simplement E = o.

Les sommes abeliennes relatives aux courbes de Ie! (il s'agit

de celles pour Ie groupe total CH y ) ne different que par les e et

non par les entiers )" Bien entendu, on se permet toujours de

negligeI' des periodes. II en est ainsi pour C + E et D + E, done

aussi pour C et D.

(') Pour des renseignements plus complets, notamment sur la bibliographie,

voir la Note de MM. Castelnuovo et Enriques a la fin du Traite de MM. Picard et

Simart.

('J Voir SEVERI, Math. Ann., '906, oit cette notion est introduite pour la pre-

miere fois SOltSune forme a peu pres equivalente a la nMre. Voir aussi 1a discus-

sion de M. Albanese dans les Annali di Mat. de 'g15.
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27. THEOREME FONDAMENTAL. - Deux courbes equilJalentes

sont homologues en lant que cycles, et reciproquement.

Comme l'homologie C t"V D ne depend en rien de E, on voit que

cette courbe auxiliaire disparait finalement de la discussion.

Le theoreme direct .est immediat. Les courbes d'un meme sys-

teme lineaire sont homologues; quand ce systeme varie ses

courbes restent homologues it elles-memes. Done de C = D on

tire C+ErvD+E, d'ou CrvD.

La reciproque
est moins facile. Soit donc C rv D, et donnons-

nous une cOllI'be K telle que I K I soit compose d'ooq systemes

lineaires. Les courhes C' = C + K et Df = D+K ont eUes-memes

cette propriete puisque, par exemple, la courbe de J C + K I com-

posee de C et de K decrit, en meme temps que cette derniere,

ooq systemes lineaires distincts. On Ie voit de suite en s'en rappor-

tant, par exemple, aux sommes abeliennes.

Soit done

C' tv
I

A} A} + (HaL

D' tv
I AjA) + (HaL

les A, ).' etant les entiers relatifs aux sommes abeliennes de C'

et D'. Comme C'rv D', les entiers Aj- Aj correspondent aux

sommes abeliennes d'un groupe de points llA 1+t 2A 2 +.. .+tmAm.

Les sommes abeliennes d'une courbe quelconque C" de I CI ne dif-

ferent de celles de D' + l IAI +. . .+ tm Am que par les valeurs

des ;. Comme IC'I contient ooq systemes lineaires, on peut choisir

C'/ de telle maniere que les deux systemes de sommes abeliennes

cOincident. Le raisonnement du nO 21 montre alors
qu'il existe un

faisceau lineaire dont une courbe totale est C', et une autre, D/,

associee a une certaine courhe D�. De

C" rv Dr -+- Dj" C
rr

C
/

D
'� � r..J ,

on tire D 1
rv o. Done 0'1 n'existe pas (Chap. II, nO 6, coroUaire);

D' appartient par suite a 101, done enfin it I Gj. Toutes les con-

ditions pOll
I'l'equivalence de C et D sont bien remplies et notre

theoreme est demontre.
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28. Operations sur les courbes. Courbes etfectives ou vir.

tuelles. - Nous savons ce que l'on en tend par la somme de deux

courbes C, D. Que do it-on entendre par leur difference C - D?

5'il existe une courbe E telle que D + E = C, il n'y a pas a

hesiter, E sera cette difference. 5i E n'existe pas, nous convien-

drons cependant, avec M. 5everi, de considerer Ie symbole (C
-

D)

comme definissant une certaine courbe dite alors virtuelle, par

opposition aux courbes ordinaires ou e.ffectives. Les courbes vir-

tuelles individualisent un sysH�me de sommes abeliennes et un

cycle
f 2 . Que (C-D) so it virtuelle ou effective, E+(C- D),

quand elle est effective, est bien definie et cOincide avec

(E
-

D) + C, comme on Ie voit de suite a l'aide des sommes abe-

liennes. Nous la designerons par E + C -
D, ou bien E - D + C,

en abandonnant les parentheses. En vertu de ceci, no us pouvons

toujours attribuer un sens au symhole

tl C 1 + tIC!+...+ irC r

et a la relation

(15) t1 c i + t1c!+...+ t)'cr = o.

Lorsque les C sont toutes effectives, en posant
, 1/

>avec t,., ti 0, on aura

I "
ti=ti-t i .

t' 1 C 1+. .. + t�C, = f� C. +. ..+ t� C r,

relation avec un sens geometrique bien precis. Quand une relation

telle que (15) est satisfaite, les C sont dites algebriquement

dependantes ou simplement dependantes.

Un corollaire immediat du theoreme fondamental est l'equilla-

lence entre (15) et

(16) t1 C I + tIC!+... + trC)' '" o.

VII. - Les cycles algebriques et les Dombres 0',p.

29. Nous etendrons it l'avenir Ie terme cycle algebrique it.un

f 2 homologue a une courbe algebrique effective ou virtuelle.

Pour que fz soil a 1gebrique , il faut et il suffit que les

periodes correspondantes des integrales de premiere espece
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soient nulles. On aura alors

fs",C+kH (C courbe effective).

La condition est necessaire, car elle est remplie pour les cycles

homologues
aux courbes effectives, done aussi pour ceux homo-

logues aux courhes virtuelles, toutes reliees aux premieres par des

homologies.
So it maintenant

rs�
� A.jt1j + (H,,)

un cycle
satisfaisant a la condition enoncee. II existe une courbe C,

coupant By en p'-;;'p points variables, dont les sommes abeliennes

correspondent precisement aux entiers A. C pourra passer ti fois

par A,.. En designant toujours par r� les cycles frontieres des lieux

des lignes A, Ai, au groupe total de points CHy vont correspondre

les memes entiers A que pour Ie cycle

rs+
�ti

f�.

Par suite,

C tv f 2 +
�tir�

+ (Ha) '" f2+ (H a ),

car r�
rv o.(lIa) ici est un cycle, d'ou, comme nous l'avons vu

maintes fois, a cause de l'irreductibilite de Ha (voir Chap. III,

nO to),
(Ha) = - kHa,

et f1nalement

r 2 '" C + k H,

cc qui demontre notre theoreme.

30. V oici une application interessante: La courbe C obten ue

au cours de la discussion def1nit un systeme {C I qui contient

ooq systemes
lineaires. Supposons, en particulier, que r 2 soit une

courbe effective D. On aura

D",C+kH,

done

D=C+kH.

La courbe D + lH dHerminera, comme C, un systeme continu



372 SELECTED PAPERS - V

!D + lH I contenant ooq systemes lineaires, pourvu que l�
- k.

Ainsi, etant donnee une courbe algebrique effective quel-

conque D, Ie systeme complet I D + lH I, Oil I est
suffisamment

grand, contient ooq systemes lineaires.

31. THEOREME. - Les ensembles des courbes algebriques ou

virtuelles et des cycles a periodes d'integrales de premiere

espece nulles se correspondent element a element. Les zeros

des deux ensembles sont des elements correspondants.

Ceci resulte immediatement du theoreme du nO 29.

COROLLAIRES. - I. Le nombre de courbes algebriques, inde-

pendantes, a un maximum p � R 2 . L'entier p n'est autre que

celui introduit par M. Picard dans la theorie des integrales de

differentielles totales de troisieme espece (1 ). Son rapport avec la

theorie de l'equivalence des courbes est une des plus belles decou-

vertes de M. Severi (2). Entin Ie theoreme precedent et ceux qui

y conduisent ont ete demontres pour la premiere fois dans mon

Memoire couronne (I
rc

Partie, Chap. II).

II. Soit r 2 un diviseur tel que A r 2 '" o. En vertu du theoreme

sur l'integrale de Cauchy, etendu par Poincare aux fonctions de

plusieurs variables, les periodes des integrales doubles de pre-

miere espece par rapport Ii.Af 2 sont nulIes; donc celles par

rapport Ii f 2 Ie sont aussi et r 2 est algebrique. Soit r 2'" C. On

aura

).C =0, c �o.

La courbe C, necessairement virtuelle, est un diviseur de zero

pour les courbes algebriques, par rapport Ii.la relation d'equiva-

lence. Reciproquement, un tel diviseuf pour les courbes en cons-

titue un aussi pour les cycles. Avec M. Severi, qui
a He Ie premier

Iieludierces diviseurs (3), nous en designerons Ie nombre par fj- I.

On aura alors

a = (;1= as.

(') PICARD et SIMART, vol. II, Chap. X.

(2) Memoire deja cite au para.graphe VI.

(3) Annales de l'Ecole Normate, 19<>9-II Y demontre aussi I'existence d'un

systeme fondamental de courbes (base minima daDs sa terminologie).
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Ce que
nous venons de dire merite d'�tre resume en un

theoreme.

THtOREME. - Le nombre p de M. Picard est ie meme que

ceiui des f 2 distincts a periodes d'integrales de premiere espece

nulles. Les dipiseurs f 2 sont tous algebriques, et

a = at = at.

VIII. -
Application aux surfaces images des couples

de points de deux courbes alg6briques.

32. Soient C 1 , C 2 les deux courhes; Ui, U2, ..., up,
les inte-

grales
de premiere espece de C,; PI' P2, ..., p

p,'
ceHes de C 2 ;

(;t, '7It), (;2,112), (x, y, z) deux points des deux courhes et Ie

point correspondant de la surface, que nous denotons toujours

par V 2' Les deux premiers points satisfont respectivement aux

equations

f,(�" 7)t) = 0, fs(�s, 'r)s)= 0

des deux courbes et x.,y, z sont rationnelles en ei, ;2, '711'712'

Considerons avec M. Picard une integrale de premiere espece

de Vs,

(17)
f J

R(x, y, z) dxdy.

En vertu de ce que nous venons de dire, elle peut se mettre sous

la forme

f fS(�I'
;s, 7)1,7),)d�ld�s,

ou S est encore rationnelle. Pour que ceue integrale soit de

premiere espece, il faut que, quand on maintient (e2, '/12) fixe

sur C 2 ,

f
S(�" �I' 7)" 'r)s)�t

devienne une integrale de premiere espece de Ct. On devra done
.

aVOlf

p.

�
duo

S(�I, �I, 1)t,1)1) = �j
Ai(�I' 7)t)

d;;'
I
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ou les A ne dependent que
de ;2, "'12'et eeei rationnellement. De

meme
p,

d� 1'1-
S =

�i
Bk(;1, "}1)

d;t
'

1

ou les B sont aussi rationnelles. Par suite,

p. p.

� dUj �
. dVk

�i
A t(E2, 1)!)

dE1
=

�k
Bk(;t, 1)1)

d;2
.

I t

Substituons pour ;., 'lilies cOOl'donnees de PI points de C t non

sitnes sur nne meme courbe eanonique. On aura ainsi Pi equa-

tions lineaires aux A, de determinant � o. En resolvant pour les A,

on a done, les a etant des constantes

P.
. � dVk

Ai( �!, 1)!) = �Ir.
rJ.ik

dE!
.

1

Par suite,

� dUt dVk

S=�rJ.jk dE1 dEi
'

Done enfin (r 7) est nne eombinaison lineaire des integrales

(18)
f f

dUjdvk.

D'ailleurs (I8) est evidemment Hnie sur V 2. De plus, pnisqu'a

ehaque point de V:I correspond un point et un seul de C j ou C 2 ,

les �, 71 sont rationnelles en x, y, z. Done (I8), qui peut s'ecrire

jj

dUi dVk D(Et, ;1)
dxdy

dEl dE2 D(x, y)
,

est une integrale double de fonction rationnelle attachee a v 2'

C'est done bien une integrale de premiere espeee de la surface.

Par suite, Ie nombre de ces integrales est

PG'
= P1P2'

PfJ' nombre d'integrales doubles de premiere espece, est Ie genre

geomeerique. De la relation

R 1 = :2P1 + 2Pt (Chap. III, n° 20),
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on tire

q = Pt + Pt.

En raisonnant comme ci-dessus, on voit
que les PI + P2 inte-

grales u, \J donnent lieu a q integrales simples de premiere espeee

de V 2' Done toute autre en est une eombinaison lineaire.

Nous avons trouve (loc. cit.) 4PtP2+ ').cycles a deux dimen-

sions pour V 2. Les deux premiers, r:, r:, sont evidemment alge-

briques. Soient ici encore y�, r;, r�v des retrosections des deux

courbes et Ie cycle a deux dimensions correspondant,

at =lIw1 1L1l

at = IIw;v II

(i = I, 2, ..., P1; f.t= I, 2, ''', 2p1);

(k = I, 2, ..., Pt j Y = I, 2, ..., ').p! ),

les matrices aux periodes des integrales u, v, les colonnes yeor-

respondant precisement aux retrosections.

La periode de (18), par rapport a r�v, est egale a
wllLw:v. Done,

pour que

I
c
lLvr�Y

so it algebrique, il faut et il suffit que

� I t

�1L.v CILVW'lLWtrv
= 0 (i = I, 2, ..., PI; k = I, 2, ..., p! ),

ou bien, si l'on prefere,

entiers

que la forme bilineaire a coefficients

(19)
I ClLyXp.Yv

s'annule quand on y remplace les x par les termes d'une ligne

quelconque
de OJ et les y par ceux d'une ligne de Q2'

Soit A Ie nombre de formes bilineaires (19) lineairement inde-

pendantes correspondant aux deux matrices; c' est Ie nombre que

M. Scorza appelle leur caractere simultane. On aura alors

p = A +2,

formule due aM. Severi. Ill'a obtenue en se basant sur la theorie

de A. Hurwitz, des correspondances singulieres entre les courbes.

A n'est autre, en effet, que Ie nombre de celles qui existent

entre C 1 et Ct.
iil...



CHAPITRE V.

VARIETES ALGEBRIQUES A PLUS DE DEUX DIMENSIONS.

I. -
Proprietes topologiques (I).

t. Les generalites relatives aux surfaces s'etendent de suite a

une variete algebrique
a d dimensions V d. Nous la supposons

dans un espace Sd+t, it singularites o rdina ires , dont il nous

suf6ra de dire: 10 qu'elles sont les memes que pour
la projection

d'une V d non singuliere d'un
Sd+t+k; 2 0 que

si V d n'en a pas

d'autres, elle est homogene.

La
plupart des proprieles topologiques des V 2 s'(Hendent aux V d,

d'autant plus que
nous avons conduit les demonstrations autant

que cela etait possible
en vue d'une telle extension. Toulefois de

nouvelles proprietes
se presentent, et c'est sur elles que nous

insisterons surtout.

2. Soit donc dans V d un systeme lineaire d' hypersurfaces

(ce sont les V d-t de V d), IC I, ood au moins, tel que:

10 La V d_k commune it k
hypel'surfaces C arbitraires (nous la

designerons par Ck) est elle�meme irreductible, a singularites
ordi-

naires, toute singularite nouvelle consistant, en general, en un

point double, isole, ordinaire.

2 0 d hypersurfaces C ont en commun un nombre de points � o.

On demontre tout Ii fait, comme pour les surfaces, que
ce nombre

de points est egal au nombre
algebrique (Cd), pourvu que V d soit

orientee convenablement. Plus generalement, Ie nombre de points

communs aux hypersurfaces C I , C 2 , ..., Cd sera alors egal

Ii
(C t C 2 ... Cd).

(1) Voir Memoire couronne, 1" Partie, Chap, I.
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3° Si rest la dimension du systeme lineaire
decollpe par les C

sur une Ck generique, ce systeme
ne contient pas oor-I CHI reduc-

tibles. Un multiple convenable des sections
hyperplanes fournit

un exemple d'un systeme tel que IC I.

Pre nons dans IC I un faisceau linealre
quelconque I C U I, aux

valeurs critiques ai, a2, ..., an (valeurs OU Cu acquiert un nou-

veau point double), puis tra<;ons toujours les
COupures a 00, aai.

Designons enfin par A la C2, de base du faisceau. Si l'on sait

reduire C u it une cellule dont la frontiere contienne A, il sera

possible, par la construction m�me qui nous a servi dans Ie cas

des V 2, de reduire V d 3.une cellule dont la frontiere contienneC a .

La reduction de V d se ramene ainsi Ii celIe d'une V d-H donc

nnalement it celIe d'une V 2' On peut, par suite, la considerer

comme etablie.

3. THtod:MES (1).
- I. Tout r k de C u (k < d -

I) est inva-

riant.

II. Tout f k de V d (k < d) est homologue a un cycle de Cu'

Ill. Pour k 'S.d -
2, fA: et le cycle homologue de Cuforment

frontiere, en meme temps, dans leurs varietes respectiIJes.

IV. Dans les memes conditions (k;;,d
-

2), V d et CIl ont

memes indices Rk'

La demonstration par recurrence s'impose ici. Tout d'aboru

celIe de 11, pour les f. d'une V 2 (Chap. IJI, n°
3), s'etend de

suite it d quelconque. Elle est meme encore applicable quand
la

surface possede des points singuliers isoles, pourvu qu'on exclue

les cycles qui y passent. Remarquons que pour d = 2, les f i sont

seuls a entrer en jeu.

Par suite, nos theoremes, en tant qu'ils s'appliquent, sont deja

demontres pour les surfaces. Supposons-Ies done vrais pour

lIne V d-" mt:me avec cette aggravation que II
s'applique encore

(') Ces questions ont deja ete traitees, par voie transcendante, pour les f"

par MM. CastehiIJovo et Enriques dans leur lIlemoire des Annales de i'Ecole

'Varmaie, 3' serie, voL XXII, 19,,6.
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quand la vari�te a des points singuliers isoles. Je dis qu'ils sont

encore vrais pour une V d, II en particulier l'etant dans Ie cas plus

general que
nOllS venons de considerer.

Tout d'abord, pour I, c'est immediat: rk (k < d -I), suppose

dans C u, y est alors reduit it A, base de ! C U I. Quand u varie, Ie

cycle reduit reste homologue it lui-m�me, puisqu'il est dans une

variete fixe. f", qui
lui est homologue, est bien invariant.

4. Passons it II. On suppose 1< k < d, f" ne passant pas par

les
points

doubles isoIes des Ca., ce qui est legitime puisque V d

est homogene.
Le cycle it k - 2 dimensions, r"c u est homo-

logue (mod C u ) a un cycle fixe de A. Soit M Ir_ J la multiplicite

de C u dont les deux cycles forment la frontiere. Son lieu quand u

varie est une M Ir+ J dont la frontiere comprend, outre - r" et une

multiplicite de C a , d'autres telles que celle-ci: II etant quelconquc

sur aia, soit rLI Ie cycle de C II, difference entre les positions

de M.L.I> suivant que u tend vers sa position d'un cote ou de I'autre

de la coupurc. Quand u decrit aia, rL1 engendre une multi-

plicite M�. C'est celIe que nous avions en vue.

On peut traiter M�, comme plus haut rlr, en reduisant

d'abord rLl Ii A. En effet, comme k - I < d -
I, on peut appli-

quer
II it ce cycle de Cu' Le cycle, reduit Ii A, est fixe et devient

une multiplicite
de dimension moindre, comme rL1 lui-m�me,

lorsque
u vient en ai' Donc sa dimension est constamment plus

petite que k - I. Ceci montre que fL I
'" 0 (mod Cu). La M k, dont

r�_l est la frontiere, se rcduit a une dimension moindre pour u = ai;

son lieu M�+I' quand u decril aia, aura donc pour fronliere M�,

ainsi qu'une multiplicilc de Ca.

On conclut de ceci que M"+J
-

�Mi+l
aura pour frontiel'es

uniques
- fir et une M irde C a : f1l est homologue it celte M", ce

qui demontre II. On voit
que cette reduction b.C a n'est pas affectec

par la presence de points singuliers isoles exterieurs au cycle. Ceci

justifie l'hypothese
faite au debut de la discussion.

5. Quant Ii III, clairement si f'" cycle reduit IiC a '" 0 (mod C a ),

f.\,,-,o (modV d ), Reciproquemenl
de r",,-,o (modV d ), on tire

r�"" 0 (mod V d ). Soil MIr+i = r�. On peut repeter pour Mk+l Ie
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raisonnement que
nous venons de faire pour les cycles. Comme

k + I;;;d
-

I, on trouvera cette fois qu'elle peut etre remplacee

par une multiplicite de meme frontiere, situee en entier dans Ca.

Par suite r'k
f"V 0 (mod C a ). Ceci demontre III.

Le theoreme IV est un corollaire immediat de III.

6. Oycles evanouissants. - Pour simplifier nous allons nous

limiter a une v�. Prenons dans IC Iun faisceau ! C u !, puis appli-

quons a la surface Cil les notations du Chapitre II. Toutefois,

comme faisceau particulier, nous en prendrons un, ! Cuvl, decoupe

par un faisceau quelconque, I C V I, de IC I, et, au lieu de a, aj,

nous aurons certaines valeurs, b, bj(u), de v.

Pour tout r 2 de C u , on aura donc

r!IV
�).jAj+

(Cd)'

Soit ai une valeur critique de u pour laquelle b l = b 2 . Supposons

les lacets bb. et bb 2 consecutifs, ce
qui

a pour seul eWet de

changer peut-etre les A. On pourra ecrire

r 2 IV A.1d l + A! A! + M h

M 2 ctant invariant quand u tourne autour de ai- Dans les m�mes

conditions, au contraire, d J, d 2, f 2 seront ramenees Ii de nouvelles

multiplicites d�, ��, f�, et l'on aura

r�
- r! rv A1( A�

-
AI) + ).2(d�

-
A�).

Faisons tendre b vers b 2. Le second membre devient alors un

cycle
rv

r�
- f 2, lieu de OJ quand " decrit une certaine ligne

b l b 2. Pour que ce lieu soit ferme, il faut
que 0, soit evanouissant

en b 2. Donc o( est un multiple de O 2, Cela veut dire que les deux

points
de branchement de C uv qui coincident en b( en font autant

en h 2 (!). Puisque o( et 02 sont des circuits entourant ces deux

points dans la me me surface de Riemann, il faut o( f"V + O 2, Nous

allons voir que Ie signe doit �tre +. En tout cas il ne depend ni

( ') On Ie voit aussi directement en remarquant que pour u voisin de ai et v

de b,(a i) = b.(a i) il o'y a que deux points de branchement de Cu. voisins I'un

de l'a.utre.
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de ai, ni de IC I, ni de V 3, car eertainement la situation to polo-

gique
ne change pas quand

on modifie ees divers elements.

A �� correspond un lacet de b a b., lacet reductible au lac.et bb t

primitif, en vertu de l'invariance de o. en b 2 . On aura ainsi

reduit �2 a �.. De meme on pourra reduire �It Ii�2' Par suite,

f'2
- f! '" 0'2

-
Ad (�2

-
�1) = (A!- Ad.o�.

Je dis que S; est un cycle, necessairement alors evanouissant

en ai. Si r 2 n'est pas invariant, A 2
-

A\ � 0, la multiplicite
a droite

est un cycle, et o� en est un aussi. Ceci entraine

;2 - 01 ('OJ0 (mod Cub),

indiquant alors que + etait bien Ie signe a prendre
ci-desslls.

Reciproq uement, si 02 '" + 0 I, it Y a un certain cycle

�, - �1 + (Cub).

Comme il n'est pas invariant pres de ai, 0; est un cycle. D'apres

ce que nous avons dit plus haut, nous
pourrons remplacer

V 3

et IC I par un 53 et ses surfaces d'ordre m> I. II s'agit d'etablil'

que leurs r 2 ne sont pas tous invariants. Or, on peut montrer,

independamment de notre discussion, que
Ie nombre de r 2 inva-

riants de C u est egal a l'indiee R4 de sa Va. Pour Sa, R4 = 1,

alors que pour ses surfaces d'ordre m > I, R2> I. Done eUes

possedent des eycles non invariants, et noire affirmation
est

ainsi demon tree.

Revenant it la variation de r 2, puisque (0 1 0 2)
= 0, la formule

pour l'intersection des r 2 d'une V 2 (Chap. III, formule II) donne

(f, o� ) = ).1- I.!,

d'ou finalement

r�
- f2 ", -

(r20�).O�.

Ceci e:Lprtme l'e.r:tension rlu theoreme de M. Picard sur 10.

variation des cJ'cles. Signalons toutefois cetle difference: ICI

(o�o;)
= 2, done S� n'est pas invariant, mais au eonh'dire change

en -
o� ({uand u tonrne autouI' de ai.

7. On peut maintenant etendre a V 3, puis de proche
en proche

a une V d queleonque,
les resultats relatifs a v 2 . Nous allollspasser
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en revue les divers theoremes, en indiquant
les modifications qUI

se prcsentent.

THI�OR EMES SUR LES I'd_I DF C ll.
- 1. A tout point crltzque aj

correspond un cycle a d - I dimensions, OJ, de C'L' invariant

en ce point, tel en outre que quand u tourne autour de lui,

tout autre r d-I s'accroisse de (- I)d. (fd_i Oi).O;.

n. OJ est invariant en aj pour d pair, au contraire changee

en - OJ pour d impair.

III. Toute somme de 0;, invariante, forme frontiere sur C ll.

IV. Tout r d_1 de C lldepend des OJ et des cycles invariants.

V. Si r d-l forme frontiere sur V d il est homologue a une

somme de Oi.

Ceci se demontre a peu pres comme la reduction indiquee plus

bas (theoreme VI) pour les r a'

8. THEOREME SUR LES I'd DE Vd. - VI. Soit &i l'onglet, lieu

de OJ quand u decrit aja. Tout

(I) rd rv
�

"jt!J.i+ Md,

au Md est dans Ca. De plus les OJ y etant aussi pour l'instant,

on a La congruence et I'homo Logie

(3)

- Md =
!,

"jOji

!,
AjOj� 0 (mod C a ).

(2)

Pour Ie montrer appliquons
la reduction du nO 4. Avec les memes

notations, on ne pourra ceUe fois se debarrasser des M�. Toute-

fois, pour que la frontiere de Md+l soit fermee, r�_1 devra se

reduire a une dimension moindre dans C a ,. Donc r�_1 est un

multiple de OJ et M� un multiple de &i, d'ou (I) s'ensuit. Quant

Ii.(2) et a (3) ce sont des consequences immediates de (I).

Reciproquement,
Ii.to ute homologie (3) correspond un cycle ( I).
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Quand les A sont nuls, rd est en entier dans Ca. La multiplicite Md

coupe A suivant un rd_2, car ses fronlieres, sommes de Oi, ne

renconlrent pas A. Nous nommerons r d-2 Ie cycle de A corres-

pondant a f d. On a d'ailleurs

rd-2",rd C u (mod C u ).

En
appliquant de fat;on repetee Ie theoreme II, nO 3, on peut

reduire tout fit de V d(k < d) a une Cd-k. Soit alors un systeme

de Cd-k passant toutcs par une Cd-HI donnee. Les elements de ce

systeme peuvent etre representes par les points
d'un Sit. Soit V It-I

la variete algebrique de cet espace, image des Cd-It possedant des

singularites nou velles. Reduisons Sit a une cellule dont la frontiere

contienne V k_ 1 , puis Cd-It a une cellule dont la frontiere

contienne la Cd-HI fixe de son systeme. II en resullera une reduc-

tion de V d it une cellule quelque peu plus generale que
celIe

du nO 2. II suffit de raisonner avec Cd-It et cette cellule comme

auparavant avec celIe rattachee au faisceau ! C u I et V 2, pour

demontrer :

VII. Les fit de Cd-It dependent des cycles
invariants et des

cycles evanouissants Ie long de V,Lt.

VIII. Tout fA: invariant de Cd-It engendre
un f 2 d_k de V d ,

et il y a equivalence entre les homologies

1'4'rv 0 (mod Cd-k); r!d-k'" 0 (mod Vd).

IX. /l existe un systemefondamental pour les f 2 quel que

soi t k.

9. THEOREMES SUR LES INDICES Bit.
- De VIII on tire:

X. Relation de Poincare:

Rk = R!d-It.

Soit ,.,.l'indice Ii k dimensions de Cd-It. On a

XI.

R d - R d -! = n -
2(rd-1- R d- 1) - (rd-!- Rd-2).

Pour Ie demontrer on
remarque d'abord que

l'indice de connexion
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Ii d dimensions de C u est egal a celui Ii d - 2 dimensions, c'est-a.-

dire it Rd_2 (n° 3, theoreme IV). Done il y a R d - Rd_2 cycles r d

distincts, aux A non nuls. D'un autre cote, (3) est equivalente
au

systeme diophantin

Ii
Ai( akai) = 0 (k=I,2, ...,n),

exprimant que Ie premier membre de l'homologie est invariant.

Le rang de la matrice aux coefficients est egal au nombre

rd-I- R d-I

de r d-t non invariants, distincts, de Cu.Donc ily a n- (rd_t-Rd_t)

systemes de nombres A distincts. II s'agit de savoir combien cor-

respondent a des cycles nuls. Soient D j des Md_1 de C u , analogues

aux A pour V d, relatives a un faisceau de C2 dont A fait partie,

A y jouant Ie role de C a pour f C U I. Soit M!J+t Ie lieu de Dj

quand It varie. La frontiere de
� ctjM�+1 est un r d nul, aux A

non nuls, POUl'VU que � ctjDj ne soit pas une Md_t invariante.

On montre, par une discussion simple, qu'il y a a exclure de ce

chef rd_1
-

Rd_1 + rd_2
-

Rd_2 cycles a A non nuls, de sorte

qu'il en reste n -
2(rd_i

-
Rd-d

-
(rd_2

- R d _ 2 ). La compa-

raison avec Ie nombre deja obtenu nous donne de suite XI.

XII. Formule de M.

Zeuthen-Segre de V d,

Alexander. Id etant l'invariant de

4

Rd = Ia + 2 (
-

I)d (d
- I ) + 2

Ii
(
- I)d-1-i Ri'

t

Soit I/r.l'invariant de Zeuthen-Segre de Cd-Jr.. Les I seront definis

par des relations recurrentes dont la derniere est

Id = n - 2J d - 1 - Id- 2,

et les autres sont pareille..... On a de suite

(Rd- Id ) + 2(rd-1
- Id- 1) + (rd-!- Id_!) = 2(Rd-t + R4_!)'

Il suffit de multiplier la relation semblable pour k par

(-J)k-I.(k+I),
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puis de sommer par rapport a k, afin d'arriver au resultat voulu.

De Iii on deduit ensuitc :

xrn. Formule d'Euler-Poincare:

(- l)d1d+ 2d =
I

(-I)i Ri=
I (-I/ai.

10. Intersections des cycles.
- XIV. Pour {'intersection dt's

deux cycles

I'd'"
I

AiAi+ M d , (M d A) == r d-I;

r� '"
I ).i�i+ Md, (MdA) = fd-t:

on a, en posant
(Oiak) = (Xik,

(I'd I'd) =
-

� AIAi-�i,kaikA(Ak+ (fd-tI'd_t),

i>k

ou encore, avec des notations analogues a cellesdu Chapilre 111,

nO 17 ,

(rdrd) =
-I

).5i+ (rd-tfd-t).

XV. Si (f lrf 2d _ k ) est nul quel que so it f2d_Ir, fir est nul ou

dilJiseur de V d'

Grace aux theoremes des nOS 3, 4, 5, il suffit de prendre k = d,

Supposons Ie theoreme vrai pour les V d -t et etendons-Ie it V d.

On aura d'abord, f d_ 2 etant Ie cycle de A correspondant a f d

et f� quelconque dans C u ,

(fdr;.d =
(fd-tfd) = o.

Done f d_2 est un diviseur de C u - On peut remplacer r d par tr d,

t etant un entier quelconque. En pal,ticulier, supposons-le choisi

tel qur tTd._2"-' o(moil C a ). Cela revient a supposeI' que deja

r d-2 rv 0 (mod ClL)'
Soit M d+\ Ie lieu de la variete dont il formr

frontiere, quand u varie. On aura

Md+1 �
I

),i �I+ M:Jrv 0, (M�A) = f d-t,
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et au cycle

f d -
�

Ai t:.i- M� '" r d

correspond un r d-2 nul de A.
Supposons finalement cette condi-

tion deja remplie par f d. r d elanl quelconque,

(4) -(fdrd) =
�

A,ii= 0,

Ie terme (r d-2 r d _2) elanl maintenant absent a droite. A partir

d'ici la demonstration s'acheve cornme pour d = 2 (Chap. Ill,

nO 18).

Remarque.
- Le theoreme du Chapitre III, nO 19, ne s'etend

qu'aux cycles a I, 2, 2d -
2, 2d - I dimensions, les demonstra-

tions se reduisanl de suite it celles pour d = 2; aussi ne DOUS y

arreterons-nous pas.

11. Torsion. - XVI. Le groupe de torsion a 2 d - I dimen-

sions se reduit a I' identite,. ceux a k et 2 d - k - I dimensions

sont isomorphes. En particulier,

ard-1 = I, ak = C'!d-1-k.

Le traitement des diviseurs f 2d_1 est Ie meme que pour d = 2.

Pour les autres, la demonstration se fait encore par recurrence.

Prenons d'abord k = d. Soit pour commencer f�_1 un cycle

de A, diviseur de Cu' Je dis qu'il existe un diviseur fd corres-

pondant de V d. Soit t l'entier tel que

t r�_1 '" 0 (mod C a ).

Le raisonnement du numero precedent nous fournira un cycle

rd '"
�

Ai!:t.i+ Md ,....,
0, (MdA) = tfJ}_f'

Donnons-nous-en un autre quelconque

fd=
�

).iAi+ M d, (M dA) = fd-!
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Puisque f� forme frontiere

(rdfd) = -
�

Aif i+ (r�_2 fa_2) =0.

Par suite, quel que soit r d,

�
'A/ii

-
0 (modI).

Raisonnant alors comme au Chapitre III, nO 19, on en deduit que

les A sont tous divisibles par t, de sorte que l'on pelLt ecrire

rd '" I
�

)'i!J.i+ Md '" o.

On en concIut, d'apres VI,

I
�

AiOI'" 0 (mod C a ).

Le cycle a gauche est invariant, done la sommc l'est aussi. Par

suite, d'apres III, elle forme frontiere sur Ca. Soit

-
M'dS!

�
'Ai�i'

Comme

- M d = t
I

Ai!;i.

M�- tM� est un cycle de Ca. Soit f�_2 la trace de M'� sur A.

tr�_!, trace du cycle en question, est invariant; done T�_! l'est

aussi. Par suite, il existe un cycle f'� de Co. dont r�_2 est la trace

sur A. En definitive, M�
-

t(M�- f':t) coupe A suivant un

r d-I '" 0 (mod A),
done

Md-t(M d -
f'd) "'0 (mod Co. 011 bien Vd),

et finalement

r d '" I
( �

Ai!J.i+ Md -
f"d

)

'" o.

La varitHe entre parentheses constitue bien un diviseur du t,H)e

annonce, correspondant a r�_2'

12. Soit maintenant r d un diviseuT quelconque
de V d . Le
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cycle f d_2 correspondant de A est un diviseur quelconque de Cu'

Soit r� Ie diviseur correspondant obtenu Ii la maniel'e ci-dessus.

A f d -
f� =

fd correspond un
cycle nul de A. Or la demonstra-

tion de notre theoreme paUl' d = 2, appliquee ici, fournit ce

resultat :

Le sous-groupe des diviseurs r d correspondant a des f d-2 nuls

de A est isomorphe a celui des diviseurs f d-l qui, reduits a C u,

n'en sont pas des diviseurs.

So it donc r�_!, r�_!, ..., rd�! un systeme fondamental de

diviseurs de Cu' D'apres XVI appliquee
Ii C u (ceci est licile,

puisque
nous raisonnons par recurrence), il y en correspond

un r�_p r�_t> ..., rd�p pour ses diviseurs r d-l' A f�_t faisons

correspondre un diviseur bien defini, r�, de V d. Soient enlin

f
"'+t

r
"'+!

r
n

t r
n'+ I

r
nl+!

f
"

I
' £

dd , d ,..., de d-I' d-1"'" d-I' essystemeslOna-

mentaux pour les diviseurs de l'enonce ci-dessus, tj Ie plus petit

entier positif tel que

t{r�_, ,,",0, tir� '" 0 ( mod V d)'

Les deux expressions

n

�ieir1t_1>
1

"

�ieir�
t

(8i= 1,2, ..., ti)

representent une fois et une fois seulement les diviseurs corres-

pondants. Ceci demontre X VI pour k = d ou d - I.

13. Prenons main tenant k = d - 2. II s'agit de compareries

diviseurs rd_2' r d_I' Pour commencer, tout diviseur r d+' a, pour

trace sur C u , un diviseur r d-l de C u , diviseur d'ailleurs invariant.

Mais tout diviseur r d-I de C u est invariant, car les nombres

Cfd-IOi)

sont nuls pour ]ul. Donc a tout diviseur r d-I de C u en correspond

un r d+' de V d. Par suite, les groupes des diviseurs r d+t de V d

et r d_1 de C u sont isomorphes. D'un autre cote, V d et C LL ont

memes diviseurs r d-2' Le theoreme Ii demontrer se ramene done

au meme pour C u , vrai par hypothese.
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Puisque les div iseurs r d_l_h de Cil sont certainement invariants,

cette demonstration s'etend de suite a k < d - 2. Le theoreme

est done completement demontre.

II. - Les hypersurfaces contenues dans les variates

algebriq ues.

14. Pour simplifier nous nous limiterons aux V 3, quolque
la

discussion s'etende de suite aux V d quelconques.

Soit done une V 3 d'equation

j(x, y, z, t) =0.

Au lieu de IC I nous considererons Ie systeme des sections hyper-

planes IHI, avec! Hz j a la place de { C U I. Enfin la cOUl'be d'inter-

section de Hy avec Hz sera designee par Hyz.

Parmi les integrales de premiere espece de Hy:, il y en aura

p
-

q distinctes :

j

Ph(X,y,Z, t)
dUq+h =

.!'t.
x (h=I,2, ...,p-g),

OU Ph est un polynome adjoint d'ordre m - 3 en x, y, t, et en fait

en,z aussi, mais p,::u importe. Bien entendu 2q
= R I, indice

lineaire commun a V 3 et Ii H, et p est Ie genre des sections

planes.

15. Soient 0 1, O 2 , "'1 02p_2q un systeme de cycles lineaire�

evanouissants, independants, de H yz ; II' r2, ..., 1 2q
un systeme

de cycles invariants, independants. Les ')'
et les 0 forment

ensemble 2p cycles independants de la courbe. Les peri odes des

integrales Ilq+h par rapport aux I sont nulles.

Adjoignons a nos integrales, q autres, UI, U2, ..., u q ,
de

maniere a en avoil' p lineairement independantes,
et soit

12= IIwifl.1I (i
= I, 2, ..., p; IL== I, 2, "', 2p)

la matrice aux periodes. Les colonnes se l'appol'tent dans 1'0l'dl'e

aux cycles I" ..., ')'2'1'0 t, ..., 02p_2q, de sorte que

WhlL= 0 (h=q+l, ''',Pi P.=I, 2, ...,2q).
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On peut choisir U" U2, ..., llq, de maniere que
0 ait la forme

Qa, 0

I
'

0, Q2

ou n l est une matrice a periodes de geme q, 02 la matrice de

genre p
-

q aux periodes des IlHh, les zeros representant des

matrices it termes tous nuls. Le choix de UI, 1l2, ..., U q ne peut

se faire que d'une seule maniere, en cc sens que tout autre systeme

d'integrales
satisfaisant it la condition voulue est compose d'inte-

grales combinaisons Iineaires des precedentes.

Or, comme iI est connu, g est de rang p, donc 0 1 est de rang q.

Par suite il y aura q cycles invariants, soient
11'12, ':"Iq, par

rapport auxquels
Ie determinant des periodes de Il" ll2, ..., Ilq,

n'est pas nul. Vne quelconque de ces integrales peut donc etre

definie ainsi : Quand on y fait y
=

Yo, c'est-A-dire quand on la

suppose attachee it la courbe fixe
H.r....,

elle doit se reduire it une

integrale it periodes donnees, d'ailleurs arbitraires, par rapport

it It, 1 2 , ..., yq,
et it periodes nulles par rapport

aux o. En se

rapportant
au traitement des integrales simples des surfaces, on

voit qu' on a ainsi defini q integrales de differentielles totales de

premiere espece pour Hz.

Supposons
en particulier que Hyz devienne la courbe itl'infini,

soit A, de Hz. On aura determine, sur toute Hz, une integ-rale de

differenticlles totales de premiere espece, itperiodes donnees par

rapport
aux I'

Le raisonnement du Chapitre IV, nO 19, s'applique

maintenant verbatim.. II n'y a
qu'a prendre pour origine d'inte-

gration
un point quelconque

itl'inlini de Hyz et l'on montrera ici

encore que UI, U2, ..., U q ne sont autres que les valeurs prises

par certaines integrales de differentielles totales de premiere

espece de Va quand
on ll1aintienty et z fixes. Rappelons que par

definition ces integrales sont du type

J
Rdx+ S dy+ T dz,

ou R, S, T sont des fonctions ratlonnelles, telles que SOliS Ie

signe d'integration on ait une differentielle totale. Ainsi (Castel-

nuovo-Enriques), V 3 possede q integrafes de di.f1erentielle.�

tolales de premiere espece.
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Les integrales U t, U2, ..., u q adjointes aux UHh fournissent

p integrales distinctes de premiere espece
de Hyz.

16. Soit maintenant Dune surface algebrique quelconque.
On

aura pour les sommes abe1iennes sur H. rz prises a. partir d'un des

points a. l'infini de 1a courbe jusqu'aux points variables d'inter-

section avec D,

Vh(y,Z)=�h (h=I,2, ...,q),

)

j

"kIZ)
(¥ )'k Qh�,;:

v<f+h(Y, z) = '" -.
y

dz,
�21H " -y

les notations etant les memes qu'au Chapitre IV. Les e, uniformes,

partont finies, sont ici aussi des constantes.

Les A correspondent a un certain cycle invariant, algebrique

de Hz,

r 2 ",
�Ak<1k+(H"z)'

Ces conditions necessaires pour qu'aux
(l cOI'responde une surface

algebrique D sont aussi sujjisantes, c' est-a.-dire si r 2 est inva-

riant, algebrique (I), it iui correspond une surface alge-

brique D
coupant Hyz

en des points variables aux sommes

abeLiennes v.

En effet, r 2 determine sur chaque Hz un systeme ! d! de courbes,

dont l'une do bien determinee coupe Hyz: en un nombre de points

variables -;;p, aux sommes abeliennes v. do est completement

definie par son comportement aux points a. l'in6ni de Hyz et par

Ie groupe de ses points it.l'infini, puisque de ces derniers on deduit

de suite les e. Ainsi ! d! etant connu, do y est determinee par des

conditions rationnelles par rap ort it.z. D'ailleurs ! d! lui-meme

est defini rationnellement par rapport a z, car l'ordre (d
2
) de ses

courbes est ega1 a. (f2), done bien determine. Or les courbes d'un

ordre donne d'un Sa se partagent en un nombre fini de familIes

algebriques (Nmther, Halphen) (2). Si I'on exprime que les cOUl'bes

(') II faut en outre que r, soit homologue a une courbc effective. Dans Ie cas

contrair'e on remplacera r, par r, + k HHz auquel correspondra une surface effec-

tive D lorsque k est sufnsammcnt cleve. A r2 correspond alors la surface virtuellc

D-kH.

(') Par toute d il passe, outre H, une surface d'ordre p. determine, F�.
On
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de rune d'elles appartiennent a nne surface donnee, on impose, aux

parametres dont eUes dependent, des equations rationnelles par

rapport aux coefficients de la surface, donc ici par rapport a z.

Comme ! d! est
tmique sur Hz, les parametres correspondants

devront etre des fonctions rationnelles de z et algebriqucs d'un

certain nombre d'entre eux.

En definitive, l'ensemble des conditions imposees a do est

rationnel par rapport it z. do est donc de6nie par une
equa-

lion
f(x, y, z, t)

= 0, ou cp
esl un polynome en x, y, t, itcoeffi-

cients rationnels en z; on peut Ie supposer polynome en z aussi.

Le lieu D, de do, intersection partielle ou totale des deux variCtes

algebriques f
= 0, If

= 0, est bien une surface algebrique.

17. On definira, comme pour une V 2, les 1'4 algebriques comme

homologues Ii une somme ou une difference de surfaces algebriques

de V s.

Pour que 1'4 soit algebrique, it faut et it suffit qu'it coupe Hz

suivant un 1'2 algebrique.

La condition est evidemment necessaire. Elle est aussi suffisante

car quand eUe est remplie
il y a une surface algebrique D coupant

Hz suivant une courbe d, et passant, soit k fois, par la courbe a

l'in6ni. Alors 1'4 + k H
coupe toute Hz suivant un

cycle homologue

a DHz. Donc

r�+kH",D

ce qui demontre notre affirmation.

Deux surfaces coupant Hz sllivant des courbes d'un meme

systeme tineaire sont eUes-memes contenues dans un mbne

systeme lineaire (meme demonstration que pour une V 2).

L'equivalence des surfaces et les nombres p, cr se definissent

comme pour les cOl1rbes d'une V 2.

obtient ! d I eo exprimant que l'intersection de
F"

et H. se decompose en deux

courbes d'ordre donne, qui se rencontrent en un certain nombre de points, etc.

Les parametres dont Id l-depend soot .Iors c1airement algebriques en z, done

(voir Ie texte) rationnels en cette nriable.
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Pour que deux surfaces C, D soient equivalentes, il faut et

il suffit que leurs intersections CH.., DHz, avec 8,., en soient

des courbes equivalentes.

La condition est evidemment necessaire; montrons qu' eUe est

suffisante. Soit g une courbe de Hz telle que Cll z + g et DHz+ g

appartiennent a un meme systeme continu de courbes a ooq

sySlemeS lineaires. En verlu de l'hypothese, g existe certaine-

ment, Alors pour k suffisamment grand CH z + g + (kHH z - g)

et DHz+ g + (kHHz- g) seront des courbes effectives ayant la

me me propriete; c' eSHi-dire que (C + k H) Hz et (D + k H) Hz

seront contenues totalement dans un meme systeme continu posse-

dant ooq
systemes lineaires. Chacun de ces systemes lineaires est

individualisable par une courbe unique, se comportant de maniere

donnee en certains points; peu importe d'ailleurs, il no us suffit de

savoir qu' eUe est determinee rationncllement sur Hz. En raisonnant

comme plus haut, on voit que
cette courbe a pour lieu une surface

algebrique coupant Hz en outre suivant la courbe a l'in/1ni comptee

un certain nombre dc fois. En faisant varier les courbes, on arrive

ainsi a un systeme continu de surfaces, coupant Hz suivant

un systeme conLinu de courbes, dont une est equivalente

Ii (C+ k'H)H. et une autre a (D+k"H)H.. Chacune de ccs

surfaces definit it son tour un systeme lineaire unique, dont IIn

contient C, laissant com me residu k'H, tandis qu'un autre

conLient D, avec un residu k"H. Par suite,

C + k' H = D + k
U
H.

De ceei resulte

(CH z)- (DH.) rv (k'- k").HHzrvo (mod Hz).

Mais HHz ne peut etre un cycle nul ou un diviseur de Hz. Par

suite,
k'= k", C=D.

COROLLAIRES. -- l. Des quatre relations

C= Dj CHz=DHz; C rv D (mod Va): CHzrv DH. (mod Hz)

line quelconqlle e1ltraine les trois autres.

En effet, elles sont toutes equivalentes
ala seconde.
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II. Les di"iseurs f4 sont lous algebriques et leur groupe est

isomorphe a celui des di()iseurs pour les surfaces.
En particu-

lier G'4= 0',= G'.

En eifet, un diviseur f4 coupe Hz suivant un diviseur f 2, alge-

brique comme no us l'avons vu (Chap. IV, nO 31); donc f 4 rest

aussl. Soient C, 0 deux hypersurfaces telles que L."" C - D. Le

plus pellt entier positif t, tel que tf to"" 0, est aussi celui tel

que t (C
-

D)
= 0, ce qui demontre notre affirmation.

Ill. La varieM et ses sections hyperplanes ont meme

nombre 0'.

Ceci resulte de ce qu'elles ont meme nombre 0'1' egal pour

chacnne itleur nombre G'.

Remarque.
- Tout ce qui precede reste vrai lorsque 1

H I est

rem place par Ie sysleme I
C

I considere
maintes fOls.

18. La variete peut posseder des integrales doubles dites « de

premiere espece », lntegrales partout finies, de fOJ'me

f jRdydZ+SdZdx+Tdxdy,
(5)

ou R, S, T sont rationnelles et satisfont it la «

grabilite
»

condition d'inte-

dR as aT

ax
+

dy
+

dz
= o.

L'integrale double relative it Hz,

(6)
f !Tdxdy,

est de premiere espece. Pour
que f4 soit algebrique,

il faut que la

periode
de toute integrale (6) par rapport it f4Hz soit nulle, ou

bien, ce qui J'evient an meme, que celIe de toute integrale (5) par

rapport au meme cycle Ie soit. Cette condition necessaire est-elle

sufftsante ?Nous ne pouvons l'affirmer et pour Ie moment la ques-

tion doit rester en suspenso Tout ce que l'on peut dire c'est que

Ie nombre fi est au plus egal a celui des f 2 Ii periodes d'inte-
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grales doubles toutes nul/es. Ainsi au lieu d'une valeur precise,

com me c'etait Ie cas pour les surfaces, nous n'avons plus cette fois

qu'un maximum de p.

Remarque.
- Tout ce que nous avons dit s'etend a une V d

quelconque.
II suffira de considerer au lieu des r 4 les r 2d-2 et au

lieu de (5) les integrales

!.f J
Rile dxidx/r

avec

Ri'" = - R",;,
dRu. ORkl oRu
-+-+-=0.
rJXl drj dX"

III. - Un theoreme sur les cycles algebriques des surfaces

d'une Vs' Application aux courbes des surfaces non

singulieres de l'espace ordinaire.

19. V 3 etant quelconque, reprenons Ie systeme IC \ du para-

graphe I et faisons-y varier! C u j. 50i tria dimension de IC I(r > 3).

Les surfaces C, a singularites nouvelles, y formeront un systeme

algebrique
00

r-I,�, que nous snpposerons irreductible. Cetle

condition sera certainement remplie si r � 4. En efrel, I
C

I �tant

irreductible, n'est pas compose avec les surfaces d'un systeme

algebrique de dimension moindre, c'est-a-dire que C generique

ne se compose pas de plusieurs surfaces C' appartenant it un

systeme de dimension;;; 2. Donc les C ayant un point singulier en

un point de Va forment un systeme lineaire 00 7-4 et l'ensemble de

ces systemes lineaires est un systeme 00 r-I
compose d'ooa

systemes lineaires. Ce systeme est representable dans un Sr par

une V r_ t lieu d'oo r5 r__4 . La section de cette V r_ 1 par un S4 de Sr

est line Va birationnellement equivalente
it celle donnee, done

irreductible. Par suite, V r_ 1 est elle-meme irreductible. Comme

ses points correspondent biunivoquement aux elements de
�,

ceCl

demontre notre affirmation.

20. THEoREME. - Si run des r 2 elJanouissants, 0; de C u , est

algebrique, ils le sont tous.
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Depla<;ons I C u j dans
IC I de fa<;on a permuter C", avec C"" c.e

qui peut se faire grace Ii l'irreductibilite du systeme �
ci-dessus.

Lc cycle Si se permutera avec Sit. Pour preciseI', u cHant voisin

de ai un certain cycle S; de C u tend Ii devenir nul quand u tend

Vel'S ai. Ce cycle sera alors devenu pour u voisin de air Ie cycle

semblable Olr relatif Ii ce point.

Remarquons que Ie genre geometrique Pc de C u ne peut changer

que pour un nombre fini de valeurs de u, comme il resulte de

suite de ce
qu'elIes seront determinees par des relations alge-

briques. Soit r2 l'indice de connexion Ii deux dimensions d'une

C
generique. On peut se donneI' pg integrales doubles distinctes

de premiere espece attachees a C u , Ii elements differentiels ration-

nels par rapport a u. Leurs periodes seront des fonctions analy-

tiques de u, meromorphes pourtoule valeur non critique. Le rang

de la matrice aux periodes relatives a r2 cycles distincts est egal

a r2
-

p, OU P est Ie nombre de Picard de Cu' Ce rang ne peut

varier que pour un ensemble denombrable de valeurs de u, puis-

qu'il apparlient it l'ensemble des zeros communs a plusieurs fonc-

tions
analyliques (les determinants de la matrice) se conduisant

comme les periodes. Donc Ie nombre p de CII ne peut varier que

pour un ensemble denombrable de ces surfaces.

On en conclut que les surfaces C, Ii nombre p autre que celui

de C
generique, se partagenl en un ensemble denombrable de

familIes 00 r-j au plus.

Revenons au deplacement de I C u j dans IC I considere plus

haul. D'apres ce qui precede, pendant qu'il s'accomplit, on pourra

faire varier une C u d'une position voisine de C qo Ii une autre

voisine de C a" sans changer p, donc Ie nombre de cycles alge-

briques dislincls, :\ aucun moment du deplacement. Par suite,

si Si est
algebriquc pOlll' u voisin de ai, Sirl'est aussi pour u voisin

de air'

Mais si un cycle est
algebrique pour u dans une certaine region,

ill'est encore pour u arbilraiTe, car la condition pour qu'ille so it

s'exprime par l'evanouissement identique de certaines fonctions

analytiques, les periodes des
Pr; integrales doubles de premiere

espece. Done enfin Ie cycle 0" de C a , evanouissant quand u tend

vel'S air Ie long de aa", est algebrique pourvu que Ie cycle

semblable 0; Ie soit, Ceei demontre notre theoreme.
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21. 5upposons que les 0 ne soient pas algebriques.
Alors tout

cycle algebrique est invariant, car autremcnt son accroissement

quand u tourne autour de ai serait un cycle AOi necessail'ement

algebrique; OJ en serait donc un ausst puisque
les periodes corres-

pondantes des integrales de premiere espece,
tout comme celles

relatives a )..Oi,devraient toutes etre nulles. Dans ees conditions,

les f 2 algebriques de C sont les traces des f. algebriques de V 3;

par suite, les nombres p de Va et de C sont egaux.
Ainsi lorsquc

les cycles evanouissants de C ne sontpas algebriques,
ses f 2 alge-

briques sont invariants et traces des r. algebriques
de V 3'

Dans les memes conditions, tout systeme fondamental pour

les courbes de C est trace d'un tel systeme pour
les surfaces

de Va.

Supposons au contraire les 0 algebriques. II resulte alors de

l'etude de la topologie de Va que tous les fa de C dependent des

cycles invariants el des cycles algebriques.

22. ApPLICATION A UN THEOREME DE NOETHER (1).
- Vne sur/ace

generique F m, d'ordre m >3, d) un 5a, ne possede que des

courbes intersections completes avec d'autres surfaces de

l'espace.

L'espace 53, image des valeurs complexes de trois variables, est

une V 3 dont la region a l'infini se compose d'un 52 (plan), lui-

meme homeomorphe a l'image des valeurs complexes de deux

variables. Teml r" est deformable en une multiplicite en entier a

l'infini, ou en definitive dans un S2 quelconque
de Sa. 5i sa

dimension k;;; 2, Ie meme raisonnement peut etre continue. On en

tire de suite R2k+l
= 0, R 2k = I. Par exemple R l = 0, car tout r l,

finalemenl reduclible a un 51 (droite), y est deformable en un

point. Enlin, ceci nems interesse surtout, tout f. eLant
homologue

a un multiple d'un 52, est necessairement algebrique. Tout cycle

invariant de F m est multiple de celui forme par une section plane H,

(') Voir NlETHER, Memoire du prix Steiner; G. FANO, Torino Atei, Ig08,
ainsi que mon Memoire couronne. La demonstralion ci-dessus est plus simple,
mais ne va pas aussi loin.
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ear c'est son intersection avec Ie r 4 fondamental de S 3, Les r 2

invariants sont done tous algebriques.

Le systeme IF m I
est 004 au moins, irreductiblej donc on peut

appliquer
Ie theoreme du nO 20. Supposons que tous ses r 2

evanouissants soient algebriques. Alors tous les r 2 Ie seront. Je

dis que pour m > 3 et F m arbitraire, cela n'a pas lieu. II suffit

pour cela de montrer qu'il y a toujours une F no possedant des r 2

non algebriques.

Soient
rp(x,y, z), �(x, y, z) deux polynomes reels de degres

respectifs m - 2 et m, tels que

<p(o. 0, 0) >0, <\1(0,0,0) >0,

mais itpart cela absolument quelconques. Soit en outre

3)!+ y! + z! = r!

une sphere reelle, de rayon assez petit pour que cp
et � soient posi-

tives it son interieur et sur elle. La surface F m

f(x, y, z) = (x
2+ y!+ ..;!- rt)1fI+ £oj!= 0,

oil € est un nombre positif tres petit, comprend une ovale reelle

tres voisine de notre sphere et interieure a elle. Gette ovale est

un r 2 de la surface et je dis qu'il n'est pas algebrique.
En

elfet)

(7)
f f d�:Y

en est une integrale de premiere espece, car il n'y a pas ici de

courbe multiple, de sorte que tout polynome est adjoint; si son

degre est < m -
4, illui correspond bien une integrale de premiere

espece. L'integrale etendue a r 2 differe tres peu de sa valeur

etendue a la sphere, c'est-it-dire de

If

dx dy

2Z<p(X,y, z)

etendue a la sphere. En coordonnees polaires, cette integrale

devient

J

'II'

J

!'II'
sinal d6 1 d6 2

roo '!'(rsin61 cosO" rsinOI sina!, rcos6 t)

Comme sin 9, et If sont positifs sur toute la sphere, l'integrale est
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essentiellement positive et il en est de meme pour la penode de (7)

par rapport a r 2' Ce cycle n'est donc effectivement pas aIge-

brique.

Pour m = 3, il n'y a pas d'integrales de premiere espece et Ie

procede ne reussit plus.

On doit done eonc\ure que, pour m � 4, les cycles algebriques

de F m generique sont in variants, donc multiples de la trace H du r 4

fondamenlal de 53' Ail1si, quel que soit C, courhe de Fm, on aura

C = k H. Or F m est reguliere, puisque son indice RI est nul

comme celui de Sa. Par suite, C et k H sont contennes dans un

meme systeme lineaire. Prenons pour H la courhe a l'infini. II y

aura une fonction rationnelle attachee Ii F m,

P(x,y, ..3)

Q(x, y, z)
(P, Q polynomes),

s'annulant sur C et infinie sur kH, c'est-a-dire finie it distance

finie. P devra donc s'annuler en tous les points de Fin OU Q s'an-

nule. D'apres l'extension d'un theoreme classique de Nrether (I),

P=Q.PI+P,j (PI, P 2 polynomes).

Donc, sur F 1'/1,
P

Q
=P I.

Ainsi Pt est un polynome qui
a pour zero simple sur F m la seule

courbe C. Cela revient a dire que C est l'intersection complete

de Fmavec la surface P t (x,y,.3)=o. Ceci achcve la demons-

tration.

Je renvoie le lecteur it.mon Memoire couronne pour diverses

extensions et applications se rattachant a ce qui precede.

(1) Pour la demonslralion, voir "PICARD et SIMART, vol. II, p. '7.

"'111



CHAPITRE VI.

L'ANALYSIS SITGS ET LES FONCTIONS ABELIENNES (').

I. - Th60reme d'existence des fODcnoDs abelienn.es.

1. Etant donnee une matrice a p lignes et 2
p colonnes

Q = IIW iV.II (j=I,2, ,..,p; /-,-=1,2, ...,2p),

existe-t-il des fonctions 2 p-uplement periodiques qui lui appar-

tiennent, c'est-a-dire des fonctions meromorphes de p variables

Ul, U I, .,., up, invariantes quand
on ajoute simultanement aux u

les elements d'une ligne quelconque
de O? La

reponse constitue Ie

theoreme de Weierstrass, demontre pour la premiere fois par

MM. Poincare et Picard:

Pour qu'il existe des fonctions
de la

naturevoulue, ii/aut et

il sulfit : ,0 qu'il y ait une forme allernee a coefficients

en tiers

(I)

!p

�(J..v c(J.vxv.Y'; c(J.v
= -

cV(J.,

1

s'annulant quand on y remplace
les x et les y par les elements

de deux !ignes quelconques de 0; 2° que si
;(J.+i1l(J. sont les

piriodes d 'une combinaison linfiuire quelconque des u,

(2 )
� Cv.vE(J.1)v>

o.

NOlls allons reprendt'e la question
au point de vue de l'Analysis

(') Voir FROBENIUS, Journal de Grelle, vol. 79, 1884. - WIRTINGER, Monat-

she fie fiir Math. und Physik, vol. VI, 1895.
-

POINCARE, Acta mathematica,
vol. XXVI, '902. - LEF5GHETZ, Memoire conronne, 2' Partie Chap. I.
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Situs. Outre une precision majeure des resultats connus, nous en

obtiendrons de nouveaux, notamment sllr la distribution des fonc-

tions
periodiques et Ii multiplicateurs. De plus, ce nouveau traite-

ment se recommande par son elegance e� sa simplicite.
Les seuls

theoremes
d'Analysis Situs dont nous nous servirons sont assez

elementaires : theoremes sur les intersections de cycles, sur les

systemes fondamentaux pour l'anneau et generalisation
du resultat

du
Cbapitre II, nO 6.

2. Dans I'S2P reel, OU l'on represente
les valeurs complexes

des u, les zeros d'une fonction entiere ou meromorphe,

rp(UJ1 U2' ..., up) (t), ou, pour abreger rp(u),
ont pour image

une variete
analytique W 2p-2' Nous allons faire ces hypotheses:

a. W 2p-2 existe et est invariante quand
on ajoute

des periodes

quelconques aux u.

b. Elle n'est pas cylindrique, c'est-a-dire n'est pas Ie lieu d'un

espace lineaire se deplac;ant parallelement
Ii lui-meme. En par-

ticulier, il n'y a pas de combinaison lineaire des u constante

sur W 2p-2'

Dans ces circonstances, je dis que les conditions classiques

d'existence sont satisfaites. Ces hypotheses,
un peu plus generales

que celles du nO t, ont l'avantage de couvrir, outre les fonctions

periodiques, les fonctions it multiplicateurs (fonctions theta, fonc-

tions illtermediaires).

3. Les points de Sp definis par

Uj = tl(J)jr+ t!"'j!+' ..+ tiP "'j!P (02t",< I)

y constituent un domaine fondamental u 2p , pour
nos fonctions, au

meme titre que, par exemple, Ie parallelogramme
des periodes

ponr les fonctions elliptiques. Je dis que U 2p est un parallelepipede

fini. Ell effet, dans Ie cas contraire, les points donnes pal' les

memeS formules, mais OU les t prennent toutes les valeurs entieres

possibles, forment un ensemble partout dense, contenu dans un

certain SA: (I;i k < 2p). Soient (u) et (u') un point
de W 2P _ 2 et

(I) POINCAft,E, Acta mathematlca, 1883, P' 97.
- COUSIN, Ibid., 18�, p. I.
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de l'ensemble. D' apres a, Ie point (u + u') appartient aussi

itW 2p-2' Ainsi, par (u) passe un S" eontenant un ensemble par-

tout dense qui appartient it la val'iete. Soient D, (v), (v/) une

droite quelconque de eet S" et deux de ses points. Quand la

variable z prend toutes les valeurs reelles possibles, Ie point

,
Pl+ zVl

1+.<1

(Jecrit D tout entiere. En vertu de ee qui precede, tout point de S",

done aussi de D, est un point limite pour les zeros de
If-

La fonc-

tion 11
( PI:z:)

est meromorphe en z (I) et tres petite pourlZ reelle

et ;7!:-I. Done elle s'annule identiquement dans ce cas. On en

conclut que D appartient a W 2p _ 2 , et il en est de meme pour I'S"

considere tout entier. Ainsi, par tout point de W 2p-2, passe un S"

qui lui appartient en elllier, ee qui contredit b. Notre affirmation

e.�t donc demontree.

Corollaire. -
Designons par x Ie conjugue d'un nombre x. Le

determinant d' OI"dre 2 p, forme avec Q et la matrice aux elements

conjugues,
Wll WI! WI,2P

O.

Wi 1 WI! "'t,2P

4. A U 2P correspond un anneau it 2P dimensions, oil W 2p _ 2

sera representee par un f 2p _ 2 , C. En effet, If s'annule sur un

nombre fini de multiplicites de U 2P , car autrement il yaurait au

moins un point (UO), du domaine, au voisinage duquel passent une

infinite de ces multipliciles; (U
O
) serait alors un point singulier

essentiel de
If, alors qu'on fa supposee meromorphe it distance

finie. Qual1N. on deforme U 2P en un anneau, ces multipliciles se

raccordent (hypothese a, nO 2) et donnenl bien lieu it un f 2p - 2
'

On peut etendl'e aux cycles C les considerations du Chapitre II,

n° 6, et leur attrihue[' une orientation type, c� que nous s[]ppose-

(') Ceci resulte de la represenlation de la fpnction meromorphc 'f(u) par Ie

quolienl de deux fonclions enti�res (POIt'fCAR£, COUSIN, loco cit.,.
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rons fait une fois pour toutes. Ces cycles et leurs intersections

seront alors des mulLiplicites bien deHnies. En particulier, pour

une orientation convenable de l'anneau, que nous supposerons

choisie une fois pour toutes, le,� nombres aritltmetiques et alge-

briques d'intersections de p tels c,rcles sontegau.x.

5. Numerotons les aretes de U 2P issues d'un meme samn1l't 0,

et sur la ii�"'6marquons, pres de 0, un certain point Ai. A la pyra-

mide a faces planes P2P= OAtA2" .A 2p de l'espace
des u corres-

pond une
P�p

de l'anneau. Nous supposerons
l'ordre des Ai

tel que P�p
soit une indicatrice de l'anneau. De meme a

P" =
OA,.Ai,... Ai. correspond une p� dans 1'anneau situee dans

Ie cycle determine par les aretes correspondantes (Chap. II, nO 12)

et qui, par definition, lui servira d'indicatrice. Ce rk. ainsi orieute

sel'a denote par (iI, i2, "'J i,,).

II resulLe de suite des theoremes les plus elementail'es sur les

intersections des varieles que:

10 Si les nombres if, i2 , ..., i2p sont taus distincts,

Ubit, ...,ik)(i"+I,ik+2' ...,i 2P )=(-I)",

ou n est Ie nombre de transpositions dans la permutation

,

)

1,2. ....2P

(it, it. ..., it!'

.

2° Si les i ne sont pas distincts,

(i\> it, ..., ik) (ik+l, ..., i2p ) = 0,

car alors, en faisant subir au besoin a I'S" de l'espace des u, image

du premier cycle, une translation convenable, il ne rencontrera

plus l'espace semblable relatif au second.

6. Ceci pose, pour chaque dimension, les cycles du type pre-

cedent fOl'ment un systeme fondamental. 11 suffit d'ailleurs de

prendre pOUI' chaque combinaison d'indices un seul des cycles

correspondants. Nous choisitons celui aux i ranges en ordre

croissant. Alors

C rv
� m;.i, (i3. i4, ..., itP )'
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avec i l < i2 , i3< i4<' .. < i2P ' et pourchaque terme de lasomme

les 2P nombres i sont tous differents. Posons

[C (IL, v)] =
In!'-y

= -
mv!J.'

On trouve de suite

(-I)" [C (i" i,)] = (-I)" mi, i,= m"i,;

par suite)

C
rv!,

(- J)"ITl;,i,(i3, i4, .. " i!p) (i1 < i2 ; i3< i4. ..<i,p),

L' ensemble des zeros de la fonction
f (Ut

-
gt, ..., Up

-
g p)

aux: constantes g arbitraires [fonction que nous denoterons plus

simplement par 1'(
u -

g)] remplit encore une multiplicite analy-

tique representee dans l'anneau par un cycle C' "" C. Je dis qu' en

generall'intersection des deux cycles est un r 2P-4' En eIfet, autre-

ment, les deux multiplicites ?(u)=o, rp(u-g)=o ont en

commun dans U 2p une M!P_2' ceci queUes que soient les g. Cette

multiplicite doit etre une de celles en nombre Hni correspondant

a C. Comme elle doit varier conLinument avec les g, dIe est fixe.

II y a done un point (uo) tel que rp(
U O -

g)
= 0, queUes que soient

les g. Cela revient a dire que :p( u)
est identiquement nulle, cir-

constance a ecarter. Notre affirmation est done correcte et, confor-

mement a nos conventions, nous pouvons parler du cycle ce, que

nous ecrirons C2 pour une raison evidente.

On demontre de meme l'existence des cycles C3, C4, ..., CP-I,

de dimensions 2 p
-

6, ..., 2. Quant a CP, ce sera Ie groupe
de

points communs a p cycles C. Leur nombre sera designe par (CP).

II n'est autl'e d'ailleurs que ce\ui des zeros communs a p fonc-

tions Cf(u
-

g) situes dans U 2p . On montre, tout comme nous

l'avons fait pour C, que

Ckrv
k!!, (-I)nmi", m;".,.. .mi,k_,i,1 (i2k+b i!k+2, ,.., i2P )'

it < i2 ; i3< ift; i,k--I< i2k; i'k+1 < i'k+' < . ..< i,p.

NOllS retiendrons plus parliculiel'ement

Cp-t rv (p -I)! }: (- J)n mi,i, m;,i," .m;'p_"i,p_, (i'P-b i,p),

(Cr)=p!m,
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OU !.ifest Ie determinant pfaffien ou simplement pfaffien de la

forme alternee a coefficients entiers

2p

F =
�!L,'

mIL' XILY,.

I

Ce pfamen, rappelons-Ie, est all signe pres la racme carl'ce du

dcterminant de la formt'o

La formule donnant (CP) f!;cneralise un resultal dassique d.e

Poincare, relalif aux zeros c.ommuns a p fonclions theta.

Soit M lLv Ie coefficient de mIL' dans Ie developpement du deter-

minant de F. La forme alternee a coefficients entiers

.p =
�

M lLvxlLy,

est ('inverse de F. Des theon,:mes les plus simples sur les pfaf-

fiens (I) on deduit de suite que

Cp-I",
(p-I)! � M (

u V ).
2.m � ILV r'

7. Ceci pose, considerons l'integrale

1 1 dUjdUlr=1 f aa�
dlJ(duk'

O
,. d,? ,

n peut su pposer qu en tout pomt cp
= 0, au.

n est pas necessai-
J

rement nulle, car alors les zeros de r seraient tous multiples et on

la remplacerait par
a'f'lJ(

. Par une discussion tres simple, analogue

aUj

a celie du Chapitre IV, n° 17, on montre alors que,
comme 'f

= 0

en tout point de CP-1,

11
dUjduk= O.

cP
- 1

En vertu du theoreme de Cauchy-Poincare, que
nous avons

deja

cite line fois, Crt peut etre remplace par son expression en fonc-

(1) Voir Kov AtEWSKI, Einfuhrungin die Determinantentheorie, p. 149.
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tion des cycles fondamentaux. Par suite,

(3)
� M",vWj!,-Wkv= 0 (j,lr=J,2, ...,p).

Soient ensuite I'= v' + iv" une combinaison lineaire
quelconque

des u,;p. + i1j!,-sa fJ-limeperiode,
x = x' + ix" une variable telle

qu'en un point arbitraire de Cp-t v en soit fonction bolomorphe.

x pourrait etre, par exemple, une des u. So it enfin E 2 une petite

cellule positive de Cp-t. Le signe
de l'integrale

fl.

dp' dv" =
f .{ [ ( :�, r

+
u;: r]

dx' dx'

ne depend pas de la position de E 2 sur Cp-I
(Riemann), et meme,

vu nos conventions sur les orientations, il ne depend ni de If,
ni

meme de O. On en conclut, en vertu du theoreme de Stokes gene-

ralisc,

(4)
J ,[r-.

dp' dp' =
!. M(1.vE(1.'l)v> 0,

car la somme a Ie signe +, quand If
est une fonction theta relative

a une matrice aux periodes convenable.

La relation (3) et l'inegalite(4) satisfaites par <I>demontrent

Ie theoreme de Weierstrass.

Definitions.
- Nous dirons avec M. Scorza d'une forme telle

que
<11qu'elle est principale pour sa matrice, d'une matrice telle

que 0, qui possede une telle forme, qu' elle est de Riemann.

8. L'inegalite (4) a ete reduite par M. Scorza Ii une autre nota-

blcment plus suggestive. Posons

<'= AI Ul + A! U2 +.. .+ Ap up'

En vertu des identites

2�!J.
=

� (f'jWj\L+"5: j Wj lL); 2i1)p.= � ('AjWjlL- "AjWj p.),

l'inegalite se reduit a

p

(5) �j)" AjkAJ." > 0;
""-'i

- -1
�

-

Ajlr= Akj=
4i �Mp.v Wlp. Wkv.
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Elle exprime qu'une
certaine forme hermitienne (forme a indc-

terminces conjuguces),
attachee 11. la forme principale cJ>, est

definie, positive.

Considcrons maintenant la matrice carree d'ordre 2p,

B = IIbrs II, h rs = Wsr, hr,p+s= W sr (s �p).

En vertu des relations

I.....v
M lLvWjILW""

=
�IL'"

M
lLvWj [J.(".tv

= 0 (j, k = I, 'l.,..., 'l.p)

et en designant par A la matrice aux coefficients de la forme her-

mitienne, on a de suite la relation entre matrices,

_

11

0' A
B IIM llVIIB

= _ ,
A, 0

ou, rappeJons-le,
A et B sont les transposees de A et B.

Or, puisque (5) est definie, A est de rang p et la matrice au

second membre de rang 2p. Done, des determinants des matrices

a droite, aucun n'est nul. Quant au determinant de B, cela cons-

titae une nouvelle demonstration du corollaire du nO 3. Mais nous

trouvons en outre que
Ie determinant

I M[J.v I ¥' 0,

ce qui montre que la forme �, et pareillement une forme princi-

pale quelconque, ne peut eere degemiree.

II. -
Proprietes generales des fonctions periodiques

et a multiplicateurs.

9. Dans la Pl'emiere partie de I'expose suivant, nous nous bor-

nerons 11.des indications sommaires sur les demonstrations, car

eUes sont aujollrd'hui
bien connues des geometres (1).

I. Toute matrice de Riemann possede des jonctions a multi-

plicateurs.
- D'une fa<;on precise, soit <IIune forme principale.

II

existe une fonclion entiere If(u),
11.variete de zeros du

type du

(1) Voir par excmple KRAZER, Lehrbuch der Thetajunktionen, Chap. IV.



L'ANALYSIS SITUS - CH. VI 407

paragraphe I, telle
que

2 1ti
("i:.j

It.u+� )
(6) 'f(u+wlL)=e

If'J f'
'f(u),

avec

(7)
�j ((Zjll-Wjv- (ZjvWjlL)

=
mil-v

= -
mVIl-'

les (1.,� etant des constantes et les m des entiers. Vne fois l'exis-

tence de
rp admiset

on etablit (7) en comparant les deux valeurs

de cp( it + wl'+w v) suivant qu'on ajoute les w l1o, W v dans un ordre

ou dans l'autre.

Pour montrer l'existence de
cp,

on choisit un nouveau syswme

de periodes fondamentales (ce qui revient Ii appliquer
aux va-

riables de ct>une tl'ansformation unimodulaire) tel qu'au lieu de ct>

on ait une forme canonique

p

.�>
elL\xIl-Yp+Il-- X p+Il-YI1o)'

1

Un changement lineaire et homogene de variables ramenera 6na-

lement Q Ii la forme classique

II
0, ..., 0, : 11

' 0, ..., 0, all-I,..., aU.p
II;

all-V
=

avl10 (p.= I, 2, ..., p ).

Les fonctions que I'on I'eeherehe ne sont autres alors que
les thetas

generalisees, appartenant a la matriee precedente,
et dont l'exis-

tence est bien connue (t). En retournant aux variables u, on aura

alors une fonction
cp(u)

de la nature voulue.

Les fonctions entieres telles que cp
sont dites inlermidiaires.

10. Les entiers m'relattfs Ii
9
sont les memes que

ceux deja

renconlres au paragraphe I. En effet, so it E 2 une petite cellule

de U 2p passant par un point de C, variete des zeros de
cp,

telle

que (E 2C) =+1. (Le double emploi de la notation C pour la

variete et son image dans l'anneau ne causera aucune confusion.)

(') KRAZER, loco cit.
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� etant Ie contour frontiere de Eh

2-,
J

dlogrp = + 1,
2r.t r.

Ie signe dependant uniquement
de l'orienta1.ion de U 2p , Prenons

maintenant dans U 2P .une M 2 quelconque, coupant C aux points

CI" CI:, ..., CIs, et so it 1\ sa frontiere. So it E� une petite cellule

positive de Mil contenant CI" en son interieur, et de fl'ontiere �h'

On aura

J
= +

;;,'h I;

Ie signe etant le meme que celui

compte pour + I dans (M2 C),

en tire

de (E�C), c'est-a-dire + si CI.r,

dans Ie cas contraire. On

�J;h - � - ( M C

J;

-

1.

-, ! ).

Prenons en particulier pour M 2 Ie parallelogramme de U 2P relatif

au cycle (p.v).
Un calcul des plus simples donne de suite, pour Ie

rapport
des integrales, la valeur

mil-v, d'ou m[J.Y= [C(p., v)],
ce

qui demontre notre affirmation.

La forme alternee F, aux coefficients m, est dite lorme fonda-

mentale de la fonction f.

11. n. La jonction cp(u) appartient a an systeme lineaire

complet (1), OOI'J-I, de lonctions se conduisant de meme par

rapport
a a. tiJest toujours Ie pfaf6en de F. Le systeme lineaire

lui-meme fait partie d' un systeme continu oop.

Ces deux proprietes apparLiennent aux fonctions theta dont
rr

provient.
La dimension du systeme lineaire a bien la valeur en

question pour
ces fonctions, et, comme les transformations uni-

modulaires ne changent pas Ie pfamen, l'enonce s'ensuit.

ilL P + I lonctions arMtraires periodiques I. (a), 12 (ll), ...,

(') C'est-a-dire contenu dans nul autre semblable, de dimension plus grande.
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fp+t (ll) satis/ont a une relation algebrique. Toute autre est

une fonction rationnelle de celles-ci.

Considerons les
equations

(8) X1=ld u }, X2 =
12 (U ), ..., XP+1 =fp+1 (u).

A tout systeme de valeurs des x correspond un nombre fini de

points (u
i
) de U 2P ' car les fonctions fh( u)

- Xh sont arbitraires

elles cycles, analogues it.C, qui leur correspondent, ne se coupe-

ront qu'en un nombre fini de points (nO 6). Les fonctions syme-

triques elementaires des expressions fp+t (lli) sont des fonctions

uniformes de x�, X 2, ..., x p sans singularites essentielles, donc

ralionnelles. Par suite, fp+t (u) est bien une fonction
algebrique

des au tres f.

Il rcsulte de ce qui precede que les equations (8) sont les
equa-

tions
parametriques d'une variete algebrique V po Toute fonction

periodique est une fonction uniforme du point sur V p et n'y a, au

pis aller, que des poles. C'est donc une fonction rationnelle des x,

c'est-it.-dire, en definitive, des f.

12. Variete abelienne adachee t Q (I).
- On peut trouver un

systeme de fonctions periodiques fl (u), /2 ( u), ..., fn (u) telles

que les equations

Xh,=f,,(u}

representent une variete algebrique V p, situee dans un Sn, privee

de singularitcs, homeomorphe it.l'anneau. C'est la variete abe-

lienne attachee a Q. Ene n'est d'ailleurs definie
qu'a une transfor-

mation birationnelle pres.

Montrons que
V p existe effectivement. Cela sera eertai nement Ie

cas si, pour un choix convenable des f, on ne peut trouver deux

points distincts (a), (b) de U tels que

fh,(a)=fh(b) (h=I, 2, ..., nJ.

Cela revient it.etablir que
l'on ne peut avoir f (a)

= f( b), queUe

<{ue soit la fonction periodique J. Or, (v) eLant
quelconque,

(') Les theoremes qui suivent ont ete traites dans mon Memoire deja cite.

Les demonstrations en ont ete, toutefois, quelque pen simplifi6es.
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f( u + II) est une fonction periodique des u appartenant it Q. 5i la

circonstance en question
se presente, f( a + v)

=
f ( b + v), quel

que soit (v), done f(u+a
-

b)=f(u), quel que so it (it). Ceci

signifie que (a
-

b) est un systeme de periodes simultanees et

(a), (b) coincident.

13. Les fonclions rp
d' un meme systeme continu deCQUpenl

un systeme complet d'hypersU1faces algebriques de V p.

Soit Co l'hypersurface decoupee par If.
Les derivees secondes

de loglf' sont periodiques,
done rationneUes sur V p; par suite, son

hypersurface d'infini Co est bien algebrique.

Soit IC I Ie systeme complet determine par C.. II existe une

fonction ration neUe R(Xi' X2, ..., x n ) nulle sur C, infinie sur Co,

mais nulle part ailleurs sur V p. La fonction

�(u) =
<p(u).R[f1(u),j!(U), .. .,fn(u)J

est uniforme, finie it distance finie, done entiere. Le deuxieme fac-

teur it droite est une fonction periodique, done �, qui decoupe C,

se conduit comme cp par rapport aux peri odes. Par suite, cUe

appartient au meme systeme lineaire (n° it, theoreme II). Ainsi

les fonctions cp d'un m�me systeme lineaire decoupent un systeme

lineaire complet d'hypersurfaces.

En faisant varier les f
dans leur systeme continu, IC I parcourt

un systeme continu
!.

contenant ooP systemes linea ires. Mais

Rt= 2q= 2fJ, done pest l'irregularite de V p ; par suite!.,
en

tant qu'ensemble de systemes lineaires, a la dimension maximum.

II coincide done avec Ie systeme continu complet {C L ce qui

demontre Ie theoreme.

14. Exprimces en lermes des u, les integrales simplcs ou

doubles de premiere espece dependent loutes respectivement de

celles teUes que

f
dUh,

f f
dUh dU/r,

resultat d'ailleurs vni pour les integrales de toutes les multipli-

cites. II nons suffira pour la suite de montrer que ces integrales
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doubles sont bien de premiere espece.
Dans la relation

Jf

�

Jf

dXr dx,
dUh dutc=

� D(x r, x,)
,

. D(Uh, Uk)

les denominateurs Ii droite sont des fonctions periodiques,
donc

rationnelles sur; V p, et nous avons hien la une integrale de fonc-

tions rationnelles. D'un autre c()te, l'integrale aux u est de diffe-

rentielles tOlales, 6nie, donc sa transformee, l'integrale aux x, l'est

aussi, car ces deux proprietes se preservent
dans un changement

de variables. Ceci demontre notre affirmation.

III. - Le nombre p pour les varietes abeliennes.

t5. Voici comment on arrive de suite a une limite superieure

de p. p bypersurfaces algebriques
distinctes decouperont, sur une

V 2 cOllvenable de V p, autant de courbes algebriquement
dis-

tinctes. Les periodes des integrales doubles

J J
dujdulr

par rapport aces courbes, considerees comme cycles r 2, seront

nulles. II
y aura ainsi

p cycles distincts, a periodes d'integrales de

premiere espece toutes nulles. Soit

� CII-v(fL,v)

I'un de ces cycles. La periode correspondante
sera

� cILV( WjlL Wtcv- WlrpoWjv)
= o.

f.L<V

Cela veut dire que la forme alternee a coefficients entiers

(9 )
� CILV XILYV (Cpov

= -
cVIL)

s'annule quand on y remplace les x et les y par les elements de

deux lignes quelconqltes
de Q. En fait, (I) est une forme principale,

. .
m:iIS peu tmporte.
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Q possedel'a en general
un certain nombre, 1+ k, de formes

telles que (9), k,> o. Le nombre k est dit indice de singularitc

de la matrice (Humbert, Scorza). D'apres ce qui precede,

p�1 +k.

16. Soit I{>, une forme principale Ii coefficients Pl.emiers entre

eux. Il existe alors un systeme fondamental de formes alternees

dont I{>l fait partie (I). Soient 1{>2, ..., <1>k+t ses autres formes. La

forme hermitienne, relative it xl{>, + yCf)j, est Ii coefficients polJ-

nomes en x, y. Pour qu'elle
soit definie

positive, done pour que

x<1>J + yl{>j soit principaJe,
il faudra etsuffira que certaines inega-

lites de
type

j(.x,y) > 0 (j, polynomc homogene)

soient satisfaites. Or f( J, 0) > 0, puisque <1>, est principale.

Donc si f est de degre h, il contient un terme en AXh avec A > o.

Par suite, f( a., I) > 0 pour
x positif, suffisamment grand. On en

conclut
que x <P, + I{>jest principale pour x suffisamment grand.

Alors, si I{>jne rest pas,
on pourra la

remplacer, dans Ie systeme

fondamental, par la forme que nous venons d'ecrire. Nous pour-

rons done
supposeI', comme nOlls Ie ferons, que les formes I{>j sonl

tOlltes
principales.

Le systeme linea-ire des formes prineipales etant Cfjk, celui des

formes fondamentales, leurs inverses, aura la ffieme dimension.

D'un autre cote, si F, F' sont fondamentales, relatives Ii des fonc-

tions intermediaires
f, cpT,

la forme A F + AT F' (A, )...'entiers posi-

tifs), est fondamentale pour
la fonction

cp>'fr>.'.
Done Ie systeme

des formes fondamentales est lim!aire, ocl, comme celui des

formes alternees de a.

17. Soit done FI1 F 2 , ..., Fk+l un systeme fondamental pour

les F. Une modification minime du raisonnement du debut du

numero precedent permet
de montrer que

1'0n peut les sup-

poseI' toutes non degenerees.
Soient

ft' la fonction intermediaire

relative Ii F.-, Ci l'hypersurface qu'elle decoupe sur V po Je dis que

(') CeIa resulte de suite d'un theoreme de Frobcnius. V()ir E, CAHEN, Thdoric

des nombres, L I, p. 168.
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C I' C 2, ..., C k+ l sont algebriquement distinctes. En eifet, de

on tirerait

tl C + t,C t +...+ t/'+IC'\-+I= 0,

f tP- 2 = /1 c 1+.. .+1,\-+, C"'+I'" 0 (mod V p ).

En se l'eportant au nO 10, on verifie que les nombres (f 2p-2 (p., y) )

sont precisement les coefficients de la forme altemee

ItF ,+... + tk+IF.k+I'

Puisque
f
2p _ 2 ro.J0, ces nombres sont tous nuls, d'ou

11FI + ItFt+...+ t,\-+1F k+1 = 0,

et par suite tl = t 2 = . ..= tk+\
=

0, puisque les F sont lineaire-

ment independantes.

On condut de ceci p � 1+ k el, comme p;S I + k, on a enfin

p = I + k,

c' est-a-dire :

THI�OREME FONDA MENTAL. - Le nombre p d' une variete abe-

lienne est egal a l'indice de .�ingularitfj de sa matrice de

Riemann augmente d'llne unite (t).

18. Soit C une hypersurface quelconque
de V p' On aura

AC =
I

AiCt.

Posons Ai =
A';

-
A� (A:, ),:positifs), puis

D' = A C +
I

A� c t, D"=
.I

AiC,..

D
n
cst decoupee par la fonClion intermediaire

n �};..

.Ie dis que l'on peut toujours supposeI' celte fonclion non dege-

(') Le cas de p = 2 a deja ete traite, de maniere d'aiJleurs entierement diITe-

rente, par MM. Bagnera et de Franchis (Rendic. del Circolo di Palermo,

vol. XXX, '9'0),
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m!l'ee (non rcductible it une fonction intermediaire de moins de

p variables). En effet, on peut evidemment rem placer 0', 0"

par 0' + xC" OIl+XC. et, en raisonnant a peu pres cornme

au nO 16, on monlre que, pour x suffisamrnent graud, la fonction

interrnedialre correspondante n'est pas degeucree.

Ceci pose, puisque D' = 0", 0' pcut etre decoupee pal' une

fouction � du merne systeme que ceJIc ci-dessus. 01' la fonction

1

z(u)
=

[

<}(u)

]

\

fI'P:
i

qui decoupe C sur V p, se conduit comme une fonction interrne-

diaire
par rapport it OJ eUe est fiuie it distance finie; donc, pour

etablir
qu'elle est intermediaire, il sumt de demontrer qu'eHe est

uniforme. Comrne elle ne s'annule. que sur C, il
n'y

a dc question

que pour Ie voisinage de cetle hypersurface. Soit (U
O
) un point

quelconque de C. D'apres Ie theoreme des fonctions implicites

[x.(U»)A= f( u) fl(U),

OU 11 est holomorphe pres de (UO) et ne s'y annule pas. Quant

a I, c' est un
polynome en une des differences Ui

-
uf I par

exemple u.- u�, a coefficients fonctions holomorphes en U2,

U3, ..., up, au meme voisinage et s'annulant en (u
o
), sauf Ie pre-

mier, qui est egal a l'unite. Mais puisque Ie second rnernbre

decoupe C compte A fois, les racines de ce polynorne onl toutes la

multiplicite A, d'ou

f=[F(u)]A,

Ot) F est de meme type que j. On en eonelut de suite
que X (u)

est
holomorphe au point (UO). C'est donc bien nne fonction inter-

mediaire. Ainsi : Toute hypersurface algebrique de V p peut

elre decoupee par une lonction intermediaire.

Pour p= 2, ce theoreme a ete oblcnu par M. Humbert} s'ap-

puyant sur un resultat preliminaire dc M. Appell.

17. Soit F la forme fondamcntale relative a
X(u).

On aura

F
�

tiFt.
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Par suile, en vertu d'une remarque Caile plus haut, Ie eycle

c -
�

t,.c,.

coupe les cycles (po, v) en un nombre nul de poinls. C'est done un

cycle nul ou un diviseur de V po Mais les nombres a de V p, commc

ceux de l'anneau, sont egaux a l'unile. Done Ie cycle est nul. De

C rv
�

tiCi

on tire de suite

c =
�

ti C,.,

Les hypersurfaces C I, C 2, ..., Cr+1 forment done un systeme

fondam en tal.

______a-I�



NOTE I.

INTE&RALES DOUBLES DE SECONDE ESPE;CE ET INTEGRALES SIMPLES

DE TROISIEME ESPlkE DES SURFACES AL&EBHlQUES (' I.

Les integrales doubles de seconde espeee, introduites dans la Science et

etudiees de fa�on Cort complete par M, Picard, se raltachent de multiple

maniere aux theories traitees dans cet Ouvrage. Elles vont nous donner

l'occasion de Caire de nouvelles applications de l'Analysis Situs. En parti-

culier, nous allons mettre en relieC un beau theoreme reliant la theorie oe

ces integl'ales aux proprietes de certains cycles (n° 15). J'ajoute que Ie

theoreme et sa demonstration sont susceptibles d'etre etendus aux inle-

grales de multiplicite quelconque d'une V d.

Une fois la theorie des integrales doubles bien assise, Ie theorimle fon-

damental de M. Picard sur Ie nombre p s'obtient si simplement que nous

n'avons pu resister it la tentation de Ie presenter ici.

I. - Certaines proprietes des cycles a deux dimensions.

1. THEOREME. - Deux cycles r h T� de V! peuvent etre remplaces par

d'autres homologues Ii nombres arithmetique et algebrique d'inter-

sections egallx au signe pres.

Nous sllpposons que les cycles se coupent en des points ordinaires, sans

y etre tangents, condition que I'on pourra toujours rem pHI' en de£ormant

Iegchement all besoin run d'eux.

Je dis d'abord que I'on peul s'arranger pour que l'ensemble des points

ordinaires de r 2 soit connexe(!). Car autrement, cet ensemble se partage

en un nombl'e fini de regions, dont soient Q1 et Q! deux quelconques.

Dans Qi prenons une indicatrice �i Cormant la Crontiere d'une cellule E',

puis joignons QI it Q2 par un petit tube T se raccordant a r! suivant les�,

(') Voir PICARD et SIMART, vol. II, Chap. VII et suivantsj LEFSCHETZ, Annals

of Mathematics, vol. XXI, '920; Comptes rendus, 1923, ainsi qu'un Memoire en

cours de publication au. Journal de Mathematiques.

(') Un point d'une M, est ordinaire lorsque deux E, Ie con tenant en ont tou-

jOlIrs en commun une troisieme Ie contenant egalement.
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On aura

EI == �h E� == �t, T == �I+ �!.

Par consequent,
f,+ T -EI- E� == o.

La multiplicite a droite est un cycle
f'.Jf!, car elle lui est reductible par

deformation continue. Si l'on prend T suffisamment delie et que I'on evite

de lui faire traverser nos cycles, Ie nouveau cycle coupera toujours r� de

maniere convenable et il contient une region Q de moins. En poursuivant

on en reduira Ie nombre it une seule, c'est-a-dire que I'ensemble des points

ordinaires sera alors connexe.

Soient At, At, ..., An les points de l'intersection de f!, f� contribuant

+ I it(f, r�), Bh Bt, ..., Bn, les autres, de sorte que

(rtf�)=n-n'.

On suppose n;; n', condition en rien restrictive comme on Ie verra.

On peut joindre Ai a Bi par une ligne composee en entier de points ordi-

naires. Deformons r� de maniere a faire glisser Ai Ie long de la ligne

jusqu'iI. Ie faire venir en B i. Nous supposerons qu'en meme temps une

petite E 2 contenant Ai sur f 2 est ramenee au voisinage de Bi sur Ie meme

cycle. Puisque les contributions de Aiet de Bi au nombre (f!r;) soot de

signes contraires, I'Et sera superposee a une cellule orientee negativement

pour r�, de sorte qn'elle pourra �tre supprimee dans f�. II en resuhera que

Ai et Hi seront supprimes en tant qu'intersections des deux cycles. En con-

tinuant, on reduira bien Ie nombre arithmetique d'intersections a

n/ - n = -
(rtfi). C. Q. F. D.

COROLLAIRE. -
Lorsq ue (f! fi) = 0, on peat reduire les cycles a

d'autres ne se coupant plus nulle part.

2. Soient fl, f�, ..., f�' des cycles distincts en nombre maximum cou-

pant toute courbe algebrique C de V! en un nombre algebrique nul de

points. Completons Ie systeme par Rt- po autres cycles, f�'+\ ..., r�', de

fac;:on a en avoir R! de distincts. Toute combinaison des f�.+i coupera au

.noins une C en un nombre algebrique de points r!=o.

1° On peut trouver Rt -
po courbes C b C t, ..., Ca,_p.

telles que Ie

determinant d'ordre Rt- Po,

(I) I(r �o+
"
C j) I r!=0,

caT autrement il y aurait des entiers A non tous nuls tels que

�
Ah (r�o+hc) = 0 =

[(.l>h
r�o+

h) C].

pOUT toute C, contrairement ala mallie-re de choisir nos cycles.
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2° C etant toujollrs quelconque, i( y a des entiers A, Ai, avec A ¥ 0,

tels que

�.ll(r�o+!.Ci)
+ A (r�o+Ac) = 0

On en conclut que C +
�

Ai C i coupe tout T 2 en nil Hombre algebrique

nul de points, d'ou (Chap. V, n° 18)

tAC +
t�

AiC i"" 0

et enfin (Chap. IV, nO 28)

(t;;t:0),

(2) tA C +
t�

A,C.= o.

3° D'un autre elite. si I'on avait

(3)
�

AiCi= 0,

on en tirerait

�
AiCi rv 0,

allquel cas pour tout f 2

�
A,(r 2C j) = 0,

et par consequent Ie determinant (1) est nul. Comme ceci n'a pas lieu, la

relation (3) ne peut exister elle non plus, de sorte que les C, sont inde-

pendantes au sens de M. Severi. La relation (2) montre que toute autre

courbe depend d'elles, done Ie nombre des C, est egal itp (Chap. IV, nO 31).

On en con clot ;

THEOREME. - Il Y a exactement R 2- p cycles r 2 distincts rencon-

trant toute courbe algibrique de V! en un nombre algebriquement
nul de points.

Remarque.
- M. Severi a demonlre que Ie determinant

I (C i Ck) I ;;t:o.

D'un autre cote (Chap. IV, n° 28), les C, sont des r 2 independants. Par

consequent on peut prendre, au lieu des T�o+h, ces courbes memes. On

aura alors Ie systeme de cycles

q, q, .. -, r�o, C II .' ., C p,

aux memes proprietes que celui considere plus haul.
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3. Une autre question fort importante pour la suite est ceUe du I\ombre

de cycles finis a systemes de A distincts, du type

(4 )
�

Ai�i+ «Ha)).

[La notation «Ha)) designe, comme au Chapitre IV, n° 9, une partie

finie de Ha.]

A (4) correspond l'equivalence

-
«Ha») ==

�
Aiai (Ies 1;sont dans Ha),

ou plus generalement, It'sens de «Hy)) etant clair,

(5)
-

« Hy) =
I

Ai ai (les 8 sont dans Hy).

Reciproqnement, en raisonnant comffie au Chapitre III, n� to, on montre

qll'a (5) correspond toujours un r! lini (4). On est done Tamene a deter-

miner Ie nombre d'equivalences (5) distinctes.

Reprenons les !ignes Ii du Cbapitre II, nO 20, joignant 1'1In de9 points

bases de
I Hy! (ici les points a I'inlitli)aux m-I aut res. Pour qu'un f l

de Hy forme la frontiere d'une region fi[1iede la courbe, it faut et it suffit

d'abord qu'iI soit rv 0, puis que

(r 1Ih)=0 (h=I,2, .,.,m-I).

En elfet, ces relations exprime[1t sirnplement que des deux regions en les-

queUes r l panage Hy, chacllne des I passe un [1ombre pair de Cois de I'une

dans I'autre. Les poinls a l'inli[1isont alors necessairement dans la meme

region.

0[1 conclut de ce qui precede que, pour qne (5) soit satisfaite, il faut et

it sumt qut' :

(a) �
Ai(alr t) = 0

�
Ai(8 i lh) = 0

(pour tout r 1 de H,),

(b) (h=I,2, "', n-I).

O'apres la fin du Cbapitre II, les equations lineaires aux A, auxqueUes on

est ainsi conduit, ont une matt-jce aUJl coefficieots de rang

2P- 2q + m-I = 2P- R I + m-1.

Le nombre de solutions dislinctes est done

N -('l.p- Rt+ m-l) = R!-I + 2P
- R I

(Cbap. III) no 11). Tel est aussi Ie nombre d'equivalences (5) distinctes, et
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par suite enfin Ie nombre cherche des cycles finis (4) II systemes de A dis-

tincts.

4. D'un autrecote,soit f!quelconque. f�'" nf,-(f,H),H coupe II

en un nombre algebriquement nul de points, donc il est homologue a IIn

cycle 6ni (n° 1, corollaire). On obliendra ainsi de suite R 2 - I cycles finis

distincts. Comme (H!) = m ;;;t0, H ne peut etre homologue a un cycle

fini. Par suite, H,-I est Ie nombre maximum de f, finis distincts. On en

conclut que les cycles finis (4) en comprennent au moills '!p
- RI a sys-

temes de A distincts, formant cependant frontiere sur V" Jl n'est pas diffi-

cile de montrer que? p
- HI est precisement Ie nombre de ces cycles. Soit

en elTet

Ma =
.I

A;.i;+«Ha).

Ma coupe une By generique suivant un f h car Hy n'en rencontre ni les

frontieres.it ni «Ha), les premieres, puisque y n'est pas en general sur

les coupures aat, la seconde parce que « Ha) ne contieDt pas les points-

bases de
IHyl.

M., lieu de f h a pour fronticres (Chap. IIr, DO H)

(6) �
(f l 8;)..i;+ « Ha)).

Par snite, A;= (fla;). On en conclut que Ie nombre de f, consideres ne

depasse pas Ie nombre de systemes d'entiers (f l Sj) distincts, quand on

envisage tous les f l de Hy, c'est-a-dire 2P
-

2q = '.J.p
- HI (Chap. II,

n° 18). Ceci suffit pour demontrer que 2P
- RI esl bien Ie nombre de ces

cycles.

On peut construire de fa�on fort simple des r! reductibles aux pre-

cedents par deformation finie. Soit f! Ie lieu qui est fini,du f 1 en evidence

dans (6), quand y decrit un cercle de grand rayon �. IIest clair que f, '" o.

On peut considerer, si I'on veut, r! comme un tube dont l'axe est la posi-

lion limite de f 1 a I'infini.Dt!formons � sans lui faire traverser les at jus-

qu'a ce qu'il coincide avec les coupul'es. f! sera alors devenu Ie cycle (6),

comme on Ie voit de suite en considerant Ie lieu de r l quand y decrit suc-

cessivement les deux lev res d'une meme coupure.

II. - G(meralites sur les periodes et residus

des integrales doubles.

5. Une periode de l'integrale double

(I)
f f

R(x,y, z) dxdy (R fonction rationnelle)
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en est la valeur etendue a un 1'2 qui ne rencontre pas les courbec d'infini

de l'integrale (1). Lorsque 1'2rv 0, la pcriode est un residu de (I). Soit dans

ce cas Ma = 1'!. Si Ma ne rencontre pas Ie!>courbes d'infini,Ie thooreme de

Cauchy-Poincare montre de suite que Ie reJlidu est nlli.Supposons que M..

rencontre Ilne de ces courbes, soit C. Pnisque r! lie la rencontre pas, on

!,oarra deformer au besoin legerement M. de m8niere que MaC soit IIn 1'1

et non une M!. Dans Ma isolons Ie voisinage de ce f 1 par un cycle 1'!

inliniment voisin, necessairement rv 0 (mod V 2)'Soit Mia ce qui reste de M.

quand on y supprime toutes ces parties isolees. Ni M� ni ses frontieres ne

rencontrent les eourbes d'infini. De

M� == 1'2-
!.

r;

on tonclnt que Ie residu relatif a 1'! est egal i. 180somme de ceux relatifc

aux 1',.II suffira done de considerer ces residus speciaux.

On pellt donner une construction fort simple des 1'!. Supposons que C

fasse partie de la courbe Duo appartenant tiun certain faisceau lineaire
ID.. !.

En particulier, C peut coincider avec Du.. Soit � un petit circuit entou-

rant Uo dans son plan, pllis considerons Ja partie de M. relative anx "

interiellrs a �. Sa fl'ontiere pourra de toute evidence etre prise pour un f;.

Ce dernier est Ie lieu d'un 1'1 de D.. quand u deerit�. Au fond, ce 1'2 est

simplement un tube dont l'axe est la p08ition limite de f 1 dans Duo' On

reconnait Ja la construction de la fin dll nO ..t"qui correspond all cas oil

C=H", ID..\
=

IByl.

f! n'est autre alors que Ie cycle fini de ce numero.

III. -
Integrales doubles de seconde espece pl'Opres et impropres.

6. DEFINITIONS. - Une integrale double de type

(I)
J J ( :�

+
�; )

dxdy (U, V, fonctions rationnelles)

tst dite impropre de seconde espece. Toute integrale double de fOllction

(\) Lorsqu'une 1\1,rcnconlre uniquement des courbes polaires d'ordre un de R,

(I) etendue 11M, donne lieu 11une integrale convergente (Picard). Toutefois, cette

valeur varie avec l'intersection de JI[,et des courbes. L'integrale etendue 11 un

lel r, conduirait donc a de5 pcriodes variant continument avec Ie cycle. II n'y a,

iIC� que je sache, aucune application de teUes pcriodes; c'estpourquoi ]a restric-

t"'n imposee pour I'instant Iif" restric1ion d'ailleurs levee en partie plus loin

(11'7).
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rationuelle est de secortde espece quand eHe a cette propriete: a chaque

courbe ({'infini de l'integrale en corre�pond une impropre, telle que Ja dif-

ference entre les deux soit finie au voisinage d'un point arbitT3ire de la

courbe (1). EnGn, des integrales de seconde espece en nombreqael-

conque son1; lineairenrent independantes s'il n'en existe pas de combi-

naison lineaire a coefficients constant", impropre (sous-entendu ici oommc

dans la suite t(de seconde espece »).

7. THEoRlhrRs. -- L Une transformation birationnelle lie change

pas la forme des intfJgrales impropres (2).

En eITet, soientx', y/, z'les coordonnees courantes sur une surface trans-

formee birationnelle de V 2' Le theoreme est une consequence immediate

des identites

ff

iJu
dxd =

Jf

D(U,y)
dxd =

f1

D(U,.r) dx'd'
ax Y

D(x, y)
Y D (x', y/)

Y

=
J J [ a:' (

U
:; )

-

a�' (
U

��.) ]
dx' dy'

dU
et de celles semblablcs pour

dy

'

n. Soient U une fonction rationnelle, r! un cycle ne rencontrant ai

ses courbes d'infini, ni la cOllrbe simple d'intersection, D, de V.

a"ecf�= o. On a

(2)
fi

au

ii

uU

iJx
dxdy =

rr dxdy
= o.

. r, . r, Y

Le changement de va' iables x' = U, y' = y, pour la premiere integl-alc,

x/ = x, y/ = U, pour la seconde, rcduiscnt de suite Ie theoreme en question
a celui de Cauchy-Poincare.

III. Les integrales de seconde espece n'ont pas de residus.

II suffit evidemment de considerer les integrales impropres et mcme Jes

integrales (3). De plus, pour cycles itresidus, on peut se contenter de prendre

ceux designes par r; au parag-raphe 2. On voit alors de suite qU'Cll defor--

lfIant convenablement les axes 1'1 de ces tubes, ils rempliront to utes Ics

conditions de l'enonce de II, d'ou III s'ensuit,

COROLLAIRES. - L Lorsque r 2"-' r�, les periodes co,.respondantes

d'une integrate de seconde espece J sont egales.

(I) Cette definition, legerement dilJ'erentede celie de M. Picard, semble queiqu,�

peu plus commode. Voir PICARD et SlIlART, vol. II, p. .60.

e) Ibid., p. 16..
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II. Pour qu'il y ail un cycle", f! par rapport auquel J PQr�ede une

periode, it faut et il sulfil que f! coupe toute coul'be d'infini de J en

un nombre algebriquement nul de points.

Dorenavant, nous n'hesiterons plus a considerer les peri odes de J relati-

vement a U11 f 2 coupant les courbes d'infiDi, POUTVU que les conditions du

corollaire II soient remplies. n s'&gira a10rs toujoul"S de la periode relative

itun cycle convenable r"V 1"!.

THBORIhlE IV. -
Reciproquement, si J n'a pas de reS/:dus, elle est de

seconde espece (1).

Soit g(x, y) = 0 la projection d'une couTbe d'infini C de J, n'appar-

tenant pas a
1".11. (LoTsque C est une Hy, iI suffit d'echanger les rOles de

x et y dans la discussion.) L'integrale aura la forme

J I �
dxdy,

oil A est une fonction I'ationnelle ni nulle ni infinie sur C.

Si at> I, on remplace J pal' l'integrale aux memes residus

If

I a A

II

I d

(

A

)
J+ -- dxd - - - d:r:d,

Ct- I dx tr'xC
Ct- 1 :r -

«(t-I )gCt-1 ax g'z
:r

de meme type, avec at- I au lieu de a. En definitive, on peut donc toujours

etre ramenc itCt= I.

Transformons alors V. birationnellement de maniere que la tTansformee

de C sur la nouvelle V! (pour laquelle 110US garderons les m�Dles notations

que pour l'ancienoe) fasse partie de Hy.. L'integTale transformee, qni aura

toujoul's les memes I'esidus que la primitive, sera de la forme

(3)
if

A
dxdy,

. Y
-

yo
A(x,yo,':) � o.

En se reportant a ce que nous avons dit au nO;; SIn 18 coostmction des

cycles a I'esidus, on voit que les residus de (3) soot les periodes de I'intt!-

grale abeJienne atlachee a Hy"

(4)
27tiJ

A(x,yo, z)d:r.

Recipl'oquement, toute pcriode de (4) est un I'csidu de (5), done aussi

de J. Par consequent, ces periodes sont toutes nulles et (3) se reduil a une

(t) Lac. cit.,p. 203.
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fonction I'ationnelle SUI'C, soit 21tiU(x, z). On en conclut que

ff

A(x, y, z)
clxdy

-

ff

�

[

U (x, Z)

]
dx dy

y-Yo
Jx y-yo

est finie au yoisinage d'un point �rbitraire de C, 011 plllt6t de la trans-

forll\ee de C sllr Ia nouvelle V�. En retOllrnant a la surface originelle, et en

se r8ppelant la propriete d'innriance des integrales impropres, on voit

que J se conduit comme une integrale de seconde espece au voisinage de C.

Ceci sumt pour demontrer notre th60reme.

Remarque.
- De 13 on conclut aisement a l'invariance des integrales de

seconde espece sous les transformations birationnelles.

IV. - Etude des periodes d'une classe particulierement simple

d'integrales doubles.

8. Nons allons faire I'etude des periodes des intt!grales

(I)
ff

P(X,y, z)dxdy

j�
'

oiI P, ici comme d'aillellrs partout dans la suite, denote un polynome

adjoint. Gette integrale a comme propriete essentielle d'etre finie a distance

finie. Plus generalement, nous nous occuperons aussi des integrales infinies

uniquement sur uu certain nombre de courbes Hy.

L'etude de (I) se rattache intimement it celie de I'integrale abelienne

attachee IIHy,

(2)
f

P(X' y, z) dx
.

j;

TREOREME. -
Lorsque Pest quelconque, (2) possede ?op + m-I

pcriodes cycliq ues et logarithmiques compleeement arbitraires, c'est-

a-dire autant que si Ie polynome n'ctait pas astreint Ii ctre un poly-

nome en y egalement (I).

Meme demonstration qu'au Cbapitre IV, nO 2.

(I) Je dis en effet que

(I) � (x,z) dx

J
-

Ii
(P polynome adjoint it

Hyl

possede 2P pel'iodes cycliques et m- I logarithmiques £1 l'infinicompletemellt

arbitl'aires. Les periodes logarithmiqlles soot hien arbitraires, car les integrales

normales de troisieme espece avec deux points logarithmiques 11 l'infini sont
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Remarque.
- Soient "(1,T2, ..., T!p+m-I un systeme de cycles de Hy

correspondant aux pl\t'iodes en question. Nulle combinaison des "( ne peot

former frontiel'e pour une partie finie de Hy, car alors la periode COrl'es-

pondante de toute integrale (2) correspondante serait nulle (theorcme de

Cauchy). Mais la theorie elemenlaire des surfaces de Riemann no us apprend

qn'il y a au plus 2p+m- I cycles lineaires ayant cette propriete. Done r'1

etant quelconque dans Hy, il Y a un cycle

11'1+
21i"(i

(A;;CO)

formant frontiere pour une partie finie de Hy.

COROLLAIRE. - On peut se donner 2 p + m - I integrales (2) Ii deter-

minant de periodes ;;Co. Les cycles correspondants constituent precise-

ment un systeme tel que les T.

9. D'apres Ie paragraphe1,l'integraledouble(l)possede R 2-1+2p-R 1

periodes relati'ves a des cycles finis

(3)
2 1jb.j+ «Ha)).

Soit fJj(Y) la periode de (2) par rapport a 8j. On montre, comme au Cha.

toutes de type (I). II suffit donc de montrer qlle les integrales de seconde

espece (I) ont des periodes al'bilraires.

Soil ax + bfJI+ C ::::::0 une tangente en nn point arbitraire B, de "1,9" B3....'
B m , ses autres intersections avec la covrbe, bi l'abscisse de B i. Considerons la

ditference

(2)
f

P(x,.z) dx
k

8(X-
b,)

(ax+b.z+c) /i

-
(x-b,)(ax+b.z+c)

f[

Q(x, .z)

]

dx
=

(ax+by+c) f�
'

ou Iigauche se trouve l'iutegrale normale de secollde espece relative IiB, et une

constanle k telte que Ie tout soit fini en ce point. Ln quantite enlre crochets

Iidroite est finie a distance finie, donc (PICARD et SIMART, vol. II, p.IO) egale
Ii un polynome, necessairement adjoint. [La tangenle (loc. cit.) est paralleIe
a Oy, mais on passe de la au cas plus general par une simple rotation d'aus. J

L'integrale Iidroite dans (2) est alors de forme (I), aux m�mes periodes que l'in-

tcgrale normale. Done les inlegrales de seconde espece (I) onl leurs periodes

cycliques aussi arbilraires qu'une combinaison lineaire d'integrales norm ales et

d'integrales de premiere espece [elles-memes aussi de forme (I)]. Ceci suffil pour
demonlrer notre affirma tion.
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pitre IV, n° 16, que la periode r�lative it (3) est egale a (1)

0"

I
Aj
f.

)

DJ(Y) dy.
"

THBOREHE. - Les periQdes d'une integrale dQuble (I) al'bitraire s{Jnt

elles-memes completement arbitraires (I).

En elfet, celles de

J ! <f(Y)P(X'l,Z)dxd

y
(cp polynome)

sont egales it
a.

.!. Ajl

J

�(y)Qj(y)dy.

Si notre theoreme tombe en decaut, c'est qu'il y a une relation

f

a]

I �j
tJ

ykOj(y) dy = 0,

aux � non tous nuls, satisraite pour toutes les valeurs de I'entier Ie. De lit

on tire de suite

1

a] U ( )�
�j

j Y
dy=:o,

� a y-u

qllelle que soit u. Soit f1j� o. L'accroissement 2'1til'-jOj de cette expres-

sion quand u tourne autour de tJjaoit etre nul, d'oti Dj(y) = o. Mais 8j

ne fait pas frontiere SlIr Hy (Chap. II, nO to), donc, d'apres Ie numero pre-

cedent) la pel'iode correspond an Ie d'une integrale (2) arbitraire ne peut

etre nulle, contradiction qui demontre notre theoreme.

to. THEOREME. - Une intigrale double J infinie uniquement sur

des Hy et dont toutes les periodes et residus sont nuls, est impropre de

seconde espece (3).

Soient

J
=! f

R(x, y, z) dxdy, Jy
f

Rdx,

(') lei, comme au Chapitre IV, n" 15 (voir aussi plut loin, n° 10),

1: I.jUj(y)
"'"o.

(') P1CARD et Snu.RT, vol. II, p.355.

(3) Ibid., p. 365. Le cas considere ici est un pen plus general, mais la demons-

tration est la m�me.
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Qj 1a periode de Jy relative it'OJ.

Jh_

j

Ph(X, y, z)
dy--

/;
x (h = I, 2, ..., 2P + m -

I),

Jes integrales du corolla ire au nO 8, a delerminant de periodes non nul,

fJ/.jla periode de
J;

relati,'e a 'OJ. Pour demontrer Ie theoreme, il suffit

d'etablir I'existence de jQnctions rationnelles Ch(Y), U(x,y, z), telles

que

(4) Jy
-

:y �ChJ�=U(X,y,Z).

Soient, dans Hy, )'1,)'2, ..., jR, un systeme de cycles invariants au

nombre maximum de R 1(Chap. II et III), et soient Wk, Whot les periodes
de J,r,J: relativement 11jot.Pour que (4) soit vraie, il faut d'abord que les

periodes de I'integrale au premier membre soient nulles. II eu sera bien

ainsi lorsque

(6)

2p+m-1

�h ChWU(Y)
J

Y

wk(y)dy

I a

!p+m-I

Ih ChfJhj(y) =
1.r

fJj(y)dy

1 aj

(k=I,2, ...,Rd,(5)

(j = I, 2, ..., N).

En eITet, en vertu des relations (6), les periodes relatives aux '0 seront

nulles. Ceci entralne I'invariance de toutes les periodes alors que, grace aux

relations (5), les periodes invariantes elles aussi s'evanouissent. Nous allons

voir que les relations (5), (6) suffisent pour determiner des fonctious Ch(y)
convenables.

Au cycle fini (3) correspond I'equivalence

(7) - ((Hy ») ==
�

Aj tj.

Par suite,

N

�j AjfJhj(Y) =0

I

(h=I,2,...,2p+m I).

Les expressions des pe.riodes de J sont de meme type que pour (I). En

ecrivant qu'elles sont nullcs, on obtient

a' .r
-

� Aj
�

�

!J.j(y)dy = 0 =
� Aj!

fJj(y)dy.

1

Vu que Ie nombre de cycles (3) 11systemes de A distincts est egal it

R!- I + 2P
- R 1,



428 SELECTED PAPERS - V

ce meme nombre de relations (6) est une consequence des

N -
(R 2-1 + ?p-R j) = 2P- R1+m- I

autres. Joinles aux equations (5), eJles nous en donnent juste Ie nombre

?p + m-l qu'i! nous faut pour determiner les inconnues c, bien enlendu

pourvu que Ie determinant des coefficients ne soit pas nul. Or ce determi-

nant n'est autre que celui des peri odes des J; relativement a aulanl de

cycles dont nulle combinaison ne forme frontiere pour une partie finic

de Hy, et il ne sera pas nul.

Ainsi nos relations nous fournissent une solution unique aux incon-

nues c. Remarquons que Wh, Whk sont ration nelles, car elles sont uniformcs

et regulieres Ii I'infini. De plus,
f

Wh (y) dy I'est egalement, car leS

periodes logaritbmiques, s'il yen avait, seraient des residus de J. Entin,

lorsque y decrit un chemin ferme quelconque, les seconds membres des

relations (6) se combinent comme leurs premiers; la verification en est

immediate. II suffit alors d'ecrire les solutions aux c poun'oir que ces fonc-

tions sont uniformes, regulieres a I'jnfmi comme les Q, et partant ration-

ne lles.

Sauf itetre assure qu'elle est rationnelle, on pourra determiner la fonc-

tion U. Mais en tout cas

(8)
dV dU

R--=-,
dy ax

V _ "'" Ch Ph
-
� f�

'

d'ou J'on conclnt que U est certainement algebrique. Outre y, elle peut

dependre de certains parametres. Maintenant ces derniers fixes, soient

U j, Us, "., Us ses determinations pour y donne. Leur moyenne U satisfait

tout lussi bien a (8) et elle est de plus rationnelle en x, y, oZ.Cela revient

a demontrer Ie theoreme.

Remarque.
- Un point peut pr�ter a objection dans la demonstration

precedente: nous avons admis sans plus que les periodes de J ont les memes

expressions que si elle etait finie a distance finie. Cela ne fait aucun doute

tant que, parmi ses courbes d'infini,ne se trouvent pas de
Haj (courbes Hy

relatives aux valeurs critiques). Montrons que, meme dans ce cas, il n'y a

que peu de cboses a changer.
Soit 8]

Ie cycle de Hy s'accroissant de 8j quand y tourne autour de aj

(Chap. II, n° 1.0).Soit !J.jIe
lieu de

oj quand y decrit, non plus ]a cou-

pure aaj, mais un lacet en differant fort peu (Chap. III, n° 17). Lcs cycles
finis sont reductibles au type

�Aj!J.}+«Ha)),

cycle qui ne rencontre plus les
Har

II suffira alors de remplacer partout
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les 0 par les periodes relatives aux /)'etles chemins d'inlegration aaj par

les lacets; mais, it part cela, Ie reste de la discussion ira comme aupa-
ravant.

V. - Reduction des integrales de secoude espece.

Th60rbme definitif.

H. THEOREME. - Toute integrale de seconde espece Jest reductible

par soustraction d'une integrale impropre a une integrale infinie

uniquement sur des Hy.

Soit g(x,y) = 0 la projection d'une courbe d'infini de J n'appartenant

pas itHy, et soit

(I)
J f ( ��

+
�; )

dxdy

telle que la difference entre elle et J soit finie au voisinage de C. Les fone-

tions rationnelles U, V peuvent etre mises sous la forme

A(x,y, z)
,

ga.k(x,y)

ou A et k sont les polynomes ne s'annulant pas identiquement pour

g = 0 (').

On pourra d'ailleurs ecrire

r M(x, y) N(x,y)-= +
gIJ.h gIJ.k(y) h.k(y)

(M, N, k polynomes).

On en conclut que la difference

A A.M

g«.h

-

gIJ..k

est finie au voisinage de C. On pourra done remplacer U et V par des fonc-

tions semblables, saur que h ne eontient plus x. En soustrayant alors (r)

de J, on aura remplace C comme eourbe d'infini par un certain nombre de

courbes Hy. En continuant, on n'aura plus que de telles eourbes comme

courbes d'infini de l'integrale reduite. c. Q. F. D.

COROLLAIRE. - Jest reductible Ii:la forme

ff

P(X,y, z)
d d

f�
x y.

(') E. PICARD, Traite d'Analyse, 3' edition, vol. I, p. 69'
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En elfet,nOllS pouvons d'abord supposer J intinie uniquement sur des Hr.

n existe une integrale du type precedent aux memes periodes que J, soit J/.

Pas plus que J, J' ne possede de residus it I'intini,et, commc eUe est finie

partout ailleurs, J' est de seconde espece. J - J/ est sans periodes, infinie

uuiquement sur des Hy, done impropre, et J est bien reductible a J/.

t2. Soit C une courbe alg�brique d'ordre v, en position generale par rap-

port aux axes. Formons une integrale abelienne attachee a Hy,

JVdx,

a periodes logarithmiques + I relativemeut aux points de CH r et - v rela-

tivement a I'un des points a I'infini.Les conditions imposees a v sont ration-

neill'spar rapport a y dans leur ensemble, Raisonnant alors comme a la fin

du n° 10, on montre que celte fonction rationnelle en :c et � l'est en y ega-
lement. Alors

:y J
V d:c

est de seconde espece et, partant, reduclible it I'aide d'operations ration-

nellI'spar rapport a y (soustraction de fonctions rationnelles bien deter-

minee9) Iiune integrale J.r finie Iidistance finie. On aura

J.r
=

:y f
V d:c - U =

f
R (:c, y, z) dx.

Par consequent,

J =
f J

R(x,y, z)dxdy =
f f( ��

+
:; )

d:cdy

est une integrale impropre infinie uniquement sur des Hy, reliee de falfon
definie itla courbe C. II s'agit d'en etudier les peri odes.

Soit f! un cycle fini (seule espece de cycle par rapport auquel J puisse
avoir des periodes). Reduisons f!, ilia maniere du n° 1, itun cycle ne cou-

pant C qu'cn
+ (f! C) points. En se rapportant ala discussion (loc. cit.),

on voit que l'on peut s'arranger pour que ces points soient tous dans Hyo

(Yo arbitl'aire) et que de plus f 2 et Hyo Y aient en commun des petites E 2

entourant les points. En deformant f! on devra prendre soin d'evitcr Ics Hy
d'inlini de J, chose facile itfai reo

Supprimons II'sE! dans f 2. La M! restante aura pour frontiercs II'scir-

cuits frontieres � des E 2. Puisque Jest linie sllr nos E2'

If 1. Rd.xdy-j 1.\
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peut etre rendue aussi petite que l'on veut. Or

f 1 =II(Udy-vdX)=-IIVdx.M, � �

ou il est entendu que les � sont orientes com me des indicatrices de ft. Ces

circuits en seront alors tout aussi bien pour Hy (1). On a done

f 1
=-

Ijvdx=-<rtc),M, �

Telle est aussi la valeur de la peri ode de J relativement art, puisqu'elle en

dilfere d'aussi peu que I'on veut.

Remarque.
- Au lieu d'une combe unique, prenons-en plusieurs, Ct,

Ct. ..., C" puis supposons main tenant que

fVdx

possede pour points logarithmiques les points Ck Hy avec une periode egale

a !LA: On pOllrl'a toujolJrs former J et Ie meme raisonnement donne cette

fois, pour sa peri ode relalivement aft, la valeur

-I
!Lk(ftC k ).

13. Les r{(j = 1,2, .. " po) du paragraphe i, ne rencontrant toute

courbe algebrique qu'en un nombre algebriquement nul de points, sont tous

homologues a des cycles finis

I
Ai 6i+ « Ha »).

Toutefois, il Y aura encore P
- I tels cycles, soient

r� (h=I,2, ...,p-I),

rencontrant chacun au moins une courbe en un nombre algebriquement

lion lIul de points. On peut mcOle affirmer que toute combinaison de ces

cycles aura toujoUl's cuLte propriete.

(') On Ie dcmonlre en se basant sur eeei : Soient r" r
l
" r;, passant par un

point A ordinail'epour tou, trois, les deux premIers y ayant de plus eo commuo

uo circuit � passaot par A. � sera orientable de maniere 11Hre une iodicatrice

(ou bieo I'opposee d'uoe indicatrice) pour les deux cycles a la fois, pourvu que
les contributions de A a (r,r/;) et (r;r/;) soieot egales. lei r';= C, r�= Hr.
et � eotoure A, mais de faeilesconsiderations de conlinuite montrent que Ie rai-

sonoemeot est toujours valide.
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Soient C 1, C!, ..., C
p
des courbes independantes au sens de M. Severi.

De la discussion du paragraphe 1, on conc\ut que la malrice

1\ (r�.+hCIc) II (h = I, 2, ..., p
- I; k = I, 2, ..., p)

est de rang P-I. On peut par consequent supposer Ie determinant

\(f�o+hck)1 � 0 (h, k = I, 2, ..., p
-

I).

Soit J k I'integrale double analogue 11 celie du numero precedent relative

itCk (k � P
-

I). Le lleterminant precedent est celui des pcriodes de h rela-

tivement aux f�.+h. En se rappelant la natnrc de ces in tcgralcs, on conelut:

11 y a UM integrale impropre, infinie uniquemeflt sur des Hy,

a periodes par rapport aux r�.+h egales a des constantes quel-

conques.

U. THEOREMK. - Pour que J soit impropre, ilfaut et it suffit qu'elle

soit sans periode par rapport aux r{ (j � po) (cycles coupant toute

courbe algebrique en un nombre algebriquement nul de points).

D'apres Ie corollaire II du n° 7, il Y a lieu de considerer les periodes par

rapport a nos f 2, quelle que soit l'integrale double envisagee. En vertu du

theoreme I (loc. cit.), quand Jest impropre, les peri odes sont bien nullcs,

de sorte que la condition est elfectivement necessaire. Hlle est aussi suffi-
sante. En elfet, nous pouvons prendre J sous la forme (!) du paragraphe 4.,

puisque la reduction s'y fait precisement par soustraction d'une intcgrale

impropre, donc sans changer les periodes envisagees. Soit alors J', improprc

aux memes periodes que J relativement aux f�.+h, infinie uniquement sur

des Hy. J - J' est sans pcriodes, infinie uniqnement sur des Hy, donc

impropre, et il en est de meme de J. c. Q. F. D.

1!S. THJionEMR DEFINITIF.-Le nombre d'integrales doubles de seconde

espece lineairement independantes est egal au nombre po de cycles
distincts rencontrant toute courbe algebrique en un nombre algebri-

quement nul de points.

En elfet, nous pouvons former po integrales distinctes de la forme (I) du

paragraphe 4 it rcsidus tous nuls et a determinant de periodes par rap-

port aUll r,{(j�po) non nul (n° 9). Ces integrales sont de seconde espece,

lineairemcnt independantes. Entin, J etant quelconque de secondc espece, il

y aura unc combinaison lincaire J'des integrates prccedentes, aux menH�s

periodes qu'clle relativcmenl aux cyclcs ci.dessus. J - J' sans pcriodcs par

rapport iteu 11.est impropre (nO 14). Ccla veut dire que J depend des Po pre.
mieres integrales, ce qui dcmontre Ie thcoreme.

COROLLAIRE : FOIIMULE DE M. PICARD. - De ce qUI precede, on tire de
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suite cette formule de M. Picard:

po = R, -
p = I + 2 R 1 - P + 2.

oil, comme toujours, I designe I'invariant de Zeuthen-Segre.

16. Le theoreme precedent admet une generalisation complete aux V d.

On peut definir pour leurs integrales k-uples ce que l'on entend par inte-

grales de seconde espece lineairement independantes, et l'on a alors

TuioBEJlE.- Soient r Ie nombre mazimum de r"distincts d'une Vdne

rencontrantpas un groupe donne d'hypersurfaces, p� Ie minimum de r

quand on envisaGe tousles groupes possibles. Le nombre d'integrales

Ir-uples de seconde espece lineairement independantes est egal a P:.

VI. -
In�grales simples de troisieme espece.

i7. Nous nons deja envisage au Chapitre IV les integrales simples

(I)
fUdY+Vdx,

OU dV
-=-,
ox oy

nous limitant presque exclusivement a celles de premiere espece. Une inte-

grale (I) generale possedera des courbes logarithmiques, c'est-a-dire

ayant cette propril!te: C etant l'une d'elles, � la frontiere d'une petite E 2

rencontrant C sans contact, l'integrale etendue a Cin'est pas Dulle. En fait, sa

valeur est constante quand � est delorme de maniere quelconque sans ren-

contrer les courbes logarithmiques et cette constante est la periode log a-

rithmique relative a C. Assujettissons Ie point (x, y, 10) a rester dans une

courbe non singuliere, D, de I'integrale. Cette derniere devient alors une

integrale abelienne de troisieme espece attachee it D, aux points logarith-

miques CD, avec pour periode relativement a chacun d'eux la peri ode mcme

de (I) relativement a C.

L'integrale (I) est dite de troisieme espece, si elle possede effectivement

des courbes logarithmiques.

i8. Soient Ct, C 2, .'" C r les courbes logarithmiques de (I), f-t.\;la periode

rt'lativea C.\;.Sur une H, I'integrale en definit une aux points logarith-

miques C.\;H avec une periode correspond ante egale it fl.\;.Par suite,

1'1)
!.

f-t'\;(CkH) = 0,

11'011immediatement ri:;2, du moins quand les fL nc sont pas tous nuls,

c'est-a-dire quand (I) est effectivement de troisieme espece, comme on Ie

supposera dorenavanl. On doit it M. Picard un resu/tat d'une importance
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capitale en geometrie algebrique, dont la demonstration est "objet de ce

paragraphe :

THiioREME DE M. PICARD. - II e:ciste toujours une integrale simple

dont p + 1 courbes donnees sont les seules courbes logarithmiques. Par

contre, il existe des systeTrl.£s de p courbes ou moins qui ne peulJent �tre

les seules courbes logarithmiques clune integrale simple de V!.

L'entier p est bien entendu Ie m�me que nous avon, design': precedem-

ment par cette lettre et que I'on nom me d'ailleurs communement nombre

de M. Picard.

On trouvera la demonstration de ce theoreme dans Ie Traite de MM. Pi-

card et Simard, vol. II, Chap. IX. Nous aUons en demontrer un ici un peu

plus general, en suivant en quelque sorte la marche inverse de M. Picard.

En elfet, apres avoir obtenu directement Ie theoreme ci-dessus, l'iIlustre

savant s'en est servi pour deriver certains resultats importants sur les inte-

grales doubles (loc. cit., Chap. X). lei, au contraire, nous allons faire usage

de ce que nous avons appris sur les integrale! doubles pour en deduire tres

rapidement Ie theoreme que nous avons en vue.

On consultera d'ailleurs avec graud profit sur cette question un fort

important Memoire de M. Severi (Mathematische Annalen, 1906),

Memoire que nous avons deja eu I'occasion de citer. Les travaux de

M. Severi ont eclaire d'un jour nouveau la theorie que l'on doit a

M, Picard.

i9. En se rappelant la deiinition de p donnee au Chapitre IV, on voit

que la proposition de M. Picard se ramene de suite Ii ce theoreme :

THKOREME. - La condition necessaire et suffisante pour qu'il e:ciste

une ineegrale simple aux courbes logarithmiques C h C!, ..., C,., est

qu'elles soient reliees par une homologie (modV 1), ou, ce qui ref1ient

au meme, qu'elles soient dependantes au sens de M. Seperi.

1° La condition est necessaire. En etfet, soient

(3)
J

Udy- Vdx,
dU dV
-+-=0
dx dy

I'integrale de

periodes de

l'enonce, fLk sa periode relative a Ck (I). Clairement, les

JJ(

dU dV

)dX
+

dy
dx dy

sont toutes nulles. La remarque a la 1in du nO 12 est evidemment appli-

(') On suppose que les C ne comprennent pas la courbe a l'infini.Cette cireon.

stance un pel! genante peut etre evitee par une transformation homographiqlle

prealable.
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cable. En ecrivant que l'expression des peri odes ainsi obtenue est Dulle,

on a

( 4)
!.

fLk(f2Ck) = 0

pour toot f t fini, De plus, (2) montre que ceci est encore vrai pour Ie

cycle H. Or tout f 2 depend de H et des cycles finis. Done (4) est vraie

pour toul ft. Soient q, q, ..., r�. des cycles independants quelconques.

La matrice

11 (r{Ck) II (j=I, 2,..., Rt;k=I,2, ...,r)

est de rang r -I au plus. Puisque ses termes sont tous entiers, il y a des

entiers A non tons nuls tels que

1:>-k(f;
Ck) =

[(IAkCk) r;]
= 0 (j = I, 2, ..., Rt).

Par consequent (Chap. III, nO is),

(5 ) t
�

Ak Ck''-' 0 (modV 1).

C. Q. F. D.

2° La condition est suffisante. En effet, (5) etant verifiee, formons

l'integrale double

J =
f f ( :�

+
�; )

dx dy

infinie uniquement sur des Hy et telle que

fVdX

ait pour points singuliers logarithmiques les points Ck H avec une periode

egale 11 Ak (nO 12). En vertu de (5) on aura pour tout r 2

(6)
�

Ak(Ckf2) = 0,

et en pa rticulier pou r H

(7)
�Ak(CkH)

= o.

Done toutes II'speriodes de J sont nulles. Par consequent (n° to),

J =
fJ(

dU
+ ��

)
dxd yox oy

,

(A, polynome adjoint; cp,

V = A(x,y,z)

'f(y)j;

polynome ).
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On en tire

de sorte q6.c

d(U
- U ). a(v

- V )
+ =0,

ox dy

(8)
J

(V
- V ) dx

- (U
- U ) dy

est une integrale simple auachee it.nolfe surface. De la forme de V on con-

clut que (8) n'a, oulre les C, que des Hy pour cOUl'bes logarithmiqlles.
Soient Hy, rune d'eIles, autre que la courbe a I'infini,2'1tix la peri ode cor-

respondanle de (8). Soustrayons de cette derniere

IXlog(y- Yo) =
J

Gt
dy.

y-Yo

L'integrale restante acquerra au pis aller la seule courbe al'infini comme

courbe logarithmique nouvelle, et aura perdu Hy,. Supprimons ainsi toutes

les courbes logarithmiques de meme nature. Soit A la periode de l'inte-

grale finale relativement ala courbe a I'infini.La relation ('2) qui lui cor-

respond donne

mA +
�

Ak(CkH) = o.

Par suite, en vertu de (7),

mA=o, done enfin A =0.

Ainsi, en realite, la courbe a I'infini n'est nullement logarithmique pour

I'integrale finale, integrale qui n\pond de toute evidence itla question. Ceci

ache,.e la demonstration.

� t"i"T



NOTE II.

SUR LES MODELES DE M. VOLTERRA.

Nous nons eu I'occasion, auChapitre I, nO 9, de decrire certaines

varietes dues a M. Volterra. A. propos de ces varietes, Ie grand savant de

Rome a construit des modeles fort curieux. La planche ci-apres, que nous

devons Iison obligeance, a pour but de montrer comment deux varietes,

definies de manicres fort ditl'erentes, peuvent n'en �tre pas moins homeo-

morphes, comme nous allons l'expliquer rapidement.

La W s de la planche correspond a la valeur 3 de I'entier lr (loc. cit.).

Voici sa construction exacte : Soh, dans I'espace ordinaire, T la region

comprise entre quatre spheres dont trois sont exterieures les unes aus

autres, mais interieures Iila quatrieme. On suppose de plus que les centres

des quatre spheres sont dans un meme plan Q. Soit maintenant T' la region

symetrique de T par rapport Iiun plan P ne rencontrant pas la plus grande

sphere et perpendiculaire a Q. Convenons enfin de considerer comme coioci-

daRts les points frontieres de T et T/, qui se correspondent dans I. syme-
trie par rapport a P. L'ensemhle de T et T' donne lieu ainsi a la W. de

M. Volterra.

II est clair que W s est tout aussi bien symetrique par rapport a Q. Cou-

pons la figure par ce plan, et soient T.. T. les deux sections de T,

T'" T 2 celles correspondantes de T'. On peut maintenant considerer W a

comme forme de quatre parties, dont cnacune est une Ea limitee par

quatre hemispheres et une partie plane. Les points des frontieres planes

doivent etre lies par la pensee a leurs symetriques par rapport a Q, les

autres comme auparavant. La figure I illustre nettement cette situation.

Les parties bombees appartenant aux spheres exterieures sont derriere Ie

plan de la figure.

Deformons maintenant T 1 en meme temps que les parties correspon-

dantes des autres Ea, de maniere a aplanir les grandes hemispheres et

a rendre au contraire les parties planes spheriques. On obtient ainsi la

situation representee par la figure 2. Chaque Es a pris maintenant la forme

d'une hemisphere avec trois cavites dans la partie spherique. Elles reposent

sur Ie plan de la figure, la p3l'tie bombee en avant. Cette fois les parties

planes se correspondent par symett'ie relativement a P et il en est de meme

des cavites, alors qu'au contraire les hemispheres se correspondent par

symetrie relativement a Q.
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Fig. I. Fig. 2.

Fig. 3. Fig, 4.
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Joignons les parties planes 11celles qui leur correspondent. T 1 et T't don-

neront lieu ainsi a une sphere de centre dans P, sphere dont La surface

contient six cavites deux 11deux symetriques re1ativement 11 P. De meme

pour T! et T;.

Deformons en fin les cavites com me I'indique la figure 3, puis rejoignons

chaql1e partie a sa symetrique (fig. 4). Tout cela revient 11 changer W s

en une varielc homeomorphe.

La forme finale obtenue est celie d'une region limitee par une sphere

ittrois anses et de sa symetrique par rapport it Q, Au fond, ce que 1'on a

fait, c'est de faire coin cider chaque point frontiere de T avec son sym!\-

trique par rapport a P sur la frontiere de T/, quitte a inlroduire de nou-

velles coupures.

81&..........


