L'ANALYSIS SITUS

LA GEOMETRIE ALGEBRIQUE



PREFACE.

Les surfaces et les variétés algébriques accusent, au point
de vue del'Analysis Situs, des différences profondes avec les
courbes, différences dues surtout a ce qu’elles ne sont pas les
variétés bilatéres les plus générales de leur dimension (quatre
pour les surfaces, 2d pour les variétés & 4 dimensions). Effec-
tivement elles contiennent des variétés topologiquement trés
particuliéres : leurs sections par d’autres surfaces ou variétés
algébriques. Il est donc assez paturel d’en profiter pour
Pétude de la variété elle-méme, et de plus, de rechercher les
propriétés spéciales qui en résultent. Apreés un Chapitre pré-
liminaire, c’est 14 la tiche que nous avons poursuivie dans le
second, le troisiéme et dans le début du cinquiéme. Dans les
autres on trouvera diverses applications, notamment la dis-
tribution des courbes des surfaces ou des hypersurfaces des
variétés algébriques, C'est en effet, dans cette direction, que
I’ Analysis Situs se montre & son maximum d’utilité.

Parmi les divers écrits qui m’ont influencé pendant ce tra-
vail, sont & signaler tout particuliérement : les Mémoires de
Poincaré sur I’ Analysis Situs et sur la distribution descourbes
d’une surface algébrique, les travaux de M. Picard, tels qu’ils
sont exposés dans le Traité qu’il a écrit en collaboration avec
M. Simart, enfin ceux des superbes géométres de I’Ecole
italienne. Pour une bonne part, d’ailleurs, les résultats
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exposés icl sont inédits quant & la forme ou au fond. Tel est
notamment le cas, pour ceux relatifs aux intersections de
cycles, qui paraissent ici pour la premiére fois.

Cette monographie est basée, en partie, sur une série de
conférences faites & Rome, au printemps de 1921, sous les
auspices de I'Institute of International Education, ainsi que
sur les recherches poursuivies, un peu auparavant, sous ceux
de I’American Association for the Advancement of Science.

Aux nombreux amis qui, des deux cOtés de I’Atlantique,
m’ont prodigué leur cordial encouragement, je tiens 2
exprimer ici ma grande reconnaissance. Enfin je veux remer-
cier, d’abord M. Borel, pour m’avoir accordé I'honneur de
paraitre dans sa Collection, justement célébre; ensuite la
maison Gauthier-Villars, pour avoir bien voulu entreprendre
la publication de mon Ouvrage, malgré ces temps si durs,
ou elle continue 4 maintenir son rang, hors pair, parmi les
éditeurs scientifiques.
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L'ANALYSIS SITUS

ET

LA GEOMETRIE ALGEBRIQUE

CHAPITRE L.

PROPRIETES GENERALES DES VARIETES ANALYTIQUES.

I. — Premiéres définitions. Connexions des divers ordres (3).

1. Deux variétés sont homéomorphes, si elles sont en corres-
pondance biunivoque, continue, sans aucune exception. Tels sont
deux segments de ligne, deux surfaces de Riemann de méme genre,
les régions de P’espace ordinaire limitées par un cube et une
sphere, ete. L’Analysis Situs a pour but I'étude des propriétés
des figures, préservées quand on les remplace par d’autres homéo-
morphes.

La cellule 4 n dimensions E, est une variété homéomorphe a
Pintérieur d'une hypersphére dans un espace i n dimensions, S,.
(Ces notations : E,,, S, reviendront constamment.) La frontiére
de E, est la généralisation du circuit. En particulier, E, est un
segment de ligne, E, une aire simplement connexe. Une variété
a n dimensions est homogéne, si deux E, de la variété en conte-

(1) Voir & ce sujet : PicarD et SiMaRT, Traite des fonctions algebrigues de
deux variables, vol. I, Chap. I, ainsi que les Mémoires de PoINCARE, Journal
de UEcole Polytechnique, 2* série, vol. I, 1895. — HEEGAARD, Bulletin de la
Société mathématique, vol. XLIV, 1916. — TiETZE, Monalshefte fir Mathe-
matik und Physik, vol. XIX, 1908, — VEBLEN et ALEXANDER, Annals of Math.,
2¢ séric, vol. XIV, 1913. — Enfin 'ouvrage de M. VEBLEN : Analysis Situs, the
Cambridge Colloguium, published by the American Mathematical Society,
New-York, 1922,
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nant un point en ont toujours en commun une troisiéme le
contenant également. Une courbe plane en forme de 8, un coéne &
deux nappes offrent des exemples de variétés qui ne le sont pas.

2. Les variétés analytiques, seules a étre considérées ici, se défi-
nissent amsi : Soient z,, Z;, ..., Zn un systéme de coordonnées
cartésiennes, relatif a va S, (n'2n), puis considérons les équa-
tions

(1) zi= @( Uy, Uz ..y Un) ({=1,2, ..., n';n'En),

ou, dans le champ de variation des u, les ¢ sont des fonctions ana-
lytiques, a déterminants fonctionnels non tous nuls 4 la fois, enfin
faisons le prolongement analytique des seconds membres, obtenant
ainsi une série de nouveaux systémes analogues, etc. A certains
d’entre eux peuvent étre adjointes des inégalités

${uy, ws, ..., uy)>o.

L’ensemble de points ainsi obtenu constitue une variété ou multi-
plicité analytique a n dimensions, M,, dans un S,..

Pour permettre de considérer aussi des points & l'infini, nous
intreduirons des multiplicités définies en partie par des systéemes
d’équations tels que (1), en partie par d’autres tels que

Zi=p;( Uty Usy oony Un) (1 =1, 2. ey Ry),

i

=os(uy, Usy e, Up) (j=nri+1,0+2 ..., n),

|
z
o les p ont les mémes propriétés qu’avant.
On n’exclut pas la possibilité que les variables prennent des
valeurs complexes. Seulement il suffira alors que 2n'2n.
En changeant une des inégalités en égalité on obtient une fron-
tiere de M,. Nous admettrons que les frontiéres se composent

d’une ou plusieurs variélés analytiques & n — 1 dimensions,
M;_, (1).
3. Orientation des variétés. —— La notion familiére des deux

(') Voir la Note de M. Hadamard a la fin de I'lntroduction a la theorie des
Sonctions de Jules Tannery.
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sens distincts que 'on peut attribuer & un segment de courbe
s’étend aux variétés bilateres. Soit d’abord une E, en forme de
pyramide généralisée, P,— A, A; ... Az, & faces non nécessai-
rement planes. P, correspond a la pyramidea faces planes comme
par exemple le triangle sphérique au triangle ordinaire. Suppo-
sons que 'on nomme ses sommets dans Pordre 7, 7, ..., k. Nous
dirons que P, n’a pas changé ou bien qu’elle est invertie suivant
que le nombre de transpositions dans la permutation

(1, 2, ..u, n+t)

L], ey K
est pair ou impair. La pyramide invertte sera désignée par — P,.
Cect généralise de maniére évidente les notions familiéres
pour » =1, 2, oit P;, devient un segment ou un triangle.

Tragons maintenant dans une M, quelconque une petite P,.
Est-il possible de faire décrire a un point intérieur a P, un petit
circuit de maniére a ramener P, & — P, ? St oui M,, est unilatére,
si non bilatére. Toute M, est bilatére, mais il existe des M, unila-
téres et le feuillet unilatére de Mobiiis est bien connu.

La petite P, est appelée indicatrice de M,. A D'ensemble
(M- indicatrice) on peut attacher un sens ou signe et 'on con-
vient qu’en changeant I’orientation de I'indicatrice on remplace M,
par —M,. Une fois M,, orientée on définit le sens d’une frontiére
M:_, comme ceci : On améne P, au centact avec M, _, de fagon
que la Pp_y=A3A,...A,,, soitdans M;_, dont elle deviendra
par définition une indicatrice.

Remarque. — On peut aussi définir une orientation de M, par
les signes des déterminants fonctionnels des 9 (Poincaré). Les
deux définitions sont équivalentes ().

4. Congruences, homologies. La relation entre M, et ses
frontiéres orientées sera exprimée par une congruence

M,= EMfz—l

() Voir Farticle de M. Heegaard cité plus haut.
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ou en particulier quand M, est fermée (sans frontiéres)

M,=o.

Lorsqu’il s’agit simplement d’exprimer que les M, _, forment la
frontiére totale d’une M, quelconque dans une M,,, on écrira une
homologte

ZM;',_, ~0 (mod M),

en omettant toutefois la mention (mod M,,.) quand 1l 0’y aura pas
d’équivoque possible

Ces notations et presque toutes les définitions remontent i
Poincaré. L’emploi du signe = peut préter a objection, car la
relation qu’il exprime n’est pas transitive. Il n’en est pas moins
fort commode et I'on verra qu’il ne cause guére de confusion.

5. Le terme multiplicité sera étendu i une somme de multspli-
cités du type défini plus haut, les frontiéres étant alors par défini-
tion les sommes des frontiéres. On attribue ainsi un sens a une
multiplicité

Zi A:ML (% entier).

Grice A cette convention on peut faire subir aux congruences et
aux homologies 'addition, la muluplication par un entier, et aux
congruences seules la division par un facteur entier commun &
tous les coefficients. Ce dernier point se démontre ainsi : la con-

gruence
(2) N AMP=2 ) M

provient de congruences que I'on multiplie par des entiers A\;. Si
'on se contentait de multiplier par les A;, on obtiendrait précisé-
ment (2) avec le facteur A supprimé.

Déplacements. — Nous avons eu l'occasion d’employer des
déplacements (n° 3). Les seuls déplacements d’'une My de Lype
restreint que nous considérerons al’avenir seront ceux exprimables
par des équations analytiques. Leur effet sur My sera de lui faire
engendrer des Mx, (. Soit en particulier My= M;_, et supposons
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qu’en vertu d'un déplacement durant lequel les deux multiplicités
en engendrent d’autres M, . ,, M}, la premiére soit amenée en M}.

Evidemment
’lﬂ-i = M"k— M-+ M.

Par suite, en supposant toutes les multiplicités contenues dans M,,
M, —M;4+M,~o0 (mod Mjp).

En particulier, si My est fermée, ses positions extrémes sont homo-
logues.

6. Cycles. Connexions des divers ordres. — Dorénavant naus
prendrons pour base de nos considérations une variété a n dimen-
sions W, fermée, homogéne, bilatére. Les My fermées qu’elle
contient sont ses cycles a k dimensions. Le cycle estlinéaire
st k=1, nul si My~ o. Plusieurs cyclesa & dimensions sont Lndé-
pendants ou distincts s'ils ne satisfont a aucune homologie, c’est-a-
dire s’1l n’y en a pas de combinaison linéaire formant la frontiére
compléte d’'une My ,. Le maximum Ry (fini1) de cycles a
k dimensions distincts esl 'indice de connexion a k dimensions
de W,. Les cycles a & dimensions seront en général désignés par
la notation T, des indices supérieurs servant a les distinguer
quand il y en a plusieurs. D’aprés le n° 5, quand on déplace un
cycle 1l reste homologue a lui-méme.

Diviseurs de zéro, torsion. — W, peut posséder des I'x tels que
ATk~ o pour h > 1 sans que [y~ o. Le cycle est dit alors diviseur
de zéro a k dimensions, ou plus simplement, diviseur a £ dimen-
sions. Le nombre ox de ces diviseurs est fini; D'entier ox est
V'indice de torsion & k dimensions. Raisonnant comme M, Severi
dans un cas entierement semblable relatf aux courbes d’une sur-
face algébrique, considérons 4 T4 comme une opération a effec-
wuer sur les cycles de sa dimension. En ce sens les opérations rela-
tives aux diviseurs engendrent un groupe abélien fini G; dont oy
est 'ordre; c’est le groupe de la torsion a k dimensions. Gy pos-
séde un certain nombre [y d’opérations formant base, soient T},

"t .., I3 Cest-a-dire telles que toute autre soit de la forme

MTEA4 AT+ 2, T () entier).
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Les ordres ¢,, ¢,, t;, des opérations de la base sontles coefficients

de torsion de Poincaré (1), et 'on a sx=1¢,¢,...¢;,. Le terme
torsion provient de ce que la présence des diviseurs entraine
une sorte de torsion interne de la variété (Poincaré).

Remarque. — Les entiers Ry, L, ok, ¢; sont tous invariants
par rapport 4 ’homéomorphisme.

7. Systémes fondamentaux de cycles. — Soit T't, T2, ..., [} un
systéme fondamental pour les I't, c¢’est-a-dire tel que tout cycle
(3) L~ ¥ AT

L'existence d’un tel systéme est une conséquence de ce que,

R, étant fini, entre Ry—+1 cycles I'x quelcenques il y a toujours
ane homologie. D’ailleurs nous le vérifierons directement pour les

variétés algébriques.
Les ['x satisfont 3 r — Rx homologies

(4) tpi T+ tpa T +.. .+ thr i~ o (h=1,9, .... r — Ry).

Considérons maintenant des cycles FL, T3, ..., T, tels que
(5) I‘}"NZAamF,’{ (1=1,2,...,7r),

le déterminant des a;; étant =1, de sorte que leur matrice A
définit ce que 'on nomme une transformation wnimodulaire.
Les I’ constituent un nouveau systéme fondamental. Au lieu de (4),
ils satisferont & un certain systtme (4"). On peut d’ailleurs rem-

placer (4') par tout autre systéme (4") obtenu en appliquant a ses
premiers membres une transformation unimodulaire B. Or, d’aprés
Frobeniiis (?), pour un choix convenable de A, B, (4") sera de la

forme

" WMo (A=1a, .. r—Re)

Parmi les ' on peut supprimer les cycles nuls, ce qui revient a

(*) Proceedings of the London Mathematical Society, tgoo.
(?) Le calcul est le méme que pour les formes bilinéaires diophantines. ( Voir

E. Canen, Théorie des nombres, t. 1. p. 269.)
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supposer que les ¢ sont tous > 1. Ces entiers ne sont autres alors
que les coefficients de torsion et les T®+4 forment une base pour
le groupe Gy, ou si l'on veut, pour les diviseurs I'y. On aura alors
r=Ry+ e (r=Rx s'il n’y a pas de diviseurs). Quand on ne
s'inquiéte pas d’avoir le plus petit nombre possible de cycles dans
le systéme fondamental, on peut en prendre un composé de Ry
cycles indépendants associés a oz — 1 diviseurs (2 )

RemarQue. — Si les cycles d’un systéme fondamental sont
indépendants, or—=1.

En effet il n’y a pas alors de diviseurs proprement dits, car de
P[,NEI;F}L, tlg~o, t>1,
on tire successivement

Ztlirf‘.rvo, thi=o0 =X I'ie 0.

Ceci se présente en particulier pour les W,, puisque leurs
rétrosections constituent un systéme fondamental a la propriété

requise.

8. Rappel des théorémes principaux de Poincaré. — Relative-
ment & nos W, il a démontré ces propriétés fondamentales, que
nous allons retrouver en faisant 'étude des variétés algébriques.

[. Les Ry e'quidistants des extrémes sont égauzx, c’est-a-dire
Ry=Rn_x

Il. Le groupe de torsion G,_, se réduit & Uidentité. Les
groupes Gi, G,_,_x sont isomorphes (2).

W, étant analytique, tout point en sera contenu dans une cel-
lule E, de frontiére analytique, donc d’aprés un théoréme clas-
sique (Borel), il y aura un nombre fini de E, recouvrant W, tout
entiére. Ces cellules peuvent se recouvrir partiellement, mais (on

(1) De cette discussion résulte aisément que tout systéme fondamental peut
étre dérivé de celui des I‘,,, donc d’'un quelconque d’entre eux, par une transfor-

mation unimodulaire.
(?) Iei, comme 2 Pavenir, il sera entendu que I'isomorphisme est holoédrique.
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le démontre aisément, et en tout cas nous ’admettrons ic1) W,
peut étre subdivisée en cellules sans points internes communs, les
frontiéres étant elles-mémes composées de cellulesE,_, aux mémes
propriétés, etc. C'est ce qu’on appelle réduire W, ¢ un polyédre
généralisé. Le polyédre posséderaun certain nomhre a; de cel-
lules E;. Poincaré a démontré une formule, généralisation d’un
résultat classique d’Euler, qui, avec la convention R,=R,=
adoptée pour la suite, se met sous la forme trés simple

i1 Z(w—[)"zgz 2(—1)iR,-.

Poincaré a d’ailleurs démontré une formule analogué pour les
variétés unilatéres, mais nous ne nous y arréterons pas.

9. Quelques modéles de variétés. — On sait que pour n > 2 on
n’a pas réussi jusqu’a présent a obtenir de modéle type pour les W,
analogue, par exemple, au disque troué de Clifford pour les sur-
faces bilatéres. Il est par suite fort utile de considérer des exemples
particuliers pour obtenir une idée des circonstances variées ul
peuvent se présenter. C'est ainst que Poincaré en a étudié plu-
sieurs dans son premier Mémoire (*).

Commengons par un type simple dd a M. Volterra. Dans un es-
pace a n dimensions S,, prenons une hypersphére en contenant a
son intérieur k& autres, extérieures les unes aux autres, et soit T la
partie de S, limitée par toutes les hypersphéres. Prenons le symé-
trique T' de T' par rapport & un hyperplan ne coupant pas T. Enfin
faisons coincider, par exemple a Paide d’une déformation dans
un S,., (n">n), les points correspondants des frontiéres de T
et T’. On obtient ainsi une W, avec, comme on le vérifie aisé-
ment, Ry=R, _, = k. Ceci démontre que la connexion linéaire
d'une W, peut étre égale a un entier quelconque.

Prenons en particulier n=3, k=2, et les sphéres qui
limitent T dans S, (espace ordinaire), concentriques. Soit P le
plan de symétrie considéré ci-dessus, et par le centre commun des
deux sphéres, passons un plan Q perpendiculaire a P. Opérons
maintenant comme précédemment sur 'ensemble T 4 T’ en rem-

(') Voir laplanche et la Note 1T A4 la fin de 'ouvrage.
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placant toutefois P, en tant que plan de symétrie, par le plan Q.
On vérifie aisément qu'une variété homéomorphe a W, peut étre
construite en remplacant partout T par I'espace intérieur a un

tore (Volterra).

10. Indiquons maintenant un modéle, intéressant surtout, car
c’est le plus simple 4 nombre &; queleonque. Il remonte au fond a
Poincaré. Soient T, T’ deux tores, S, S’ leurs espaces intérieurs,
a, b les circuits méridien et paralléle de T, a', &' ceux de T,
Rendons T simplement connexe par les coupures usuelles sui-
vant a et b; puis faisons-en autant pour T', mais cette fois avec
des coupures &' et a; = kb’ + a'. Le circuit @) doit étre tracé de
maniére & ne pas avoir de points doubles et ne couper 6’ qu’en
un seul point, conditions faciles 4 remplir. Les deux cellules E,
ainsi obtenues ont toutes deux quatre frontiéres dans la méme
situation relative. On peut donc établir entre elles un homéomor-
phisme faisant correspondre o) 4 a et ' 4 6. Faisons coincider
chaque point de T avec le point correspondant de T'. On aura
ainsi dérivé de S+ S’ une certaine W,. Pour avoir toutes les
homologies entre ses cycles linéaires, il faut ajouter aux homolo-
gies fondamentales déja existantes pour S, S, a~ 0, @'~ o (et il
n’y en a pas d’autres), I’homologie @’ + A£b'— a ~ o résultant de
I’homéomorphisme. Les cycles linéaires de W, sont tous des com-
binaisons des cycles a, a’, ', aux trois homologies fondamentales
que nous venons d’écrire. Donc kb’ ~ o sans que b'~ o, ¢’est-
a-dire k est un coefflicient de torsion et, comme il n’y en a pas
d’autres, G, est un groupe cyclique d’ordre o, = £ entier quel-

conque.

11. L’anneau A » dimensions et ses eycles. — Prenons le cube a
n dimensions U,, ou solide défim par les relations

oSa;s1 (’:217 2, v.ey 1),

et déformons-le dans un S,,, de maniére a en faire coincider les
faces paralléles de chaque dimension. La W, que 'on obtient ainsi
est Vanneau & n dimensions. Cette construction généralise de
maniére évidente celle du tore a partir du carré.
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Pour trouver les valeurs de Ry, ¢4, nous nous appuierons sur ce
lemme :

Dans une cellule E, toute My de frontiére dans celle W,_,
de E, peut étre réduite par déformation ¢ W ,_, sans change-
ment de frontiére.

En effet prenons pour E, Pintériear d’'une hypersphére, puis,
s'il le faut, déformons légérement My de fagon qu’elle ne passe
pas par le centre. Il suffira alors de faire glisser M, le long des
rayons pour arriver au résultat voulu.

L’application a 'anneau est immédiate. Les seuls cycles 4 consi-
dérer sont ceux provenant des faces de U,. Les faces paralléles
a k dimensions donnent lieu & des T'x homologues, et il n’y a pas
d’autres homologies entre les I'y que celles exprimant ce fait. Donc

tout I'x est homologue 4 une somme de multiples des (;:) cycles

dérivés d’un systéme de faces non paralléles. Par suite, ces der-

niers cycles constituent un systtme fondamental. Comme ils sont

n
k

réduisent tous ici a Videntité.

)s or=1. Les groupes de torsion se

indépendants, sz(

II. — Intersection des wvariétés,

12. Considérons dans W, deux multiplicités du type restreint
du n° 2, Mj, Mi, se coupant suivant une M; du méme type,
avec L = h + k—n. Soit A, un point quelconqne de M; et don-
nons-nous les indicatrices en A,

P[= AjAg...A[.H, Pk= AiAg...A[.;.‘A].Q.g...Ah-Q.j.
Pkﬂ A1 Ag. ..At.q.i Ahq.g. ¢0An+'.

Nous dirons que M, et My se coupent suivant + M; ou — M, sui-

vant que
anAlAz-‘-An+l

est, ou bien n’est pas, une indicatrice de W,. Cette 1ntersection
orientée sera désignée par MyMy. Si M, et My se coupent suivant
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plusieurs variétés M}, chacune orientée ad libitum, on écrira

MM, =Z + M},

les signes étant déterminés comme avant. On vérifie de suite que

Mth —_ (_ I)(n——h){nwﬂ Mh er-

Pour l=o0, donc k=n— h, on considérera les points M
comme constituant leurs propres indicatrices Py; a part cela, rien
ne sera changé. Supposons, en particulier, qu’il y ait ¢ de ces points
affectés du signe -, ¢” affectés du signe —. Nous nommerons la
différence g’ — q" nombre algébrique de points d’intersection
de M, avec My, par opposition au nombre ordinaire, ou nombre
arithmétique q'+ q". Le nombre ¢'— ¢" sera désigné par la
notation (M;My). Dorénavant, sauf avis contraire, c’est toujours
du premier qu’il s’agira. Ce nombre est destiné a jouer un réle des
plus importants dans la suite.

Relevons en particulier les relations suivantes :

(MaM,—p) = (=18} (Mp_x M) (R pair);
(MpMp_p)=(Mp_pM,)  (nimpair)

La considération des nombres algébriques de points d’intersection
remonte & Kronecker et a Poincaré ().

13. Au fond, nous venons de définir une relation entre les
quatre variétés Mz, Mz, M;, W,, en vertu de laquelle I'orientation
de 'une est déterminée par celle des trois autres. Un exemple
bien connu d’'une telle situation est celui de la détermination d’un
sens sur la normale & une surface dans 'espace ordinaire, quand la
surface et I'espace ont été orientés de maniére définie.

Remarques. — 1. Dans toute la discussion, on a suppose
implicitement que, quand A, se déplace sur I'intersection M,,
P, ne cesse jamais d’étre une indicatrice de W,. Ceci pourrait
fort bien se produire en certains points exceptionnels de M,;
mais puisque cela n’aura lieu dans aucune de nos applications, il
est inutile de nous en préoccuper.

(') HapamaRrp, loc. cit.
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1]. L’extension de tout ce qui précéde a Pintersection de deux
variétés de Lype non restreint, ou bien a celle de plusieurs variétés
est immédiate.

14. A laide des indicatrices on démontre aisément ces deux
théorémes, d’ailleurs intuitivement vrais :

I. L’intersection de la frontiére de M, avec My, fermée, de
type restreint, est, au signe pres, frontiére de l’intersection.
Le signe ne dépend d’ailleurs que des dimensions.

II. Pour trouver l'intersection de deux variétés, on peut
remplacer U'une d’elles par son intersection avec une
variété W' contenue dans W, et analogue a elle. Ainsi, sym-
boliquement, W' passant par M,

MaMi = Ma(W M)

Le signe ne dépend que de Porientation de W', et a droite, en
prenant 'intersection, on considére les deux variétés comme con-
tenues dans W',

Remarque. — Nous avons ici un cas ou il serait opportun
d’indiquer la variété on sont placées celles dont on étndie I'inter-
section. Dans la pratique, on la déterminera aisément par la
condition n=h+ k—1 qui relic les dimensions. Il semble
préférable d’éviter de multiplier les notations, méme au prix de
légéres équivoques.

15. De I, on déduit ce résuliat d’'une importance capitale :

Tueorime. — SiTs~ 0, aussi T4y~ o, quel que soit Ty. En
particulier si k=n—h, le nombre (C4T,_1) =0, quel que
soit Tp_y.

CoroLLatre. — Les cycles TyTy, ou les nombres (I'yTp_y),
sont invariants par rapport a Uhomologie, c’est-a-dire quand
on remplace les cycles par d’autres homologues.

On verra combien tout ceci est important dans toutes les appli-
cations aux variétés algébriques. A titre d’exemple, soit I'; un
cycle nul d’une W,. On aura (I''T)) =0 pour tout cycle
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linéaire I',. Géométriquement, cela signifie que des deux régions
en lesquelles I'y décompose W,, T, passe autant de fois de la
premiére dans la deuxiéme que de la deuxiéme dans la premiére.

Remarque. — llest bien entendu que I'on ne considére jamais
que des cycles se coupant exactement suivant un autre de la
dimension voulue. Si cette condition n’est pas remplie, il suffira
de déformer légérement undes cycles pour qu’elle le devienne.

III. — Intersection des cycles des systémes fondamentaux.
Etude de certains invariants qui s’y rattachent.

témes fondamentaux pour les cycles de leurs dimensions. Ty, I'y_x
étant quelconques, on aura

FkNZ z: T, Fn-kNZIjP{:~k-

Par suite, grace a la relation évidente,

((Mi+Mj) Mag) = (MkMaci) + (MxMoos),

on obuent

(6) (I‘gl‘n~k)=Z(F}’; Thi)Ziy i

Ainsi, a chaque paire d’indices complémentaires, k, n — k,
on peut rattacher une certaine forme bilinéaire a coefficients
entiers, par laquelle s’expriment les nombres (TyTU,_yx) dés que
Uon sait comment les cycles dépendent de leurs systémes fon-
damentauzx.

17. Prenons mainlenant deux nouveaux systémes fondamentaux,

¢, TZ7 .. I y aura des relations

(7) 5:”25 a;s I, F%—kmz bjitTh &
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D’ailleurs évidemment

(8) (TiTpk) zZ(ffe T4 i) iy,
rkNZ z; Tk, | AP Nz YiTh s

Désignons par A, B, les matrices aux coefficients a, b, des homo-

logies (), par B la transposée de B, c’est-a-dire la matrice obtenue
en y permutant les lignes et les colonnes. On tire des équations

(F'k m{z—k) *Z’: tags bit (P‘;:F;l—k)
la relation symbolique entre matrices

| (FLTh = Al (TiTi) |1 B.

Ceci montre que 'on peut passer de (6) a (8) par un changement
de variables 4 coefficients entiers. Mais il est évident que Il'on
peut passer de la méme maniére de (8) a (6). Donc, Frobenius (1),
les deux formes bilinéaires ont méme diviseur elementazre €y,
esy +-., €, et méme rang f. On peut aussi énoncer ce résultat en
remplacant les formes par les matrices. Ces diviseurs élémentaires
sont des invariants de W, par rapport a 'homéomorphisme, au
méme titre que les nombres Ry, o4, #;. _
Remarquons que, A étant unimodulaire quelconque, les T%,
définis par les homologies (7) comme plus haut, constituent tou-
jours un systéme fondamental. En effet, on pent exprimer les I'}

‘en termes des I'i, donc tout Ty en termes de ces cycles. Une

remarque analogue s’applique pour B et les T/,_,. Avec un chaix
de A, B, ousilon veut, avec des systémes fondamentaux conve-~
nables, on pourra réduire (6) a la forme

2 e; i ¥i.

Nous dirons alors que les systémes fondamentaux sont caronigues.
Supposons que ceux dont nous sommes partis le soient déjé. On

(') E. CauEN, loc. cit., p. 273. Le rang d'une matrice est l'ordre maximum
d'un déterminant non pul que 'on en peut tirer. Lerang d’une forme bilindaire
est celui de sa matrice aux coeflicients.
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aura
(TeTu—k)=¢: (15f);
(TiT4_p) =0  (i#j ou bien i =j>f).
De
(rkrn—k) :zi E; LYy
on tire
(TTn-k) =€ y:; (TaTh-i) = €,

Done

(I‘;’cI‘,,_k) = (I‘kI‘{,_,‘) =o (mode;).

Ainsi, propriélé caractéristique des systémes fondamentaux cano-
niques, leurs cycles coupent ceux de dimension complémen-
taire en un nombre de points divisible par un entier bien

défini.

18. Voici un théoréme général pour les nombres de points
d’intersection des cycles :

S{(TyTy_z) = o quel que soit T'y_y, Tx est un cycle nul ou un
diviseur de zéro.

Ce théoréme est fort probablement vrai pour toute W, quoi-
qu'on n'en connaisse pas de démonstration générale. Nous en
donnerons une pour les surfaces et les variétés algébriques. En se
basant sur lui, on montre aisément que f = R;. En effet, on en
déduit que T, ™ est nul ou diviseur de zéro, puisque

(P Tnk) =7t (CfFTfR) =0, Tutn Y 0iThie

D'un autre cété, de
!
PR
1

on tirerait, en considérant l'intersection avec I',_,,

A(TiTh 4)=Xie;=0, dou l=o.

Les cycles T, (/< f) sont donc mdépendants. Enfin ['4, arbitraire,
dépend des cycles du systeme fondamental, donc des 'y (i< f).
Par suite, f est le nombre maximum de T, distincts, d’ou /= R;.
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Le méme raisonnement donne /=R, _;, donc Ry=R,_;. Tou-
tefots, ceci ne constitue qu’une vérification de la relation de Poin-
caré, car pour démontrer la propriété admise comme point de
départ nous emploierons cette relation méme.

19. Revenons aux nombres e;. Pour k=1 ou n —1, pour les
variétes algébriques a d dimensions et k =2 ou2d — 2, les ¢;
sont égaux & 1. En particulier, pour les surfaces algébriques ces
entiers sont tous égauxa 1 (!).

Pour démontrer ce théoréme relativement a la valeur &, il sufft
d’établir que si (T}, T4_4) est divisible par e; quel que soit T,_,
T est, a un divisear de zéro prés, le multiple d’un certain cycle.
En effet, il en résultera que ce dernier n’est pas exprimable en
termes du systéme fondamental canonique, contradiction qui
démontrera le théoréme. Nous ne traiterons pas le cas d'une W,
générale et de ses cycles Ty, I',_,. Les autres seront discutés aux
Chapitre Il et V.,

Remarquons que pour une W, les théorémes de ce numéro et
du précédent s’élablissent de suite. En effet, soient y,,y,, . . ., Yap
des rétrosections de Riemann de la surface, et supposons, comme
nous le ferons toujours dans la suite, que y; et Yp+i SOlent associées,

de sorte que
(Yitpri) =1, (Yivs)=o0 (i pEi.

Pour tout I'; on peut écrire
Ty~ E’h“(i

et s’1l coupe tout autre en un nombre nul de points,
(T1y:) = =¥ Mizp =0,
donc Ty~ o. Enfin prenant pour systémes fondamentaux asso-

Clés Y‘, Y;‘!g LI .rzp, eL Tp+{, -‘fp_’.,g, LA | Tsp’ "‘""‘"Tl’ '—"-\‘/2’ * ey
Yp, on aura bien

(IThen) =1, (ThTh) =0  (i#)).

(') Pendanl Ia correction des épreuves j'ai appris de M. Veblen qu’il a réussi a
démontrer que les ¢, sont tous égaux & Punité guelle que soit W,, En vertu de
ce résultat fort remarquable ils ne constitueraient pas des invariants topologigues

nouveaux.
e B e



CHAPITRE 1II.

SURFACES ALGEBRIQUES. ETUDE APPROFONDIE DES CYCLES
D'UNE COURBE YARIABLE DANS UN FAISCEAU LINEAIRE.

I. — Généralités sur les surfaces algébriques.

1. La surface algébrique est le lieu des points d’un espace a
trois dimensions complexes dont les coordonnées satisfont i une

équation
f(xa Y Z) =0,

ou f est un polynome. Nous la désignerons par la notation V,, et
nous la supposerons irréductible et en position générale par rapport
aux axes et a I'infini. L’ensemble de points qui constitue V, est a
quatre dimensions réelles; sa représentation correcte est a I'mde
d’'une Wj. Il est entendu qu’a I'avenir V, dénotera indifféremment
la surface ou bien la W, qui la représente. De méme par courbe
algébrique de V,, on entendra indifféremment la courbe en tant
qu'entité de points satisfaisant a 'équation de la surface, ou bien
la W, qui lui correspond dans la W .

2. Systémes linéaires. Rappel de quelques notions simples., —-
Un systéme linéaire de surfaces découpe sur V, un systéme
linéaire de courbes, et si G en est la courbe générique, on le
désigne par|C|. Le nomhre r de paramétres dont C dépend est la
dimension du systéme. Le faisceau linéaire est un systéme 4 un
paramétre. En particulier un faisceau linéaire contenu dans |G|
et dont la courbe générique dépend du paramétre u sera désigné
par §{ G, {. Les courbes G pouraient éire asireintes a passer par des
points fixes donnés et a s’y comporter de maniére voulue. Ces
points sont les points-bases de | G|.
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3. La surface V, n’est pas nécessairement homogéne en tant
que W,. Pour qu’il en soit ainsi il faut que ses singularités sorent
de nature relativement simple. Pour éviter les complications, nous
supposerons la surface non singuliére, ou bien la projection
d’une surface V', non singuliére située dans un espace de
dimension >> 3. V', est nécessairement homogéne, donc V,, qui
lui est homéomorphe, le sera aussi. Les singularités de V, consis-
teront alors uniquement en une courbe double, 3 nombre fini de
points triples (2 la fois pour la surface et la courbe) et de points
pinces, ou points ou les plans tangents le long de la courbe double
coincident. Toute V, de cette nature est la projection d’une surface
non singuliére, donc homogéne. Enfin théorémc fort intéressant :
Toute surface algébrique est la transformée birationnelle
d’une surface non singuliére située dans un espace conve-

nable (Beppo Levi, Chisini).

4. La surface V, est bilatére. En effet, soit m le degre
de f(z,y, z) en z. On peut étendre 2 V, la représentation d’une
courbe algébrique par un plan recouvert de feuillets. Tei il faudra
recouvrir de m feuillets 'espace réel S, 1mage des valeurs com-
plexes z, y. Ces feutllets devront étre rejoints le long de la pro-
jection de la courbe simple commune aux surfaces f=o, f, =o,
projection représentée dans S, par une W,. On pourra toujours
choisir les axes de fagon que la projection d’un circuit donné {
de V, ne rencontre pas cette W,. I suffira pour cela qu’aucune
droite paralléle a 'axe des s et rencontrant  ne soit tangente a V.

Supposons en particulier que {invertisse une indicatrice de V,.
Sa projection dans S, fournit un circuit y invertissant une indi-
catrice aussi. Par déformation on en déduit un circuit fini a la
méme propriété, etl'on montre aisément que cela est impossible.

S. Les surfaces algébrigues sont-elles topologiquement aussi
générales que possible? Autrement dit, existe-t-il une V, homéo-
morphe a toute W,? La réponse ici est négative, contrairement a
ce qui a lieu dans le cas analogue des courbes algébriques. Nous
verrons en effet que V'indice R, de toute V, est nécessairement
pair, tandis que pour une W, générale il peut avoir une valeur

quelconque (Chap. 1, n° 9).
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Ce qui distingue les surfaces algébriques, c’est la présence des
cycles algébriques, ou cycles T, formés par leurs courbes algé-
briques ('). Les propriétés topologiques spéciales que nous allons
obtenir reposent en entier sur l'existence d’un systéme deT, se
coenduisant comme les courbes d'un systéme linéaire irréductible.
Elles appartiendraient donc a toute W, en possédant un. Nous
pouvons maintenant énoncer notre probiéme.

ProsLEME FonpaMENTAL. — E'tudier les propriétés topologiques
des surfaces algébriques surtout en tant qu'elles se relient a

celles de leurs courbes algébrigues.

6. La propriété suivante des cycles algébriques, d’ailleurs fort
importante pour la suite, montre & quel point ils sont particula-

risés.

Traeorime. — Pour une orientation convenable de V,, les
nombres arithmétique et algébrique de points d’intersection
de deuz cycles algébrigues sont égaux ().

Orientons pour commencer une section plane H donnée; il en

(') Nous étendrons plus tard (Chap. IV, § VII), cette définition aux cycles
simplement homologues & une somme ou une différeace de courbes algébriques.

(?) Voici une démonstration analytique de cet important théoréme, Elle est
basée sur une identité assez simple que 'on trouvera développée dans mon Mé-
moire couronné. Soient, pour simplifier, f(z, ), ¢(z, y) deux fonctions algé-
briques de z = &'+ 1x", ¥y =y '+ £y". Si lon pose f = f'+if", ¢ = ¢'+ ig",
on a

(1) D(f7f'- %’ %) :lD(fv ?)|?
D(z',z", »,») ID(= »)}|’

généralisation d’une relation d’ailleurs classique ponr les fonctions d’une seule
variable. Or soient F, @ les M, de S, réel z’, ..., y", anx équations f'= f'=o;
¢’ = ¢" = o. Il suffit de se reporter aux définitions de Poincaré pour les orien-
tations et les nombres algébriques d’intersection des variétés, telles qu’il les a
données dans son Mémoire dec 1'Ecole Polytechnique (1893), pour reconnaiire
qu’en vertu de (1} les contributions des divers points de l'intersection de F et &
au nombre (F®) sont égales. Ceci revient A démontrer notre théoréme pour le
plan complexe. L'extension a plus de deux variahles, pnis 4 des surfaces ou des
variétés algébriques quelconques, est facile.

Remarque non sans utilité, tout ceci est applicable méme quand les fonctions
ne sont pas algébriques, pourvu que l'on ne considére que leurs intersections
contenues dans un domaine o elles sont toutes holomorphes.
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résultera une orientation pour toute autre H' en vertu de ce
que H'~ H. Démontrons d’abord le théoréme pour H et H'. A
cet effet, en un de leurs points d’intersection P, construisons les
indicatrices, puis orientons V, de facon que P compte pour 41
dans (HH'). Faisons ensuite varier le plan de H, sans qu’il devienne
jamais tangent a H', de maniére a ramener P a un autre point
d'intersection P’. Durant le mouvement, Porientation de H ne
changera pas et elle reviendra a sa position primitive avec la
méme orientation, puisque le cycle H reste constamment homo-
logue a lui-méme. De plus, les indicatrices resteront toutes posi-
lives pour leurs variétés respectives, toutes bilatéres. Celles qu’elles
fourniront en P’ auront donc la méme situation relative qu'en P.
Par suite, P’ compte aussi pour 41 dans (HH'), ce qui démontre
notre affirmation quand il s’agit de deux sections planes.

Pour orienter une courbe algébrique quelconque G, nous ferons
comme ceci : Soit H une section plane osculant la courbe au
point P. On peut tracer d’une infinité de maniéres deux petits
triangles {, {’, entourant P sur C et H respectivement, dont le
second est une indicatrice de H, alors que le premier lui corres-
pond point par point, biunivoquement, de fagon que la distance
entre deux poinls correspondants soit Lrés petite par rapport aux
dimensions de L ou {'. On nommera les sommets de Z dans le méme
ordre que ceux correspondants de {'; { ainsi orienté servira d’in-
dicatrice a C.

Ceci posé, il est clair que l'orientation ainsi attribuée a C
ne dépend aucunement du point P. Enfin si D est une courbe
algébrique quelconque passant par P, les contributions de P
a (CD) et a (HD) sont égales. Donc, pour la détermination
de (CD), on peut remplacer en chacun de leurs points d’intersec-
tion les courbes C, D par deux sections planes, ce qui suffiy
pour compléter la démonstration.

Remarque. — Bien entendu on suppose C et D non tangentes,
ce qui nous suffira pour la suite. L’extension au cas ou il y aurait
contact ne présente d’ailleurs pas de difficultés sérieuses.

Corovrraire. — Une courbe algébrique C ne peut former
frontiére.
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En effet il en existe toujours une autre D qui la rencontre.
Comme (CD) £ 0, C ne peut étre un cycle nul.

7. Transformations birationnelles. — Les nombres Ry, 54, etc.
sont bien invariants par rapport a ’homéomorphisme, mais com-
ment se comportent-tls par rapport au groupe fondamental de
la Gsométrie algébrique, celui des transformations birationnelles?
Le nombre R, est un invariant absolu, c’est-a-dire par rapport
a toutes les transformations en question. Pour R,, au contraire,
cela dépendra de la transformation birationnelle considérée et il
pourra fort bien arriver qu’il change si la transformation introduit
des courbes exceptionnelles, ou courbes transformées de points,
car dans ce cas la surface et sa transformée ne sont pas homéo-
morphes. Sans entrer davantage dans la question, contentons-nous
d’affirmer que R; se comporte comme linvariant de Zeuthen-

Segre (voir Chap. 11, n® 11).

If. — Ktude des cycles d’une courbe variable
dans un faisceau linéaire.

8. Soit |C| un systéme linéaire, o0? au moins, aux courbes
génériques irréductibles de genre p et se coupant deux a deux
en m > o points. Nous supposerons explicitement que: (a) si| G|
est oo”, il ne contient pas oo™t courbes réductibles; (&) quand
une C acquiert une nouvelle singularité, celle-ci consiste unique-
ment, en général, en un point double ordinaire, le genre s’abaissant
alorsdep ap —1.

Toute surfacea singularités ordinaires posséde de tels systémes.
En effet, lorsqu’elle n’est pas une surface réglée ou de Steiner, les
propriétés (a), (b) sont vérifiées pour le systéme des sections
planes (Castelnuovo), et dans les deux cas exceptionnels par ceux
que découpent les surfaces d’ordre 2 3. D’ailleurs les propriétés (a)
et () ne sont pas d'tmportance fondamentale, et nous ne les impo-
sons que pour faciliter la discussion. En particulier, presque tous
nos résultats sont vrais méme ¢uand (a) n’est pas vérifiée.

9. Prenons donc dans C un faisceau générique § C,{. En vertu
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de (a) toute G, sera irréducuble et son genre sera p, sauf pour
certaines valeurs critiques a;, ay, ..., @, de u ou, d’aprés (&), il
s’abaissera a p — 1.

Soient X, Y des coordonnées courantes sur CG; a,, ag, ... les
points de branchement de la fonction Y (X); aa; des coupures

Fig. 1.

dans le plan u. Tant que « décrit un circuit ne traversant pas ces
coupures, des lacets ao; du plan X sont ramenés a leur position
initiale, et tout cycle linéaire de C, & une position homologue.
Supposons que u traverse aa;, et soient a,, a, les points de bran-
chement de Y (X) en coincidence pour u =a;. En ce pomnt les
deux mémes valeurs de Y sont permutées, car seulement deux
valeurs en deviennent égales au nouveau point double de C,,.
Désignons par /; les lacets aoz. On observe de suite que 8;~ l, — [,
est invariant au voisinage de gy, car ce n’est autre que le cycle
entourant o, et o, dans un des feuillets de la sarface de Riemann
qu représente la variation de la fonction Y (X). Pour tout autre

cycle y, on a
D i t, ’1—|— tglg""i- l,

ou { est une somme de lacets {;, kK > 2, donc invariante au voisi-

nage de a;. Or
Y (tl“i-tg)li"l" thi"i- l)

et quand u tourne autour de a;, {, se transforme en {; (fig. 2).
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Donc si ' est le transformé de v, on a
"{’—'— "{ ~ (t_[“!- tg)(lg— Ii) ~ (tl wd tg) 8;‘-
D’ailleurs ( fig. 1),

(L3¥3)=+1, (88)=(8:il)=o0;

donc
(79 )=t +t,

et par suite finalement
(Y =1y~ (y3).8.
Observons enfin que quand u tend vers a;, ¢; tend vers un point,

Fig. 2.

Ctg

le nouveau point double de Cg, ou, plus exactement, il tend vers
un cycle réductible a ce point dans C,. Nous pouvons donc
énoncer :

TuéorEME FONDAMENTAL. — A tout point critique a; corres-
pond un cycle linéaire 3; de Cy, invariant dans son voisinage
et réductible & un point pour « = a;, Quand u tourne autour
de a;, tout autre cycle y s'accroit de (y8;).8,.

Au coefficient (v 8;) de §; prés, ce théoréme remonte a3 M. Pi-
card (). Il n’est que juste de dire que ce coefficient jouera un
role capital dans la suite. C’est en effet sa connaissance qui va
nous permettre de résoudre la plupart des questions qui vont se

(3) Voir PicaRD et Sinart, Traité, vol. I, p. g5
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présenter, sans avoir recours a des éléments étrangers, tels que la
théorie trancendante, comme le faisait d'une maniére d’ailleurs si
brillante M. Picard. Outre sa valeur didactique, notre méthode
va nous fournir des résultats nouveaux; de plus elle, seule, est
pour l'instant susceptible d’étre étendue aux variétés algébriques.

Corollaire. — Pour que ¥ soit complétement invariant (nous
dirons « 1nvariant » tout court), il faut et il suffit que les
nombres (y 6;) soient tous nuls.

10. 11 existe un cycle 8; rencontrant 8; en un seul point,
donc s’accroissant de 3; quand « tourne autour de a;. Il suffit de

prendre
8; =4+ l

ot [ est un chemin permutant les mémes valeurs de Y (X) que {,
et {,, mais égal 2 une somme de lacets ne les comprenant ni I'un
n l'autre. Ce chemin existe certainement, car autrement on ne
pourrait tracer dans C, aucun chemin permutant ces deux valeurs,
puisque pour cette courbe les lacets {,, /, disparaissent. La
courbe C,, serait donc réductible, ce qui est conire nos hypo-
théses.

Comme corollaire de ce que (8:8;)=1, 8; n'est pas un cycle
rul de C,, quoiqu'il le soit pour V,.

11. Lieux de certaines multiplicités — Il convient d’ouvrir ici
une parenthése pour discuter une question qui reviendra fréquem-
ment. Soit M4 une multiplicité contenue dans C,, ou de frontiére
dans C,. Quelle est la nature de son lieu quand u varie ? Précisons
la question. D’abord on supposera que M, varie de fagon continue
avec u. Ensuite, une fois pour toutes, on fera varier u de cette
maniére : on considére la demi-droite

(1) argument (&% — a) = constante,

et l'on suppose que sur chacune de ces demi-droites « varie de I’in-
fini a la valeur a, puis on fera varier 'argument de 0 a 2. Dans le
plan u on considérera les coupures aa; et, en outre, une coupure
le long de la demi-droite (1) d’argument zero. Noas appellerons
cette derniére coupure la coupure aw. Dans le cas ou la demi-



I’ANALYSIS SITUS — CH. 11 313

droite en question passerait par un des points critiques, nous la
remplacerions par une autre correspondant a un argument § quel-
conque, quitte a faire varier I'argument de (1) de 6 a §4-2%.

Dans les conditions indiquées, on est assuré que les frontiéres
de My, lieu de M; se composent uniquement : () du lieu de
celles de My; (&) des multiplicités suivantes : Soit © un point sur
une coupure, et désignons-le par &’ ou u”, suivant qu’on le consi-
dére comme sur un bord ou sur 'autre. La différence entre les My
relatives a2 G, ou G, est un T dont le lieu, quand u décrit la
coupure, est une des multiplicités frontiéres de My ,. Les diffé-
rentes frontiéres ainsi obtenues se rattachent par des éléments de
la courbe C,

La nécessité d’introduire la coupure @oo est due a ce fait : Il n’y
a pas de raison pour que, quand | z — a | reste fixe, son argument
variant de o & 2%, ou bien de 6 3 § 4 ax suivant le cas, la position
finale de My coincide avec sa position initiale. Leur différence
engendre une frontiére de type () quand u décrit la coupure ac.

12. Application : Lieu d’un cycle invariant. -— Dans le cas d’un
cycle linéaire invariant, on se trouve dans les conditions les plus
sumples. St y est invariant, le cycle T, relatif 4 une coupure quel-
conque est nul pour C,. Soit M| la partie de G, qu’il limite.
Quand u décrit la coupure, M, engendre une M’ ; les M; ainsi
obtenues, ajoutées au lieu propre de v, forment une multiplicité Ty
ne possédant au pis aller qu'une partie de C, comme frontiére.
Mais C,, courbe irréductible comme toutes celles de son faisceau,
est une M, connexe. Donc cette frontiére ne peut se composer que
de C, tout entiére, ce qui est impossible, car C, est un I, non
nul (n® 6). Donc enfin T'; est un cycle a trois dimensions cou-
pant G, précisément suivant v. Il n’est d’ailleurs pas difficile de
voir que les M) sont réductibles & des multiplicités de dimension
moindre. Ceci justifie le terme liew dey appliqué a Ty,

13. Tutonimr. — Tout cycle invariant homologue ¢ une
somme de 8; (mod C,) forme frontiére sur la courbe (*).

(') Voir Chapitre 1V, n® 7, pour une démonstration transcendante. Celle de
mon arlicle des Annals of Mathematics, vol. XXI, 1g20, est incorrecte comme
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On verra combien cette propriété est importante pour la classi-
fication de ses cycles.

Soit A; 'M, lieu de 8; quand u décrit aa;, lieu évidemment
homéomorphe 4 une hémisphére et que nous nommerons I'on-
glet A;. Soit v le cycle de 'énoncé. Si on le suppose placé pour le
moment, ainsi que les 8;, dans G4, on pourra écrire

A;= 8;; EI;A,'E"{ =2t,-6;~0 (modV,).

Faisant varier u et supposant maintenant v dans C,, soit Ty son
lieu. Nous allons montrer que I'y;~o0 (modV,), dou découlera
notre théoréme, car de My;=T; on tire de suite (Chap. I. n° 14)

Mg CuE X-

14. Soit d’abord C, une courbe quelconque du systéme |C],
n’appartenant pas & {C, |. Il existe un faisceau linéaire unique,
§ G, |, du systéme, contenant G, et une G, quelconque donnée.
Nous supposerons la variable ¢ choisie de fagon que C, corresponde
a la valeur ¢ = &, constante quelconque.

Soient by(u), ba(u), ..., bn(u) les valeurs critiques de .
Faisons tendre { G, { vers | C,{ dans |C|, de maniére & amener a
en b et chaque point @; au point b; de méme indice. Les §;, A;
deviendront des éléments semblables, &, A}, pour | C.{, relatifs a
certaines coupures bb; du plan ¢. Considérant cette fois les §;
comme situés dans G, = C}, nous aurons

zcm’,.% Y=Yt

Aux coupures déja pratiquées dans le plan u, ajoutons-en
d’autres aa’;, allant aux points a; ou plusieurs b; coincident. Nous

allons rechercher les frontiéres de I'M, lieu de Zt,;A:- quand u

varie. En se reportant au n° 11 on voit qu’il s’agit essentiellement

me I'a obliggamment indiqué M. Alexander. C'est une observation qu’il m’a faite
qui m'a suggéré l'idée de faire intervenir un second faisceaw appartenant & ICI,
c'est-a-dire au fond le fait que le systéme est »? an moins, La simplicité relative
de la démonstration transcendante que je possédais depuis longlemps est frap-
pante. Elle est d’ailleurs en relation étroite avec un résultat de M. Picard (/oc.
cet., vol. 11, p. 388).
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d’étudier un certain cycle I'; correspondant & chaque coupure et
son lieu quand « la décrit.

15. Examinons d’abord la coupure ax . Je dis d’abord que
la frontiére correspondante de M,, frontiére lieu du T, relatif a la
coupure, peut étre supprimée. Soient en effet v/, ©" deux points
opposés de la coupure. Quand la demi-droite (1) du n° 11 tourne
autour de @, on peut concevoir qu'un de ses points parte de &'
pour aboutir a u’, sans jamais traverser les coupures. L'ensemble
des trajets des poinis de (1) donne ainsi lieu 4 une famille de cir-
cuits du plan u, tous intérieurs les uns aux autres, partant d’un
cercle derayon infiniment grand pour terminer avec la ligne poly-
gonale formée par les bords de toutes les coupures.

Durant le déplacement de u, la figure formée par les lacets du
plan v varie, mais reste cependant réductible a sa position primi-
tive par une déformation durant laquelle on ne permet pas aux
lacets bb; de se traverser. Par suite la position finale de cette figure
est réductible 4 sa position initiale par une déformation analogue.
Puisque le trajet de u est un chemin n’entourant aucun des
points a;, a}, dans son plan, les points critiques &x( ©) reviennent
exactement & leurs positions primitives. On peut donc contréler
la déformation de notre figure pendant que u varie, de maniére
qu’elle retourne exactement a sa position premiére. 11 y aura alors
coincidence des M, relatives a u' et u”, dont la différence donne
lieu a T,. Cela montre bien que la frontiére de M,, relative a o ,
peut étre supprimée.

Passons auz coupures aa;. Quand u tend vers a;, un des
points by, soit b, tend vers &; quand w tourne une fois autour
de a;, b, en fait autant pour 4. En faisant la figure on voit de suite
que Ies M, relatives a deux points opposés, «', u’, de aa;, ne dif-
férent que par le lieu de v quand ¢ décrit le lacet b&,, c'est-a-dire
va de b a by, puis relourne a b, aprés avoir tourné autour de ,.
Ici Ty se compose de deux multiplicités opposées; donc il peut
éire supprimé. Ainsi il n’ya pas non plus de frontiéres de M, rela-
tives aux coupures aa;.

16. Examinons Jinalement les coupures aa’j. Lorsque u tend

;» certains des points &y, soient pour linstant deux seule-

YErs aJ
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ment by, b,, tendent & coincider. Soient encore u’, u" deux points
opposés sur la coupure aa’;. Cette fois T'; est réductible a un mul-
tiple du lieu A de &), quand ¢ décrit une certaine ligne b,b,.
D’ailleurs le cycle &, se réduit 4 un point aux deux extrémités de
la ligne. On le sait pour b,; quant a b,, puisque [';~ X4, A doit
étre fermée, et ceci par une partie de C,, ce qui exige que

A8y ~o (mod Cs,);

donc &, est homologue au cycle de C, qui s’évanouit en b,. Nous
ne devons pas en conclure que &, ~ &, dans toute C,, mais seule-
ment que le cyclede G, en coincidence avec &) pour ¢ voisin de b,,
tend aussi & devenir homologue & &, quand ¢ tend vers b, le long
de la Ligne &, b,.

Je dis que 1'on peut toujours s'arranger pour que A ne rencontre
pas la courbe C,, qui, rappelons-le, appartient a tout{ C, |. Soient
en effet cette fois X, Y deux coordonnées courantes sur C,, puis
construisons encore la surface de Riemann a plusieurs feuillets,
image de la fonction Y (X). Le cycle 8, y entoure, dans I'un des
feuillets, deux ou plusieurs points de branchement o, qui tendent
a coincider quand u tend vers @), en méme temps que ¢ tend
vers &, (u). D’ailleurs les points de branchement sont les seuls
que Pon ne puisse peut-étre pas faire éviter au cycle par une
déformation convenable. Or, au pis aller, il y a un nombre fini de¢
faisceaux | C) |, donc seulement un nombre fini de valeurs de w«,
pour lesquelles ces points de branchement coincident, dans une
ou plusieurs C, avec un des points-bases du farsceau. Faisons
donc éviter, aux coupures aal;, ces valeurs particuliéres de u, puis
pour chaque u sur aaj, a la ligne b, b, le point ¢ correspendant
a Gy, condition facile a satisfaire. Dans ces circonstances, A ne
rencontrera effectivement pas C,.

Dans le cas ou plusieurs by, soient by, by, ..., b, coincide-
raient au lieu de deux seulement, il y aurait plusieurs A, lieux de
certains cycles de (i, quand ¢ décrit des segments bjb; conve-
nables, mais a part cela rien ne serait changé. Nous pouvons done
aflirmer, dans tous les cas, que quand u est quelconque sur aa’,
I';, somme de muluplicilés A, ne rencontrera pas Cg, et il en sera
de méme pour son lieu T, quand u décrit aa), ainsi que pour la
somme I’y de ces lieux.
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17. En définitive, la frontiére totale de M, se compose de T, et
du lieu Ty de y quand u varie. Donc I';+ Iy = 0. Comme 'y = o,
aussi I, = o, c’est-a-dire I'; est un cycle.

IFaisons maintenant iendre Co, dans |C|, vers une G, quelconque,
sans Jamais lui faire acquérir de singularités nouvelles. A partir
d’un certain moment il arrivera que I';, que I'on maintient fixe,
coupera la courbe variable suivant un cycle y/. Mais comme le
genre de la courbe est fixe Y~ o. Sa position limite y* dans C, y
formera aussi frontiére. Mais D'intersection de'la frontiére de M,
avec C, y forme frontiére, d’ou y+y"~ o, et enfin y ~ o. Ceci

démontre notre théoréme.

18. Tutorime — Tout cycle de C, est relié aux 3; et aux
cycles invariants, par une homologrie.

Soient ¥, Y2y ..., Ya2ps 2p cycles indépendants de Gy, 2p — rle
rang de la matrice

I Cyada) ll (i=1,2, ...,2p; k=1,2, ..., n).

En fait, supposons, ce qui ne diminue pas la généralité, le déter-

minant
F (yi8e) ] #Zo0 (G, k=1,2,...,2p—7r)

Alors, comme (yy’') = o pour tout ¥’ entraine y ~ o (Chap. 1I,
n® 19):

° Les cycles vy, Y21 -y Yapr SOR indépendants et il en est de
méme de 3,, 83, ..., Syp_,.
2° Tout 3; dépend de 8, 8,, ..., 8,,_,. En effet, on peut tou-

jours trouver des entiers ¢, avec £, < 0, tels que

(T! t{)ai_ti 81‘“‘“‘ t,az. ..—»t,,,_,-szp_,.) = 0

pour tout Y-
3° Pour tout Y on peut trouver des entiers ¢, avec £,3%< 0, tels

que
(84, LYy —UYr—tYa. . . — lap_rY2p—r) = O,

quel que soit 3;. Le cycle
taY - t’ T'l"— tiT!- e t’P"“T'Y?P—"F

sera donc invariant. En particulier, on pourra remplacer ainsi
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Y2p-rsts Y2p_r+2, -+-y Y2p Par autant de cycles invariants, soient
Yor T oeos

Ceci posé, toute somme de §; invariante est nulle, donc aucune
combinaison des cycles 8,, 8,, ..., 8;,_, ne peut 'étre. Ces 2p—r
cycles sont donc indépendants des ' et enfin les 2p cycles
¢y B2y ..oy 82p_ry Yyy -+ -y ¥» sont indépendants, d’ou le théoréme

s’ ensuit.

19. Cowrorratres. — 1. Tout cycle C, dépend des cycles inva-
riants (modV,).

II. Le déterminant gauche
| (8:8;) | %0 (i, j=1,2, ..., 2p—T).

En effet, les entiers (Y;8;) sont tous nuls. Donc la matrice ana-
logue a celle écrite plus haut, relative aux 2p cycles 8, 8,, ...,
O2p_ry Yy - ++» Yr €st de méme rang que

1 (8:88) 1l (i=1,2,...,2p—r; h=1,2 ... n),

dont le rang doit étre 2p — r. On doit donc pouvoir en tirer un
déterminant non nul de cet ordre. Puisque tout &; dépend des
2 p — r premiers, tout déterminant d'ordre 2p — r de la matrice
est le produit de celni écrit plus haut par un nombre rationnel.
Donc, effectivement, ce déterminant n’est pas nul.

III. L'entier r est pair. En effet, 2p — r, ordre d’un détermi-
nant gauche non nul, est pair, donc r I'est aussi. Soit r=2g4.
L’entier ¢ est 'irrégularité de la surface. C’est un invariant dont
I'importance ressortira nettement plus tard.

IV. Puisque les 2p cycles écrits plus haut sont indépendants,
le déterminant d’ordre 2 p, dont les éléments sont leurs nombres
d’intersections mutuelles, n’est pas nul. Comme (y;3;)= o, la
valeur de ce déterminant est égale au produit

[(Slaf)l I(T‘}zT’k)I (i:jzla 2y 4oy 2P 1y hyk=1,2,...,7r);
d’ ot
| {Yayi) | #0
résultat utile plus loin.
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20. Ajoutons quelques mots sur la variation des lignes joignant
entre eux les points-bases A, Ay, ..., A, de {Cgl. Soit /; une
ligne joignant A, 4 A; dans C,. Quand u tourne autour de a;, {;
s’accroit de (/; 6;) 8;; on le montre comme pour les cycles. Repre-
nons les cycles indépendants yy, y2, ..., T2p- Je dis que si

2p m
14 =2k )\th—i-Zi wil;
1 2

est une ligne, ou plutét une somme de lignes, 1nvariante, les coef-
ficients des /; y sont tous nuls, de sorte que cette somme est un
cycle. En effet, autrement le lieu de la somme est une M; ouverte
comme sa trace sur C,. Or la frontiére de M, ne peut que se
réduire a Cy, ce qui est impossible, puisque le cycle G, n'est pas
nul (n® 6).

Comme conséquence, la matrice

(1181) (11%2) ... (118n) ”
(W{gai) ...... she sererw
............ ('{gpan) "
(1385)  ovrer e i,
............ (L)

est de rang 2p —2g+m — 1.



CHAPITRE IIL

TOPOLOGIE DES SURFACES ALGEBRIQUES.

I. — Réduction 4 une cellule (').

1. Nous allons faire I’étude des cycles de V, en pratiquant des
coupures la réduisant a une cellule. D’aprés le lemme du Cha-
pitre I, n° 11, pour avoir tous les cycles, il suffira de rechercher
ceux formés avec les éléments des coupures. Dans cette recherche,
la discussion du Chapitre précédent va jouer un rdle essentiel.

Tout d’abord, les coupures aa;, aco réduisent le plan u & une
cellule E,. Tragons ensuite sur C, des rétrosections vy, partant du
point A, pour y retourner et ne se coupant nulle part ailleurs.
Pratiquons enfin des coupures le long de ces rétrosections et aussi
le long des lignes {;— A, A;, que nous supposerons maintenant
tracées de maniére & ne se couper mutuellement et a ne rencontrer
les y4» qu’au méme point A,. Ces conditions sont faciles a réa-
liser, car les coupures y; réduisent G, 2 une cellule dont les
A; ({ >1) sont des points internes, A, seul étant sur la frontic¢re.
Il est alors évidemment possible de tracer les /; de la maniére
voulue,

Nos coupures vont réduire C, & une cellule E,, dont les A, ne
sont pas des points internes, condition nécessaire comme on va le
voir. Quand u décrit E}, E; engendre une cellule E, dérivéede V,
a Paide de coupures a trois dimensions, lieux de celles de C,; c’est
ce que nous appellerons « la cellule V; ».

Si Pon n’avait pas pratiqué les coupures [; dans C,, on n’aurait

(*) Voir PicarD el Simart, vol. I, Chap. XI et XII. — PoINCARE, Journal de
Mathematiques pures et appliquees, 5 série, vol. VIII, 1go2; 6 série, vol. 1I,
1906. — Lev¥scHETZ, Annals of Mathematics, vol. XXI, 1g20.
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pu conclure a Pexistence d’'une cellule a quatre dimensions, carle
lieu de E aurait comme points internes les A; et 'on n’aurait pas
le droit d’affirmer qu’il est homéomorphe a une cellule.

2. La frontiére totale de la cellule comprend : 1° le lieu de C,
quand « décrit la frontiére de E), c’est-a-dire les coupures aa;;
2° les lieux G, Ljdes y,et des I;. Comme éléments a deux dimen-
sions, 11 y a donc d’abord les courbes C,, C_, C,, ensuite les
onglets A; du Chapitre I, n°® 13. En effet, il y a au moins un cycle
linéaire coupant 3; en un point, doncnon invariant en a; (Chap. II,
n° 10). Par suite une des rétrosections, soit y;, rencontre o; en un
nombre non nul de pomnts. La différence entre les lieux de la
coupure v, quand u décrit les bords de aa;, est une multuplicité
déformable en (y498:). A;. Cette déformation revient a une défor-
mation continue de la coupure G;.

II. — Réduction des cycles linéaires 4 C,,.
Relation fondamentale R, = 24. Cycles 4 trois dimensions.

3. En examinant les éléments linéaires de la frontiére de la cel-
lule V., on voit de suite qu'ils gissent tous dans des C,. Il ne serait
pas difficile d’en déduire la réduction a une C, unique. 11 est plus
aisé cependant de procéder autrement.

Tout Ty de V, se compose de plusieurs circuils, et il suffit d’éta-
blir la reduction voulue pour I'un d’eux, soit I",. Déformons I, en
un circuit simple passant par A, d’'une maniére quelconque, avec
une C, unique tangente, quil n’y a pas d’inconvénients a supposer
étre C,. Soit B un point quelconque de T, et dans sa C, joi-
gnons-le a A, par une ligne k. Quand B décrit T',, A part d'une
position A’ dans (,, pour revenir & une position A" dans la méme
courbe. A, A" sont des ciccuits de C,, et Pon peut évidemment
choisir A de telle maniére que Pun d’eux, soit A", se réduise a un
point. Alors ’M, décrite par k aura pour frontiére I et A" et 'on
a bien T ~ — A’. La réduction de T a — A’ se fait d’ailleurs en le
glissant le long de M,, car la figure formée par M,, I'}, A’ est
homéomorphe a la partie d'une sphére comprise entre deux sec-
tions planes tangentes 'une a I'autre. En appliquant le méme
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raisonnement aux autres circuits de Ty, on réduira le cycle entier
a Gz, qui est d’ailleurs une C, quelconque.

Cororrares. — . Les rétrosections de C, forment un sys-
téeme fondamental pour les cycles linéaires de V,.

. Tout cycle linéaire de V, dépend des cycles invariants
de G, (mod V,).

4. Pour que la réduction des cycles linéaires a C, puisse se
faire, il suffit que { C,} posséde un point-base. Cela revienta exiger
que le nombre (C, C.), que l'on dénote aussi par (C}) et que I'on
appelle degré du faisceau, soit positif. D’ou ce théoréme de
M. Severn (*) :

Pour que tout cycle linéaire de V, soit réductible a une
courbe algébrique donnée, il suffit qu'elle appartienne a un
Saisceau linéaire de degré positif.

La démonstration de M. Severi est par voie transcendante. Pour
les sections planes, M. Picard en avait donné une se rapprochant
de la nétre.

!

5. Reprenons les cycles invariants indépendants vy, L PO
du Chapitre II, n° 18. ¥} a pour lieu, quand u varie, un cycle
a trois dimensions I'/, et I'on a

(1;r3) = (7i7)).
Donc (Chap. 11, n° 19) le déterminant
[(v;r3) ] = 0.

Ceci entraine I'impossibilité d’'une homologie

th;mo (mod V,),

Car on en déduit

Ea‘t,'(ﬁ.r—;).—_o (f=1,2,...,7T)

(') Palermo Rendiconii, 21* vol., 1906.
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d’oi, puisque le déterminant ci-dessus n’est pas nul, les ¢ le sont.

Aunsi les 7} sont indépendants (mod V), et, puisque tout cycle de
la surface leur est relié par une homologie,

r=2q = Ry,

c'est-a-dire : L'indice de connexion linéaire est pair et égal ait
double de I'irrégularité (*). Ce théoréme fournit une premiére
raison du role important joué par ¢ dans la théorie des surfaces

algébriques.

6. Passons maintenant aux cycles a trois dimensions. Dans la
composition d’un T’y ne peuvent entrer les lieux de C, quand u

décrit les lignes aa;, car on ne peut obtenir ainsi de multiplicités
fermées. Par suite,

2p m
(1) r'ij).,-G,-A.-sz,L,,
1 2

Son intersection avec C,

2p m
oSt S el
1 2

doit étre fermée, donc tous les w doivent s’annuler, d’ou
2p
fs NZj )\j G_f.
t

D’ailleurs ¥ est invariant, sans quoi I' aurait des frontiéres sommes
de A;. Réciproquement, tout cycle invariant a pour lieu un Ty

(Chap. I, n® 12).
Il y a équivalence entre les homologies

(') La parité de R, a été démonlrée jusqu’ici uniquement par voie transcen-
dante. Une premiére démonsiration topologique dans mon Mémoire des Annals
of Mathematics était basée sur des theorémes imparfaitement démoantrés, quoique
vrais. Voir, pour une démonstration transcendante, PICARD et SimarT, vol. 1I,
p. 423.
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En effet, de M;=T; on déduit M;C, =1, donc y~ o (mod C,).

D’un autre cbté, si Y~ o (modC,), les A sont tous nuls et T3~ o.

Comme corollaire, le nombre de cycles Ty distincts estleméme
que le nombre r des cycles invariants distincts de C,,, ¢’est-a-dire
Ry=r=R,. Cest l'égalité de Poincaré pour les indices de
connexion équidistants des extrémes.

7. Systéme fondamental et torsion pour les cycles i trois
dimensions. — Pour que y soit invariant, il faut et il suffit que

2p
Ejl,—(*r,-ﬁ;):o (t=1,2,...,2p—7T)

Ce systéme aura r solutions fondamentales

)\’:, 1,2" RS lgp (’lﬂl,z,..., ")3

etil n’y a pas d’inconvénient a supposer que les cycles invariants
correspondants sont précisément les y,. Pour toute autre solution,
on aura

,
h ; .
lj:EAt;,lj (thentier; y=14,2, ..., 2p),
H
d’otr de suite les homologies

Y NEh i (modCy),
1

2p
era 1T (modVy),
1

dont la premiére entraine la deuxiéme. Par suite, les I'} forment
un systéme fondamental. Leur indépendance méme démontre
I'absence de diviseurs de zéro. D’ailleurs, directement, y étant
encore, ici comme plus loin, trace de T;, de Iy~ o0, on tire
ty ~ o, donc ¢ = o, car C, n'a pas de diviseurs de zéro, et finale-
ment I’y ~ 0. Ainsi le groupe de la torsion a trois dimensions se
réduit bten a Uidentité (vorr Chap. 1, n° 8).
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II1. — Intersection des cycles linéaires
et & trois dimensions.

8. Nous allons démontrer pour ces cycles les théorémes
annoncés a la fin du premier Chapitre.

I. Soit d’abord (T',T;) =0, pour tout T;, et supposons I
réduit & C,. Avec les mémes notations qu’au n° 7, nous aurons

2p-r

AT, ~2h Ap Tfk -l—zk Mg S-k (mod C.),
i

et comme
(T4T4) =0  (8kya) =0,

on aura
Y=o (k=1,2,...,7).

Or le déterminant des coefficients n’est pas nul (Chap. 11, n° 19).
Donc les Az le sont, d’ou

ATy NZ wibpr~ o (modV,).
Ceci démontre le premier théoréme pour les cycles linéaires. Pour
les 'y, la démonstration est immédiate, car de
(1 T3) = (Tyy) =0,
quel que soit Ty, on tire de suite
y~o  (modCy);

donc I'y ~ 0.

9. Passons au second théoréme : Les invariants e; relatifsaux
intersections des T ¢t des Ty sont tous égaux a 1. D'aprés le
Chapitre I, n° 19, il sutfit d'¢tablir que si

(F3Ty)z0  (mode),
quel que soit Ty, Uy est le multiple d’un certain cycle de V,.

De I’hypothése on déduit
(yTy)=o0 (mode)
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pour tout T’y de Cy, Or, les y; étant toujours les rétrosections,
Y NZ l" i (mOd Cu).

En prenant les intersections de y avec les y;, on obtient de suite
l.:'m(‘pr-H'), )‘-p—u‘ﬂ‘—(YYi) (iép)-

Donc les A sont tous divisibles par e. Soit A;=e4;. On a
Y~ ey = 32 Aiv;  (modGCy).

Les nombres (7 3:), proportionnels aux (y3d;), nuls en vertu de

Pinvariance de y, sont nuls eux aussi; donc y est invariant. Soit T,
le cycle dont il est la trace. Comme corollaire de 1’homologie pré-

eédente
I;—elz~o (modV,),

ce qui démontre la proposition.

IV. — Cycles & deux dimensions.

[0. Reprenons la cellule V,. Les multiplicités-coupures Gy,
L, sont elles-mémes des cellules a trois dimensions dont les fron-
titres sont Cg, C,, les C, et les A;. Par suite, en vertu du lemme
du Chapitre I, n° 11, tout I'; est réductible a ces multiplicités.

Je dis que si un T, ainsi réduit comprend une M, en partie
dans C,, il comprend la courbe tout entiére. En effet, autrement
cette M, doit s’appuyer par une ligne sur une autre appartenant a
d’autres C, ou i des A;, ce qui est impossible, car elle ne rencontre
ces multiplicités qu’en des points isolés ou bien pas du tout. Le
méme raisonnement s’applique a C,, et aux &; mais non pas a Cq,
a moins toutefois que T'; ne lul appartienne en entier.

On conclut de ce qui précéde que pour tout I'y, on a, en dési-
gnant par (C,) une M, quelconque contenue dans C,,

(1) F,NZA,‘A,‘—%(Ca)—i—z;.zj(],,J.AmvC.,.

Comme les C,; sont toutes homologues, les trois derniers termes
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peuvent étre mis en un seul (C,), de sorte que, finalement,
(2) Ly~ 3 i+ (Ca).

Considérons de nouveau les 6; comme étant dans C,. Des con-
gruences

A= 8§, ZMAH— (Ca)=o

on tire

(3) (Ca)=— P\ Mids
d’ott homologie

(4) Fhiti~vo  (mod Cy).

Ainsi tout Ty est réductible au type (2) avec une homologie (4)
correspondante.

Réciproquement & (4) correspond une congruence (3), indi-
guant que la multiplicité T, qui apparait dans (2) est un cycle.

Systéme fondamental. — (4) est équivalente au systéme dio-
phantin

FhBedy=0 (k=12 ... n),

qui exprime que la somme & droite dans (4) est un cycle inva-
riant (Chap. II, n° 13). En raisonnant comme pour les I'; (n° 7),
ontrouvedesuite qu'ily av=(n—2p +2q) cycle T}, I2, ..., T},
tels que pour tout autre on ait

rg—zt,.rgm (Ca).

Tout comme plus haut, la multiplicité a droite, partie fermée
de C,, en est un multiple, C, et les T forment le systéme fonda-
mental cherché.

11. Le nombre de cycles §; distincts est égal a8 2p — 24. Done,
comme nous venons de le dire plus haut, il yay = (n — 2p -+ 2¢)
homologies (4) distinctes, Mais a (4) peut fort bien correspondre
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un I’y nul. On aura alors

E w; G+ Evkl,kz Ts.
D’ailleurs,

G,QZ(~,,6,-)A,~+ (Ca). L,,r;eE(lkés,-)A,-—;m (Ca).

Par suite,
Fa~ B (1308 4-(Co), L= 3 iy Fovele:

T, sera du type (2) aux A non nuls s1 laligne [ n’est pas invariante.
Il faut donc défalquer du nombre de cycles obtenu autant de
cycles qu'il y a de lignes [ distinctes dont aucune combinaison
n’est invariante, soit 2p — 2¢ -+ m —1 (Chap. II, n° 20). Par
suite, il ya n — (4p+m —1) + 4¢ cycles T, distincts aux A non
tous nuls. Quand ces nombres sont nuls, T', appartient en entier
a Cg; donc il comprend la courbe tout entiére (n° 10), et le cycle
est un multiple du cycle C,, cycle d’ailleurs non nul (Chap. II,
n°® 6, corollaire). On a alors finalement

Ro=n—(4p+m—1)+4g 1.

Le nombre [ = n —m — 4 p ne dépend pas du systéme |C|. En
fait ce n’est autre que lc nombre caractéristique de la surface
connu sous le nom d'invariant de Zeuthen-Segre. On a donc,
la formule ne comprenant que des nombres caractéristiques de V,,

(5) Re= 1+ 4q + 2,

formule donnée correctement pour la premiére fois par M. Alexan-
der (*). M. Picard avait obtenu auparavant, par voie transcen-
dante, la valeur 1+ 4¢ + 1 pour le nombre de cycles finis (?); a
partir de la, il suffit d’établir que tout T'; dépend des cycles finis
et de celul que consutue la courbe a I'infini, pour arviver a (5).

12. Formule d’Euler-Poincaré. — La méthode que nous allons

sutvre pour 'établir est au fond celle dont s’est servi M. Alexander
pour obtenir (5)

(1) Rendieonti dei Lincei, aodt 1914.
(*) PicarD et SimarT, vol. II, p. 497.
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Nous pouvons obtenir une subdivision de V, en cellules en en
faisant autant pour le plan u et la courbe C, : Pour le premier il
suffit de joindre les points a; aux points @, . Quant & C, onle
fera d'une maniére quelconque, sauf a prendre soin que les
sommets comprennent les m points fixes Ay Le plan u aura
n faces, 2 n arétes, n4-2 sommets. Désignons par as, a,, a; les
nombres d’éléments a A dimensions de V,, de C, et des C,..

Les a, éléments & quatre dimensions de V, proviennent de ceux
a deux dimensions de C, quand u décrit les « faces » (cellules E,)
de son plan; d’ailleurs il n’y en a pas d’autres. Donc

24 = no.

Les éléments a trois dimensions proviennent des lignes ou des

faces de C, quand u décrit les faces ou les lignes de son plan.
Donc

a3 = 2Rd,+ 2.

Les 2, éléments a deux dimensions sont de trois natures. 11y a
d’abord ceux dérivés des o, — m sommets variables de C, ou de
ses «; lignes quand u décrit les faces ou les arétes de son plan.
Mais il y a en outre a envisager les faces des courbes C,, G, G,

Donc

ay= n(ay— m)+ 2ney + 20y + na%.
De méme on a de suite
ay=2n(dy— m)+ 2a; + naj.

Quant a a, on en obtient I’expression exacte en remarquant que le
nouveau point double de C,, est un point ordinaire, mais que
toutefois il compte pour deux dans «, comme appartenant a deux
branches différentes de C,, : il suffit donc d’ajouter tous les sommets
des courbes C,, C,, C,, et en vue de la remarque ci-dessus, d'en
retrancher n, pour avoir a,. Il ne faut pas oublier bien entendu
que les m points A; appartiennent a toutes les courbes. Par suite,

enfin,
ag= nldy— m)+ 2(ap—m) +m—n.

Rappelons maintenant que pour une W, de genre p,

Tp~— A+ Ug=2 — 2.
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I1ny a qu’a se reporler par exemple au modéle a 'aide d’un
disque & p trous pour le voir.
On aura donc ici

By — A+ Ay ==2—2p,  Gg==Gy+0y=2— 2(p—1),

d’ou de suite pour V,,
N —fm=n—m—fp+i=I+f=Ri—fg+2= D (—)R,

qui n’est autre que la formule cherchée.

V. — Torsion 4 une et & deux dimensions.

13. Reprenons leslignes [;—= A, A ;de C,, ainsi que leurs heux L,
dont soient I'} les frontiéres. Puisque T est nul

(I‘{. Cy)=o.

Mais '/ ne coupe G, qu’en A, et en A;; de plus les contributions
de ces points an premier membre sont 41 pour A;, — 1 pour A,.
En effet, C, ne coupe I’} que dans la partie de C, qui lui appar-
tient, car elle ne coupe L; que suivant la ligne {;. On le voit aussi
en remarquant que C, ne rencontre pas les onglets A;, dont se
compose nrécisément la partie du cycle extérieure a C,. On pour-
rait se demander si les contributions, quoique de signes opposés,
ont précisément les signes indiqués ci-dessus. A supposer qu'il en
soit autrement, il suffirait de remplacer L; par — L; pour avoir la
situation désirée.

Soit maintenant E] une petite cellule de C, entourantle point A;.
Désignons enfin d’une fagon générique par ((C,)) une partie de C,
ne contenant aucun des points A;. On aura pour un cycle quel-
conque I'; et pour T,

Tar ¥ N+ (Ca)) + D 1B,
E

rj ~21‘;A;+ (C2)) + E4—El~ o.
Par suite,
T2~ ¥ hidi+((Ca)) + wEh.
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Comme C, ne rencontre ni 4;, ni ((C,)),

(F: Cu) = Fi(Eé Cu) = M4,
d’ou finalement

Ty~ 3 hidi+ ((Ca)) + (F2Ca) ES,
relation dont nous ferons un usage répété.

Cororrare. — SiT, est nul ou diviseur de zéro, on a
Prre 3 b+ ((Ca)),

car alors un multiple du nombre (T, C,) est nul, donc ce nombre
Pest aussi.

14. Tutorime. — Pour avoir tous les diviseurs Ty, il fautetil
suffit de rechercher toutes les homologies

(6) t ¥ hibi+(Ca~o

qui cessent d’étre vérifiées quand on y remplace t par U'unité.

1’aprés le corollaire, une telle homologie est bien vérifiée pour
tout diviseur de zéro.

Réciproquement supposons-la vérifite. On en tire, les 3; étant
tous dans C,,

((Ca)) = — 327\;'51'-

La somme a droite, prise ¢ fois, sépare C, en deux parties dont
une seule contient tous les A (c’est 1a précisément le sens de la
congruence). Cette somme a donc nécessairement elle-méme cette
propriété, ce qui revient a dire qu’il y a une congruence

(C) = —2)\;8;.

rz~2>\m+ ((Ca))

On a donc bien en

un diviseur de zéro, puisque £T;~ o, sans que I's~ o,
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15. Soit T la frontiére de Gy, lieu de la rétrosection y; de Cy.
Les homologies cherchées sont toutes de type

1p m
Zh VhF’; +21 V;F‘é ~ 0,
1 2

Je dis que les coefficients v’ sont tous nuls. En effet, en exprimant
les cycles en termes des éléments A;, ((Ca)), E4, Phomologie écrite
prend la forme

Exmw((c,,)) +21 vi(Ef —E}) ~o,
2

et pour qu’elle soit de la forme voulue, il faut bien que v’j: 0.
Ecrivons donc les homologies (n° 11)

{7) f?NZi(‘{hai)Ai“‘“((ca))NOv

fondamentales pour celles que I'on recherche. En appliquant
deux transformations unimodulaires convenables, 'une aux homo-
logies (7), I'autre aux A, on obtiendra un nouveau systéme équi-
valent & (7), de la forme (*)
(8) t:bi+ ((Ca)) ~ o,
dont les homologies sont encore fondamentales pour celles
cherchées. Les entiers ¢ sont ici les diviseurs élémentaires de la
malrice

”(T};B;)” (h=1,2,...,2p;t=1,2,...,n)

Quant aux A’ ce ne sont autres que des sommes de d. Donc (n° 14),
st ¢;>1,1l yaun diviseur
tt'A!i"f" ((Ca))

dont 'ordre, en tant qu’opération du groupe des diviseurs, est
précisément t;. Ces opérations forment d’ailleurs base pour le
groupe. Par suite les ¢ supérieurs & I'unité sont les coeflicients de

torsion et
52 - | 1 I ti.

(') E. Caurn, loc. cit., p. 26g. Le résultat de Frobenils est immédiatement
appiicable ici.
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16. Passons aux I',. Puisqu'ils sont tous réductibles & G, il
suffit de considérer les homologies (mod V;) existant entre les
cvcles de la courbe. Les homologies fondamentales sont

(9) di~vo  (I=1, 2, ...,0).

Exprimons les & en termes des rétrosections. Toutefois, pour
faciliter 'extension aux variétés algébriques, opérons comme cect:
Aux rétrosections, associons i la maniére du Chapitre 1, n° 19, le
systéme fondamental

?h ?2: ey %P:
tel que

(yava) =1, () =0 (R=k).
On aura

Bir Zh Binyn; Ben= (Yn8s).
Le systéme (g) peut donc étre remplacé par
(9') 21&(8’.8;‘).7—,‘&:0 (mod. Vg).

Deux transformations unimodulaires convenablement choisies
nous conduiront 4 un nouveau systéme fondamental

Tt '—f:y “eey ?:p:

avec, au lieu de (g'),

(i0) tiYi~o  (mod. Vy),

les ¢ désignant toujours les diviseurs élémentaires de la matrice
| (va8:) |l

déja considérée plus haut. Les ¢ jouent donc le méme role ici que
pour les T';, d’'ou le théoréme de Poincaré :

Les groupes de torsion a une et deux dimensions sont iso-
morphes. En particulier, ¢, =c,.
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VI. — Intersection des cycles 4 deux dimensions.
17. Proposons-nous d’abord de trouver (T,I,), ou
Ty~ ¥ kA (Ca)) + . i B,
[y~ Y KA+ (Ca)) + 3 B
A cet effet, remplagons T, par le cycle homologue obtenu ains: :

Dans le plan u, au lieu de a, on prend comme origine des lacets
un point voisin @', autour duquel on trace des lacets a’a;, se sui-

vant dans le méme ordre que les aa; autour de a; puis 8§ étant un
cycle qui augmente de &; quand z tourne autour de a@; (Chap. 11,
n° 10), remplagons A; par le lieu A} de 3} quand « partant de a’
décrit un circuit différant peu de a'a; (fig. 4); enfin il faudra
remplacer les cellules Ef par d’autres analogues E/ situées dans C,,..
On aura alors

Ty 338G+ (Cad) + X, 1) -

Or le circuit voisin de @’ @; coupera aa;en un point unique b. Par
suite A} coupe A; en un seul point, intersection de &; avec 8,
dans C;, d’ou (A;A}) = — 1, comme on le montre sans difficulté (*).

(*) On a en tous cas (A,A;) == 1 et le choix du signe ne dépend pas de la
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Pour trouver le nombre de points communs a A; et Ay on peut
réduire le circuit voisin du lacet a'a; au lacet lui-méme. Comme
ce lacet ne coupe le lacel aa; que si i >k, il 0’y aura pas inter-

Fig. 4.

a I
section pour ¢ < A, et pour { > & on aura
(AA}) = — (8;85) =— ik,

le signe étant le méme qu’auparavant. Les multiplicités ((Cg)),
((Cg ) sont sans points communs, donc finalement

(11 (TaT) == hraj— P ik arehs N + ¥yl

>k

Cetle formule donne le nombre d’intersections dés que I'on con-
nait I'expression des cycles en termes des mémes A. Pourles appli-
cations, il convient mieux d’en obtenir une autre plus simple. On
pourrait la dériver de (11), mais on y arrivera plus vite comme 1l
suit

Tragons de nouvelles coupures aa; ne se coupant pas entre elles
et ne traversant pas non plus les aa;. Désignons enfin tous les élé-
ments relatifs aux nouvelles coupures en surmontani d’une barre

surface envisagée. Considérons donc une quadrique avec pour { C. 1 un faisceaun
de sections planes el envisageons sur elle le cycle nul I'l du n° 13. Le choix du
signe -+ donne au lieu de (11) une formule en vertu de laquelle (TiT']) est la
somme des carrés de quatre entiers non nuls, alors que ce nombre doit étre nul,
puisque I'? ~ 0. Ceci impose bien le choix du signe —, comme dans le texte.
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ceux correspondants des anciennes. En particulier, nous désigne-
rons dorénavant par 8; ce que devient dans G, le cycle évanouis-

sant en a; quand u décrit a;a, et par §; le cycle analogue pour C;

et a;a. Soit maintenant
=) Lli+ (Ca)+ 3 o/

le second cycle. On trouve de suite, les A’ ayant le méme sens que

plus haut,
(a:87) =—1,  (8:0%) =o.

Par suite, en remplacant dans I'expression de I'; les A par les A,
(12) (Fg-.f;!) :—Z l;“i-,'«i-z pj;j.

Les A ne sont autres que les coefficients des A dans la premiére
formule dérivée, comme on pourrait le montrer directement.

18. Tutorime. — S¢ (F,Fz) est nul pour tout T, T, est nul
ou diviseur de zéro.

D’abord, puisque ('3 Cy) est nul, on aura (n° 13, corollaire)

Ty~ ¥ Aibi+((Ca))-

Donc, pour toutT,,

(13) Z A R = o

Cette relation sera vérifiée pour tous les A tels que
(1§) Zi‘,-’s}mo (mod C3).

Pour exprimer que le cycle a gauche est nul, il suffit d’écrire qu'’il
est invariant, ce qui donne

(15) Ei N(3k3:) =0 (k=1,2, ..., n);

(13) doit étre une conséquence des équations (15), d’ou ¢ et les £z
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étant entiers, avec ¢ 3£ o,

cl,-=2k tk(fkﬁ_f) = (75,-‘); Y “"""'2 ti 8.

Par suite,

tTs NE (y8,) A+ ((Ca)).
Or, en introduisant les 3, Yhomologie (7) du n° 13 devient
T4~ ¥ (14 8) i+ ((Ca)) ~ o-

En effet, en vertu de la maniére dont on fait varier u pour engen-
drer les Gy, les (ya 8;) sont supposés calculés en prenant les cycles
dans C,, 8, y étant réduit en faisant décrire a « le prolongement

de aa;. Cela revient a calculer (T" 8;) pour ‘a — . Comme ce

nombre ne dépend pas de la positionde a tant qu’il ne traverse pas
les coupures aa;, notre affirmation s'ensuit.
Ceci posé, on peut écrire une homologie

1p
Y "‘2"‘ 0h1n  (modC;).
1

Par suite,
12— 04T ~ 2T v ((Ca)),

et comme ((Cz)) ne peut éire fermée a moins d’étre réduite a une
dimension moindre que deux, tI'; est bien un cycle nul, ce qui
démontre notre théoréme.

19. Tugorime. — S¢ (I'.T7),) est divisible par e, quel que
soit 1", il existe un cycle T, tel que T'y — el', soit nul ou diviseur
de zéro.

Commengons par prendre I'; sous la forme du n° 13
2 MAi-+ ((Ca)) + m EL.

lei p, = (I2Ca) est divisible par e, donc la condition satisfaite
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par I'; donne la congruence

n

Ei EX,‘EO (mode).
1

Je dis que on peut s’arranger pour que e divise tous les \. Tout
d’abord les expressions
2" NEY)

formées avec les nombres rationnels ¢, si elles sont égales a des
entiers, sont précisément les nombres A d’un diviseur de la forme

3 i bi+ (Ca))-

En effet, en les multipliant par un entier suffisamment élevé ¢,

elles deviennent les nombres (78,-:) relatifs & un certain cycle
linéaire v, et le cycle a deux dimensions en question, pris ¢ fois,
devient le cycle nul

¥ (v 8) 8+ (Ca)-

Done si on pose

(16) vy = 1:‘"*"2" lk(gk?af);
1

les ¢ étant choisis de maniére que les v soient entiers, on peunt
remplacer les A par les v et il suffit de démontrer que les v sont
divisibles par e. D’ailleurs

n

(17) zi viAi=o0 (mode),
1
comme on le déduit du reste de suite de (15).
Appliquons aux §, aux A et aux v une certaine transformation
unimodulaire A, aux ¢ et aux ) la transformation contragré-

diente A=t (*). Désignons les éléments transformes en accentuant

(')} Ou transformation inverse de la lransposée de A. La transposée se dénote

par A, d’oit A pour la contragrédiente.
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ceux dont ils dérivent, Les relattions (16), (17) seront maintenues,
et il suffit de montrer que, pour un choix convenable des ¢, les v/

sont tous divisibles par e.
Choisissons en particulier A de maniére que la matrice

Il (2,8:) 11

soit canonique, ce qui est possible puisqu’elle est alternée (1)
(Frobemiis). Comme elle est de rang 2p — 24 (Chap. H, n° 19),

on aura alors (?)
(8- 83:) =—(8y; ) =48>0  (iSap—2q),

et les autres nombres d'intersection sontnuls. Au lieu de (15),(16),
on aura maintenant

(15" gikyioy=giNyy=0 (1=1,2 ...,3p—2q),
(16") vy =y + gty vai=Mi— &ty (i=1,2, ..., p—¢):
"'.:z,:v—zq-hi= )‘;P-N*'J"

Puisque les g ne sont pas nuls, les A d’indice S2p — 24 le sont et
au lieu de (17) on aura

n

(17") Zz’ viai=o0 (mode).

21p—2g+1

Les ¢t/ sont des nombres rationnels soumis & la seule condition
de rendre les v/ entiers. Choisissons-les tels que les v d’in-

3 < —_— o [4 LI r .
dice S2p — 2¢ soient nuls. Dans (17'), les coefficients des v’ qui
restent sont arbitraires. Donc cette congruence est ldennquement
satisfaite, d’out

Vop-2g4s 5O (mod?).

Ainsi on se sera arrangé pour que les v soient nuls ou divisibles
par e, ce qui démontre notre affirmation.

{!) Si cette matrice n’était pas alternée, il faudrait introduire une seconde

transformation unimodulaire B et appliquer B~! aux ¢, mais 2 part cela rien ne
serait changé.
(*) E. CaHEN, loc. cit., p. 280.
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En définitive, I'? étant un diviseur de zéro, on pourra écrire
s+ T3 o (D 0hir wiEL) + (Ca)

ou les X ne sont pas les mémes entiers qu’auparavant. 11 suffit de
répéter le raisonnement du n° 14 pour voir que ((C.)) est une
partie de C, prise e fois. Notre homologie peat donc étre écrite

(18) I‘,—i-—I‘gmeF,—_—e(Zl;A;—i—((Ca))—i-p,Eg).

eT, est fermée, donc ', I'est aussi. C'est par suite un cycle a deux
dimensions el (18) démontre notre théoréme.

Conovrratre. — Les invariants e; relatifs aux intersections
des T'y sont tous égaux ¢ U'unité (vorr Chap. I, n° 19).

VII. — Un exemple : 1a surface image des couples de points
de deux courbes algébriques (1).

20. Soient C;, C, deux courbes algébriques de genres p,, p,,
V, une surface algébrique en correspondance biunivoque et sans
aucune exception avec les couples de points des deux courbes.
Nous allons en étudier rapidement la topologie, et en particulier
vérifier sur elle nos théorémes d’intersection de cycles. Le carac-
tére trés spécial de la surface vanous permettre de le faire de fagon
particuliérement simple.

Réduisons C, et C, a des cellules E}, E2, par des contours clas-
siques aux rétrosections K, K,. 1l en résultera une réduction
de V, a une cellule E;. Soient M, m,, m, un point de V, et les
points correspondants des deux courbes. Pour avoir la frontiére
de E,, on doit faire varier m, sur E} et m, sur K,, puis renverser
les roles. On en tire de suite (Chap. I, n° 11, lemme) que tout
cycle de V, est une samme des cycles obtenus ainsi :

1° Pour les cycles linéaires, m, doil décrire les rétrosections
de Gy, tandis que m, est fixe et vice versa. Soient y!, v} les rétro-

(1) Pour une étude approfondie de ces surfaces, voir un Memoire de M. Severi
dans les Torino Memorie, vol. L1V, 1903,
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sections des deux courbes. Il leur correspond respectivement des
cycles linéaires I'|, T}P*/, de V,, constituant un systéme fonda-
mental.

2® Pour les ¢cycles a trois dimensions, m, doit parcourir les v},
tandis que m, décrit E} et vice versa. A I''*+i T{P+P+d corres-
pondent ainsi des cycles Ty, [P+, et a — I, — T3P/ des cycles
Iy, T3P P (U pay J S p2). Avec ces notations, en apparence
assez particuliéres, on vérifie de suite que

(iT8) =1, (I{T{)=0  (ix))

Donc la matrice carrée
I (CETE) 1

se réduit a la matrice identique. Ses diviseurs élémentaires sont
tous égaux a 'unité et les cycles des systémes fondamentaux sont
tous indépendants, ce qui d’abord permet la vérification de nos
théorémes d’intersection (voir Chap. 1), et ensuite démontre que

Ry= Ry=2p1+ 2p,, G1=03= 1.

32 Pour les cycles a deux dimensions, on fait décrire a m,
et m, des rétrosections, d’ot 4 p, p; cyclesTY (i =1, 2, ..., 2p,;
J=1,2, e, 2p2), le cycleT{ étant relatif a yj et % Il y a en
outre deux cycles I}, I}, le premier obtenu en maintenant m, fixe
et faisant décrire E; par m;, le second en renversant les réles.
Prenons alors un premier systéme fondamental

T!, I3; Tk, l-};d'h}’r*"k; Tipr+k Tp+ik

-(c':},‘),, ...,pi;,k:h 2, "'.‘P’L

o

puis un second obtenu en permutant les deux cycles de chaque
couple, y compris le premier. Désignons les cycles du premier
systéme fondamental dans un ordre quelconque par T}, ceux cor-
respondants du second par fg‘(h: 1, 2, eeey 4Py P2+ 2). On
vérifie de suite que

(rjT3) =1 (MiTH) =0 (k= k)
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La matrice carrée
| (r4T%) |

se réduit donc ici aussi a 'identité, d’ou vérification immédiate des
théorémes d’intersection. De plus, le rang est égal al'ordre, donc
les cycles I sont indépendants et

Ry=4p1pe+2, g1,

On a bien effectivement ¢, = o,.



CHAPITRE 1V.

L’ANALYSIS SITUS ET LES SYSTEMES DE COURBES
D'UNE SURFACE ALGEBRIQUE.

Dans deux Mémoires trés importants (*), Poincaré a jeté la base
d’un traitement nouveau, entiérement analytique de la théorie des
surfaces algébriques. Prenant comme point de départ certaines
sommes abéliennes, il arrive & caractériser par elles les courbes
algébriques d’une surface donnée. Les conditions nécessaires pour
qu’a un systéme de telles sommes corresponde effectivement une
courbe algébrique ont été obtenues par lui sous forme purement
analytique. Or il se trouve, comme je I'ai montré pourla premiére
fois dans mon Mémoire couronné (%), que ces conditions sont
susceptibles d'une interprétation particuliérement simple et él¢-
gante a aide de la topologie unie aux périodes d’intégrales doubles
de premiére espéce. La voie ainsi ouverte méne a4 nombre de
résultats, aussi intéressants que nouveaux.

On peut entrevoir dans cette direction la possibilité de réunir
en une doctrine unique ce que 'on sait aujourd’hui sur les sur-
faces algébriques, tant au point de vue géométrique qu’au point de
vue transcendant. Ce qui va suivre constituerait peut-étre le pre-
mier chapitre d’une telle théorie.

I. — Intégrales simples et doubles de premiére espéce.

1. La définition des intégrales simples ou multiples de fonctions

(') Surles courbes tracees sur les surfaces algebriques (Annales de U'Ecole
Normale, 3¢ série, vol. XXVII, ig10; Sitzungsb. der Berliner math. Gesell-
schaft, vol. X, 19t1).

(*) Transactions of the American Math. Society, 22* vol., 1921. Voir A ce
sujet trois Notes de M. Severi, Rendiconti dei Lincei, 5° série, 30° vol., 1921.



344 SELECTED PAPERS —V

de variables complexes n’est pas a faire (*). Nous allons nous
borner 4 celles de fonctions rationnelles du point sur la surface V,
des Chapitres précédents. Soient m son ordre, f(z, y, 3) = o son
équation. On peut envisager deux catégories d'intégrales : les inté-
grales simples ou de di fférentielles totales dues a M. Picard,

aB a5
fR(w,y,z)dx%—S(x,y,z)dy, Ej'»zﬁ’

et les intégrales doubles, qui remontent & Nother et Clebsch,

ffR(z', ¥, 2)dx dy.

La classification des deux types se fait, & peu prés, comme pour
les 1ntégrales abéliennes (2); ici encore 1l y alieu de considérer
des périodes relatives a des I'y pour les intégrales simples, ades I'
pour les intégrales doubles. Les intégrales de premiére espéce,
simples ou doubles, presque seules a entrer en jeu dans la suite,
sont toujours.définies par la condition d’éire partout finies. D’une
discussion simple (3) résulte alors, pour les secondes, la forme

f Q(x'j'z)dxdy,,

Sz

ou Q est un polynome d’ordre m —4, adjoint & V,, c’est-a-dire
s’évanouissant sur sa courbe double.

2. Le role du systéme | C| du Chapitre II va étre joué, dans ce
Chapitre, par|H]|, systéme dcs sections planes, qui se conduit
comme lui. Le faisceau particulier |C,| sera remplacé par | H,},
découpé par les plans y = const., mais & part cela, nous garderons
intactes les notations des deux Chapitres précédents. En particu-
lier, les valeurs critiques a; correspondront aux plans tangents
paralléles au plan zz. Le choix de |H| au lieu de |G| ne dimi-

(*) Voir Picarp et SimaRT, vol. I, Chap. 111,

(*) Nous supposerons connues les propriétés classiques des intégrales abé-
liennes. Voir i ce sujet AepELL et GouRsaT, Théorie des fonctions algebriques
et de leurs intégrales; E. Picasv, Traite d’Aralyse, vol. 11.

(*) Picarp et SimarT, vol. I, Chap. VII.
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nuera en rien la généralité et a pour unique but de faciliter la

discussion.
Partons de I'intégrale de premiére espéce attachée a H,,

-/.P(x};f' 2) d.

oa P est adjoint a la surface et d'ordre m — 3 en z, 3, mais peut
éire m —3+r (r3o), en z, y et z. Je dis d’abord qu’il y a
p intégrales de ce type linéairement indépendantes (on y con-
sidére bien entendu ¥ comme un paramétre). En effet, imposer au
polynome le plus général d’ordre m — 3 en z et z la condition
d’étre adjoint & la courbe f(z, y, 2) = o revient a faire satisfaire
a ses coefficients un systeme d’équations linéaires, algébriques par
rapport aux eoefficients de la courbe, donc par rapport a y, inva-
riantes dans leur ensemble quand y varie. Les solutions fonda-
mentales d’'un tel systéme peuvent étre choisies composées entié-
rement de polynomes, ce qui démontre notre affirmation.

Corollaire. — Toute intégrale de premiére espéce de H, est
une combinaison linéaire d’intégrales du type ci-dessus.

3. Comportement des intégrales de premiére espéce de H,. —
Les points-bases A,, Ay, ..., Ap, du faisceau | H, |, sont ici les
points a I'infini de ces courbes. Il y a avantage a étudier plus par-
ticuliérement les intégrales ayant pour limite inférieure d’intégra-
tion 'un des points A. Posons donc

('t);)P »
wu{x,y, z) :f —(-x};?—’f—)dx.
A z

i

Cette fonction est évidemment holomorphe, sauf peut-éire
pour y mmfinie ou egale a une valeur critique. A Vaide de la trans-
formation homographique

T H
X = = Y o= = & T —y
V},
on montre aisément que u«, pour z fixe, est une foncuion de y a

pole d’ordre r-—1 a l'infini. Examinons ce qui se passe pour y
voisin de aj. Supposons, pour simplifier, le nouveau point double



346 SELECTED PAPERS —V

de H, au point (o, @j, 0). Si (x, ¥, 2) ne tend pas vers ce point
quand y tend vers a;, on pourra, en ajoutant & u une période con-
venable, la rendre holomorphe au voisinage étudié. Ce voisinage
est une cellule E, entourant un point quelconque de Haj, mais ne
contenant pas son nouveau point double. Tout revient donc a exa-~
miner le comportement de u dans une E, contenant ce point.

A une fonction holomorphe prés, u(z, y, z) se conduit comme

f(J',.?’) P(x‘y,z}dx
I, s{&)l fz

avec |z|, |y —ajl, |3], @ <p» nombre positif fini, choisi de
maniére a rendre holomorphe certaines fonctions considérées plus
loin.

Appliquons deux fois le théoréme sur la représentation d’une
fonction au voisinage d’un zéro, en ayant égard au fait que le
nouveau point singulier de H,, est un point double ordinaire. On
pourra écrire

Sflz, ¥, 3)=[32+2A(2, ¥).5+ B(z, ¥)).filx, ry, 3),
A?— B =[x+ 2C(y).x+D{(y)].0o(z, »),

ot les fonctions nouvelles introduites sont toutes holomorphes
quand les variables sont limitées de la maniére ci-dessus, avec p
suffisamment petit, et seules f; et ¢ ne s’y annulent pas en
(o, aj, 0).

Un calcul élémentaire donne alors pour u les deux formes équi-
valentes suivantes, ou les nouvelles fonctions écrites sont encore
holomorphes dans les mémes conditions que plus haut,

E(z,y)+F(z, yYYz3+2C(x).y + D(¥)
-+ t{z(_y)log[x+C(y)+\/x2+ 2C(y )z + D(y)l,

E(z, y)+3F(z, y)+¥(y)log[z + G(z, y)].

Prenons en particulier pour limite supérieure d'intégration
un point sur une courbe algébrique passant par le nouveau
point double de Haj; u(x, y, 5) devient alors une fonction de y

seule. Pour p convenable, z et z seront des séries entiéres en
1

(y — a;)1, q entier, et U'on pourra affirmer que le produit de u
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par (y — aj) tend vers zéro avec (y — a;). En effet, 1l ne peut y
avoir de doute que pour le produit parle terme logarithmique.
Mais, a une fonction holomorphe tendant vers zéro prés, ce pro-
duit est égal a une constante multipliée par

(y — aj¥log(y —a;) (s entier positif),

et 'on sait que cette expression tend bien vers zéro avec (y — a;).
Cette remarque nous sera fort utile plus loin.

4. Comportement des périodes. — Appliquons ce qui précéde
aux périodes de I'intégrale u. Soit d’abord Q;(y) celle relative au
cycle évanouissant &;. Comme il est invariant en a;, Q;(y) est um-
forme au voisinage de ce point. De plus, Q;(y).(» — a;) tend
vers zéro avec ¥ — a;, donc ;(y) est holomorphe au point a;.
Soient vy un cycle linéaire quelconque de H,, w(y) la période cor-
respondante. La fonction

(v8;)

271

w'(y)=uw(y)-— i(y)log (y—a,)
a exactement les mémes propriétés que Q;(y). Donc elle est aussi
holomorphe en a;. Par suite, au voisinage de ce point,

(Y J)

ari

w(y)=w(y)+ =5 2;(y)log(y—a;),

résultat obtenu pour la premiére fois par M. Picard, a I'aide de

équation différentielle aux périodes (équation de Picard-Fuchs).
L’expression

i;(Y)yd
() wmusz L2550 a=)

est holomorphe pour toute valeur finie de y. En effer, on voit
d’abord, comme pour Q;(y) et w'(y), qu’elle I'est au voisinage
de a;. Il suffit donc d’examiner ce qui se passe au voisinage de a.
Lorsque y tournc autour de ce point, (1) s’accroit de

Zlfﬂj(.?’)-

Cet accroissement n’'est autre chose que la période de u par rap-
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port au cyele
T~ 21151“—‘ 2(731)5;'-

Or dans H, ce cycle représente Paccroissement de y quand y
décrit le contour formé par la suite des lacets aa;. (e contour est
déformable, sans traverser les points critiques, en un cercle de
grand rayon. Comme V, est en position générale par rapport a
Pinfini, y=occ n’est pas une valeur critique, et I'accroissement
correspondant de y, qui n’est autre que la position de y' dans
une H, quelconque, est nul. La période correspondante de I'inté-
grale de premiére espéce u est donc nulle, ce qui montre que (1)
est uniforme au voisinage de a. On vérifie de suite que son pro-
duit par y — a tend vers zéro avec y — a, donc enfin (1) est bien
holomorphe en @ aussi.

Les intégrales dans (1) tendent vers zéro quand y devient infini.
Enfin le point a Pinfini est pour w(y) un pole d’ordre r— 1 (n°® 3).
C’en est donc un de méme nature pour (1) qui est alors nécessai-
rement un polynome de degré r — 1, B(y). Nous avons par suite
pour w (y) la représentation valable dans tout le plan, due a
Poincaré,

Y
v =Sk [C¥E v+ B,

Corollaire. — Les périodes de u par rapport aux 2¢q cycles
invariants sont des polynomes de degré r — 1. Pour r = o, c’est-
a-dire pour P d’ordre m — 3 en x, y, 5, ces périodes sont nulles.

3. Ce qui précéde permet de montrer que

ani. ()= Q;(¥),

ou 4} est la fonction du n° 3. En effet, soit 53. un cycle tel que

5;8,) —1.La période correspondante, w(y), se conduit au voi-
sinage de aj comme

2G(f,»)VB2+2C.8+ D +24(y)
= log(B +y/pr+2C. 8+ D) + une fonction holomorphe,

B étant I'un des points de branchement de la fonction z(z) qui
coincident pour y =a;. Or £ annule le radical. De plus, au voisi-
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nage de a;,

L s

B(y) =(r—ap) Yeely—a) (e 5#0).

0

En effet, puisque les axes sont arbitraires, le nouveau point double
de H, est un point ordinaire de la courbe simple d’intersection
de f, = o avec notre surface; donc «; est un point de branche-
ment ordinaire pour la fonction algébrique $(y), ce qui justifie
ce développement.

On aura par suite

w(y) = (y)+4(y)log{y —a;),

w' étant holomorphe au point ;. En identifiant avec I'expression
de M. Picard, on obtient bien

amiy(y) = 2 (y).

On en conclut 'expression suivante pour u, valable au voisi-
nage de a;,

Q.
u(z, y, ) =Kz, y) +2G(z,y)+ -f%glﬂg[z + H(z, y)].

6. Tout ce que nous venons de dire s’applique presque sans
changement a une intégrale

Pz, y, )
Sz

ou P est adjoint, d’'ordre > m — 3, non seulement en z, y, z,
mais aussi en z, z, de sorte que I'intégrale n’est plus de premiére

dz,

espéce. En particulier, les périodes ont la forme que nous avons
déja donnée. La seule différence est qu’il peut y avoir m — 1 résidus
a l'inlini, eux aussi polynomes en y. Effectivement, dans la dis-
cussion, nous ne nous sommes servis nulle part de ce que I'inté-
grale est de premiére espéce, mais uniquement de ce qu’elle est
finie & distance finie. Au lieu de A, comme limite inférieure d’in-
tégration, on pourra prendre un point variable d'intersection de H,
avec une courbe algébrique quelconque.

7. En se basant sur ce que nous venons de dire, on montre aisé-
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ment (') qu’il existe une intégrale de différentielles totales de
seconde espéce (c'est-a-dire se conduisant partout comme une
fonction rationnelle), a périodes quelconques par rapport aux
cycles invariants. Pour le démontrer on n’a besoin de se servir
d’aucune propriété particuliére de ces cycles. On en déduit ensuite
que s'll y a r cycles invariants, la surface posséde r intégrales dis-
tinctes de différentielles totales de seconde espéce, c’est-a-dire
dont aucune combinaison linéaire n’est une fonction rationnelle.

Si donc on admet le théoréme du Chapitre If, n® 13, et les pro-
priétés qu’on en tire pour les cycles de C,, ou bien ici de H,, on
en déduit que V, posséde 2q intégrales distinctes de seconde
espéce. Mais, remarque fort intéressante, la propriété ci-dessus
fournit une démonstration transcendante du théoréme topologique.

Supposons en effet que
T~ Y A3y

soit un cycle invariant. Il existe une intégrale de différentielles
totales de seconde espéce J & période —+ 1 par rapport ay. D'un
autre cdté, J étant de seconde espéce, sa période par rapport a 3;
ne change pas quand on déforme ce cycle d’'une maniére quel-
conque dans H,, en méme temps que y varie. Or, de cette
maniére, on peut réduire 3; a un point ordinaire de la surface, le
nouveau point double de H, . La période correspondante de J doit
donc étre nulle, aussi bien que celle relative a y, contradiction
évidente qui établit le théoréme.

II. — Les courbes algébriques et leurs sommes abéliennes.

8. Formules de Poincaré. — Donnons-nous (nous avons vu
qu'il est possible de le faire) p intégrales distinctes de premiére
espéce, telles que u considérée plus haut, soit

uh:fle—(fj'-f_&'i)dx (h=[:2>"')P)r
z

ou P, sera maintenant supposé d’ordre m — 3 4+ g,.

(') Picarp et SiMarT, vol. I, p. 100.
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Soit D une courbe algébrique quelconque, coupant H, aux
points my, My, ..., m,. D’ailleurs ces points n’ont pas besoin de
comprendre la totalité du groupe DH,, comme nous désignerons
dorénavant 'ensemble des points d’intersection des deux courbes.
On pourralt en fait se limiter 4 ensemble des points variables y
compris seulement quelques-uns des points fixes. L’ essentiel pour
la suite, c’est d’avoir sur H, un groupe de points déterminés
ratlonnellement dans leur ensemble, en fonction de y. Ces points
fixes, remarquons-le de suite, ne peuvent étre que les points A;,
pris chacun un certain nombre de fois. Ainsi pour D=H,, on
sera amené 3 considérer comme groupe particulier de points mx,
un quelconque des A;.

Ceci étant posé, on peut appliquer sans la moindre modification,
aux sommes abéliennes

v

my,
vh()/)'":z‘:f duh,

H A

le raisonnement du n® 4, relatif au comportement des périodes. On

obtient ainsi les formules de Poincaré, fondamentales pour ce
qui va suivre,

(2) vr(y)= DiJ f Qh’(Y) dY + Bp(y),
27l

ou Qy; est la période de w par rapport a 3; et B4 est un polynome
de degré ga—1. Quantaux }, ils ont ici le sens suivant : Lorsque y
tourne autour de a; les chemins d’intégration A, my sont ramenés
a des positions nouvelles ; leur variation totale est un multiple de 3.
En comparant avec l’accroissement A;Q,;(y) de vx(y) dans les
mémes conditions, on voit de suitc que cette variation est précisé-
ment A; 9.

Soit M; la multiplicité engendrée par les chemins A, myquand y
varie. L’examen de ses frontiéres donne

M;=D ——leAj—(Ha);

on en tire

(3) Do Y4, + (Ha),
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homologie qui indique clairement la relation entre les entiers ), el

la courbe D.
Une conséquence immédiate de (3) est (Chap. 111, n° 10),

2)\,-8’,-’”0.

Les périodes correspondantes des u doivent étre nulles, d’oq
Z)\J-Qz,j(_}‘):o (h=1,2, ..., p).

Comme nous le verrons plus loin (n° 15), ces relations expriment
simplement que les v ne dépendent pas de a.

9. Discussion relative aux points a I'infini. — Tout ce qui pré-
céde s'applique a leurs sommes abéliennes, comme nous Pavons
déja remarqué. lls donnent cependant lieu a quelques ohservations
spéciales, intéressantes.

Tout d’abord, si le groupe de points my se réduit a une somme
de multiples des A;, il faudra, dans l’homOIOgie (3), remplacer D
par zéro. D’aillears, réciproquement, supposons que, dans (3), 1l
faille remplacer D par zéro. 1l y aura alors une

M352}\jﬁj+(ﬂa) ~ 0,

Nous avons vu (Chap. lI, n® 11) qu’alors M, est le lieu d’une
ligne
t +Zi lz‘AiAfj
2

ou + est un cycle linéaire convenable de H,. Les ), correspondront
donc aux sommes abéliennes

m A
hh(y):fdll.h“}“Eit[f du,"
? 2 Ai

LA+ t2A2+ .- -+thm,

donc a

ou £, est un entier quelconque,
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Je dis que les sommes abéliennes relatives a

LA+ LA+ .+t A,

ot 'un au moins des ¢ d'indice > 1 n’est pas nul, ne peuvent étre
égales a des périodes. En effet, nous avons fait correspondre a
A;({>1)un cycle nul, frontiére du lien de la higne A A;,

P= ¥ 3ia;+ (Ha)) + E{— E}.
Ict ((H,)), d’aprés nos conventions partie de H, sans points A;,
est simplement une partie finie de la courbe. Quant aux E, ce sont
des cellules contenant les A; et que nous ne pouvons plus qualifier
comme trés petites. Pour préciser on prendra cette fois les m cel-

lules de H, représentant I'ensemble des points dont I'z est exté-
rieur & un cercle de grand rayon. On aura ainsi

m
(4) Ho = ((Ha)) + ) E4.
1
Aux périodes correspond un cycle a deux dimensions nul,
Ty= 3,4, + (Ha)).
Si notre affirmation n’est pas correcte, les entiers ) relatifs a un
certain eycle
I+ 2 tL-I“;

dorvent tous étre nuls. Ce cycle devra done se réduire a
m
(Ha)) + Xi te(Bj—E);
2z

par suite, il devra étre un multiple de H,. En comparant avec (4),
on en déduit

ly=13=...=Cpm=—{(l1-+ty-+. ..+ Lp)=01,

d'ot mt=o0,t=o0 =1, cc qui démonlre notre affirmation.
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III. — Conditions d’existence des courbes algébriques.

10. Les expressions (2) étant données, leur correspond-il
une courbe algébrique? Ou, si Von préfére, peuvent-elles servir
4 déterminer rationnellement un groupe unique de points sur 14,?

Nous allons chercher a déterminer rationnellement sur H,. un
groupe de p points mx( Tk ¥, 2x), tels que

P my N
Aj JQI:'(Y)
(5) Zk'[ duh=2;;f"g '—j“—}',‘dY"f‘Bh(}’) (h=1,2,...,p)
1 1

La discussion va nous fournir des conditions suffisantes pour
Pexistence d’une solution de ce type spécial. 11 se trouvera que ces
conditions sont nécessaires pour l'existence d’une solution quel-
conque, qu’elle soit de type spécial ou non. La question proposée
se trouvera ainsi complétement résolue.

11. Et d’abord, pour y, finie, donnée, il ne peut étre question
de déterminer un groupe de points sur H, , a partir des sommes
abéliennes v;(y,o), que st les polynomes P (z, y,, #) sont linéai-
rement indépendants (théoréme d’inversion). §’ils ne le sont pas,
c’est qu’il y a des constantes cs, telles que

(6) 2% Prlz, 5, 2) =(y —yo)* Pz, y, 2).

Parmi les polynomes qui figurent & gauche, c’est-a-dire dont le
coefficient ¢ n'est pas nul, soit Py celui de degré maximum.
P(x, y, z) est adjoint d'ordre m — 3 en z, z, de degré total
inférieur a celui de Ps. Remplagons P, par P, puis continuons
de méme tant qu'il reste des valeurs y,. Ce procédé a certainement
un terme, car chaque fois qu'on I'applique, on abaisse le degré
d’un des polynomes. Finalement, on en aura donc p qui nc satis-
feront & aucune relation (6) pour y finie. Nous supposerons qu'ils
correspondent précisément aux intégrales wu,. Parmi ces poly-
nomes, il y en aura ¢', soient Py, Py, ..., Py, de degré total >m—3,
les autres étant de degré Sm — 3. Pour ces derniers, il faudra
dans (5) remplacer les polynomes B, par zéro. Nous verrons
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d’ailleurs plus loin que ¢'= g, et que, de plus, les P d’indices < g
sont de degré total m — 2.

12. Le déterminant fonctionnel des équalions (5) par rapport
aux zx (on suppose les z; fonctions connues des x4) est égal a

Ph(xkv Y zlc)
!

g

»

(7)

Lorsque y est arbitraire, les équations (5) peuvent étre résolues
par rapport aux points my, et si pour une solution le déterminant
s'annule, il y en aura une infinité. Soit p’ le rang du déterminant.
On sait qu’on pourra alors se donner p — p' des points m; (nous
les ferons coincider avee A,) et en déduire les autres a 'aide de p’
des équations (5) convenablement choisies. Tout reviendra alors
a discuter un systéme de moins de p équations, mais & part cela,
rien ne sera changé. Nous supposerons donc que pour y arbitraire,
la solution fournie par les équations (5) est unique et nous allons
en discuter la nature.

13. 1l est clair d’abord que toute fonction rationnelle et symé-
trique des coordonnées des my, R(zy, 22, ..., Zp; 21y 52y <r0y Zp)
est une fonction uniforme de y dans tout le plan. Pour que les m;
engendrent une courbe algébrique, 1l faut et il suffit que R soit
méromorphe pour toute valeur finie ou infinie de y. Elle ne
peut cesser de 1'étre que pour y voisin des points critiques, du
point a, de l'infini, ou enfin des valeurs pour lesquelles le déter-
minant (7) s’annule. Nous allons examiner ces diverses circons-
tances en commencant par la derniére.

1° Pour ¥ == ¥,, non critique, la solution de (5) fait évanouir le
déterminant (7). — Au voisinage de y,, les équations (3) sont de
la forme

F(.xla Z1y vey Tpy zp;Jf)ZO,

les F étant holomorphes en leurs variables. Les solutions de ces
équations sont donc des fonctions algébroides de y au voisinage
de y,, ou, plus précisément, une quelconque des coordonnées xx,
sx est racine d’'une équation

X7 C;(}/).Xr_i N Cr(}’) =0,
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a coefficients holomorphes au voisinage de y,. La fonction symé-
trique R est donc certainement méromorphe au point y,.

14. 2° Comportement aux points critiques. — Soustrayons des
seconds membres des équations (5) les périodes par rapport au
cycle A;¢;, & étant toujours le cycle tel que (3,8;) =1, et dont
la propriété essentielle est de s'accroitre de §; quand y tourne
autour de a;. Les seconds membres sont alors holomorphes au
voisinage de a;, sans que cependant les solutions xx, 24 en soient
changées pour cela. Il s’agit de montrer que, quelle que soit la dis-
tribution des points mjx, pour (y —a;) suffisamment petit, les
solutions des équations ( 5) restent algébroides au voisinage de a;.
Supposons ici encore que le nouveau point double de Hg, est
(0, aj,0). ln’y a de doute que sipour certains des my, soient
my, Ma, ..., My, les 4, z; sont suffisamment petits. En se repor-
tant a ce que nous avons dit sur le comportement des « au voisi-
nagede a;, on voit que le systéme (5) peut étre remplacé par un
autre dont une quelconque des équations aura la forme

E )

D klog( s+ H(zw, )] =

P{xy. Ty .ov, Tpi By, 9. ooy 3p5 F)
¥

Q;(y)

ou Q; est une quelconque des Qzj;, et ® est holomorphe en ses
variables quand les quantités | zx|, |2z}, | — a;| sont suftisam-
ment petites.

Au pis aller, p — 1 des utendent vers des intégrales de premiére
espéce de H, quand y tend vers a; et une au moins deviendra de
troisi¢cme espéce. Le nouveau point double est a tangentes dis-
tinctes, donc 1l compte comme deux points distincts de Haj : ces
deux points seront les seuls points logarithmiques de I'intégrale de
troisiéme espéce nouvelle, les périodes logarithmiques correspon-
dantes étant = Q;(a;). Par suite, @;(a;) 32 o. Donc en rempla-
¢ant au besoin les « par des combinaisons linéaires convenables,
on pourra s’arranger pour que Q4;(a;) 5= o quel que soit A. Les
fonctions

U
2;(y)

=P

se conduiront alors comme ® dans les mémes conditions que plus
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haut. Les équations (5) seront donc équivalentes & un syst¢me
d’équations de type

k)
Ikl [zk—i" H(.Z‘,&-,‘}’)] =
1
dont les solutions sont bien algébroides dans la région considérée.

15. 3° Comportement au point a. — Il sera certainement a souhait
si les seconds membres des équations (5) sont indépendants de a.
En écrivant que leurs dérivées par rapport 2 a sont nulles, on
trouve

(8) Yireay=0 (h=1,2, ..., p).

Ceci indique que la période de toute intégrale de premiére espéce
de H, par rapport au cycle
2

doit éire nulle, donc il forme frontiére, soit

(9) — (Ha) EE Aj 85,
el, par suite,

r,NZ 2j A+ (Hg)

est un cycle a deux dimensions. Ces conditions, suffisantes pour
le comportement désiré au point a, sonl aussi nécessaires (n°8).
Elles expriment simplement que les entiers )\ déterminent un cer-
tain cycle a deux dimensions.

16. 4° Comportement a Pinfini. — Appliquons de nouveau la
transformation  homographique du n°® 3. Une quelconque des
équations (5) deviendra (le sens des lettres accentuées est évident)

S R AT
)k / y dux
dmt F,

1

GopY ' I
qhz‘ ’” [)dY+y‘?h”'Bh()7) (h=1,2, ,.,p)

')'l"’t
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Lorsque g4 o0 le second membre est holomorphe au point y'=o.
Soit ¢z <C 0. Le polynome B, disparait alors, et il faut trouver les
conditions sous lesquelles le second membre reste holomorphe.
Nous pouvons supposer a # o, de sorte que, pour un choix conve-
nable des chemins aaj, | Y| sera toujours supérieur @ une cer-
taine limite. Le coefficient de y/7+ est développable en série entiére
en y'. Pour que le second membre soit holomorphe, il faut et 1l
suffit que les — g, premiers termes de cette série s’annulent. Cec
fournit les relations

(10) Ziljf JYSQM(Y)deo (s=0,1,2,..., —qa—L).

a

Le polynome y*Py(z, y, 5), (s <<—gqs) est adjoint d’ordre
m— 3+ gp+sSm—4, donc

. [ [rRn s 4y,

est de premiére espéce. Je dis que (10) est sa période par rapport
au cycle —T,. En effet,

m

r,~21,-a,+((ﬂa))+2n,ﬁ;.
{
a
ff“"f Y<0,,(Y) dY.
A; p

Ensuite, en tous les points de ((H,)) I'intégrale sous forme (11),
ou bien sous la forme équivalente

f YW= Y5 5) gy s,
[

Or d’abord

a son coefficient différentiel fini, avec dy = o. Donc

S S

Enfin, transformons homographiquement V, de maniére que E;
devienne une petite cellule E,, située a distance finie dans la sec-



L’ANALYSIS SITUS —CH. IV 359

tion par le plan ¥ = 0. On aura

SIS S

Pintégrale étendue & E; étant la transformée de (11).
On en conclut que la période de l'mtégrale (11) par rapport
& —1TI'; est égale a la valeur de I'intégrale étendue a

Z Ajd,

c’est-a-dire & Vexpression (10), comme nous I'avions affirmé.
D’atlleurs soient

(12) f QE.%L:?_) dz dy
vne intégrale double quelconque de premiére espéce,
o) [eepn,

I'intégrale abélienne correspondante attachée a H,, Q; la période
de (13) relative 4 &;. Supposons que les¢ dérivent, a la maniére du
paragraphe ll, d'une courbe algébrique absolument quelconque D.
On aura alors

(xx, 21)
Q(x y,z) 2,(Y)
Ek[ d"“"z 2mf Y——de

tA‘

et, en appliquant la méme transformation homographique que
plus haut, on trouve aisément que

s f i Qi(Y) dY
ani Yy —1

doit étre holomorphique au point y'= o, et que par suite

Zj?\jf '0,(Y)dY =o,

¢'est-a-dire que la période de l'intégrale arbitraire de premiére
espéce (12) par rapport a Ty doit étre nulle. Comme conclusion de
toute cette discussion, nous sommes donc en mesure d’énoncer le
théoréme d’existence suivant :



360 SELECTED PAPERS —V

TutoriMe 0'ExisTENCE. — Pour que les fonctions v sotent les
sommes abéliennes d’une courbe algébrique D, il faut et il
suffit que les \ appartiennent a un cycle T'y et que, de plus,
les périodes des intégrales doubles de premiére espéce par rap-
port a Ty sotent nulles. Le cycle T~ D.

Remarque. — Aucune condition particuliére n’est imposée aux
polynomes By, donc leurs coefficients sont arbitraires. D'une
fagon plus précise, si & un systéme de valeurs de ces coefficients

correspond une courbe algébrique, il en correspondra une aussi &
tout autre.

17. Il est particuliérement intéressant, eu égard & leur impor-
tance, de retrouver les conditions du n° 16, en se mettant sous un
point de vue un peu différent.

S’il correspond aux ¢ une courbe algébrique D, on devra avoir
(n° 8)

DNE A Ay + (Hg).

Dans certains cas exceptionnels, il faudra mettre D — o, mais alors
Ja période de (12) par rapport au cycle au second membre est
nulle, et la condition considérée est bien satisfaite.

Dans le cas général, soitg(z, y) = o la projection de D. Isolons
sur D des cellules entourant les points oi ¢ = o, et soit (D) la
partie restante. En effectuant s’il le faut une transformation homo-
graphique convenable, on pourra s’arranger pour que D — (D)
soit une multiplicité finie, trés petite, ne comprenant aucun des
nouveaux points doubles des Ha. Alors soit sous la forme (12),
soit sous la forme équivalente

f Q(x}i’, “) dy ds,

FPintégrale aura son élément différentiel fimi en tous les points

de D — (D), et par suite
S

est aussi petite que I’on veut en valeur absolue. D’ailleurs

ff [ (D)Q% RUZ Y 2) o dy = o.
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Donc la période par rapport a D, aussi petite que 'on veut, est
nécessairement nulle. Ceci revient a vérifierles conditions du n° 16.

IV. — Intégrales de différentielles totales
de premiére espéce.

18. Supposons que les v, satisfassent aux conditions d’exis-
tence. Il en sera encore ainsi quand les coefficients des B, varient,
coefficients que nous désignerons dans un ordre quelconque
par &, &, ..., Ep. Le rang du déterminant fonctionnel (7) du
n° 12, qui varie de fagon continue avec les §, aura une valeur
fixe p'S p, quand ces £ ont des valeurs arbitraires, et aux v, cor-
respondra alors une courbe algébrique D, coupant Hy en p’ points
variables, dont les fonctions sont les sommes abéliennes.

D’un autre c6té, a D correspond tout systéme de valeurs des &,
obtenu en ajoutant au précédent un systéme de coefficients appar-
tenant a des périodes polynomes en y. Or,il n'y aque 24 périodes
distinctes de cette nature, les périodes relatives aux cycles inva-
riants (n° 4, corollaire). Considérons avec Poincaré, dont nous
suivons ici le raisonnement, les § comme des coordonnées carté-
siennes de point d’'un S,- complexe. Cet espace, & 2¢” dimensions
réelles, pourra étre subdivisé en prismes congruents, chacun
limité par 4g hyperplans paralléles et contenant un point unique
relatif a D. Mais a toute D correspond un systéme de £ finis.
Donc nos prismes doivent étre finis, ce qui exige g"=gq.

Puisqu’il y a exactement ¢’ intégrales u aux polynomes B non
nuls, la série de points découpée par les D sur une H, fixe quel-
conque, soit H , dépend de ¢' paramétres arbitraires, les valeurs
des quantités ¢,(y,), ¢2(¥o), -+ v¢(¥o). Ces quantités sont bien
arbitraires, puisque les termes constants des polynomes B,(y) le
sont. Le raisonnement que nous venons d’appliquer plus haut
a D s’applique a la série de points, d'ou cette fois g = ¢, et
enfin g =¢"—=gq.

Ainsi le nombre de coefficients variables, dansles polynomes B,
non identiquement nuls, est égal au nombre méme de ces poly-
nomes. D'oii, résultat d’'une importance capitale, ces polynomes
se réduisent tous a des constanles, et leur nombre est égal & q.

Comme corollaire, il y a tout juste g polynomes Py(z, y, z)
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d’ordre m — 2 et les autres sont d’ordre m — 3, au plus,
résultat fort intéressant, di 3 M. Picard. Sous une autre forme, on
peut dire que toute intégrale de premiére espéce de H, dépend
linéairement de celles du type

fP(:vf’}, z) dz,

ol P est adjoint 4 V,, dordre m -3 enz, zetm—2enzx,y, z.

19. Les fonctions symétriques des coordonnées des points
variables du groupe DH, sont des fonctions 2g-uplement pério-

diques de v, ( o), v2(¥0)y o+ ¥4 ¥o), C'est-a-dire, grice &
on( o) —me P arn o)

des fonctions 2 g-uplement périodiques des &. Ces fonctions sont
attachées 4 la méme matrice aux périodes que les u. Puisque dans
les expressions ci-dessus les A sont fixes, les seules périodes effec-
tives des fonctions en question sont indépendantes de y,; ce sont
donc des périodes par rapport aux cycles invariants, celles par
rapport aux ¢ étant au contraire toutes nulles. Ainsi la matrice
aux peériodes de uy, u,, ..., u, par rapport a 2q cycles inva-
riants distincts est ausst celle d’un systéme de fonctions
2 g-uplement périodiques de q variables.

En vertu d’un résultat fondamental de la théorie de ces fonc-
tions (Poincaré, Picard, Scorza) (!), on peut alors se donner
g intégrales de premiére espéce u,( y,), on bien, en remplagant y,
par ¥, up(y){(h=1,2,..., q), & périodes, nulles par rapport
aux &, égales a celles, constantes, des u de méme indice par rapport
aux cycles mvariants. Pour les wug 4, ce sont, au contraire, lcs
périodes par rapport aux cycles invariants qui sont nulles. Donc
Wy Wy, <oy Wyy Ugyyy ..y Up sont linéairement indépendantes.
Soit

P
uk:Ek crk{y) tx (h=1,2, ....q).
1

(1) Voir le Mémoire de M. Scorza dans les Rendic. del Circolo Mat. di Palermo
de 116,
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Les cxx devront satisfaire au systéme

p
(14) Z’f il Y)Qi(y) =0 (J=n2, ..., n),

1

et en outre, pour k fixe, & 2¢ équations linéaires, exprimant que
les périodes des u' par rapport aux cycles invariants sont cons-
tantes. Quand y décrit un chemin fermé quelconque, toute équa-
tion (14) est, au pis aller, remplacée par une somme de plusieurs
autres; par suite, les ¢ sont uniformes. Mais on peut préciser
davantage.

Soient d’abord vy, Y, ..., Yp les p premiéres rétrosections d’une
courbe de genre p. Le déterminant des périodes correspondantes
de p intégrales de premiére espéce linéairement indépendantes
n’est pas nul, car par exemple pour les intégrales normales il est
-+ 1. Ajoutons aux y un petit circuit entourant un point A de la
courbe et aux intégrales une de troisiéme espéce avec A pour point
logarithmique : cela reste toujours vrai. On peut méme remplacer
les p -+ 1 intégrales par autant de combinaisons linéaires distinctes
sans rien changer.

Prenons H,, pour courbe avec y, = 6, choix possible a cause du
type de 8. La premiére situation ci-dessus se présente pour ) non
critique et les intégrales u, la seconde pour y = a; et les mémes
intégrales, avec toutefois p — 1 au lieu de p. Donc le déterminant
e(y) des périodes relatives aux y est £ o pour ¥ non critique et
aussi pour ¥ = a;. Exprimons maintenant que les périodes de u,
relativement aux y sont constantes. Il en résulte pour les p fone-
tions ¢xx autant d’équations linéaires a seconds membres constants,
avec ¢(y) pour déterminant des coefficients des inconnues: Par
conséquent, ces fonctions sont finies pour y finie, non critique,
ainsi que pour y = a;, donc enfin pour toute valeur finie de y
sans exception. Il suffit d’écrire les solutions pour voir que csx se
conduit comme un polynome de.degré un lorsque & > ¢, comme
une constante autrement. C’est donc un polynome de degré un
dans le premier cas, une constante dans le second.

Conclusion immédiate de cette discussion : les #’ sont de méme
type que les ¢ premiéres u. D’ailleurs elles sontde premiéreespéce
pour toute H,, y compris la courbe a 'infini. Pour cette derniére,
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c’est l'affaire d’une transformation homographique convenable.
Quant aux H“;‘ cela résulte de suite de ce que les périodes par rap-
port aux ¢ sont nulles, de sorte que quand y tend versa; les u' n’ac-
quierent pas de singularités logarithmiques. Prenons plus spécia-

lement
{x, 3}
'

u$,= du;,.
A,

Cette fonction est définie en chaque point de V,, du moins a des
périodes par rapport aux cycles linéaires de la surface prés. En
tant que fonction de point sur V,, u) est holomorphe partout et
ses dérivées partielles par rapport & z ou y sont uniformes, sans
singularités essentielles, donc rationnelles. Par suite u), est une
intégrale de différentielles totales de premiére espéce de V,,
d’ot, avec Poincaré, ce théoréine capital en Géoméirie algébrique,
da a MM. Castelnuovo, Enriques et Severt :

Le nombre d’intégrales de différentielles totales de pre-
miére espéce linéairement indépendantes est égal a Uirrégu-
larité q.

20. Dorénavant nous prendrons, pour nos ¢ premiéres inté-
grales u, les intégrales de différentielles totales de la surface. Les
sommes abéliennes auront alors la forme

va(y)=Er (h=1,2,...,9);
Q Y
"q+k(J’)-~22mf q”’?( 2e04(X) gy (k=1,2,...,p— q).

V. — Systémes linéaires et systémes continus
de courbes algébriques.

21. Deux courbes algébrigques, C, DD, aux mémes sommes
abéliennes sont contenues totalement dans un méme systéme
linéaire.

Poincaré, a qui ce théoréme est di, impose aux courbes la con-

dition d’avoir méme ordre. Cette restriction est inutile, comme
nous allons le vorr.
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Soient v, v’ les ordres de C, D avec v2Vv'. Il existe une fonction
ralionnelle R(x, z), attachée a H,, ayant pour zéros les points
de CH, et pour péles ceux de DH, plus le point A, compté
v— fois. R(x, z) peut étre déterminée par des opérations algé-
briques par rapport a y, donc elle sera algébrique en y. Comme
elle est unique pour ) donnée, elle en sera fonction rationnelle
aussi. Dénotons-la alors par R(z, y, z). En tant que fonction
rationnelle attachée a V,, elle aura comme courbe de zéros C et
peut-étre certaines courbes Hy, soient H, , H, , ..., H,. De méme,
outre D, elle aura comme courbes d'infini Hy,, Hy,, ..,, H,,. Je
dis d’abord que £ = t". En effet,

Alx, vy, z)

R(ml.},’ .3)$ B(w,y, z)

(A, B polynomes).

Le faisceau linéaire découpé sur V, par les surfaces A +kB—=o0
contient comme courbes totales les courbes

G +2 Hy, D +2 Hy;

donc leurs sommes abéliennes sont les mémes. Par suite, celles
pour (¢ — t')H,, c’est-a-dire en définitive pour

(E-—-—t') (A;+Ag+. .o Am),

sont egales a des périodes, ce qui entraine bien t=1¢' (n°9). La
fonction rationnelle

(y =y . (y—re)
(¥ —=x1}.. (¥ —ye)

R(z, y, %).

aura C comme seule courbe de zéro, et D comme seule courbe
d’infini. Ces deux courbes sont donc bien contenues dans un ménre
systéme linéaire.

CoroLvratre (Severi). — Pour que C, D soient contenues tota-
lement dans un méme systéme linéaire, il faut et il suffit

qu'elles découpent sur une Hy générique des groupes de points
appartenant a une méme série linéaire.

En effet, si C, D sont dans un méme systéme linéaire, elles ont
mémes sommes abéliennes. Pour y fixe, ces sommes appartiennent
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aussi aux deux groupes de points découpés sur H,. D’aprés I'in-
verse du théoréme d’Abel ces deux groupes de points appartiennent
bien & une méme série linéaire. D’un autre c6té, quand cette con-
dition est remplie les sommes abéliennes sont les mémes; d’aprés
ce qui précéde, les deux courbes appartiennent bien alors a un
méme systéme linéaire.

22. Reprenons la courbe D du n° 18; soit |D | le systéme com-
plet (systéme le plus ample), d’ailleurs unique, qu’elle détermine.

Quand les & varient, | D | engendre un systémez, of, de systémes

linéaires de courbes de méme ordre que D :Je dis que Z est

complet en tant qu'ensemble de systémes linéaires. En effet, soient

!

2 un systéme semblable le contenant, |D’| un de ses systémes

lindaires. Les sommes abéliennes de |D’| ne différent de celles
de [ D | que par les valeurs des £. Comme il'y a un systéme | D],
relatif 4 tout systéme de valeurs des &, il y en a un aux mémes
sommes abéliennes que | D’|, donc coincidant avec lui, puisqu’ils

sont tous deux complets. Par suite, 2 contient bien |D’| et

f

enfin 2 .

La courbe particuliére D du n° 18, donc aussi |D |, peut étre
déterminée par un certain nombre de paramétres, fonctions
2g-uplement périodiques des ¢ variables £. 11 en résulte (voir

plus loin, Chap. VI, n* 11 eL 12), que Z en tant qu’ensemble de

systémes linéaires constitue une variété algébrique. Cette variété,
en fait abélienne, est en général désignée sous le nom de variéte

de Picard de la surface. On conclut de ceci que Z en tant

qu'ensemble de courbes constitue aussi une variété algé-
brique.

Remarque. — Le systéme Z, irréductible en tant qu’ensemble

de systémes linéaires, ne I'est pas nécessairement en tant qu’en-
semble de courbes. Toutefois, entre deux composantes irréduc-
tibles, on peut toujours en intercaler plusieurs autres, telles que
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chacune ait au moins une courbe en commun avec celles qui la

comprennent (').

23. Un systéme complet |D| ne découpe pas nécessairement,
sur une courbe algébrique quelconque G, une série linéaire com-
pléte. On appelle défaut de la série, 'excés, sur sa dimension, de
celle de la série compléte qui la contient.

Rappelons que, par série canonique d’une courbe plane
d’ordre m, on entend celle découpée par ses adjointes d’ordre m—3,
Pour une courbe gauche, on la définit en s’en rapportant & une
projection plane. Les courbes de V,, qui découpent sur toute D
des groupes canoniques, appartiennent a4 un méme sysiéme
hnéaire | D[, dit adjoint a|D|. Poar | H | cela résulte du corollaire
du n° 21 et se démontrerait de méme pour tout |D |, oo! au moins,
tel que (D?) > o.

Le systéme |D'| découpe sur D une série de défaut q. La
démonstration qui suit pour | H| s’étend au cas général. La série
canonique compléte est découpée sur H, par les surfaces

[
Eh epPr(z, 5, 3)=o0.

i

Toutefois, si les ¢ d’indice £ ¢, coefficients des polynomes d’ordre
total m-— 2, ne sont pas nuls, les groupes découpés ne sont pas
des groupes canoniques, mais bien de tels groupes augmentés des
m points & I'infini. Seuls les polynomes Py 4 et leurs combinaisons
hinéaires découpent bien les groupes canoniques. La dimension de
la série incompléte correspondante est p—1—gq, ce qui donne
bien g comme défaaut,

24. En résumé, nous avens trouvé pour l'irrégularité ¢ les pro-
priétés suivantes :

1° Ry=2q.

2° 1l y a ¢ intégrales distinctes de différentielles totales de pre-
miére et 2¢q de seconde espéce.

(') Voir a ce sujet un Mémoire de M. Albanese dans les Annali di Mat.
de 1g15.
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3° Les systémes complets de courbes, suffisamment généraux,
sont composés d’oc? systémes linéaires formant un ensemble irré-
ductible.

4° Le défaut de la série déconpée sur une courbe d'un systéme
linéaire [D|, ao! au moins, de degré (D2) > o, par le systéme

adjoint est égal a g.

Plusieurs de ces énoncés peuvent étre précisés davantage, mais
nous ne nous y arréterons pas ici ().

25. Surfaces régulitres. — On appelle ainsi les surfaces pour
lesquelles ¢ — o. Elles jouissent de propriétés particuliérement
simples, conséquences de ce que nous venons de dire. Conten-
tons-nous de relever celle-ci : Sur une surface réguliére, tout
systéme complet est linéaire, donc en particulier irréductible.

VI. — Equivalence des courbes d’aprés M. Severi (*)
Identitd avec leur homologie en tant que cycles.

26. On dit que deux courbes algébriques C, D sont équiva-
lentes el Pon écrit C—=D, s'il en existe une troisitme E, telle
que C+4+E,D + E appartiennent a4 un méme ensemble irréduc-
tible de systémes linéaires. Nous entendrons par systéme continu
complet { C{ 'ensemble des courbes équivalentes a C.

Remarque. — Si C, D appartiennent déja a un ensemble irré-
ductible de systémes linéaires, on aura simplement E = o.

Les sommes abéliennes relatives aux courbes de {C} (il sagit
de celles pour le groupe total CH,) ne différent que par les § et
non par les entiers A. Bien entendu, on se permet toujours de
négliger des périodes. 11 en est ainsi pour C—4E et D+ E, donc
aussi pour C et D.

(1) Pour des renseignements plus complets, notamment sur la bibliographie,
voir la Note de MM. Castelnuovo et Enriques a la fin du Traité de MM. Picard et
Simart,

{?) Voir Stveri, Math. Ann., 1906, o cette notion est introduite pour la pre-
miére fois sous une forme 3 peu prés équivalente 4 la nétre. Voir aussi la discus-
sion de M. Albanese dans les Annali di Mat. de 1415.
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27. Tutorime roNpamenTAL. — Deuxr courbes équivalentes
sont homologues en tant que cycles, et réciproquement.

Comme I’homologie C ~ D ne dépend en rien de E, on voit que
cette courbe auxiliaire disparait finalement de la discussion.

Le théoréme direct est immédiat. Les courbes d'un méme sys-
téme linéaire sont homologues; quand ce systéme varie ses
courbes restent homologues a elles-mémes. Donc de C=D on
tire C+~E~D 4+ E, dou C~D.

La réciproque est moins facile. Soit donc C~ D, et donnons-
nous une courbe K telle que { K| soit composé¢ d’ec? systémes
linéaires. L.es courbes C'=C + K et D' = D -+K ont elles-mémes
celte propriété puisque, par exemple, la courbe de { C 4+ K} com-
posée de G et de K décrit, en méme temps que cette derniére,
oo? systémes linéaires distincts. On le voit de suite en s’en rappor-
tant, par exemple, aux sommes abéliennes.

Soit donc

les A, ) étant les entiers relatifs aux sommes abéliennes de
et D'. Comme C'~ D', les entiers A;— A; correspondent aux
sommes abéliennes d’un groupe de points £, At Ay + ...+ L A
Les sommes abéliennes d’une courbe quelconque C” de { C} ne dif-
féerent de celles de D'+ ¢, Ay 4. ..+ tm A, que par les valeurs
des £&. Comme {C'} contient o systémes linéaires, on peut choisir
(0" de telle mamére que les deux systémes de sommes abéliennes
coincident. Le raisonnement du n® 24 montre alors qu’il existe un
faisceau linéaire dont une courbe totale est C’, et une autre, D',
associée a une certaine courbe D). De

C)‘fw l‘)l+ D[i’ C”N C'N DI,

on tire D, ~ 0. Donc D) n’existe pas (Chap. II, n° 6, corollaire);
)’ appartient par suite a | C'|, donc enfin a { C']. Toutes les con-
ditions pour 'équivalence de G et D) sont bien remplies et notre
théoréme est démontré.
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928. Opérations sur les courbes. Courbes effectives ou vir.
tuelles. — INous savons ce que 'on entend par la somme de deux
courbes C, D. Que doit-on entendre par leur différence C — D?
S’il existe une courbe E telle que D4+E=C, il n'y a pas a
hésiter, E sera cette différence. Si E n’existe pas, nous convien-
drons cependant, avec M. Severi, de considérer le symbole (C — D)
comme définissant une certaine courbe dite alors wirtuelle, par
opposition aux courbes ordinaires ou effectives. Les courbes vir-
tuelles individualisent un systéme de sommes abéliennes et un
cycleT'y. Que (C—D) soit virtuelle ou effective, E—+ (G — D),
quand elle est effective, est bien définie et coincide avec
({E—D) 4 C, comme on le voit de suite a ’aide des sommes abé-
liennes. Nous la désignerons par E + C — D, ou bien E—D + C,
en abandonnant les parenthéses. En vertu de ceci, nous pouvons
toujours atsribuer un sens au symbole

£G4+ t3Co+...+ £,.C,
et a la relation

(15) 5 Cy 4+ 6Co+. ..+ t,.C,= 0.

”

Lorsque les C sont toutes effectives, en posant t;=1¢;— ¢},

avec {;, {;>> o, on aura
t  Ci+...+4C, =¢C+...+1.C,

relation avec un sens géométrique bien précis. Quand une relation
telle que (15) est satisfaite, les C sont dites algébriguement
dépendantes ou simplement dépendantes.

Un corollaire immédiat du théoréme fondamental est'équiva-
lence entre (15) et

(16) ‘3c;+t1Cg+...+trCrNO.

VII. — Les cycles algébriques et les nombres g, p.

29. Nous étendrons a l'avenir le terme cycle algebriqgue a un
Y 8 q
T'; homologue a une courbe algébrique effective ou virtuelle.

Pour que T, soit algebrique, il faut et il suffit que les
périodes correspondantes des intégrales de premiéré espéce
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sotent nulles. On aura alors

Ty~ C-+kH  (C courbe effective).

La condition est nécessaire, car elle est remplie pour les cycles
homologues aux courbes effectives, donc aussi pour ceux homo-
logues aux courbes virtuelles, toutes reliées aux premiéres par des
homologies. Soit maintenant

r,NExjA,-»-(Ha)

un cycle satisfaisant 4 la condition énoncée. Il existe une courbe C,
coupant Hy en p'S p points variables, dont les sommes abéliennes
correspondent précisément aux entiers A. G pourra passer ¢; fois
par A;. En désignant toujours par I} les cycles frontiéres des lieux
des lignes A, A;, au groupe total de points CH, vont correspondre
les mémes entiers A que pour le cycle

L:+ Y, t: T§.

C~F2+2tir‘;+ (Ha) ~ T+ (Hy),

Par suite,

car I' ~ 0.(H,) ici est un cycle, d’oti, comme nous 'avons vu
maintes fois, 4 cause de l'irréductibilité de H, (voir Chap. 111,

n® 10),
(Ha) = - kHad
et finalement
rg ~ C -+ kH,

ce qui démontre notre théoréme.

30. Voici une application intéressante : La courbe C obtenue
au cours de la discussion définit un systtme {C{ qui contient
w? systémes linéaires. Supposons, en particulier, que I, soit une
courbe effective D. On aura

D~ C+ kH,

donc
D=C+ kH.

La courbe D4 [H déterminera, comme C, un systéme continu
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{D + IH} contenant 9 systémes linéaires, pourvu que {z — k.
Ainsi, é€tant donnée une courbe algebrique effective quel-
conque D, le systéme complet { D —+ [H Y, ot l est suffisamment
grand, contient wo? systémes linéaires.

31. Tutorkime. — Les ensembles des courbes algébriques ou
virtuelles et des cycles a périodes d’intégrales de premiére
espéce nulles se correspondent élément a élément. Les zéros
des deux ensembles sont des élements correspondants.

Ceci résulte immédiatement du théoréme du n° 29.

Cororraires. — I. Le nombre de courbes algébrigues, inde-
pendantes, a un mazximum oS R,. L'entier p n’est autre que
celui introduit par M. Picard dans la théorie des intégrales de
différentielles totales de troisiéme espéce (!). Son rapport avec la
théorie de ’équivalence des courbes est une des plus belles décou-
vertes de M. Severi (?). Enfin le théoréme précédent et ceux qui
y conduisent ont été démontrés pour la premiére fois dans mon
Mémoire couronné (17 Partie, Chap. I1).

II. Soit I', un diviseur tel que AT, ~ o. En vertu du théoréme
sur 'intégrale de Cauchy, étendu par Poincaré aux fonctions de
plusieurs variables, les périodes des intégrales doubles de pre-
miére espéce par rapport a ALy sont nulles; donc celles par
rapport 4 I'; le sont aussi et I'; est algébrique. Soit Ty ~ C. On
aura

AC =o, C # o.
La courbe C, nécessairement virtuelle, est un diviseur de zéro
pour les courbes algébriques, par rapport a la relation d’équiva-
lence. Réciproquement, un tel diviseur pour les courbes en cons-
titue un aussi pour les cycles. Avec M. Severi, qui a été le premier
a étudier ces diviseurs (3}, nous en désignerons le nombre paro —1.

On aura alors
T — Gy = Ts.

(1) Picarp et SiMart, vol. 1I, Chap. X,

(?} Mémoire déja cité au paragraphe VI.

(3) Annales de !’Ecole Normale, 19og. Il y démontre aussi l'existence d'un
systéme fondamental de courbes (base minima daos sa terminologie).
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Ce que nous venons de dire mérite d’étre résumé en un
théoréme.

Tuéorime. — Le nombre p de M. Picard est le méme que
celui des Ty distincts @ périodes d’intégrales de premiére espéce
nulles. Les diviseurs Ty sont tous algébriques, et

G = 01 = Ty.

VIII. — Application aux surfaces images des couples
de points de deux courbes algébriques.

32. Soient Cy, C; les deux courbes; w,, u,, ..., u, les inté-

P
grales de premiére espéce de C; vy, 0,3, ..., v,, celles de C,;

(51, n1)y (82 m2)y (2, y, 3) deux points des deux courbes et le
point correspondant de la surface, que nous dénotons toujours
par V,. Les deux premiers points satisfont respectivement aux
équations

Jilk,m) =0,  fi(k, M) =0

des deux courbes et z, ¥, z sont rationnelles en §,, £;, n,, 7.
Considérons avec M. Picard une intégrale de premiére espéce

de Vg,

(17) ffﬂ(x, ¥, 3)dzxdy.

En vertu de ce que nous venons de dire, elle peut se mettre sous
la forme

f S(£1, E2, m1, M2) db1 dEs,

o S est encore rationnelle. Pour que cetle intégrale soit de
premiére espéce, il faut que, quand on maintient (§2, n,) fixe
sur Cg,

fS(En £2, M1, N2 ) dby

devienne une intégrale de premiére espeéce de C,. On devra donc

avolr
P1

du;
S(%y, §2, n1, N2) EZ" A (s, Tls)a-gl-:

1
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ot les A ne dépendent que de &,, 72, et ceci rationnellement. De
méme

Py
d
S = Xt Ba(fn ) g
2

ott les B sont aussi rationnelles. Par suite,

& . du,- % i dv;,
2‘ A;(Es, 1]:)-‘-1-5 =2k B (&, 711)'&'5—2' .
1

1

Substituons pour §,, ny les coordonnées de p, points de C, non
situés sur une méme courbe canonique. On aura ainsi p; équa-
tions linéaires aux A, de déterminant 5 o. En résolvant pourles A,
on a donc, les a étant des constantes

P
. dvy
Ai(fsy me) = E"‘ a:‘k'd'—E;"
1

_ ' du,— d(’k
S -Z“*kzg; aE,

Donc enfin (17) est une combinaison linéaire des intégrales

(18) f du; dvy.

D’ailleurs (18) est évidemment finie sur V,. De plus, puisqu’a
chague point de V, correspond un point et un seul de G, ou GC,,
les &, n sont rationnelles en z, y, z. Donc (18), qui peut s’écrire

du; dvy D(El, Es)
drd
S & & v
est une intégrale double de fonction rationnelle attachée a V,.

C’est donc bien une intégrale de premiére espéce de la surface.
Par suite, le nombre de ces intégrales est

Par suite,

Pg=P1P2:

Pg» nombre d’intégrales doubles de premiére espéce, est le genre
géométrigue. De la relation

Ry=2p1+ 2p: (CGhap. I n° 20),
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on tire
q = py -+ Pe.

En raisonnant comme ci-dessus, on voit que les P11 p2 inté-
grales u, ¢ donnent lieu a ¢ intégrales simples de premiére espéce
de V,. Donc toute autre en est une combinaison linéaire.

Nous avons trouvé (loc. cit.) 4p, pa—+ 2 cycles a deux dimen-
sions pour V,. Les deux premiers, I'}, T}, sont évidemment algé-
briques. Soient ici encore v}, vJ, I'Y" des rétrosections des deux
courbes et le cycle a deux dimensions correspondant,

Q= |l ol (£ =1,2, ccoy D1} R=1, 2 ..v, 2P1);
Q= llwn|]] (k=1,2...,p2; v=1,2, ..., 2p),
les matrices aux périodes des intégrales u, ¢, les colonnes y cor-

respondant précisément aux rétrosections.
La période de (18), par rapport a I'}", est égale a w),w},. Donc,

pour que
2wt
soit algébrique, il faut et il suffit que

2!’-," vawilp.wlfv =0 (=1,2 .., prs k=1,2, ..., py),

ou bien, si I'on préfére, que la forme bilinéaire a coefficients
entiers

(19) Zcuva}’v

s'annule quand on y remplace les x par les termes d’une ligne
quelconque de Q, et les y par ceux d’une ligne de Q,.

Soit A le nombre de formes bilinéaires (19) linéairement indé-
pendantes correspondant aux deux matrices; c’est le nombre que
M. Scorza appelle leur caractére simultané. On aura alors

p = A2,

formule due a M. Severi. 1l 'a obtenue en se basant sur la théorie
de A. Hurwitz, des correspondances singuliéres entre les courbes.
A n’est autre, en effet, que le nombre de celles qui existent
entre C, et C,.



CHAPITRE V.

VARIETES ALGEBRIQUES A PLUS DE DEUX DIMENSIONS.

I. — Propriétés topologiques (').

1. Les généralités relatives aux surfaces s’étendent de suite a
une variété algébrique a d dimensions V4. Nous la supposons
dans un espace Sg,4, a singularités ordinaires, dont il nous
suffira de dire : 1° qu’elles sont les mémes que pour la projection
d’'une V; non singuliére d’'un Sy, 4; 2° que si Vg n'en a pas
d’autres, elle est homogéne.

La plupart des propriétés topologiques des V, s’étendent aux V4,
d’aatant plus que nous avons conduit les démonstrations autant
que cela était possible en vue d'une telle extension. Toutefois de
nouvelles propriétés se présentent, et c’est sur elles que nous
insisterons surtout.

2. Soit donc dans Vg un systéme linéaire d’hypersurfaces
(ce sont les V,_, de Vy), |G|, o? au moins, tel que :

1° La Vy4_x commune a & hypersurfaces C arbitraires (nous la
désignerons par C*) est elle-méme irréductible, a singularités ordi-
naires, toute singularité nouvelle consistant, en général, en un
point double, isolé, ordinaire.

2° d hypersurfaces G ont en commun un nombre de points 3£ o.
On démontre tout 4 fait, comme pour les surfaces, que ce nombre
de points est égal au nombre algébrique (C9), pourvu que Vg4 soit
orientée convenablement. Plus généralement, le nombre de points
communs aux hypersurfaces C,, C,, ..., G4 sera alors égal

a (Cy Gy ... Cy)

(*) Voir Mémoire couronné, 1 Partie, Chap. I.
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3° Si r est la dimension du systéme linéaire découpé par les C
sur une C# générique, ce systéme ne contient pas oo” ! C#+! réduc-
tibles. Un multiple convenable des sections hyperplanes fourmit
un exemple d’'un systéme tel que |C|.

Prenons dans |C]| un faisceau linéaire quelconque {C,}, aux
valeurs critiques a,, a,, ..., @, (valeurs o C, acquiert un nou-
veau point double), puis tragons toujours les coupures awx, aa;.

Désignons enfin par A la C2, de base du faisceau. Sil’on sait
réduire C, 3 une cellule dont la frontiére contienne A, il sera
possible, par la construction méme qui nous a servi dans le cas
des V,, de réduire V42 une cellule dont la frontiére contienne C,,.
La réduction de V; se raméne ainsi a celle d’'une V,_,, donc
finalement & celle d'une V,. On peut, par suite, la considérer
comme établie.

3. Tutorimes (). — I. Tout Ty de C, (k <d—1) est inva-
riant.

. ToutTyde Vyi(k << d) est homologue a un cycle de C,.

HL. Pour k<d —2,Ty et le cycle homologue de C, forment
Sfrontiére, en méme temps, dans leurs variétés respectives.

1V. Dans les mémes conditions (k<d — 2), Vi et C, ont
mémes indices R;.

La démonstration par récurrence s’impose ici. Tout d’abord
celle de 1I, pour les I', d’'une V, (Chap. 11, n® 3), s’étend de
suite & d quelconque. Elle est méme encore applicable quand la
surface posséde des points singuliers isolés, pourva qu’on exclue
les cycles qui y passent. Remarquons que pour d == 2, les I'; sont
seuls & entrer en jeu.

Par suite, nos théorémes, en tant qu’ils s’appliquent, sont déja
démontrés pour les surfaces. Supposons-les donc vrais pour
une V,_,, méme avec cette aggravation que 1l s’applique encore

(?) Ces questions ont déja été traitées, par voie transcendante, pour les T,
par MM. Castelunovo et Enriques dans leur Mémoire des Adnnales de I'Ecole
Normale, 3* série, vol. XXII, 1go6. ‘
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quand la variété a des points singuliers isolés. Je dis qu’ils sont
encore vrais pour une Vg, Il en particalier Iétant dans le cas plus
général que nous venons de considérer.

Tout d’abord, pour I, ¢’est immédiat : Ty (A <<d —1), supposé
dans C,, y est alors réduit a2 A, base de { C,}. Quand u varie, le
cycle réduit reste homologue a luir-méme, puisqu'il est dans une
variété fixe. I'x, qu lui est homologue, est bien invarant.

4. Passons a ll. On suppose 1 <k < d, Tx ne passant pas par
les points doubles 1solés des C,, ce qui est légitime puisque Vy4
est homogéne. Le cycle &4 k& — 2 dimensions, I'x1C, est homo-
logue (mod C,) a4 un cycle fixe de A. Soit M;_, la muluplicité
de C, dont les deux cycles forment la frontiére. Son lieu quand u
varie est une My, dont la frontiére comprend, outre — T'x et une
multiplicité de C,, d’autres telles que celle-ci : u« étant quelconque
sur a;a, soit I';,_, le cycle de C,, différence entre les positions
de M,_,, suivant que u tend vers sa position d’un c6té ou de 'autre
de la coupurc. Quand u décrit a;a, T;_, engendre une multi-
plicité M. C’est celle que nous avions en vue.

On peut traiter M}, comme plus haut T, en réduisant
d’abord T _, a A. En effet, comme k& —1<Cd —1, on peut apph-
quer II a ce cycle de C,. Le cycle, réduit a A, est fixe et devient
une multiplicité de dimension moindre, comme T} _, lui-méme,
lorsque u vient en a;. Donc sa dimension est constamment plus
petite que k — 1. Ceci montre que T}_, ~ o (mod C,). La My, dent

i _, estlafrontitre, se réduiti une dimension moindre pour u=a;;
son lieu M, ,, quand u décrit a;a, aura donc pour frontiére M;,
ainsi qu’une multiplicité de C,.

On conclut de cect que Mg, ——EML, aura pour frontiéres

uniques — [y et une My de G, : Tk est homologue a cette My, ce
qui démontre I1. On voit que cette réduction & C,n’est pas affectéc
par la présence de points singuliers isolés extérieurs au cycle. Ceci
justifie Uhypothese faite au début de la discussion.

5. Quant a I, clairement si T cycle réduita Cz ~ o (mod C,),
Ty~ o (mod V). Réciproquement de I'y ~ o (mod V), on tire
I ~ o (mod V). Soit Mg, =T}. On peut répéter pour My, le
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raisonnement que nous venons de faire pour les cycles. Comme
k -+ 15d — 1, on trouvera cette fois qu’elle peut étre remplacée
par une multiplicité de méme frontiére, située en entier dans C,.
Par suite I’} ~ o (mod C;). Ceci démontre II1.

Le théoréme IV est un corollaire immédiat de III.

6. Cycles évanouissants. — Pour simplifier nous allons nous
limiter a une V,. Prenons dans |G| un faisceau §{ C, {, puis appli-
quons a la surface C, les notations du Chapitre I1. Toutefois,
comme faisceau particulier, nous en prendrons an, § C,.{, découpé
par un faisceau quelconque, {C,}, de |C], et, au lieu de a, aj,
nous aurons certaines valeurs, b, b;j(u), de v.

Pour tout T, de C,, on aura donc

r, NZ Ajdj+ (Cus)-.

Soit a; une valeur critique de u pour laquelle b, = b,. Supposons
les lacets bb, et bb, consécutifs, ce qui a pour seul effet de
changer peut-éire les A. On pourra écrire

I‘,N 11A|+A!A!+ M!,

M, étant invariant quand u tourne autour de ;. Dans les mémes
conditions, au contraire, A, A,, I'; seront ramenées a de nouvelles

multiplicités A, A, T}, et 'on aura
F; _— I‘gN ki(A’i — A]) —+ lg(A; -— Ag).

Faisons tendre & vers b,. Le second membre devient alors un
cycle ~ I, — T, lieu de &, quand ¢ décrit une certaine ligne
by by. Pour que ce lieu soit fermé, il faut que &, soit évanouissant
en by. Donc & est un multiple de 3;. Cela veut dire que les deux
points de branchement de C,, qui coincident en 6, en font autant
en by (1). Puisque 3, et , sont des circuits entourant ces deux
points dans la méme surface de Riemann, il faut 8, ~ 3= 83,. Nous
allons voir que le signe doit étre +. En tout cas il ne dépend ni

(') On le voit aussi directement en remarquant que pour « voisin dc a; et ¢
de b, (a;,) = b,(a;) il '’y a que deux points de branchement de C_, voisins I'un

de Vautre,
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de a;, ni de [C|, ni de V,, car certainement la situation topolo-
gique ne change pas quand on modifie ces divers éléments.

A A, correspond un lacet de b4 b,, lacet réductible au lacet 54,
primitif, en verlu de Vinvariance de 8, en b,. On aura ainsi
réduit A; a A,. De méme on pourra réduire A, a A,. Par suite,

I‘!z-—rz"’ (12—11)(A2_A1) 2(12—7\;).8‘;.

Je dis que 8 est un cycle, nécessairement alors évanouissant
en a;. Si Ty n’est pas invariant, A, — A, £ 0, la multiplicité a droite
est un cycle, et & en est un aussi. Ceci entraine

8y —38 ~o (mod Cup),

indiquant alors que —+ était bien le signe a prendre ci-dessus.
Réciproquement, si 8; ~ —+ 8,, il y a un certain cycle

Ay — Ay 4+ (Cup).

Comme il n’est pas invariant prés de a;, 8! est un cycle. D'aprés
ce que nous avons dit plus haut, nous pourrons remplacer V,
et |C| par un S; et ses surfaces d’ordre m > 1. Il s’agit d’établir
que leurs T'; ne sont pas tous invariants. Or, on peut montrer,
indépendamment de notre discussion, que le nombre de I'; inva-
riants de C, est égal a Vindice R, de sa V5. Pour S;, Ry=1,
alors que pour ses surfaces d’ordre m > 1, R, > 1. Donc elles
possédent des cycles mon invariants, et notre affirmation est
ainsi démontrée.

Revenant a la variation de T, puisque (3,8,) = o, la formule
pour Vintersection des T, d’une V, (Chap. I, formule 11) donne

(Te88) = Ay — Ay,
d’ou finalement o
Il — Ty~ — (T8L). 3L,

Ceci exprime Uextension du théoréme de M. Picard sur lu
variation des cycles. Signalons toutefois cetie différence : ler
(3. 8¢) == 2, donc 8 n’est pas invariant, mais au contraire changé
en — 8% quand « tourne autour de a;.

7. On peut maintenant étendre a Vy, puis de proche en prochc
a une V4 quelconque, les résultats relatifs a V,. Nous allons passer
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en revue les divers théorémes, en indiquant les modifications qui
se présentent.

Tutoremes sur Les T'y_, oF Cy. — 1. A tout point critique a;
correspond un cycle a d — 1 dimensions, 8;, de C,, invariant
en ce point, tel en outre que quand u tourne autour de lul,
tout autre T4, s’accroisse de (— 1)3. (Ta_0:).8;

II. 8; est invariant en a; pour d pair, au contraire changée
en — 8; pour d impair.

HI. Toute somme de 8;, invariante, forme frontiére sur Cy.
IV. ToutTy_, de C, dépend des §; et des cycles invariants.

V. Si Tu_, forme frontiére sur Vg il est homologue a une
somme de §;.

Ceci se démontre a peu prés comme la réduction indiquée plus
bas (théoréme VI) pour les I',.

8. Tutorkme sur Es T'y pE Va. — VI Soit A; longlet, lieu
de 8; quand u décrit a;a. Tout

(1) Lo~ Y Ay + Ma,

ot Mg est dans C,. De plus les 3; y étant aussi pour l'instant,
on a la congruence et ’homologie

(2) ““MdEZ)\iai;
(3) Zl;sz'mo (mod Cy).

Pour le montrer appliquons la réduction du n°® 4. Avec les mémes
notalions, on ne pourra cette fois se débarrasser des M. Toute-
fois, pour que la frontiére de My, soit fermée, I',_ devra se
réduire 4 une dimension moindre dans C,,. Donc I',_, est un
multiple de §; et M) un multiple de A;, d’ou (1) s’ensuit. Quant
a (2) et a (3) ce sont des conséquences immédiates de (1).
Réciproquement, a toute homologie (3) correspond un cycle (1).
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Quand les A sont nuls, Tz est en entier dans C,. La multiplicité My
coupe A suivant un T4_,, car ses frontiéres, sommes de 8;, ne
rencontrent pas A. Nous nommerons I'y_, le ¢ycle de A corres-
pondant a T'y. On a d’ailleurs

Fy_y ~TyC, (mod C,, )-

En appliquant de facon répétée le théoréme II, n°® 3, on peut
réduire tout Ty de Vz(k << d) a une C4-%. Soit alors un systéme
de C4-* passant toutes par une C4~*+ donnée. Les éléments de ce
systéme peuvent étre représentés par les points d’'un Si. Soit Vi,
la variété algébrique de cet espace, image des (4% possédant des
singularités nouvelles. Réduisons Sy a une cellule dont la frontiére
contienne V;_,, puis C4 % a une cellule dont la frontiére
contienne la C4—4+1 fixe de son systéme. Il en résultera une réduc-
tion de V; & une cellule quelque peu plus générale que celle
da n® 2. Il suffit de raisonner avec C4~* et cette cellule comme
auparavant avec celle rattachée au faisceau {C,} et V,, pour
démontrer :

VII. Les Tx de C4-* dépendent des cycles invariants et des
cycles évanouissants le long de Vi_,.

VIII. Tout Ty incariant de C4=* engendre un Ty4_i de Vg,
et il y a équivalence entre les homologies

Ti~o (mod Ca—4%); Tyy i~ o (mod Vg).

IX. !l existe un systéme fondamental pour les Ty quel que
sott k.

9. Tutorimes sur LEs inpices Rz, — De VIII on tire :
X. Relation de Poincaré :
Ri = Rag &
Soit rx 'indice & £ dimensions de C4-%. On a

XI.

Rg— Rg2=n-—2(rg—1—Ryy)— (ra—2— Rg—s).

Pour le démontrer on remarque d’abord que I’indice de connexion
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a d dimensions de C, est égal a celui a d — 2 dimensions, c¢’est-a-
dire a Ry_; (n° 3, théoréme IV). Donc il y a Ry— Ry_, cycles Ty
distinets, aux A non nuls. D’un autre coté, (3) est équivalente au

systéme diophantin
2;:)\;(8;;8;):0 (k=1,2, ..., n),

exprimant que le premier membre de ’homologie est invariant.
Le rang de la matrice aux coefficients est égal au nombre

ra-1— Ra-1

de [';_, non invariants, distinets,de Cy.Doncilyan—(rq_,—Ra_y)
systémes de nombres X distincts. Il s’agit de savoir combien cor-
respondent & des cycles nuls. Soient D;des M,_, de C,, analogues
aux A pour Vg, relatives a un faisceau de C? dont A fait partie,

A y jouant le réle de G, pour §C,}. Soit M/, le lieu de D;

quand « varie. La frontiére de ijMQH est un 'y nul, aux A

non nuls, pourvu que E «;D; ne soit pas une M,_, invanante.

On montre, par une discussion simple, qu’il y a a exclure de ce
chef rqo_, —Rg_,+ra_s — Ry, cycles & X non nuls, de sorte
quil en reste n —2(rq_; —Rg_ ;) — (ra_2—Ra_2). La compa-
raison avec le nombre déja obtenu nous donne de suite XIL.

XII. Formule de M. Alexander. — 1; étant 'invariant de
LZeuthen-Segre de V,

d
Ra=Ig+2(— |)d(dm1)+22i(—-l)d—1—fﬂ,-.

1

Soit I I'invariant de Zeuthen-Segre de CZ-*. Les I seront définis
par des relations récurrentes dont la derniére est

lg=n—2l4y— T4,
et les autres sont pareilles. On a de suite
(Rg—Ig) +a(ra—y — Lgy)+ (rg—s—Tg_3) = 2(Rg—y =+ Rg.3).
Il suffit de multiplier la relation semblable pour £ par

(=1 (k+1),
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puis de sommer par rapport & k, afin d’arriver au résultat voulu.
De la on dédust ensuite :

XIIl. Formule d'E uler-Poincare :

(—0)#Ta+2d =Y (—1) Ri=Y (—1)faz

10. Intersections des cycles. — X1V. Pour U'intersection des
deurx cycles

L'a NZ Aidi+-Mg, (MgA)=Ty,;

rg~21gaf+ My,  (MLA)Y=T,:

on a,éen posant

(3:8¢) = %k,
(PaTip) = — 3 & Ny— Wik airkeXe—+ (Ta-aTy_y),
i>k

ouencore, avec des notations analogues acellesdu Chapitre 111,

n® 17,
(Fdrk;) = -——-Z )\iij"'*" (fdmzrd*,).

XV. Si(TiTaa_i) est nul quel que soit Tyq_x, Fi est nul ou
diviseur de Vg4.

Grace aux théorémes des n® 3, 4, 8, il suffit de prendre £ = 4.
Supposons le théoréme vrai pour les V,4_; el étendons-le a V.

On aura d’abord, T4, étant le cycle de A correspondant a I'y
et T, quelconque dans C,,

(Tal'g) =(Fg-2Ty) = o.

Donc Ty_, est un diviseur de C,. On peut remplacer Ty par tTy,
¢ élant un entier quelconque. En particulier, supposons-le choisi
tel que tTy_o~o(mod C,). Cela revient i supposer que déja

Tio~o(modCy). Soit My, le lieu de la variete dont il forme
frontiére, quand u varte. On aura

Mo ’;—“Z l’; Af+Mf{N o, (M&A) =Tg—s,
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et au cycle
r, —Z NA; — MY~ Tg

correspond un I'y_, nul de A. Supposons finalement cette condi-

tion déja remplie par I'y. T4 élant quelconque,
(4) ~(1‘d"fd) mZR,-ii::; o,

le terme (rd_g fd_g) étant maintenant absent a droite. A partir
d’ici la démonstration s’achéve comme pourd—=2 (Chap. 1],

n° 18).

Remarque. — Le théoréme du Chapitre HI, n° 19, ne s’étend
qu’aux cyeles & 1, 2, 2d — 2, 2d —1 dimensions, les démonstra-
tions se réduisant de suite a celles pour d =2; aussi ne nous y
arréterons-nous pas.

14. Torsion. — XVI. Le groupe de torsion & 2d—1 dimen-
sions se réduit a l'identité; ceux a ket 2d — k — 1 dimensions
sont isomorphes. En particulier,

Geg-1 =1, Ok = T3d—1—k-

Le traitement des diviseurs ['y4_, estle méme que pour d — 2.
Pour les autres, la démonstration se fait encore par récurrence.

Prenons d’abord & =—=d. Soit pour commencer Iz , un cycle
de A, diviseur de C,. Je dis qu’il existe un diviseur Ty corres-
pondant de V 4. Soit t 'entier tel que

tiry_,~o0 (modC,).

Le raisonnement du numéro précédent nous fournira un cycle
r;,NZ MAi+My~o,  (MyA) =Ty ,.
Donnons-nous-en un autre quelconque

Ta «-—‘--2 Yy - M., (MgA) = Ty-y
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Puisque T, forme frontiére
(ryfy) = —“2 Mhi+ (T9_,Tyy) = o
Par suite, quel que soit Ty,
Z Adiz=o0  (mod ).

Raisonnant alors comme au Chapitre III, n° 19, on en déduit que
les A sont tous divisibles par ¢, de sorte que 1'on peut écrire

Yy ~ :Z hibi+ My~ o,
On en conclut, d’aprés VI,

zz Xm0 (mod Cp).

Le cycle a gauche est invariant, donc la somme l'est aussi. Par
suite, d’aprés III, elle forme frontiére sur C,. Soit

Comme

M, — tM, est un cycle de C,. Soit T, , latrace de M} sur A.

tT, ,, trace du cycle en question, est invariant; donc T_, l'est

aussi. Par suite, il existe un cycle I, de C, dont I',_, est la trace

sur A. En défimitive, M; — ¢(M, —TI'),) coupe A suivant un
Fo-s~o  (modA),

done
My—t(My—Ty)~o {mod G, ou bien V),

Tg~ I(Z)\,'A;—i— M:i—-r’d) ~ 0.

La variété entre parenthéses constitue bien un diviseur du type
annoncé, correspondant a I'y_,.

et finalement

12. Soit maintenant Tz un diviseur quelconque de V,. Le
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cycle I'y_» correspondant de A est un diviseur quelconque de C,.
Sont I§ le diviseur correspondant obtenu a la maniére ci-dessus.
AT,—Tj=T, correspond un cycle nul de A. Or la démonstra-
tion de notre théoréme pour d=2, appliquée ici, fournit ce
résultat :

Le sous-groupe desdiviseursTy correspondanta des Tq_q nuls
de A est isomorphe a celui des diviseurs Ty_, qui, réduits a Cy,
r’en sont pas des diviseurs.

Soit donc T'}_,, T_,, ..., Ty, un systéme fondamental de
diviseurs de C,. D’aprés XVI appliquée a C, (ceci est licite,
puisque nous raisonnons par récurrence), il y en correspond
un T3y, Faops -+, TG, pour ses diviseurs Ty i. A I%,_, faisons
correspondre un diviseur bien défini, T, de V. Soient enfin
e, e, Tpet TR, T2 L., T, les systémes fonda-
mentaux pour les diviseurs de 'énoncé ci-dessus, ¢; le plus petit
entier positif tel que

4Ty, ~o, tiTirvo  (modVy).

Les deux expressions

n n

oy, Yiery (&=1,2 ..., )

1 1

représentent une fois et une fois seulement les diviseurs corres-

pondants. Ceci démontre XVI pour k=d oud — 1.

13. Prenons maintenant & —=d — 2. Il s’agit de comparer les
diviseurs I'y_,, I'y_;. Pour commencer, tout diviseur 'y, a, pour
trace sur Gy, un diviseur Ty_, de C,, diviseur d’ailleurs invariant.
Mais tout diviseur I'y_, de C, est invariant, car les nombres

(Ta-18;)

sont nuls pour Jui. Donc a tout diviseur I'y_, de C, en correspond
un Iy, de V4. Par suite, les groupes des diviseurs I'y,, de V,
et T'y_, de C, sont isomorphes. D’un autre cété, Vz et C, ont
mémes diviseurs I'y_,. Le théoréme 3 démontrer se raméne donc
au méme pour C,, vrai par hypothése.
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Puisque les diviseurs Ty_,_s de C, sont certainement invariants,
cette démonstration s’étend de suite a £ <~ d — 2. Le théoréme
est denc complétement démontré.

II. — Les hypersurfaces contenues dans les variétés
algébrigues,

14. Pouar simplifier nous nous limiterons aux V,, quoique la
discussion s’étende de suite aux V4 quelconques.
Soit donc une V, d’équation

Sz, ¥, 3 t)y=o.

Au lieu de | C] nous considérercns le systéme des sections hyper-
planes | H|, avec { H;} a la place de { C,}. Enfin la courbe d’inter-
section de H, avec H; sera désignée par H,.,.

Parmi les intégrales de premiére espéce de H,,, il y en aura
p — ¢ distinctes :

P WY, 3, ¢t
uq+h:—f h(x;’ ' )dx (h=1, 2, ces P—94qh
t

oi P4 est un polynome adjoint d'ordre m — 3 en z, ¥, ¢, et en fait
en 3 aussi, mais peu importe. Bien entendu 2¢=R,, indice
linéaire commun a V; et a H, et p est le genre des sections
planes.

15. Soient 3,, 8,3, ..., 83p_z5 un systéme de cycles linéaires
évanouissants, indépendants, de H,;; v,, v2, ..., y2¢ un systéme
de cycles invariants, indépendants. Les v et les 8 forment
ensemble 2p cycles indépendants de la courbe. Les périodes des
intégrales w,,» par rapport aux y sont nulles.

Adjoignons a nos intégrales, ¢ autres, wy, ua, ..., ig, de
maniére & en avoir p linéairement indépendantes, et soit

Q"___”mib"“ (i:l,z,._.,p;y=1,2,---,Q-P)

la matrice aux périodes. Les colonnes se rapportent dans 'ordre
aux cycles y,, ..., Yaqs 84, - -+, O2p_2q, de sorte que

Why = 0 (h=q+1, ..., p5p0=1,2, ...,2g9)
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On peut choisir #y, U3, ..., 4, de maniére que Q ait la forme
Q;, O
3
0, Q?

ou Q; est une matrice a périodes de genre ¢, Q. la matrice de
genre p— g aux périodes des u,.x, les zéros représentant des
matrices a termes tous nuls. Le choix de uy, u,, ..., u; ne peut
se faire que d’une seule maniére, en ce sens que tout autre systéme
d’intégrales satisfaisant a la condition voulue est composé d’inté-
grales combinaisons linéaires des précédentes.

Or, comme il estconnu, Q est de rang p, donc Q, est de rang¢.
Par suite 1l y aura ¢ cycles invariants, soient vy, va, .!., ¥q, par
rapport auxquels le déterminant des périodes de uy, u, ..., u,,
n’est pas nul. Une quelconque de ces intégrales peut donc étre
définie ainsi : Quand on y fait y =y, c’est-a-dire quand on la
suppose attachée a la courbe fixe H, ,, elle doit se réduire & une
intégrale a périodes données, d’ailleurs arbitraires, par rapport
4 Yyy Yay -y Yo €t & périodes nulles par rapport aux 3. En se
rapportant au traitement des intégrales simples des surfaces, on
voit qu’on a ainsi défini ¢ intégrales de différentielles totales de
premiére espéce pour H,.

Supposons en particulier que Hy. devienne la courbe a I'infini,
soit A, de H,. On aura déterminé, sur toute H;, une intégrale de
différenticlles totales de premiére espéce, a périodes données par
rapport aux y. Le raisonnement du Chapitre IV, n°® 19, s'applique
maintenant verbatim. Il n’y a qu’a prendre pour origine d’inté-
gration un point quelconque & I'infini de H,; et 'on montrera ici
encore que iy, Uz, ..., Uy N sont autres que les valeurs prises
par certaines intégrales de différentielles totales de premiére
espéce de V; quand on maintient y et z fixes. Rappelons que par
définition ces intégrales sont du type

fRdx—i—de-;-sz,

oi R, S, T sont des fonctions rationnelles, telles que sous le
signe d’intégration on ait une différentielle totale. Ainsi (Castel-
nuovo-Enriques), V3 posséde q intégrales de différentielles
totales de premiére espéce.
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Les intégrales u,, ua, ..., u, adjointes aux u,,, fournissent
p intégrales distinctes de premiére espéce de H,.

16. Soit maintenant D une surface algébrique quelconque. On
aura pour les sommes abéliennes sur H,; prises a partir d’un des
points & U'infini de la courbe jusqu’aux points variables d’inter-
section avec D,

Oh( z):&h (h-T:—l 2y 0 ,q)
ahmg Y
ooty = 3 e [T X2 g,

les notations étant les mémes qu’au Chapitre 1V, Les £, uniformes,
partout finres, sont ici aussi des constantes.
Les X correspondent 4 un certain cycle invariant, algébrique

de H.,
Ty~ Elkﬁk-i- (Haz).

Ces conditions nécessaires pour qu'aux v corresponde une surface
algébrique D sont aussi suffisantes, c’est-a-dire s¢ T, est inva-
riant, algébrique (1), il lui correspond une surface alge-
briqgue D coupant H,, en des points variables aux sommes
abéliennes v.

En effet, T'y détermine sur chaque H; un systéme § & de courbes,
dont 'une d, bien déterminée coupe Hy, en un nombre de points
variables <p, aux sommes abéliennes ¢. d, est complétement
définie par son comportement aux points a 'infim de H,. et par
le groupe de ses pomnts a 'infimi, puisque de ces derniers on déduit
de suite les &. Ainsi {d| étant connu, dy y est déterminée par des
conditions rationnelles par rap ort a z. D’ailleurs {d} lui-méme
est défini rationnellement par rapport a z, car I'ordre (d?) de ses
courbes est égal a (I'?), donc bien déterminé. Or les courbes d'un
ordre donné d’un S, se partagent en un nombre fini de familles
algébriques (Noether, Halphen) (?). Si I'on exprime que les courbes

(1) Il faut en outre que T, soit homologue 4 wne courbe effeclive. Dans le cas
contraire on remplacera T, par ', + X HHz auquel correspondra une surface effec-
tive D lorsque k est sufisamment elevé. A T, correspond alors la surface virtuelle
D — kH.

(?) Par toute d il passe, outre H_ une surface d'ordre p délerminé, F,. On
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deTune d’elles appartiennent i une surface donnée, on impose, aux
paramétres dont elles dépendent, des équations rationnelles par
rapport aux coefficients de la surface, donc ici par rapport i z.
Comme jd} est unique sur H;, les paramétres correspondants
devront étre des fonctions rationnelles de z et algébriques d'un
certain nombre d’entre eux.

En définitive, I'ensemble des conditions imposées a d, est
rationnel par rapport a z. d, est donc définie par une équa-
tion ¢(z, ¥, 5, £) =0, ou ¢ est un polynome en z, y, t, a coeffi-
cients rationnels en z; on peut le supposer polynome en z aussi.
Le lieu D, de d,, intersection partielle ou totale des deux variétés
algébriques f == o, ¢ = o, est bien une surface algébrique.

17. On définira, comme pour une V,, les T, algébriques comme

homologues a une somme ou une différence de surfaces algébriques
de "73.

Pour que T soit algébrique, il faut et il suffit qu’il coupe H;
suivant un ¥y algébrique.

La condition est évidemment nécessaire. Elle est aussi suffisante
car quand elle est remplie il y a une surface algébrique D coupant
H; suivant une courbe d, et passant, soit k& fois, par la courbe a

Pinfini. Alors T'y + AH coupe toute H; suivant un cycle homologue

a DH,. Donc
Fe+4iHA~D

ce qui démontre notre affirmation.

Deux surfaces coupant H, suivant des courbes d’'un méme
systéme linéaire sont elles-mémes contenues dans un méme
systéme linéaire (méme démonstration que pour une V,).

L’équivalence des surfaces et les nombres p, ¢ se définissent
comme pour les courbes d’une V,.

obtient | d | en exprimant que ['intersection de F, et H, se décompose en deux
courbes d’ordre donné, qui se rencontrent en un certain nombre de points, ete.
Les paramétres dont | d jdepend sont alors clairement algébriques en 2, donc
{voir le texte) rationnels en cette variable.
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Pour que deux surfaces G, D sotent équivalentes, il faut et
il suffit que leurs intersections CH,, DH,;, avec H., en soient
des courbes équivalentes.

La condition est évidemment nécessaire; montrons qu'elle est
suffisante. Soit g une courbe de H; telle que CH,+ g et DH,+ g
appartiennent 4 un méme systéme continu de courbes a oo?
systtmes linéaires. En vertu de 'hypothése, g existe certaine-
ment, Alors pour & suffisamment grand CH;+4- g + (AHH, — g)
et DH;+ g + (KFHH;— g) seront des courbes effecives ayant la
méme propriété; c'est-a-dire que (G4 FH)H; et (D4 AH)H,
seront contenues totalement dans un méme systéme continu possé-
dant 09 systémes linéaires. Chacun de ces systémes linéaires est
individualisable par une courbe unique, se comportant de maniére
donnée en certains points; peu importe d’ailleurs, 1l nous suffit de
savoir qu’elle est déterminée rationnellement sur H;. En raisonnant
comme plus haut, on voit que cette courbe a pourlieu une surface
algébrique coupant H; en outre suivant la courbe a Uinfini comptée
un certain nombre de fois. En faisant varier les courbes, on arrive
ainsi 4 un systéme continu de surfaces, coupant H, suivant
un systéme continu de courbes, dont une est équivalente
a (C+ A'H)H; et une autre a (D4 A"H)H,. Chacune de ces
surfaces définit i son tour un systéme linéaire unique, dont un
contient C, laissant comme résidu A'H, tandis qu'un autre
contient D, avec un résidu A"H. Par suite,

C+ FH=D-+ & H.
De ceci résulte

(CH;)— (DH,) ~ (K — K ).HH,~o0  (mod H;).

Mais HH; ne peut étre un cycle nul ou un diviseur de H;. Par
suite,

CoroLratres. — 1. Des quatre relations

C=D; CH,=DH,; C~D (modVy): CH,~ DH, (modH,)
une quelconque entraine les trois autres.

En effet, elles sont toutes équivalentes a la seconde.
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H. Les diviseurs T, sont tous algébrigques et leur groupe est
isomorphe a celui des diviseurs pour les surfaces. En particu-
liel‘ 0'4 == C'. == .

En effet, un diviseur I'; coupe H; suivant un diviseur T',, algé-
brique comme nous 'avons va (Chap. 1V, n° 31); donc T, Pest
ausst. Soient C, D deux hypersurfaces telles que I, ~ C —D. Le
plus petit entier positf ¢, tel que ¢T',~ o0, est aussi celui tel
que t(C—D) = o, ce qui démontre notre affirmation.

1. La variété et ses sections hyperplanes ont méme
nombre o.

Ceci résulte de ce qu’elles ont méme nombre o, égal pour
chacune a leur nombre o.

Remarque. — Tout ce qui précéde reste vrai lorsque | H| est
remplacé par le systéme | G| considéré maintes fois.

18. La variété peut posséder des intégrales doubles dites « de
premiére espéce », intégrales partout finies, de forme

(5) ffRdydz+Sdzdx+dedy,

ou R, S, T sont rationnelles et satisfont 4 la « condition d’inté-

grabilité »
dR 08  JT _
oy T

L’intégrale double relative a H,,

(6) fde.rd],

est de premiére espéce. Pour que I'; soit algébrique, il faut que la
période de toute intégrale (6) par rapport a I'yH; soit nulle, ou
bien, ce qui revient au méme, que celle de toute intégrale (5) par
rapport au méme cycle le soit. Cette condition nécessaire est-elle
suffisante? Nous ne pouvons laffirmer et pour le moment la ques-
tion doit rester en suspens. Tout ce que 'on peut dire c’est que
le nombre p est au plus égal a celui des 'y & périodes d’inté-
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grales doubles toutes nulles. Ainsi au lieu d’une valeur précise,
comme c’était le cas pour les surfaces, nous n’avons plus cette fois
qu'un maximum de p.

Remarque. — Tout ce que nous avons dit s’étend a une V,
quelconque. Il suffira de considérer au lieu des I', les I';q_, et au
lieu de (5) les intégrales

¥ f f Rx dz; dzx

dR;x Ry IRy
0z - ox; + oxy

avec

Bik‘:‘ - Rki}

III. — Un théoréme sur les cycles algébriques des surfaces

d’'une V,. Application aux courbes des surfaces non
singuliéres de I'espace ordinaire.

19. V, étant quelconque, reprenons le systéme |C| du para-
graphe I et faisons-y varier { C,{. Soit7la dimension de |C| (r > 3).
Les surfaces C, a singularités nouvelles, y formeront un systéme

algébrique oof",E, que nous supposerons irréductible. Cette

condition sera certainement remphie si 72 4. En effer, C[ étant
irréductible, n’est pas composé avec les surfaces d’un systéme
algébrique de dimension moindre, c'est-a-dire que C générique
ne se compose pas de plusieurs surfaces C' appartenant a un
systéme de dimension £ 2. Donc les C ayant un point singulier en
un point de V; forment un systéme linéaire oo 7-* et ’ensemble de
ces systémes linéaires est un systéme oo’ composé d’co?
systémes linéaires. Ce systéme est représentable dans un S, par
une V,_, lieud’o0 7S, _;. La section de cette V,_, par un S, de S,
est une V; birationnellement équivalente a celle donnée, donc
irréductible. Par suite, V,_, est elle-méme irréductible. Comme

ses points correspondent biunivoquement aux éléments dez, ceci

démontre notre affirmation.

20. Tutoreme. — Si {'un des Ty évanouissants, 8; de C,, est
algebrigue, ils le sont tous.
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Déplagons §C,} dans |G| de fagon a permuter C,, avec C,,, ce
qui peul se faire grice a U'irréductibilité du systémeZci—dessus.
Le cycle 3; se permutera avec 84;. Pour préciser, u étant voisin
de a; un certain cycle §; de C, tend a devenir nul quand « tend
vers a;. Ce cycle sera alors devenu pour u voisin de a; le cycle
semblable &, relatif 4 ce point.

Remarquons que le genre géométrique p; de C,ne peutchanger
que pour un nombre fimi de valeurs de u, comme 1l résulte de
suite de ce qu'elles seront déterminées par des relations algé-
briques. Soit 7, l'indice de connexion a deux dimensions d’une
(. générique. On peut se donner pg intégrales doubles distinctes
de premiére espéce attachées a C,, a éléments différentiels ration-
nels par rapport a «. Leurs périodes seront des fonctions analy-
iques de u, méromorphes pour toute valeur non critique. Le rang
de la matrice aux périodes relatives a r; cycles distincts est égal
a ry— p, ot p est le nombre de Picard de C,. Ce rang ne peut
varier que pour un ensemble dénombrable de valeurs de u, pais-
qu'il appartient a I'ensemble des zéros communs a plusieurs fonc-
tions analytiques {les déterminants de la matrice) se conduisant
comme les périodes. Donc le nombre p de G, ne peut varier que
pour un ensemble dénombrable de ces surfaces.

On en conclut que les surfaces C, a nombre p autre que celui
de C générique, se partagent en un ensemble dénombrable de
familles oo "1 au plus.

Reveuons au déplacement de § C,{ dans |C| considéré plus
haut. D’aprés ce qui précéde, pendant qu’ils’accomplit, on pourra
faire varier une G, d’une position voisine de C, a4 une autre
voisine de C,,, sans changer p, donc le nombre de cycles algé-
briques distincts, 4 aucun moment du déplacement. Par suite,
st §; est algébrique pour « voisin de a;, 8 'est aussi pour « voisin
de ag.

Mais si un cycle est algébrique pour « dans une certaine région,
tl 'est encore pour u arbitraire, car la condition pour qu'il le soit
s’exprime par I'évanouissement identique de certaines fonctions
analytiques, les périodes des p, intégrales doubles de premiére
espéce. Donc enfin le cycle 85 de Ca, évanouissant quand u tend
vers ax le long de aay, est algébrique pourva que le cycle
semblable §; le soit. Ceci démontre notre théoréme.
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21. Supposons que les § ne soient pas algébriques. Alors tout
cycle algébrique est invariant, car autrement son accroissement
quand u tourne aulour de g; serait un cycle A8; nécessairement
algébrique; 3; en serait donc un aussi puisque les périodes corres-
pondantes des intégrales de premiére espéce, tout comme celles
relatives & X8;, devraient toutes étre nulles. Dans ces conditions,
les T, algébriques de C sont les traces des T, algébriques de V;
par suite, les nombres p de V, et de C sont égaux. Ainst lorsque
les cyclesévanouissants de C ne sontpas algébriques, ses Uy alge-
brigues sont invariants et traces des T', algébriques de V.

Dans les mémes conditions, tout systéme fondamental pour
les courbes de C est trace d’un tel systéme pour les surfaces

deV,.

Supposons au contraire les § algébriques. 1l résulte alors de
'étude de la topologie de V4 que tous les T, de C dépendent des
cycles tnvariants et des cycles algébriques.

22. ArrLicarion A UN THEOREME DE NoeTHEr (!). — Unesurface
génerique ¥, d’ordre m >3, d’un S,, ne posséde que des
courbes intersections complétes avec d’autres surfaces de
lespace.

L’espace S, image des valeurs complexes de trois variables, est
une V; dont la région a I'infini se compose d'un S, (plan), lui-
méme homéomorphe a l'image des valeurs complexes de deux
variables. Toul I'x est déformable en une muluplicité en entier a
Pinfini, ou en définitive dans un S, quelconque de §;. Si sa
dimension & < 2, le méme raisonnement peut étre continué. On en
tire de suite Rypyy = 0, Ryx=1. Par exemple R, = o, car tout Ty,
finalement réductible 2 un S, (droite), y est déformable en un
point. Enfin, ceci nous intéresse surtout, tout I'y étant homologue
4 un multiple d’'un S,, est nécessairement algebrique. Tout cycle
invariant de F,, est multiple de celui formé par une section plane H,

(') Voir N®THER, Mémoire du prix Steiner; G. Fawo, Torino Atti, 1908,
ainsi que mon Mémoire couronné. La démonstration ci-dessus est plus simple,
mais ne va pas aussi loin.
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car c’est son intersection avec le I', fondamental de S;. Les T,
invariants sont donc tous algébriques.

Le systéme |Fp,| est o* au moins, irréductible; donc on peut
apphiquer le théoréme du n° 20. Supposons que tous ses I
évanouissants solent algébriques. Alors tous les I'; le seront. Je
dis que pour m >3 et F,, arbitraire, cela n’a pas lieu. 11 suffit
pour cela de montrer qu'il y a toujours une F, possédant des T,
non algébriques.

Soient ¢(z, y, ), ¥(=, y, 3) deux polynomes réels de degrés
respectifs m — 2 et m, lels que

¢(0,0,0) >0, d¢(0,0,0)>0,
mais a part cela absolument quelconques. Soit en outre
22yl 3=t

une sphére réelle, de rayon assez petit pour que @ et ¢ soient posi-
tives a son intérieur et sur elle. La surface F,,

[z, y, 3)= (22 +y + 22— 1o+ e§ = o,

ou ¢ est un nombre positif trés petit, comprend une ovale réelle
trés voisine de notre sphére et intérieure & elle. Cette ovale est
un T, de la surface et je dis qu'il n’est pas algébrique. En effet,

e

en est une intégrale de premiére espéce, car 1l n’y a pas ici de
courbe multiple, de sorte que tout polynome est adjoint; si son
degré est Sm — 4, 1l lui correspond bien une intégrale de premiére
espéce. L'intégrale étendue a I'y différe trés peu de sa valeur
étendue i la sphére, c’est-i-dire de

ff dx dy
23¢9(x,y, 8)

étendue i la sphére. En coordonnées polaires, cette intégrale

’fﬂfm sin 0, df, do,
o Jo @(rsinb;cosh,, rsinfysin0y, rcosf,)

Comme sinf, et ¢ sont positifs sur toute la sphére, I'intégrale est

devient
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essentiellement positive et il en est de méme pour la périodede (7)
par rapport a T',. Ce cycle n’est donc effectivement pas algé-
brique.

Pour m = 3, il n'y a pas d’intégrales de premiére espéce et le
procédé ne réussit plus.

On doit donc conclure que, pour m2 4, les cycles algébriques
de F,,, générique sont invariants, donc multiples de latrace Hda T,
fondamental de S;. Ainsi, quel que soit C, courbe de K., on aura
C=4kH. Or F,, est réguliére, puisque son indice R, est nul
comme celui de S;. Par suite, C et AH sont contenues dans un
méme systéme linéaire. Prenons pour H la courbe a 'infini. Il y
aura une fonction rationnelle attachée a F,,,

Plz, y, )

Az, 7. 3) (P, Q polynomes),

s'annulant sur C et infinie sur kH, c’est-a-dire finie a distance
finie, P devra donc s’annuler en tous les points de Fp ott Q s’an-
nule. D’aprés I'extension d’un théoréme classique de Neether (1),

P=Q.Py+Pyf (P4, Py polynomes).

Donc, sur F,,

P
— = Py.
Q b

Ainsi P, est un polynome qui a pour zéro simple sur F, la seule
courbe C. Cela revient a dire que C est 'intersection compléte
de F, avec la surface P,(z, y, ) = 0. Ceci achéve la démons-
tration.

Je renvoie le lecteur & mon Mémoire couronné pour diverses
extensions et applications se rattachant a ce qui précéde.

() Pour la démonstration, voir Picanrp et StmarT, vol. I1, p. 17



CHAPITRE VI.

L’ANALYSIS SITUS ET LES FONCTIONS ABELIENNES (*).

1. — Théoréme d’existence des fonctions abéliennes.

1. Etant donnée une matrice 4 p lignes et 2 p colonnes
Q=1 wipl (J=1,2, .., P; #=1,2, ..., 2p),

existe-t-1l des fonctions 2 p-uplement périodiques qui lui appar-
tiennent, c’est-a-dire des fonctions méromorphes de p variables
Uy, Uy, -- -, Up, invariantes quand on ajoute simultanément aux u
les éléments d’une ligne quelconque de Q? La réponse constitue le
théoréme de Weierstrass, démontré pour la premiére fois par

MM. Poincaré et Picard :

Pour qie’it existe des fonctions de la naturevoulue, il faut et
il suffit : 1° qu'il y ait une forme alternée a coefficients

entiers
2p

(1) Z!‘--V CuvZpYvs Cpv=— Cyp,
1

s'annulant quand on y remplace les z et les y par les éléments
de deux lignes quelconques de Q; 2° que si §, v, sont les
periodes d ’une combinaison linéuire quelconque des u,

(2) Zcp.vgy.")v> 0.

Nous allons reprendre la question au point de vue de I’ Analysis

(') Voir Frosenws, Journal de Crelle, vol. 79, 1884. — WinTiNngER, Monat-
shefte fiur Math. und Physik, vol. VI, 189g5. — PoINCARE, Acta mathematica,
vol. XXVI, 1go2. — LEPscHETZ, Mémoire couronng, 2¢ Partie Chap. 1.
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Situs. Outre une précision majeure des résultals connus, nous en
obtiendrons de nouveaux, notamment sur la distribution des fonc-
tions périodiques et a multiplicateurs. De plus, ce nouveau traite-
ment se recommande par son élégance et sa simplicité. Les seuls
théorémes d’Analysis Situs dont nous nous servirons sont assez
élémentaires : théorémes sur les intersections de cycles, sur les
systémes fondamentaux pour 'anneau et généralisation du résultat

du Chapitre 1I, n° 6.

2. Dans I'S,, réel, ou I'on représente les valeurs complexes
des u, les zéros d’une fonction entiére ou méromorphe,
P(Uyy Ugy «.vy up) (1), ou, pour abréger p(u), ont pour image
une variété analytique W,,_,. Nous allons faire ces hypothéses :

a. W,p_, existe et est invariante quand on ajoute des périodes
quelconques aux u.

b. Elle n’est pas cylindrigue, c'est-a-dire n’est pas le ieu d’un
espace linéaire se déplacant parallélement & lui-méme. En par-
ticulier, il n’y a pas de combinaison linéaire des u constante
sur Wy, _,.

Dans ces circonstances, je dis que les conditions classiques
d’existence sont satisfaites. Ces hypothéses, un peu plus générales
que celles du n® 1, ont P'avantage de couvrir, outre les fonctions
périodiques, les fonctions a multiplicateurs (fonctions théla, fonc-
tions intermédiaires).

3. Les points de S, définis par

uj=t1(l)jr+f3(djg+..."‘i“'tgpmjzp (0étp.< l)

y conslituent un domaine fondamental U, ,, pour nos fonctions, au
méme titre que, par exemple, le parallélogramme des périodes
pour les fonctions elliptiques. Je dis que U, est un parallélépipéde
fini. En effet, dans le cas contraire, les points donnés par les
mémes formules, mais ou les ¢ prennent toutes les valeurs entiéres
possibles, forment un ensemble partout dense, contenu dans un
certain S (1S k << 2p). Soient (u) et (¢') un point de Wyp,_, et

(*) PoincaRE, Acta mathematica, 1883, p. g7. — CousiN, Jbid., 1895, p. 1.
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de I'ensemble. D’aprés @, le point (u—+ u«') appartient aussi
a Wy, _,. Ainsi, par (u) passe un Sy contenant un ensemble par-
tout dense qui appartient a la variété. Soient D, (v), (¢') une
droite quelconque de cet S; et deux de ses points. Quand la
variable z prend toutes les valeurs réelles possibles, le point
P+ BV
1+ 3

décrit D tout entiére. En vertu de ce qui précéde, tout point de S,
donc aussi de D, est un point limite pour les zéros de ¢, La fonc-

tion % (v;:_z;) est méromorphe en z (1) et trés petite pourz réelle

et Z—1.Donc elle s’annule identiquement dans ce cas. On en
conclut que D appartient 4 W,,_,, et il en est de méme pour 'Sy
considéré tout entier. Ainsi, par tout point de W,,_,, passe un Si
qui lui appartient en entier, ce qui contredit b. Notre affirmation
est donc démontrée.

Corollaire. — Désignons par z le conjugué d’un nombre z. Le
déterminant d’ordre 2 p, formé avec Q et la matrice aux éléments
conjugués,

Wy g2 ... Opep
I 0.
Wy W ... W9

4. A U,, correspond un anneau a 2p dimensions, ot W,, ,
scra représeniée par un Ty, o, G. En eflet, © s’annule sur un
nombre fini de multiplicités de U,,, car autrement il y aurait au
moins un point («?), du domaine, auvoisinage duquel passent une
infinité de ces multiplicités; («9) serait alors un point singulier
essenliel de ¢, alors qu'on I'a supposée méromorphe a distance
finie. Quand on déforme U;, en un anneau, ces multiplicités se
raccordent (hypothése a, n® 2) et donnent bien lieu & un Ty, ».

On peut étendre aux cycles C les considéraiions du Chapitre II,
n° 6, et leur attribuer une orientation type,ce que nous sappose-

(*) Ceci résulle de la représentation de la fonction méromorphe ¢{u) par le
guotient de deux fonctions entiéres { Poincarg, CousiN, loc. cif. ).
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rons fait une fois pour toutes. Ces cycles et leurs intersections
seront alors des multiplicités bien définies. En particulier, pour
une orientation convenable de I'anneau, que nous supposerons
choisie une fois pour toutes, les nombres arithmétiques et algé-
briques d’intersections de p tels cycles sont égaur.

5. Numérotons les arétes de U,, issues d’'un méme sommet O,
et sur la /*™ marquons, prés de O, un certain point A;. A la pyra-
mide a faces planes P,,= OA, A,...A,, de I'espace des u corres-
pond une P;p de l'anneau. Nous supposerons lordre des A;
tel que P;, soit une indicatrice de l'anneau. De méme a
Pi=OA, A, ... A; correspond une P, dans I'anneau située dans
le cycle déterminé par les arétes correspondantes (Chap. II, n°12)
et qui, par définition, lui servira d’indicatrice. Ce Tk ainsi orienté
sera dénoté par (iy, &y, ..., )

Il résulte de suite des théorémes les plus élémentaires sur les
intersections des variétés que :

1 Siles nombres i, iy, ..., {3, sont tous distincts,
(20s Tay ooy ) (Lhwry Uhtay o ovy Tap) = (—1)7,
ol n est le nombre de transpositions dans la permutation
1, 2, ...,2p>.
(i,, Is. ..., Lop
2° Siles ¢ ne sont pas distincts,
(évy G2y« s ix) (Ekaty -ons f2p) = O,

car alors, en faisant subir au besoin 4 'S4 de espace des u, image
du premier cycle, une translation convenable, il ne rencontrera
plus 'espace semblable relatif au second.

6. Ceci posé, pour chaque dimension, les cycles du type pré-
cédent forment un systéme fondamental. Il suffit d’ailleurs de
prendre pour chaque combinaison d’indices un seul des cycles
correspondants. Nous choisitons celui aux 7 rangés en ordre
croissant. Alors

I . . .
C mz My, (G5 0, ooy Lap)s
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avec ;< Ly {3 {< . .. < igp, €t pour chaque terme de lasomme
les 2p nombres ¢ sont tous différents. Posons

[C(ps v)] = mpy == — myq.

On trouve de suite

(_I)H [C(‘h i!)] - (—l)”’mf‘!j,= m, i,
par suite,

C NZ (—)2my (15, b, ..., fap) (6 < Eas < 8y < hap).

L’ensemble des zéros de la fonction @ (uy — gy, ..., up— g,)
aux constantes g arbitraires [fonction que nous dénoterons plus
simplement par ¢(u — g)| remplit encore une multiplicité analy-
tique représentée dans I’anneau par un cycle €'~ C. Je dis qu’en
géneéral 'intersection des deux cycles est un I';,_,. En effet, autre-
ment, les deux muluplicités ¢(u) =0, p(u—g)=o0 ont en
commun dans U,, une M, _,, ceci quelles que soient les g. Cette
multiplicité doit étre une de celles en nombre fini correspondant
a C. Comme elle doit varier continiment avec les g, elle est fixe.
il y a donc un point(u®) tel queg(u°— g) = o, quelles que soient
les g. Cela revient a dire que »(u) est identiquement nulle, cir-
constance & écarter. Notre affirmation est donc correcte et, confor-
mément 4 nos conventions, nous pouvons parler du cycle GU', que
nous écrirons G2 pour une raison évidente.

On démontre de méme Pexistence des cycles C3, C4, ..., G,
de dimensions 2p — 6, ..., 2. Quant a C?, ce sera le groupe de
points communs a p eycles C. Leur nombre sera désigné par (CP).
Il n’est autre d’ailleurs que celui des zéros communs a p fonc-

uons o(u — g) situés dans U,,. On montre, tout comme nous
Pavons fait pour G, que

C"N k!Z (-—- E)”n’rh,2 m,-ﬂ,-_‘. . .m,',_,k_'g,_‘* (l‘zk—f-h i2k+2} e l'gp)J

iy < lg; t3< Ly Lokt < Dok Uyt < lagrn <. .. < tap.

Nous retiendrons plus particuliérement

CP" ~ (P — I)FE ( —1 )n mhig ml‘a‘}' . 'mfzp-;ii'.'p-—'z (t.QP““‘l’ igp),

(Cr)y=p'm,
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ou w est le déterminant pfaffien ou simplement pfaffien de la
forme alternée i coefficients entiers

2p
F mE}L,V Myy Ty Yy
1

Ce pfaffien, rappelons-le, est au signe prés la racine carrée du
déterminant de la forme.

La formule donnant (C?) généralise un résultat classique de
Poincaré, relatif aux zéros communs a p fonctions théta.

Soit My, le coefficient de my, dans le développement du déter-
minant de F. La forme alternée a coefficients entiers

D =Z My, 7y yy

est Vinverse de F. Des théorémes les plus simples sur les pfaf-
fiens (') on déduit de suite que

— i
Cr-t~ 21 2 Moy (i, ).

20

7. Ceci posé, considérons l'intégrale

du;
du-duksff——"d dug.
ff oy d? ¢ k

’ . dy
On peut supposer qu’en tout point ¢ = o, o
rement nulle, car alors les zéros de ¢ seraient tous multiples et on

la remplacerait par —’—. Par une discussion trés simple, analogue
99
6u,-

a celle du Chapitre IV, n® 17, on montre alors que, comme p = o

en tout point de CrP—1,
f dujduy = o.
¢!

En vertu du théoréme de Cauchy-Poincaré, que nons avons déja
cité une fois, CP~! peut étre remplacé par son expression en fonc-

n'est pas nécessai-

(') Yoir Kovavewski, Einfihrungin die Determinantentheorie. p. i4g.
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tion des cycles fondamentaux. Par suite,

(3) ZMM“’JF‘”WZO {(/hhk=1,2, ..., p).

Soient ensuite ¢ = ¢' 4 v une combinaison linéaire quelconque
des u, &+ {7y sa p*®° période, £ = 2’ (2" une variable telle
qu’en un point arbitraire de C~4 ¢ en soit fonction holomorphe.
x pourrait étre, par exemple, une des u. Soit enfin E, une petite
cellule positive de CP~t. Le signe de Pintégrale

ffdv’dv”ﬂff [(E}ﬁ-,—.)’—i— (-‘R;)!]dx'dx”
E, E, ox oz

ne dépend pas de la position de E; sur C7~! (Riemann ), et méme,
vu nos conventions sur les orientations, il ne dépend ni de ¢, ni

méme de Q. On en conclut, en vertu du théoréme de Stokes géné-
ralisé,

(4) [ [ =Y M tum>o,

C
car la somme a le signe +, quand ¢ est une fonction théta relative
4 une matrice aux périodes convenable,

Larelation (3)et ’inégalité(4) satisfaites par ® démontrent
le théoréme de Weierstrass.

Définitions. — Nous dirons avec M. Scorza d’une forme telle
que ® qu'elle est principale pour sa matrice, d’'une matrice telle
que Q, qui posséde une telle forme, qu’elle est de Riemann,

8. L'inégalilé (4) a été réduite par M. Scorza & une autre nota-
blement plus suggestive. Posons

0= QU+ Ry Ug+...+ )\pup.

En vertu des 1dentités

2k, ::Z (Mojp-+Rjwp);  2imy WZ (3 wju— X wp),

l‘inégalité se rédult i

p
. = - =1 —
(5) Zf,k Ajphjhe>0;  Ajz= Apj= i zMuv Wy Wiy
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Elle exprime qu'une certaine forme hermitienne ({forme & indé-
terminées conjuguées), attachée a la forme principale ®, est
définie, posilive.

Considérons maintenant la matri¢e carrée d’'ordre 2p,

B=1b:l, brs = wyr, br,p-l—s"-—-" ;;,- (S §p)

En vertu des relations
Zﬂ.v My 0 Oky r_-Zp-.v My u";",-,,j.}'h =0 (S, k=1,2,...,2p)

et en désignant par A la matrice aux coefficients de la forme her-
mitienne, on a de suite la relation entre matrices,

|

ou, rappelons-le, A et B sont les transposées de A et B.

Or, puisque (5) est définie, A est de rang p et la matrice au
second membre de rang 2p. Donc, des déterminants des matrices
a droite, aucun n’est nul. Quant au déterminant de B, cela cons-
titue une nouvelle démonstration du corollaire du n° 3. Mais nous
trouvons e¢n outre que le déterminant

O, A

B I Mpv I B= K 0

IMp.v!¢0:

ce qui montre que la forme @, et pareillement une forme princi-
pale quelconque, ne peut étre dégénérée.

II. — Propriétés générales des fonctions périodigques
ot 4 multiplicateurs.

9. Dans la premiére partie de 'exposé suivant, nous nous bor-
nerons a des indications sommaires sur les démonstrauions, car
elles sont aujourd’hui bien connues des géomeétres (1).

I. Toute matrice de Riemann posséde des fonctions a multi-
plicateurs. — D’une fagon précise, soit @ une forme principale. 11
existe une fonction entiére ¢ («), & variété de zéros du type du

(1) Voir par exemple KRAZER, Lehrbuch der Thelafunktionen, Chap. IV.
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paragraphe I, telle que

(3 )

(6) p(u+uwy)=ce p{u),
avec
(7) Zj (zjpwy—ajyay) = myy=—myy,

les o, B étant des constantes et les m des entiers. Une fois P'exis-
tence de » admise, on établit (7) en comparant les deux valeurs
de ¢ (u« + w,+ w,) suivant qu’on ajoute les vy, v, dans un ordre
ou dans l'autre.

Pour montrer I’existence de @, on choisit un nouveau systéme
de périodes fondamentales (ce qui revient 4 appliquer aux va-
riables de ® une transformation unimodulaire) tel qu’au lieu de ®
on ait une forme canonique

4
Z" eu(Fuy prp — Tp+p Y )
1

Un changement linéaire et homogéne de variables raménera fina-
lement @ a la forme classique

I

0, ..., O, e——-; 0, ..., O, Auy, ..., Qupll; Quy=— Gy (P.=l,2, ...,P).

Les fonctions que I’on recherche ne sont autres alors que les thétas
généralisées, appartenant & la matrice précédente, et dont exis-
tence est bien connue (*). En retournant aux variables «, on aura
alors une fonction ¢ () de la nature voulue.

Les fonctions entiéres telles que ¢ sont dites intermédiaires.

10. Les entiers m'relatifs a ¢ sont les mémes que ceux déja
renconlrés au paragraphe I. En effet, soit E; une petite cellule
de U,, passant par un point de C, variété des zéros de ¢, telle
que (E;C) =—1. (Le double emploi de la notation C pour la

variété et son image dans 'anneau ne causera aucune confusion. )

(') Krazer, loc. cit.
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{ étant le contour frontiére de E,,

og ——+
2rzfdlo 9 1,

le signe dépendant uniquement de l'orientation de U,,. Prenons
maintenant dans U,, une M, quelconque, coupant C aux points
o, g, ..., &, €t soit n sa frontiere. Soit E* une petite cellule
positive de M, contenant a4 en son intérieur, et de frontiere Ls.

f==k
ia 4

le signe étant le méme que celui de (EZC), c'est-a-dire + st a4
compte pour +1 dans (M,C), — dans lec cas contraire. On

jf f = (M,C
Prenons en particulier pour M, le parallélogramme de U, relatif
au cycle (pv). Un calcul des plus simples donne de suite, pour le
rapport des intégrales, la valeur my,, d’ou m,,=[C(w,v)], c
qui démontre notre affirmation.

La forme alternée F, aux coefficients m, est dite forme fonda-
mentale de la fonction .

On aura

en tire

11. Tl. La fonction ¢(u) appartient ¢ un systéme linéaire
complet (1), ™', de fonctions se conduisant de méme par
rapport & Q. w est toujours le pfaffien de F. Le systéme linéaire
lui-méme fait partie d’un systéme continu oof.

Ces deux propriétés appartiennent aux fonctions théta dont ¢
provient. La dimension du systéme linéaire a bien la valeur en
question pour ces fonctions, et, comme les transformations uni-
modulaires ne changent pas le pfaffien, I'énoncé s’ensuit.

HI. p—+1 fonctions arbitraires périodiques fi(u), fo(u), ...,

(1) C'est-3-dire contenu dans nul autre semblable, de dimension plus grande.
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Spe1 (&) satisfont @ une relation algébrique. Toute autre est
une fonction rationnelle de celles-ci.

Considérons les équations
(8) 1= fi{u), @=pfolu), ...,  Zpri=Fforr{u).

A tout systéme de valeurs des x correspond un nombre fini de
points (u*) de U,p, car les fonctions f,(u) — x5 sont arbitraires
et les cycles, analogues a i, qui leur correspondent, ne se coupe-
ront qu’en un nombre fini de pomnts (n°6). Les fonctions symé-
triques élémentaires des expressions f,,,(#*) sont des fonctions
uniformes de z,, z,, ..., £, sans singularités essentielles, donc
rationnelles. Par suite, fp,,(u) est bien une fonction algébrique
des autres f.

Il résulte de ce qui précéde que les équations (8) sont les équa-
tions paramétriques d’une variété algébrique V. Toute fonction
périodique est une fonction uniforme du point sur V, et n'y a, an
pis aller, que des péles. C’est donc une fonction rationnelle des z,
c'est-a-dire, en définitive, des f.

12. Variété abélienne attachéea Q (!). — On peut trouver un

systéme de fonctions périodiques f(u), fa(u), -.., fa(u) telles
que les équations
Tp= falu)

représentent une variété algébrique V,, sitnée dans un S,, privée
de singularités, homéomorphe a I'anneau. C’est la variété abé-
lienne attachée a Q. Elle n’est d’ailleurs définie qu’a une transfor-
mation birationnelle prés.

Montrons que V), existe effectivement. Cela sera certainement le
cas si, pour un choix convenable des f, on ne peut trouver deux

points distincts (a), (b) de U tels que
fh(a)m.fh(b) (h=1,2, ..., nj.

Cela revient a établir que 'on ne peut avoir f(a)=f(b), quelle
que soit la fonction périodique f. Or, (v) étant quelconque,

(1) Les théoréemes qui saivent ont été traités dans mon Mémoire déji cité.
Les démonstrations en ont été, toutefois, quelque peu simplifiées.
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f(u - ¢) est une fonction périodique des u appartenant a Q. Si la
circonstance ¢n question se présente, f(a -+ v) = f(b—-v), quel
que soit (v), done f(u—+a— b)=f(u), quel que soit (u). Cec:
signifie que (@ — b) est un systéme de périodes simultanées et
(a), (b) coincident.

13. Les fonctions ¢ d’un méme systéme continu découpent
un systéeme complet d’hypersurfaces algébriques de V .

Soit G, ’hypersurface découpée par ¢. Les dérivées secondes
de logy sont périodiques, donc rationnelles sur V,; par suite, son
hypersurface d’infini C, est bien algébrique.

Soit |C| le systéme complet déterminé par C,. 1l existe une
fonction rationnelle R(z,, x,, - .., ,) nulle sur C, infinie sur C,,
mais nulle part ailleurs sur V,. La fonction

b(u) =o(u).RLf1(u), filu), ..., fa(u)]

est uniforme, finie a distance finie, donc entiére. Le deuxiéme fac-
teur a droite est une fonction périodique, donc ¢, qui découpe C,
se condumit comme ¢ par rapport aux périodes. Par suite, clle
appartient au méme systéme linéaire (n° 11, théoréme II). Ainsi
les fonctions ¢ d'un méme systéme linéaire découpent un systéme
linéaire complet d’hypersurfaces.

En faisant varier les ¢ dans leur systéme continu, |C | parcourt

un systéme continu Z contenant «of systémes linéaires. Mais
Ry==2¢=12p, donc p est I'irrégularité de V,; par suite 2, en

tant qu’ensemble de systémes linéaires, a la dimension maximum.
Il coincide donc avec le systéme continu complet § C}, ce qui
démontre le théoréme.

14. Exprimées en lermes des u, les intégrales simples ou
doubles de premiére espéce dépendent toutes respectivement de

celles telles que
fduh, ff dup dug,

résultat d’aillenrs vrai pour les intégrales de toutes les multipli-
cités. Il nous suffira pour la suite de montrer que ces intégrales
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doubles sont bien de premiérc espéce. Dans la relation

dz, dz,
ffduhdukmzf[ D(zr, ;)
[} D(Uh, Uk)

les dénominateurs 4 droite sont des fonctions périodiques, donc
rationnelles sur V,, et nous avons bien la une intégrale de fonc-
tions rationnelles. D'un autre c6té, l'intégrale aux u est de diffé-
rentielles totales, finie, donc sa transformée, I'intégrale aux x, I'est
aussi, car ces deux propriétés se préservent dans un changement
de variables. Ceci démontre notre affirmation.

III. — Le nombre p pour les variétés abéliennes.

15. Voici comment on arrive de suite a une limite supérieure
de p. p hypersurfaces algébriques distinctes découperont, sur une
V, convenable de V,, autant de courbes algébriquement dis-
tinctes. Les périodes des intégrales doubles

f du; dug

par rapport a ces courbes, considérées comme cycles I';, seront
nulles. 1l y aura ainsi p cycles distincts, 4 périodes d’intégrales de
premiére espéce toutes nulles. Soit

Zc‘u(y,v)

Fun de ces cycles. La période correspondante sera

Z Cpv (W jp, O py — Why @ jy) = O.
By

Cela veut dire que la forme alternée a coefficients entiers

W\ .
(9) Z‘Cp.vxp._}’v (Cy.v-'"'"‘_‘cvp-)

s’annule quand on y remplace les z et les y par les éléments de
deux lignes quelconques de Q. En fait, (1) est une forme principale,
mais peu importe.
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Q possédera en général un certain nombre, 1+ &, de formes
telles que (g), ASo. Le nombre & est dit indice de singularite
de la matrice (Humbert, Scorza). D’aprés ce qui précéde,
et k.

16. Soit @, une forme principale a coefficients premiers entre
eux. Il existe alors un systéme fondamental de formes alternées
dont @, fait partie (). Sotent ®,, ..., ®;,, ses autres formes. La
forme hermitienne, relative & z®, + y®;, est a coefficients poly-
nomes en z, . Pour qu’elle soit définie positive, donc pour que
x®, + y®; soit principale, 1l faudra et suffira que certaines inéga-
lités de type

flx,¥y) >0 (f, polynome homogéne)

soient satisfaites. Or f(1, o) >> o, puisque @, est principale.
Donc si f est de degré k, il contient un terme en Az* avec A > o.
Par suite, f(a, 1) >0 pour z positif, suffisamment grand. On en
conclut que # ®, + ®; est principale pour z suffisamment grand.

Alors, s1 ®; ne l'est pas, on pourra la remplacer, dansle systéme
fondamental, par la forme que nous venons d’écrire. Nous pour-
rons donc supposer, comme nous le ferons, que les formes ®; sont
toutes principales.

Le systéme linéaire des formes principales étant oo*, celui des
formes fondamentales, leurs inverses, aura la méme dimension.
D’un autre cété, si F, F’ sont fondamentales, relatives a des fonc-
tions intermédiaires @, ¢, la forme AF + A'F' (X, X’ entiers posi-
tifs), est fondamentale pour la fonction ¢*¢™. Donc le systéme
des formes fondamentales est linéaire, oof, comme celui des
SJormes alternées de Q.

17. Soit donc Fy, F2, ..., Fxy( un systéme fondamental pour
les ¥. Une modification minime du raisonnement du début du
numéro précédent permet de montrer que Pon peut les sup-
poser toules non dégénérées. Soient ¢; la fonction intermédiaire
relative a I¥;, C; 'hypersurface qu’elle découpe sur V. Je dis que

(1) Cela résulte de suite d’un théoréme de Frébenius. Veoir E. CAHEN, Thcorie
des nomébres, . I, p. 168,
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Ciy Gy ..., Cayq s0nt algébriguement distinctes. En effet, de

. ) t,C+t,C,+...+t¢-+|Ck+1= o,
on tirerait

l"zp..,zzzz iy C1+...+tk+1 G],H_;NO (mOd Vp).

En se reportant au n° 10, on vérifie que les nombres (Top_5 (12, v))
sont précisément les coefficients de la forme alternée

tg F1+. Lo+ tk+!Fk_+.|.
Puisque I, ,_s ~ 0, ces nombres sont tous nuls, d’on
q 2p ) )
LFy+ 2t Fo+. .+ Ly F/H_i"‘zz(),

et par suite £, ==ty =...= lx,4 = 0, puisque les I sonl linéaire-
ment indépendantes.
On conclut de ceci p21+ k et, comme ¢ S1-+ 4, on a enfin

. p=1+k,
¢’ est-a-dire :

Tutorime FONDAMENTAL. — Le nombre p d’une variété abé-
lienne est égal a lUindice de singularité de sa matrice de
Riemann augmenté d’une unité (1).

18. Soit C une hypersurface quelconque de V,. On aura

AC :2 2:Ce.

Posons A;= A, — X} ()}, )} positifs), puis

D'=AC +Z NG, D”=2 NGy

D" est découpée par la fonction intermédiaire

Ii I p}:'.

Je dis que 'on peut toujours supposer cette fonction non dégeé-

(') Le cas de p = 2 a déja été traité, de maniére d'ailleurs entiérement diflé-

rente, par MM. Bagnera et de Franchis (Rendic. del Circolo di Palermo,
vol. XXX, tg10).
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nérée (non réductible a4 une fonction intermédiaire de moins de
p variables). En effet, on peut évidlemment remplacer D', D’
pat D'+ 2C,, D"+ zC, et, en raisonnant & peu prés comme
au n° 16, on montre que, pour z suffisamment grand, la fonction
intermédiaire correspondante n’est pas dégénérée.

Ceci posé, puisque D'=D", D' peut étre découpée par une
fonction ¢ du méme systéme que celle ci-dessus. Or la fonction

1

T Y(u) 7‘,
T+

qui découpe C sur V,, se conduit comme une fonction intermé-
diaire par rapport a Q; elle est finie a distance finie ; donc, pour
établir qu’elle est intermédiaire, il suffit de démontrer qu’elle est
uniforme. Comme elle ne s’annule que sur C, il n’y a de question
que pour le voisinage de cette hypersurface. Soit (2°) un point
quelconque de C. D’aprés le théoréme des fonctions implicites

[x ()= f(u) fi(w),

ou f, est holomorphe prés de (u®) et ne s’y annule pas. Quant
4 f, c’est un polynome en une des différences u;— u?, par
exemple u,— u?, a coefficients fonctions holomorphes en u,,
U3, ..., Up, au méme voisinage et s’annulant en (u?), sauf le pre-
mier, qui est égal & I'unité. Mais puisque le second membre
découpe C compté A fois, les racines de ce polynome ont toutes la
multiplicité X, d’oun

7(u) =

S = [F( “)])‘:

ou F est de méme Lype que f. On en conclut de suite que y (u)
est holomorphe au point («°). C'est donc bien une fonction inter-
médiaire. Ainsi : Toute hypersurface algébrique de V, peut
étre découpée par une fonction intermédiaire.

Pour p= 2, ce théoréme a é1é obtenu par M. Humbert, s’ap-
puyant sur un résultal préliminaire de M. Appell.

17. Soit F la forme fondamentale relative a v (#). On aura

F E z;F..
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Par suite, en vertu d’une remarque faite plus haut, le cycle

C “”2 £;Cy

coupe les cycles (i1, v) en un nombre nul de points. Cest donc un
cycle nul ou un diviseur de V,. Mais les nombres ¢ de V,, comme
ceux de 'anneau, sont égaux a I'unité. Donc le cycle est nul. De

C NZ t;C;
C =2 2:G;.

Les hypersurfaces C,, C,, ..., G, forment donc un systéme
fondamental.

on tire de suite

i 3 G



NOTE L

INTEGRALES DOUBLES DE SECONDE ESPECE ET INTEGRALES SIMPLES
DE TROISIEME ESPECE DES SURFACES ALGEBRIQUES (*).

Les intégrales doubles de seconde espéce, introduites dans la Science et
étudiées de fagon fort compléte par M. Picard, se rattachent de multiple
maniére aux théories traitées dans cet Ouvrage. Elles vont nous donner
’occasion de faire de nouvelles applications de 'Analysis Situs. En parti-
culier, nous allons mettre en relief un beau théoréme reliant la théorie de
ces intégrales aux propriétés de certains cycles (n° 15). J'ajoute que le
théoréme et sa démonstration sont susceptibles d'étre étendus aux inté-
grales de multiplicité quelconque d'une V4.

Une fois la théorie des intégrales doubles bien assise, le théoréme fon-
damental de M. Picard sur le nombre p s’obtient si simplement que nous
n’avons pu résister a la tentation de le présenterici.

I. — Certaines propriétés des cycles & deux dimensions.

1. THEOREME. — Deux cycles Ty, T, de V, peuvent étre remplacés par
d’autres homologues ¢ nombres arithmétique et algébrique d’inter-
sections égaux au signe pres.

Nous supposons que les cycles se coupent en des points ordinaires, sans
y étre tangents, condition que 'on pourra toujours remplir en déformant
légérement au besoin 'un d'eux.

Je dis d’abord que Von peut s’arranger pour que I'ensemble des points
ordinaires de T, soit connexe(?). Car autrement, cet ensemble se partage
en un nombre fini de régions, dont soient Q; et Q, deux quelconques.
Dans Q; prenons une indicatrice {; formant la frontiére d’une cellule E{,
puis joignons Q; a Q, par un petit tube T se raccordant a T'; suivant les T,

(') Voir PicarD et Simart, vol. II; Chap. VII et suivants; LEPScHETZ, Annals
of Mathematics, vol. XX, 1g20; Comptes rendus, 1923, ainsi qu’un Mémoire en
cours de publication au Journal de Mathématiques.

(}) Un point d’'une M, est ordinaire lorsque deux E, le contenant en ont tou-
jours en commun une troisiéme le contenant également.
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On aura
El =1, E =10, T == {1+ L.

Par conséquent,
IFs+T—E}{—Ei=o0.

La multiplicité & droite est un cycle ~ Ty, car elle lui est réductible par
déformation continue. Si 'on prend T suffisamment délié et que I'on évite
de lui faire traverser nos cycles, le nouveau cycle coupera toujours T de
maniére convenable et il contient une région Q de moins. En poursuivant
on en réduira le nombre 3 uneseule, c’est-a-dire que 'ensemble des points
ordinaires sera alors connexe,

Soient Ay, Ay, ..., A, les points de I'intersection de Ty, T, contribuant
+1 a(Fe Ty), By, By, ..., By, les autres, de sorte que

(TyT,)=n—n'

On suppose n < n/, condition en rien restrictive comme on le verra.

On peut joindre A; & B, par une ligne composée en eatier de points ordi-
naires. Déformons T, de maniére a faire glisser A;le long de la ligne
jusqu’a le faire venir en B, Nous supposerons qu'en méme temps une
petite E; contenant A; sur I';, est ramenée au voisinage de B; sur le méme
cycle. Puisque les contributions de A; et de B; au nombre (F,I',) sont de
signes contraires, I'E, sera superposée & une cellule orientée négativement
pour T, de sorte qn’elle pourra étre supprimée dans I'y. Il en résultera que
A; et B; seront supprimés en tant qu'intersections des deux cycles. En con-
tinuant, on réduira bien le nombre arithmétique d'intersections a

n—n=-—(TT%). C. Q. F. b

COROLLAIRE. — Lorsque (I3T%) =0, on peut réduire les cycles a
d’autres ne se coupant plus nulle part.

2. Soient T, T2, ..., I'l* des cycles distincts en rombre maximum cou-
pant toute courbe algébrique C de V,en un nombre algébrique nul de

- ” 1Y R
points. Complétons le systéme par Ry— po autres cycles, r§°+‘, eooy Iy%, de

fagon A en avoir R, de distincts. Toute combinaison des T§*™ coupera au
woins une C en un nombre algébrique de points # o.

1° On peut trouver R; —p, courbes Cy, Cg, ..., Cr,—p, telles que le
déterminant d’ordre Ry— Py,

(1) | (r3e+hci) | # o,

car autrement il y aurait des entiers A non tous nuls tels que

S (rpthc) = [(ZA th) ]

pour toute G, contrairement a la maniére de choisir nos cycles.
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2* G étant toujours quelconque, il y a des entiers X, A;, avec A £o,
tels que

2£l;(1‘§°+h(}[) +a(ree*hey =

On en conclut que C +Z %: G; coupe tout T, en un nombre algébrique
nul de points, d’ou (Chap. V, n° 18)
EAC + ‘Z MGi~vo (o),
et enfin (Chap. 1V, n° 28)
(2) th—iwtzl;C;zo.

3° D'um autre c6té, sil’on avait

(3) 2)\;0;:0,

on en tirerait
E )\in ~J 0,

D 21y =o,

et par conséquent Je déterminant (1) est nul. Comme ceci n'a pas lieu, la
relation (3) ne peut exister elle non plus, de sorte que les C; sont indé-
pendantes au sens de M. Severi. La relation (2) montre que toute aulre
courbe dépend d’elles, donc le nombredes C;est égal a p (Chap. IV, n°31).
On en conclut :

auquel cas pour tout I,

THEOREME. — Il y a exactement Ry—p cycles Ty distincts rencon-
trant toute courbe algébrigue de Vs en un nombre algébriquement
nul de points.

Remarque. — M. Severi a démontré que le déterminant
| (C:Cx)| # o

D’un autre coté (Chap. 1V, n° 28), les C; sont des I'; indépendants. Par

r - h -
conséquent on peut prendre, au lieu des T§™" " ces courbes mémes. On
aura alors le systéme de cycles

ry, Ti ..., T G, ..., C,

aux mémes propriétés que celui considéré plus haut.
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3. Une autre question fort importante pour la suite est celle du nombre
de cycles finis a systémes de X distincts, du type

(4) ¥ NAi+ ((Ha)).

[La notation ((H,)) désigne, comme au Chapitre IV, n° 9, une partie
finie de H,. ]
A (4) correspond l'équivalence

— ((Ha)) EZ Aid; (les & sont dans H,;),
ou plus généralement, le sens de ((H,)) étant clair,
(5) —((H,)) EZ %5,  (les § sont dans H,).

Réciproqnement, en raisonnant comme aun Chapitre II, n° 10, on montre
qu'a (5) correspond toujours un T, fini (4). On est done ramené i déter—
miner le nombre d’équivalences (5) distinctes.

Reprenons les lignes I; du Chapitre II, n° 20, joignant I'un des points
bases de , H, | (ici les points & linfini) aux m —1 autres. Pour qu'un T,
de Hy forme la frontiére d’une région finie de la courbe, il faut et il suffit
d’abord qu’il soit ~v o, puis que

(I'iip)=o (h=r1,2,...,m—1).

En effet, ces relations expriment simplement que des deux régions en les~
quelles I’y partage Hy, chacune des / passe un nombre pair de fois de Fune
dans 'autre. Les points a l'infini sont alors nécessairement dans la méme
région.

On conclut de ce qui précéde que, pour qne (5) soit satisfaite, il faut et
il suffit que :

(a) 2 M(3iTy)=o0  (pourtout Iy de H,),
(&) 27\:(3;'lh)=0 (h=1,2 ..., n—1).

D’aprés la fin du Chapitre II, les équations linéaires aux A, auxquelles on
est ainsi conduit, ont une matrice aux coefficieots de rang

2p—29+m—i1=2p—Ry+m—1.
Le nombre de solutions distinctes est done
N”(QPMR|+M‘-—I)=R2"“I '+"'2P““R1

(Chap. III, n° 11). Tel est aussi le nombre d’équivalences (5) distinctes, et
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par suite enfin le nombre cherché des cycles finis (4) a systémes de A dis-
tincts.

4. D’un autre cété, soit T'y quelconque. Ty~ nly— (T¢H).H coupe H
en un nombre algébriquement nul de points, donc il est homologue a un
cycle fini (n° 1, corollaire). On obtiendra ainsi de suite Ry —1 cycles finis

distincts, Comme (H2) = m o, H ne peut étre homologue & un cycle
fini. Par suite, Ry— 1 est le nombre maximum de T, finis distincts. On en

conclut que les cycles finis (4) en comprennent as moins 2p —R,; a sys-
témes de A distincts, formant cependant frontiére sur V,. Il n’est pas diffi-
cile de montrer que 2 p — R, est précisément le nombre de ces cycles. Soit

en effet

Maaz A s+ ((Ha)).

M; coupe une H, générique suivant un Ty, car Hy n’en rencontre ni les
frontiéres A; ni ((H,)), les premiéres, puisque ) n'est pas en général sur
les coupures aa;, la seconde parce que ((Hg) ne contient pas les points-

bases de ’Hy}.
M;, lieu de T, a pour frontiéres (Chap. III, n° 11)

(6) 3 (113 8i+ ((Ha)).

Par snite, A;== (I';§;). On en conclut que le nombre de Ty considérés ne
dépasse pas le nombre de systémes d’entiers (Iy3;) distincts, quand on
envisage tous les Ty de Hy, c’est-d-dire 2p —2¢ = 2p — R; (Chap. II,
n° 18). Ceci suffit pour démontrer que 2 p — Ry est bien le nombre de ces

cycles.
On peut construire de fagon fort simple des P, réductibles aux pré-

cédents par déformation finie. Soit T, le lieu qui est fini, du I'; en évidence
dans (6), quand y décrit un cercle de grand rayon {. Il ést clair que Tyrvo.

On peut considérer, si 'on veut, 's comme un tube dont I'axe est la posi-
tion limite de Ty a l'infini. Déformons ¥ sans lui faire traverser les a; jus-

qu'a ce qu'il coincide avec les coupures. Ty sera alors devenu le cycle (6),
comme on le voit de suite en considérant le lieu de Ty quand y déerit suc-

cessivement les deux lévres d’'une méme coupure.

II. — Généralités sur les périodes et résidus
des intégrales doubles.

5. Une période de I'intégrale double

(1) f R(z, y, z)dxrdy (R fonction rationnelle)
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en est la valeur étendue & un I'; qui ne rencontre pas les courbes d'infimi
de Uintégrale (1). Lorsque I'; ~v o, la période est un résidu de (1). Soit dans
ce cas My==I';. Si M; ne rencontre pas les courbes d'infini, le théoréme de
Cauchy-Poincaré montre de suite que le résidu est nul. Supposons que M;
rencoontre une de ces courbes, soit C. Pnisque [y ne la rencontre pas, on
puarra déformer au besoin légérement My de maniére que M;C soit un Ty

et non une M;. Dans M; isolons le voisinage de ce Iy par un cycle I's
infiniment voisin, nécessairement ~ o (mod V). Soit Mj ce qui reste de Mg
quand on y supprime toutes ces parties isolées. Ni My ni ses frontiéres ne
rencontrent les courbes d’infini. De

on conclnt que le résidu relatif & Ty est égal & la somme de ceux relatifs
aux Ty. Il suffira donc de considérer ces résidus spéciaux.

On peut donner une construction fort simple des I's. Supposons que C
fasse partie de la courbe D, appartenant & un certein faisceau linéaire ’Bu ;

En particulier, G peut coincider avec Dy, Soit § un petit circuit entou=
rant u, dans son plan, puis considérons la partie de M;relative anx ©

intérieurs 4 {. Sa frontiére pourra de toute éyidence étre prise pour un Iy

Ce dernier est le lieu d'un I'; de D, quand u déerit {. Au fond, ce T; est
simplement un tube dont I'axe est la poaition limite de Iy dans D,,. On
reconnait ]a la construction de la fin du n° 4, qui correspornd au cas od

C=H,, |D.J={[H,y}

T, n’est autre alors que le cycle fini de ce numéro.

IIT. — Intégrales doubles de saconde espéce propres et impropres.

8. DErmNiTIONs. — Une intégrale double de type

alu oV _ ‘
) ff({)}“ e (}J—,) dzdy  (U,V, fonctions rationnelles)

est dite impropre de seconde espéce. Toute intégrale double de fonction

(1) Lorsqu’une M, rencontlre uniquement des courbes polaires d’ordre un de R,
(1) étendue 3 M, donne lieu A une intégrale convergente (Picard ). Toutefois, cette
valeur varie avec l'intersection de M, et des courbes. L'intégrale étendue 3 un
wel T, conduirait donc & des périodes variant continOment avec le cycle. Il n’y a,
a ce que je sache, aucune application de telles périodes; C’est pourquoi la restric-
t:on imposée pour linstant a T,, restriction d'ailleurs levée en partie plus loin
(l‘l“ 7).
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rationnelle est de seconde espéce quand elle a cette propriété : a chaque
courbe d'infini de V'intégrale en correspond une impropre, telle que la dif-
férence entre les deux soit finie au voisinage d'un point arbitraire de la
courbe (1). Enfin, des intégrales de seconde espéce en nombre quel-
conque sont ltnéairement indépendantes s'il n'en existe pas de combi-

naison linéaire & coefficients constants, impropre (sous-entendu ici oommc
dans la suite « de seconde espéce »).

7. TutorEmgs. — 1. Une transformation birationnelle ne change
pas la forme des intégrales impropres (2).

En effet, soient 2, ¥', 5'les coordonnées courantes sur une surface trans-

formée birationnelle de V,. Le théoréme est une conséquence immédiate
des identités

JSGaa=f [sehio=[ [
~[SZ0F) 5 (”dx)]d” Y

et de celles semblables pour d——U
dy

I1. Soient U une fonction rationnelle, 'y un cycle ne rencontrant nl

ses courbes d’infini, ni la courbe simple d’intersection, D, de V,
avee fy=0.0On a

(2) ffr?gdxd _..f[wmdxdy-o

Le changement de va'iables 2= U, y'= y, pour la premiére intégrale,

z'= z, y'= U, pour la seconde, réduisent de suite le théoréme en question
a celui de Cauchy-Poincaré.

I11. Les intégrales de seconde espéce n'ant pas de résidus.

Il suffic évidemment de considérer les intégrales impropres et méme les
intégrales (3). De plus, pour cycles a résidus, on peut se contenter de prendre
ceux désignés par Ty au paragraphe 2. On voit alors de suite qu'en défor-

mant convenablement les axes Ty de ces tubes, ils rempliront toutes les
eonditions de V'énoncé de II, d'oir 11 s'ensuit.

CororLLaires. — L. Lorsque Ty~~T,, les périodes correspondantes
d’une intégrale de seconde espéce ] sont égales.

(1) Cette définition, légérement diliérente de celle de M. Picard, semble queiqus
peu plus commode. Voir PicaRD et SimanrTt, vol. II, p. 160.
(*) Tbid., p. 161.
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1L, Pour quil y ait un cycle ~ Ty par rapport auquel ] posséde une
période, il faut et il suffit que T coupe toute courbe d’infini del en
un nombre algébriguement nul de points.

Dorénavant, nous n’hésiterons plus a considérer les périodes de J relati-
vement 4 un I'; coupant les courbes d'infini, pourvu qae les conditions du
corollaire 11 soient remplies. 1l s’agira alors tonjours de la période relative
3 un cycle convenable ~ T,.

TukoniME V. — Réciproguement, si J n’a pas de résidus, elle est de
seconde espéce (1),

Soit g(x, ¥)=o0 la projection d’'une courbe d'infini C de J, n’appar-
tenant pas a 'Hﬂ. (Lorsque C est une H,, il suffit d’échanger les rdles de
z et y dans la discussion.) L'intégrale aura la forme

[ e

ob A est une fonction rationnelle ni nulle ni infinie sur C.
Si @ >1, on remplace J par l'intégrale aux mémes résidus

I J A I d A
i [ [ memt = [ [ aomam () =

de méme type, avec 2 — 1 au lieu de z. En définitive, on peut donc togjours
étre ramené a a =1,

Transformons alors V; birationnellement de maniére que la transformée
de C sur la nouvelle V, (pour laquelle nous garderons les mémes notations
que pour I'ancienne ) fasse partie de H,,. L'intégrale transformée, qni aura
toujours les mémes résidus que la primitive, sera de la forme

A
3 ar d Az, .
(3) ./.‘/VJ’—“‘}’O T ay, (a’;h,,z)#o

En se reportant 3 ce que nous avons dit au n° 5 sur la constrnction des

cycles & résidus, on voit que les résidus de (3) sont les périodes de I'inté-
grale abélienne attachée a H,,,

(4) 21tifA(x,yo,z)dx.

Réciproquement, toute période de (4) est un résidu de (5), donc aussi
de J. Par conséquent, ces périodes sont toutes nulles et (3) se réduit a une

(') Loc. cit., p. 203.
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fonction rationnelle sur C, soit 2= iU(#, 2). On en conclut que

A(z, y,3) f [U(:z‘ z)]dxd
f y— 7, dx dy fdx > — 7 y

est finie au voisinage d’'un point 2rbitraire de C, ou plutét de la trans-
formée de C sur la nouvelle V,. En retournant a la surface originelle, et en
se rappelant la propriété d’invariance des intégrales 1mpropres on voit
que J se conduit comme une intégrale de seconde espéce au voisinage de C.
Ceci suffit pour démontrer notre théoréme.

Remarque. — De la on conclut aisément a I'invariance des intégrales de
seconde espéce sous les transformations birationnelles.

IV. — Etude des périodes d’'une classe particuliérement simple
d’intégrales doubles.

8. Nons allons faire I'étude des périodes des intégrales

(1) ffP(x ¥, z)dxdy

oa P, ici comme d’ailleurs partout dans la suite, dénote un polynome
adjoint, Cette intégrale a comme propriété essentielle d'étre finie a distance
finie. Plus généralement, nous nous occuperons aussi des intégrales infinies
uniquement sur uu certain nombre de courbes H,.

L'étude de (1) se rattache intimement a celle de l'intégrale abélienne
attachée & H,,

(2) fP(w,§;z)dx_

TritorEME. — Lorsque P est quelconque, (2) posséde 2p +m — 1
périodes cycligues et logarithmiques complétement arbitraires, c’est-
d-dire autant que si le polynome n’était pas astreint @ étre un poly-
nome en y également (1).

Méme démonstration qu'au Chapitre IV, n° 2

(') Je dis en effet que
(1) fﬂf}z—)ﬁﬁ (P polynome adjoint & H,)

posséde 2p periodes cycliques et m—x logarithmigues a Uinfini complétement
arbitraires. Les périodes logarithmiques sont bien arbitraires, car les intégrales
normales de troisiéme espéce avec deux points logarithmiques a linfini sont
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Remargue. — Soient vy, 1, ..., Yep+m—1 80 systéme de cycles de H,
correspondant aux périodes en question. Nuile combinaison des y ne peut
former frontiére pour une partie finie de H,, car alors la période corres-
pondante de toute intégrale (2) correspondante serait nulle (théoréme de
Cauchy). Mais la théorie lémentaire des surfaces de Riemann nous apprend
qn’il y a au plus 2 p+m— 1 cycles linéaires ayant cette propriété. Donc I'y
étant quelconque dans Hy, il y a un cycle

ll‘l—i-z AiYi (l #0)

formant frontiére pour une partie finie de H,.

COROLLAIRE. — On peut se donner 2 p+ m — 1 intégrales (2) a déter-
minant de périodes # o. Les cycles correspondants constituent précisé-
ment un systéme tel que les 7.

9. D’aprés le paragraphe 1,l'intégrale double (1) posséde Ry—i+2p—R,
périodes relatives a des cycles finis

(3) . 2iby+ ((Ha)).

Soit Q;( y) la période de (2) par rapport 4 8;. On montre, comme au Cha-

toutes de type (1), Il suffit donc de montrer que les intégrales de seconde
espéce (1) ont des périodes arbitraires.

Soit ax + b2 + ¢ = o une tangente en nn point arbitraire B, de H,, B, B;,...,
B, ses autres intersections avec la courbe, ; abscisse de B, Considérons la

différence
P(zx,z)dx X “(x_b‘)

(az+ bz +c¢) fI (x—¥b,) (az+ bz +¢)

= f[(ax%a;}z-)l—c )] %’

ol 4 gauche se trouve I'iutégrale normale de secoude espéce relative i B, et une
constante k telle que le tout seit fini en ce point. Ln quantité entre crochets
a droite est finie a distance finie, donc (Picarp et Simart, vol. II, p. 10) égale
a un polynome, nécessairement adjoint. [La tangente {loc. cit.) est paralléle
a Oy, mais on passe de 12 au cas plus général par une simple rotation d’axes.]
L’intégrale & droite dans (2) est alors de forme (1), aux mémes périodes que V'in-
tégrale normale. Donc les intégrales de seconde espéce (1) ont leurs périodes
cycliques aussi arbitraires qu’une combinaison linéaire d’intégrales normales et
d’intégrales de premiére espéce [elles-mémes aussi de forme (1) ]. Ceci suffit pour
démontrer notre affirmation.

(2)
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pitre IV, n° 16, que la période relative a (3) est égale a (1)

300

THEOREME. — Les périodes d’une intégrale double (1) arbitraire sont
elles-mémes complétement arbitraires ().

En effet, celles de

f ?(J’)P(xaf.{’*“)dxﬁf (9 polynome)

2 1ffaj°?(y)0j(y) dy.

Si notre théoréme tombe en défaut, c’est qu’il y a une relation

aj
wa r¥e;(y)dy = o,

aux p non tous nuls, satisfaite pour toutes les valeurs de Pentier £. De la

on tire de suite
2 (YUY 4
p._,f y—u dy =o,

a

sont égales a

quelle que soit u. Soit p;7 o. L'accroissement 2wip;Q; de cette expres-
sion quand u tourne autour de a; doit étre nul, d’od Q;(y) = 0. Mais §;
ne fait pas frontiére sur Hy (Chap. I[, n® 10), donc, d’aprés le numéro pré-
cédent, la période correspondante d’une intégrale (2) arbitraire ne peut
étre nulle, contradiction qui démontre notre théoréme.

10. TakoriMe. — Une intégrale double J infinie uniquement sur
des Hy et dont toutes les périodes et résidus sont nuls, est impropre de
seconde espéce (3).

J:ffﬁ(.z‘,y,z)dxdy, J,:fadx,

(1} Ici, comme au Chapitre IV, n* {5 {voir aussi plus loin, n* 10),

Z ljnj(y) = 0.

(?) PicArD et SiManT, vol. I, p. 335.

(3) Ibid., p. 365. Le cas considéré ici est un peu plus général, mais la démons-
tration est la méme.

Soient
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Q; la période de Jy relative 3 §,

Jﬁxfw(ix (h=1,2, ..., 2p+m—1),
F4

les intégrales du corollaire au n® 8, 4 Jéterminant de périodes non nul,
2, la période de J% relative & §;. Pour démontrer le théoréme, il suffit

d’établir V'existence de fonctions rationnelles cp(y), U{z, y, 3), telles
que

0
(4) Jf_d?Z epdft=U(z, y, 2).

Soient, dans Hy, vy, Y2, ..., YR, un systéme de cycles invariants au
nombre maximum de R, (Chap. II et III), et soient wg, wxi les périodes
de Jy, J% relativement 3 y4 Pour que (4) soit vraie, il faut d’abord que les
périodes de l'iniégrale au premier membre soient nulles. Il eu sera bien
ainsi lorsque

2 p+m—1

Y
(5) I o) = [ w(Nd (k=12 ., R),
1 a
2p+m—1

y
(6) Eh c;,Q;,,-(y):f Q;(y)dy (J=1,2, ...,N).
aj

1

En effet, en vertu des relations (6), les périodes relatives aux & seront
nulles. Ceci entraine 'invariance de toutes les périodes alors que, grace aux
relations (5), les périodes invariantes elles aussi s’evanouissent. Nous allons

voir que les relations (5), (6)suffisent pour déterminer des fonctious cx(y)
convenables.

Au cycle fini (3) correspond ’équivalence

(7) —((Hy)) =Y 2.

Par suite,
N

Zjlehf(y)zo (h=1,2,...,2p+m—1).

Les expressions des périodes de J sont de méme type que pour (1). En
écrivant qu’elles sont nulles, on obtient

“2 lf'faj Qi (y)dy = 0=Z 11.[IQJ(J’)d)f-

Vu que le nombre de cycles (3) & systémes de A distincts est égal a

Ry— 1~ 2p — Ry,



428 SELECTED PAPERS —V

ce méme nombre de relations (6) est une conséquence des
N—(Re—i1+2p—Ry)=2p—Ri+m—1

autres. Jointes aux équations (5), elles nous en donnent juste le nombre
2 p + m—1 qu’il nous faut pour déterminer les inconnues c, bien entendu
pourvu que le déterminant des coefficients ne soit pas nul. Or ce détermi-
nant n'est autre que celui des périodes des J:& relativement a autant de
cycles dont nulle combinaison ne forme frontiére pour une partie finie
de Hy, et il ne sera pas nul.

Ainsi nos relations nous fournissent une solution unique aux incon-
nues ¢. Remarquons que wp, wyg sont rationnelles, car elles sont uniformes

et réguliéres a linfini. De plus, fw;,(y) dy lest également, car ses

périodes logarithmiques, s’il y en avait, seraient des résidus de J. Enfin,
lorsque » décrit un chemin fermé quelconque, les seconds membres des
relations (6) se combinent comme leurs premiers; la vérification en est
immédiate. 1l suffit alors d’écrire les solutions aux ¢ pour voir que ces fonc-
tions sont uniformes, réguliéres a I'infini comme les 2, et partant ration-
nelles.

Sauf & étre assuré qu'elle est rationnelle, on pourra déterminer la fonc-
tion U. Mais en tout cas

VU N enPy
® -G V=X

d’old 'on conclnt que U est certainement algébrique. Qutre y, elle peut
dépendre de certains paramétres. Maintenant ces derniers fixes, soient
Uy, Uy, ..., U; ses déterminations pour y donné. Leur moyenne U satisfait
tout aussi bien a (8) et elle est de plus rationnelle en 2, y, 2. Cela revient
a démontrer le théoréme.

Remarque. — Un point peut préter A objection dans la démonstration
précédente : nous avons admis sans plus que les périodes de J ont les mémes
expressions que si elle était finie & distance finie. Cela ne fait aucun doute
tant que, parmi ses courbes d'infini, ne se trouvent pas de Hg; (courbes H,
relatives aux valeurs critiques). Montrons que, méme dans ce cas, iln’y a
que peu de choses a changer.

Soit & le cycle de H, s’accroissant de 3; quand y tourne autour de a;
(Chap. 11, n° 10). Soit A; le lieu de ¥} quand y déerit, non plus la cou-
pure aa;, mais un lacet en différant fort peu (Chap. III, n° 417). Les cycles
finis sont réductibles au type

D0+ ((Ha)),

cycle qui ne rencontre plus les Hy,. 11 suffira alors de remplacer partout
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les @ par les périodes relatives aux &' et les chemins d'intégration aa; par
les lacets; mais, a part cela, le reste de la discussion ira comme aupa-
ravant.

V. — Réduction des intégrales de secoude espéce.
Théoréme définitif.

11. TuEoREME. — Toute intégrale de seconde espéce J est réductible
par soustraction d’une intégrale impropre & une intégrale infinie
uniquement sur des H,.

Seit g(#, y) =0 la projection d'une courbe d’infini de ] n'appartenant
pas & Hy, et soit

Ju  av
0 S/ @+ 5)es
telle que la différence entreelle et J soit finie au voisinage de C. Les fonc-
tions rationnelles U, V peuvent étre mises sous la forme

Az, y, )

g% h{z, y)’

ol Aet & sont les polynomes ne s’annulaat pas identiquement pour

g=o0 (1)
On pourra d’ailleurs écrire

=M(x,y)+N(x,y)
g*h  g*k(y) hk(y)

(M, N, & polynomes).

On en conclut que la différence

A AM
gx.h gk

est finie au voisinage de C. On pourra donc remplacer U etV par desfonc-
tions semblables, sauf que A ne contient plus z. Eu soustrayant alors (1)
de J, on aura remplacé G comme courbe d’infini par un certain nombre de
courbes Hy. En continuant, on n’aura plus que de telles courbes comme
courbes d'infini de I'intégrale réduite. C. Q. F. D.

CoroLLAIRE. — ] est réductible a la forme

[0,

(1) E. Picarp, Traité d’Analyse, 3° édition, vol. I, p. 6g.
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En effet, nous pouvons d'abord supposer J infinie uniquement sur des H,.
I1 existe une intégrale du type précédent aux mémes périodes que J, soit J'.
Pas plus que J, J' ne posséde de résidus a l'infini, et, comme elle est finie
partout ailleurs, J’ est de seconde espéce. J — J' est sans périodes, infinie
uuiquement sur des Hy, donc impropre, et J est bien réductible a J'.

12. Soit G une courbe algébrique d’ordre v, en position générale par rap-
port aux axes. Formons une intégrale abélienne attachée a H,,

de:L',

a périodes logarithmiques + 1 relativemeut aux points de CH, et —v rela—
tivement a I'un des points a Pinfini. Les conditions imposées & V sont ration-
nelles par rapport a y dans leur ensemble. Raisonnant alors comme 2 la fin
du n° 10, on montre que cette fonction rationnelle en z et z 'est en y éga-

lement. Alors
d
-J}f\/dx

est de seconde espéce et, partant, réductible a l'aide d’opérations ration-
nelles par rapport a y (soustraction de fonctions rationnelles bien déter-
minées) & une intégrale J, finie a distance finie. On aura

Jym-;-;—rf\fdx-—-U:fR(x,y,z)dx.

Par conséquent,

szfﬂ(x,y,z)dxdy=ff(g—g~+g¥)dxdy

est une intégrale impropre infinie uniquement sur des H,, reliée de fagon
définie a la courbe C. H s’agit d’en étudier les périodes.

Soit Ty un cycle fini (seule espéce de cycle par rapport auquel J puisse
avoir des périodes). Réduisons Ty, & la maniére du n°® {, a un cycle ne cou-
pant G qu'en == (L3 C) points. En se rapportant 2 la discussion (loc. cit.),
on voit que 'on peut s'arranger pour que ces points soient tous dans Hy,
( yo arbitraire) et que de plus 'y et Hy y aient en commun des petites E,
entourant les points. En déformant I'y on devra prendre soin d’éviter Ies H,
d'infini de J, chose facile a faire.

Supprimons les E, dans I';. La M, restante aura pour frontiéres les eir-
cuits frontiéres ¥ des E,. Puisque J est finie sur nos E;,

lfﬁgﬁd.rdyﬂf‘/.",
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peut étre rendue aussi petite que l'on veut. Or

ffmz"‘"Ej;(Udy“de)z-wa:wx,

ou il est entendu que les £ sont orientés comme des indicatrices de I's. Ces
circuits en seront alors toul aussi bien pour Hy (1). On a donc

ffn :"Zf,:v‘”“"“”(r"c)'

Telle est aussi la valeur de la péciode de J relativement & Ty, puisqu’elle en
différe d’aussi peu que I'on veut.

Remarque. — Au lieu d'une courbe unique, prenons-en plusieurs, Gy,
Ca, ..., Gy, puis supposons maintenant que

dezr

posséde pour points logarithmiques les points C; Hy avec une période égale
a px On pourra toujours former J et le méme raisonnement donne cette
fois, pour sa période relativement a Ty, la valeur

mz Wc(reck)-

13. Les I‘{(j: 1,2, ..., Po) du paragraphe 1, ne rencontrant toute
courbe algébrique qu'en un nombre algébriquement nul de points, sont tous
homologues a des cycles finis

X ik ((Ha)).
Toutefois, il y aura encore p — 1 tels cycles, soient
2 (h=r1,2, ...,p—1),

rencontrant chacun au moins une courbe en un nombre algébriguement
non nul de peints. On peut méme affirmer que toute combinaison de ces
cycles aura toujours cslie propriété.

(1) On le démontre en se basant sur ceci : Soient T,, T, I'y, passant par un
point A ordinaire pour tous trois, les deux premiers y ayant de plus en commaun
un circuit § passant par A. [ sera orientable de maniére 4 &tre une indicatrice
(ou bien T'opposée d’une indicatrice)} pour les deux cycles a la fois, pourvu que
les centributions de A a (I,I) et (T,[';) soient égales. Ici Iy= G, I', = Hy,
el { entoure A, mais de faciles considérations de continuité montrent que ie rai-
sonnement est toujours valide.
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Soient Cy, Gy, ..., G, des courbes indépendantes au sens de M. Severi,
De la discussion du paragraphe 1, on conclut que la matrice

“(rg“—&cfr) “ (sz’%-"19"_];"(:‘:2:""9)
est de rang 9 —1. On peut par conséquent supposer le déterminant
l(rgu—'—flck)l#o (hy k=1, 2, sy PO

Soit J; l'intégrale double analogue & celle du numéro précédent celative
a Cx (kZp—1). Le déterminant précédent est celui des périodes de J; rela-

tivement aux Pg"*". En serappelant la natnre de ces intégrales, on conclut:
Il y a une intégrale impropre, infinie uniquement sur des H,,

& périodes par rapport aux 1"'952“'*',l égales a des constantes quel-
congues.

14. TuEorEME. — Pour que J soit impropre, il faut et il suffit qu'elle

soit sans période par rapport aux T4(j<po) (cycles coupant toute
courbe algébrique en un nombre algébriquement nul de points).

D’aprés le corollaire 1 du n° 7, il y a lieu de considérer les périodes par
rapport a nos Iy, quelle que soit Fintégrale double envisagée. En vertu du
théoréme I (loc. cit.), quand J est impropre, les périodes sont bien nulles,
de sorte que la condition est effectivement nécessaire. Elle est aussi suf/fi-
sante. En effet, nous pouvons prendre J sous la forme (1) du paragraphe 4,
puisque la réduction s’y fait précisément par soustraction d’une intégrale
impropre, donc sans changer les périodes envisagées. Soit alors J', impropre

aux mémes périodes que J relativement aux Pg“*"', infinie uniquement sur
des Hy. J —J’ est sans périodes, infinie unignement sur des H,, donc
impropre, et il en est de méme de J. C, Q. F. D.

18. THEOREME DEFINITIF.— Le nombre d’tntégrales doubles de seconde
espéce linéairement indépendantes est égal au nombre py de cycles
distinets rencontrant toute courbe algébrigue en un nombre algébri-
quement nul de points,

En effet, nous pouvons former p, intégrales distinctes de [a forme (1) du
paragraphe 4 a résidus tous nuls et & déterminant de périodes par rap-
port aux P-{(jg po) non nul (n® 9). Ces intégrales sont de seconde espéce,
linéairement indépendantes. Enfin, J étant quelconque de seconde espéce, il
y aura unc combinaison linéaire J* des intégrales précédentes, aux mémes
périodes qu’elle relativement aux cycles ci-dessus. J — J' sans périodes par
rapport a eux est impropre (n°14). Cela veut dire que J dépend des gg pre-
miéres intégrales, ce qui démontre le théoréme.

CoroLLAIRE : ForMuLE DE M. Picarp. — De ce qui précéde, on tire de
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suite cette formule de M, Picard :
po=Ry—p=1+2Rj—p +2,

od, comme toujours, I désigne I'invariant de Zeuthen-Segre.

16. Le théoréme précédent admet une généralisation compléte aux Vg.
On peut définir pour leurs intégrales k-uples ce que I'on entend par inté-
grales de seconde espéce linéairement indépendantes, et I'on a alors

THROREME. — Soient r le nombre mazimum de I'y distincts d'une Vyne
rencontrant pas un groupe donné d’hypersurfaces, % le minimum de r
quand on envisage tous les groupes possibles. Le nombre d’intégrales
k-uples de seconde espéce linéairement indépendantes est égal & pk.

V1. — Intégrales simples de troisiéme espdce.

17. Nous avons déja envisagé au Chapitre IV les intégrales simples

dUu 4V

nous limitant presque exclusivement 4 celles de premiére espéce. Une inté-
grale (1) générale possédera des courbes logarithmiques, c’est-a-dire
ayant cette propriété: C étant I'une d’elles, § la fronti¢re d’une petite E;
rencontrant C sans contact, I'intégrale étendue a & n'est pas nulle. En fait, sa
valeur est constante quand { est déformé de maniére quelcongue sans ren-
contrer les courbes logarithmiques et cette constante est la période loga-
rithmique relative a G. Assujettissons le point =z, y, z) & rester dans une
courbe non singuliére, D, de l'intégrale. Cette derniére devient alors une
intégrale abélienne de troisiéme espéce attachée a D, aux points logarith-
miques CD, avec pour période relativement a4 chacun d’eux la période méme
de (1) relativement a C.

L'intégrale (1) est dite de troisiéme espéce, si elle posséde effectivement
des courbes logarithmiques.

8. Soient G,, G, ..., C,les courbes logarithmiques de (1), ps la période
relative & C4. Sur une H, Vinlégrale en définit une aux points logarith-
miques Cx H avec une période correspondante égale a ;. Par suite,

(1) Zpk(ckﬂ)xo,

d’olt immédiatement r22, du moins quand les u ne sont pas tous nuls,
c'est-a-dire quand (1) est effectivement de troisiéme espéce, comme on le
supposera dorénavant. On doit & M. Picard un résultat d’une importance
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capitale en géométrie algébrique, dont la démonstration est 'objet de ce
paragraphe :

THEOREME DE M. PicarD. — Il existe toujours une intégrale simple
dont p + 1 courbes données sont les seules courbes logarithmiques. Par
contre, il existe des systémes de p courbes ou moins qui ne peuvent étre
les seules courbes logarithmiques dune intégrale simple de V,,

L'entier p est bien entendu le méme que nous avons désigné précédem-
ment par cette lettre et que 'on nomme d'ailleurs communément nombre
de M. Picard.

On trouvera la démonstration de ce théoréme dans le Traité de MM. Pi-
card et Simard, vol. II, Chap. IX. Nous allons en démontrer un ici un peu
plus général, en suivant en quelque sorte la marche inverse de M. Picard.
En effet, aprés avoir obtenu directement le théoréme ci-dessus, l'illustre
savant s'en est servi pour dériver certains résultats importants surles inté-
grales doubles (Zoc. cit., Chap. X). Ici, au contraire, nous allons faire usage
de ce que nous avons appris sur les intégrales doubles pour en déduire trés
rapidement le théoréme que nous avons en vue,

On consultera d’ailleurs avec graud profit sur cette question un fort
important Mémoire de M. Severi (Mathematische Annalen, 1906),
Mémoire que nous avoms déja eu loccasion de citer. Les travaux de

M. Severi ont éclairé d’un jour nouveau la théorie que l'on doit a
M. Picard.

19. En se rappelant la définition de p donnée au Chapitre IV, on voit
que la proposition de M. Picard se raméne de suite & ce théoréme :

Tu&oREME. — La conditior nécessaire et suffisante pour qu’il existe
une intégrale simple aux courbes logarithmiques Cy, C,, ..., C,, est
gu'elles soient relides par une homologie (modV,), ou, ce qui revient
au méme, qu'elles soient dépendantes au sens de M. Severi.

1° La condition est nécessaire. En effet, soient

U oV
3) fUdwadx, Sty

Pintégrale de I’énoncé, u, sa période relative a C; (!). Clairement, les

périodes de
F(2 2 e
f iz oy Y

sont toutes nulles. La remarque a la fin du n° 12 est évidemment appli-

(') On suppose que les C ne comprennent pas la courbe & 'infini. Gettecircon.
stance un peu génante peut étre évitée par une transformation homographique
préalable.
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cable. En écrivant que I'expression des périodes ainsi obtenue est nulle,
on a

(4) D #r(F:C) = o

pour tout T, fini. De plus, (2) montre que ceci est encore vrai pour le
cycle H. Or tout I'y dépend de H et des cycles finis. Donc (4) est vraie

pour tout I'y. Soient T}, T}, ..., TR: des cycles indépendants quelconques.
La matrice

1 (Fick)” (J=1,2,..., Rejhk=1,2, ..., 7)

est de rang r --1 au plus. Puisque ses termes sont tous entiers, il y a des
entiers A non tous nuls tels que

2)%(1‘{0;,):: [(zk,,ck) F{] =0 (J=1,2, ..., Ra).

Par conséquent ( Chap. III, n° 18),

(5) tZl‘.Ckwo (modVy).

C. Q. F. D.
2° La condition ést suffisante. En effer, (5) étant vérifiée, formons

I'intégrale double
JdUu oV

infinie uniquement sur des H, et telle que

dex

ait pour points singuliers logarithmiques les points CxH avec une période
egale & Ag (n° 12). En vertu de (5) on aura pour tout Ty

(6) Zlk(ckl‘z)=°;
¢t en particulier pour H
(7) Ekk(CkH)zo.

Donc toutes les périodes de J sont nulles. Par conséquent (n°10),

oU gV = A=z, ¥, 3)
[ (B ey, 7oAz
dx oy 7 ?(y)fz

(A, polynome adjoint; ¢, polyname).
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On en tire _ _
d(U—T). o(v-V) _ o,
dx dy
de sorte qbe
(8) f(V——V)dx—(Um-ﬂ)dy

est une intégrale simple attachée a notre surface. De la forme dc V on con-
clut que (8) n’a, outre les C, que des H, pour courbes logarithmiques.
Soient Hy, I'une d’elles, autre que la courbe a U'infini, 2mix la période cor-
respondante de (8). Soustrayons de cette derniére

«

Y —Xo

xlog(y — yo) =f dy.

L’intégrale restante acquerra au pis aller la seule courbe a l'infini comme
courbe logarithmique nouvelle, et aura perdu H,,. Supprimons ainsi toutes
les courbes logarithmiques de méme nature. Soit A la période de l'inté-
grale finale relativement a la courbe a l'infini. La relation (2) qui lui cor-
respond donne

mi +Z *x(CiH) =o0.
Par suite, en vertu de (7),

m\=o, donc enfin A =o,

Ainsi, en réalité, la courbe a l'infini n'est nullement logarithmique pour
Iintégrale finale, intégrale qui répond de toute évidence i la question. Ceci
achéve la démonstration,



NOTE 1.

SUR LES MODELES DE M. VOLTERRA.

Nous avons eu i'occasion, au Chapitre I, n® 9, de décrire certaines
variétés dues & M. Volterra. A propos de ces variétéds, le grand savant de
Rome a construit des modéles fort curieux. La planche ci-aprés, que nous
devons a son obligeance, a pour but de montrer comment deux variétés,
définies de maniéres fort différentes, peuvent n’en étre pas moins homéo-
morphes, comme nous allons ’expliquer rapidement.

La W; de la planche correspond a la valeur 3 de Pentier k (loc. cit.).
Voici sa construction exacte : Soit, dans I'espace ordinaire, T la région
comprise entre quatre sphéres dont trois sont extérieures les unes aux
autres, mais intérieures 4 la quatriéme. On suppose de plus que [es centres
des quatre sphéres sont dans un méme plan Q. Soit maintenant T' larégion
symétrique de T par rapport 3 un plan P ne rencontrant pas la plus grande
sphére et perpendiculaire a Q. Convenons enfin de considérer comme coinci-
dants les points frontiéres de T et T’, qui se correspondent dans la symé-
trie par rapport & P. L’ensemhle de T et T' donne lieu ainsi a la Wy de
M. Volterra,

I est clair que W est tout aussi bien symétrique parrapport & Q. Cou~
pons la figure par ce plan, et soient Ty, Ty les deux sections de T,
T/, T, celles correspondantes de T'. On peut maintenant considérer W,
comme formée de quatre parties, dont chacune est une E; limitée par
quatre hémisphéres et une partie plane. Les points des frontiéres planes
doivent étre liés par la pensée A leurs symétriques par rapport A Q, les
autres comme auparavant. La figure 1 illustre nettement cette situation.
Les parties bombées appartenant aux sphéres extérieures sont derriére le
plan de la figure,

Déformons maintenant Ty en méme temps que les parties correspon-
dantes des autres E;, de maniére & aplanir les grandes hémisphéres et
a rendre au contraire les parties planes sphériques. On obtient ainsi la
situation représentée par la figure 2. Chaque E; a pris maintenant la forme
d’une hémisphére avec trois cavités dans la partie sphérique. Elles reposent
sur le plan de la figure, la partie bombée en avant. Cette fois les parties
planes se correspondent par symétrie relativernent 3 P et il en est de méme
des cavités, alors qu'au contraire les hémisphéres se correspondent par
symétrie relativement a Q.
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Fig. 1. Fig. 2.

Fig. 3. Fig. §.
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Joignons les parties planes a celles qui leur correspondent. T, et T', don-
neront lieu ainsi 3 une sphére de centre dans P, sphére dont la surface
contient six cavités deux i deux symétriques relativement & P. De méme
pour Ty et T%.

Déformons enfin les cavités comme 'indique la figure 3, puis rejoignons
chaque partie & sa symétrique ( fig. 4). Tout cela revient a3 changer W,
en une variété homéomorphe.

La forme finale obtenue est celle d'une région limitée par une spheére
a trois anses et de sa symétrique par rapport & Q. Au fond, ce que lona
fait, c’est de faire coincider chaque point frontiére de T avec son symé-

trique par rapport A P sur la frontiére de T’, quitte 2 introduire de nou-
velles coupures.



