INTRODUCTION

Avant d'aborder I'examen détaillé de mes , qui se h
tous & la théorie des fonctions de variables réelles, jo veux, dans cetle lnlmduclloa,
rappeler le prodigieux essor pris par cette thiorie durant ces trente dernidres années,
malgré les préventions qui s'élevaient contre clle; ecar je crois bien que mon prin-
cipal titre est davoir & I'un de ceux qui, en diminuant singulidrement ces préven-
tions, ont contribué & cet essor et peut-dire celui qui a lo micvx montré quelles

i pour le progrés des partics méme les plus classiques des
m:m(.mnuques pouvaient étre obtenues par I'examen patient et prolongé des pro-
priétés des fonctions de variables réelles.

Pour bien montrer I'état des esprits au moment od j'ai commencé mes recher-
ches, j'indiqueral certaines rési que jai trées ; tous coux qui s6 sont
consacrés au méme genre d’études ont rencontré des résistances analogues. Je pnis
le faire sans scrupule, car il ne s'est jamais agi que de conflits d'idées, et j'ai tou-
jours trouvé la plus grande bienveillance personnelle chez ceux-ld méme & qui mes
travaux étaient le moins sympathigues.

En 18gg, javais remis & M. Picard une Note [42] (') sur les surfaces non réglées
applicables sur le plan; Hermite voulu) un instant s'opposcer & son insertion dans
les Comples Rendus de I'Académie; M. Picand dut défendre rua Note. On sait com-
bien, cependant, Hermite était bienveillant et prodigue d'éloges, mais c'était & pea
prés I'époque ol il écrivait & Stieltjds : o Je me détourne avec ellroi et horreur de
cette plaje lamentable des fouctions yui n'ont pas de dérivées », et il aurait voulu
voir exclues du domalne des mathiématigues toutes les recherches ol ces horrifignes
fonctions intervenaient. Or, dans ma Note, je idérais des fonctions qui n'avaient
pas, nécessairement une dérivée. Pour b p de thématiciens, je devins
I'homme des fonctions sans dérivée, encore que, & aucun moment, je ne me sols
attaché & 'étde ot & la idération de ces foncti Et, I'lioreeur que
manifestait Nlermite était ressentie par presque tous, dés que j'essayais de prendre
part & uue con i hé il se it un Analyste pour me dire :

() Les enlre doat & la liste des publicalions.
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« Cela ne pent vous intiresser, il s'agit de fonctions ayant une dérivée », ot un
Génmdtre pour répéter en =on langage : « Nous nous occupons de surfaces ayant un
plan tangent v,

Darboux avait consaceé son Ménoire de 1875 & Vintégration ct aux foncti
sans dérivée; il ne ressentait donc pas la méme horreur qu'Hermite. Pourtant, je
doute gu'il w'ait jamais pal\'lonné enti¢rement ma Note sur les surfaces applicables;

dant longtemps, 1 ne s'inté guére & mes Mémoires sur lintégration qui, en
un certain sens, prolongeaient cependant le sien. On raconte qu'en 1875, Darboux
fut quelque peu blimé de s'¢tre laissé aller & étndier de parcilles questions; soit &
cause de ces remontrances, soit plutdt & canse de la beauté et de 'importance des
problémes qu'il a ensnite abordés, Darboux ne fit pas d'autre incursion dans le
domaine des fonctions non analytiques. Les résultats si breux ot si élég
qu'il a obtenus aillenrs I'ont sans doute conduit, dabord, & se féliciter d'avoir aban-
donné I'étude des fonctions générales de variables réelles, ensnite i considérer que
ceux qui s'appesantissaient dans cette étude perdaient lour temps an lien de le con-
sacrer & des recherches utiles,

Bien que, d'un certain point de vue Morlqﬁe, tonte recherche consciencieuse:
soit utile, Ihistoire des Sci nous tre que de brenses études ue le furent
pas pratiquement, parce qu'elles ne vinrent pas & lear heure. On s'accordait généra-
lement & trouver prématurée 1'étude des fonctions de variables rielles.

M. Borel, qui a toujours beancoup espéré de la théorie des ensembles, a été, je
crois, le premier & penser que mes travaux auraient une utilité en guelque sorte
pratique. 1l I'a, en tout cas, pensé bien avant moi; je me vois encore hisitant avant
de me décider & présenter, comme thése de Doctorat, le Mémoire ol j'ai abordé
presque toutes les recherches que j'al développées par la suite. Je sentis blen, dés
le début, que de telles étdes étajent utiles; je n'aurais su dire dans quelle mesure
clles I'étaient. Un peu plus tard, en 1903, jinsistais sur la néoessité de ces études
dans la priface de mes Legons sur U'lnlégration. Daus une analyse de ce livie,
M. Picard, tout en m" il I'a touj fait depuis le premier
jour, laissait percer quelque inquiétude au sujet des exagérations possibles de la
teudance que je représentais.

Plus tard encore, en 190g, pour ceux qui continuaient i contester 'utilité de mes
travaux, M. Painlevé, & l'occasion d'une importante communication de M. Denjoy,
ferivait dans les Comples Rendus : « |l convient de signaler le rdle joué dans ce
tésultat, par I'extension, due & M. Lebesgue, de lintégrale définie. Grice'd cetto

& , que bre de géométres trouvaient artificielle et trop abstraite, une

, une question fond: tale, qui restait indécise & 'entrée de la
lbéorlc des fonctions uniformes, est anjourd'hui tranchée. » )
Ces préventions contre les ¢tudes sur les fonctions de variables réclles, si répan-

dues que je les ai retrouvées presque chez tous — chez ceux qui avaient fait de
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telles études, chex cenx qui m'avaient constamment encouragé, ainsi que chez moi-
méme — Elaient-elles catidrement dépourvues de fondement? Jusqu'd ces derniers
u:rnps. la plupart des travanx sur les ronclions réelles, cenx concernant les séries
trig étriq pLés, se réduisaient & des ques, parfois triés élégantes,
mais sans llen ne formant nul corps de doctrines et n'ayant servi pratiquement i
rien.

1Yune part, beaucoup d'énoncés “taient négatifs : grice & des exemples, souvent
trés ingénlenx, on prouvait que telle définition, que telle propriété, qui semblait
générale, ne l'est pas en réalitd, et cela duisait i des foneti {1 tes. On
P it done prétendre, non sans app de raison, que ces recherches avaient
quelque chose de déprimant, qu'elles étaient une école de doute et non d'action;
qu‘an lien de dire aux jeunes, préts & s'élancer avec fougne : « Le lerrain vous parait
sir, mals attention ! en réalit? les obstacles et les précipices y abondent », il el été
préférable de pouvoir lear dire : « Li oft vous me voyez qu'obstacles ol précipices,
je vais voug montrer le terrain s0r. »

On cherchait bien, d'autre part, des é és positifs. Mall t, une
propriété ou une définition ayant été péciale, cherchai A la géndrali-
ser, qu'on aboutissalt trop sonvent & wne notion certes nouvelle, mais ne servant &
rien d'autre qu'd &tre définie; tel avait &1¢ le cas pour la notion, cependant si natu-
relle, d'intégrale par excés ou par défant, due & Darb Cherchait-on les foncti
les plus générales possidant une certaine propriété ou auxquelles ‘appliquait une
certaine définition, qu'on aboutissait & une classe de fonctions, variable avee la pro-
priété ou la définition envisagée, et qui, par suite, ne pouvait s'introduire naturel-
lement dans aucune recherche; tel avait été le cas pour la classe des fonctions inté-

bles au sens de Ri

On en était encore & la phase observation; on explorait Famas désordonné des

s

fouctions pour y découvrir des catégories inté , mais, on ne savait
pas érimenter sur les fonctions, cest-d-dire calculer avec elles, s'en servir,
on mnnqnail totalement de critires pour juger qu'une catégorie élait inté
Sans nier la portée que pourraient avoir plus tard les diverses recherches anxquelles
je viens de faire allusion - et qu'elles ont en cffet maintenant ~ oa pouvait done
penser qu'il y avait plus pressé et qu'il it de suspendre ces recherches jus-
qu'an t ol leur nécessité 8i it

En dépit de Vindifférence et pnrfols de l'opposition mauifestées & 1'égard de la
théorie des fouctions de variables réclles, cette théorie se constituait sans qu'on s'en
rendit comipte, grice aux étndes spéciales, mais peut-étre surtout grice & l'analyse
<classique. De plus en plus souvent, en effet, il arrivait, comme cela s'était produit
antrefois pour les séries brig étriq; que l'on trait des fonctions dont
Fanalyticité u'avait pas besoin d'étre supposée. 1l en est ainsi, par exemple, dans
Yétude des solntions des équations différentielles faites par la méthode de Cauchy-
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Lipschitz on par celle des Imati ives de M. Picard; dans la plupart

des solutions du probléme de Dirichlet et des problémes analogues; dans la réso-
lution des équations intégrales. Parfois, certaines des données ou des solutions
pouvaient étre ou méme étaient né i t des fonctions di i il en est
ainsi pour les deux derniers problémes que je viens de citer, pour certaines ques-
tions d'hydrodynamique on du calcul des variations; d'autres fois, comme dans
une question étudiée par M. Borel, la solution est bien continue, mais elle est né-
cessairement non analytique, On se familiarisait ainsi avec cette idée qu'une discon-
tinuité, une singularité n'est pas nécessairement une monstruosité,

D'autre part, des recherches comme celles de Poincaré sur la forme des inté-
grales réelles des équations différentielles, ou celles de M. Hadamard sur les géodd-

siques, traient quelles b lointaipes et importantes pouvaient résulter
du fait qu'une fonction réelle posséde ou non une certaine propriété. On apprenait
ainsi 1 t & regarder ces fonctions® réelles, & di qu'a leor sujet, tout

aussi bien qu'au sujet des fonctions analytiques, bien des questions fondamentales
devaient &tre posées. La méthode directe du calcul des variations, & laquelle reste-
ront attachés les noms d’Arzeld et de M. Hilbert, I'étude des développements déduits
de Péguation de Fredholm allaient poser bre de ces problémes.

On se trouvait d'ailleurs, et depuis peu de lemps, en possession d'un oulil indis-
pensable : Ia théorie des ensembles de points. Dés le début de cette théorie, Cantor,
du Bois-Reymond, par exemple, en firent des applications aux foncti réelles.
C'est cependant surtout dans I'étude des fonctions de variable complexe qu'on l'avait
utilisée; les auteurs & citer serafent nombreux depuis M. Mittag-Leffler jusqu'a
Poincaré, jusqu’h MM. Borel, Goursat, Painlevé, par exemple.

Les modes de ni L qui inter i dans ces recherches furent, dans
la suite, appliqués i la théorie des fonctions de variables réelles. C'est pourquoi,
avant d'avoir rien publié sur les fonctions de variable réelle, M. Borel avait déji
rendu les services les plus éminents & la théorie de ces fonclions en introduisant
des noti celle de y dont le rdle o é1¢ capital et sortout en inau-
gurant certains modes de par le en nous apprenant qu'on
peut souvent utiliser un ble dénombrable exact t s'il ne it
qu'un nombre fini d'objets [6].

En osant incorporer certaines parties de la théorie des ensembles dans son cours
de I'Ecole Polytechnique, Jordan rébabilitait en quelque sorte cette théorie; il affir-
mait qu'elle est une b he utile des mathématic 11 faisait plus que V'aflirmer,
il le prouvait par ses recherches sur la mesure des aires et des ensembles, sur 1'inté-
gration qui, comme ses études sur la rectification des courbes, sur les séries trigo-
nométriques, sur 'analysis situs, ont si bien préparé certains travaux, les miens en
particulier, .

M. René Baire fut le premier & toute son activité mathématique 3 la




- 17 —

théorie des fonctions de variables réelles; il sut y trouver le sujet de recherches
longues et fondamentales. On ne dira jamais assex l'importance des travaux de ce
savant dans la gendse du monvement actuel; ¢'est & sa fine analyse que nous devons
de savoir discerner tant de propriétés qualitatives des fonctions, et les faire inter~
venir dans nos raisonnements. De plus et surtout, M. Baire a {tabli une sorte de
hiérarchie des fonctions; les foncti qu'il a ainsi classées, les fonctions de Baire,
comme les appelle M. de la Vallée Poussin, com prennent toutes celles quon avait
nommées jusque-li, méme ces fonctions st étranges qu'on avait formées comme
exemples des singularités les plus inattendues, L'importance des fonctions analyti-
ques vient de ce qu'elles forment vue famille cobérente en ce sens que, lorsqu'on
calcule & partic de fonctions de cotte famille, on obtient comme résultat une fone-"
tion de la méme famille, du moins le plus souvent. Les fonctions de Baire forment
une famille cobérente au méme titre: pour elles, la propriété indiquée ne souflre
méme plus d'exception. Dans bien des questions, il n'existe aucnne famille naturelle
de fonctions plus vaste que celle des fonctions analytiques et moins vaste que celle
des fonctions de Baire,

On peut dire que l'analyse classique visait surtout 'étude des fonctions analyti-
ques; I'élude des fonctions de Baire est le domaine de I'analyse moderne. Les tra-
vanx qui se rapportent & cette nouvelle analyse se rangent em deux catégories :

latifs & la repré jon des fonctions, travaux relatifs aux calculs sur les

foneti Les beaux Mémoires de M. Bpire appartiennent & la premiére catégorie;

aprés lui, je me suis oconpé aussi de ces questi mais c'est seuk de ceux
de mes qui se rangent dans la de catégorie que je parlerad iei.

Jai dit quon ne savait pas avec les fouctions générales; on savait bien,

J(z) étant donndée pour @ ==z, utiliser le nombre f(.t.) dans une addition, par

exemple; mais cela c'est caleuler sur un nombre et non sur une fonction, c'est faire

de l'algébre ot nou de l'analyse. Les opirati portant vraiment sur les foncti
celles o les fonctions interviennent comme un laul el non comme un catalogue
de nombres & utiliser i les opé foncti 1 on les

P

appelle, fout intervenir simultanément toutes les valeurs d'une fonction. L'intégra-

tion et la dérivation sont des opérations foncli lles; pour calcul /bj(t)ub:,

il faut connaitre f(x) depuis a jusqu'd &; pour calculer f'(z), il faul connaltre f(:)
depuis x, —h jusqu'd x, + &

i Leibuiz et Newton ont fondé 'Analyse parce qu'ils ont défini l'inlégration et la
dérivation. Toules les opérations fonctionnelles qui se sont ensuite introduites déri-
veat de ces deux 1A, et c'est ponrquok on continue souvent & diviser le calenl infini-
tsimal en calcul différentiel et en caleul intégral.

Pour que des fonctions puissent servir & quelque chose, pour qu'on puisse calen=
ler avec elles, il faut avoir défini des opérati foncti les gui s'y appli

3
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el le mieux serait évidemment de définir pour elles, tout d'abord, intégration et la
dérivation, C'est précisément ce que j'ai en la bonne fortune de faire.

Partant de principes trés simples, )'ai réussi & donner de I'intégrale une défini-
tion aussi facile & manier que celle relative anx fonctions continues, et qui, contrai-
rement & co qu'on aurail pu craindre, apporte des simplifications ¢t non des com-
plications. Elle est pourtant si générale qu'elle sapplique & toutes Jes fonctions
bornées que 'on peul trer, car la lle opération s'applique & toute fone-
tion boruée rent dans la classification de M. Baire, Les fonctions ainsi intégra-
bles, les fonctions sonunables, ne forment done pas une classe artificielle et particu-
li¢re comme les fonctions intégrables au sens de Riemann. On ne connait aucane
fouction bornée qui ne soit sominable.

Malgré la grande généralité de 1'opération de I'intégration, on peut définir pour
elle une opération inverse, ce qui pourtant n'avait pas éé fait pour le cas plus sim-
ple de Vintégration au sens de Riemann, Pour les fonctions d'une variable, cette
opération inverse est, presque en toul point, la dérivation ordinaire qui se trouve
ninsi étendue & une vaste classe de fonctions; avec quelque imprécision, on peut dire
i toutes les fonctions & variation bornée. Résultat assez curieux si I'on songe que
jusque-1a on savail senlement qu'il y a des fonctions-qui ont une dérivée et d'autres
qui n'en ont pas. Saus doute, la classe des fonctions dérivables ainsi trouvée n’appa-
rait pas avec ce caractire de géoéralité i que possdde la classe des
fonctions sommables, clle parllclpc oepend-ant de cetle généralité : Vintégeation
indéfinle de toute foncli ble fournissant une fonction & variation bornée.
Au 1este, cotle classe de fonctions n'est pas artificielle, car Jordan ne I'introduisit
daus la Science que parce qu'elle s'était imposée avec nécessité dans les études sur
la rectification des courbes; entee les mains de Jordan, elle a montré tout de suite
son imp dans plusi questions, dans 1'étude des séries trigonométrigques,
par exemple.

Pour les fonctions de plusieurs variables, 1'opération inverse de V'intégration,
qu'on ne considérait gudre, méme en ce qui Vintégration des foncti
continues, est encore une sorte de dérivation; elle s'applique & une famille naturelle
de fonctions : les fonctions d° ble qui sont & variation bornée.

En sion d'opérati pplicables & de trés vastes classes de fonctions, on

¥

peut, dés lors, aborder bien des problémes; soit des problé lqués sur coux de
I'analyse classique, soit méme des problémes de cetle analyse qu'on avail Jaissé de
cdté jusque-li parce que la idération des fonctions di i n'en p i
&ire écartée. Clest ainsl que mes résullats sur l'intégration et la dérivation ont &
utilisés pour Je calenl des fonctions primitives et pour I'ddude de Iexistence des
dérivies: pour I'étude des séries de Fourier, des autres séries trigonométriques et
des séries qui les généralisent; pour I'étude des intégrales singulidres ot des déve-
1 qui en résultent; pour I'étude des équations intégrales ot des séries

L
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qu'on en déduit; pour I'étude du probléme de Dirichlet ot de la représenlation
conforme: pour I'étnde du calcul des variations; pour I'étude des opérations fonc-
i lles: pour I'intégration des différenticlles lotales et la recherche des condi-
ditions d'exi des fonctions analytigues; pour la construction de fonctions
analytiques donées de certaines singularités; pour I'étude des propriétés des fonc-
tions analytiques au voisinage de leurs singularilés el, en pacticalier, pour I'élude
de la convergence de cerlaines expressions, comme la formule de Poisson, an voisi-
nage d'une ligne singnlidre on sur cetle ligne, etc., par M** Grace Chisholm Young,
par MAL Caratheodory, Denjoy, Fatou, Fejér, Fischer, Fréchet, Fubini, llaar, Hahn,
Nardy, Hansdorf, lledrich, Hellinger, Hlobson, Danham Jachson, Ji h, B. Levi,
Lichstenstein, Lusin, Mazurkiewicz, Moatel, Ch. 'N. Moore, Plancherel, Picard,
Pierpont, Pompeiu, Pringsheim, Radon, Rajchmann, F. Riesz, M. Riesz, Severini,
Sierpinski, Steinhaus, Souslin, Teeplitz, Tonelli, de la Vallée Poussin, Van Vieck,
Vitali, Weyl, Young, el bien d'autres.

11 est intéressant de noler que certains de ces Anleurs w'ont publié anenn travail
relatif, spécialement, & la théorie des fonctions, mais que, pour la solution d'un pro-
bléme posé par I'analyse, ils onl tronvé, dans cetle théorie, des ressources qui lear
étaient indilpel'unbles: <’est ainsi que j'ai pu signaler, non sans fierté, M. Picard

comme étant Pun de ceux qui utilisérent les noti lles. Ces notions jouent
en effet un rdle essentiel dans ses belles recherches sur les équatd intégral
Tinéaires de premidre espéce.

Dautres Anteurs ont, au contraire, pablié dos travaux étendus relatifs aux fone-
tiona de variables réelles. An premier rang de -ci, je tiens & signaler M. de la
Vallée Poussin, qui a fail faire tant de progrés & la nouvelle théorie et qui est le plus
autorisé el le plus écouté de ses protagonistes. Grice aux efforts de lous, la théorie des
fonctions de variables rvéelles a pris une importance lelle que, dans de nombreuses
Universités dtrangéres, des cours spéci 1ui ont été és. A ma it
de tels eours ont 66 professés en Allemagne, en Amérique, en Anglelerre, en Autri-
che, en Espagne, en ltalic, en Pologne, en Russie, en Suéde, ainsi qu'en France, au
Collige de France., De b livres d'enscig L ont aussi é1& publiés; ils
sont dus & des savants alk d érical glak ichi belges et itali
En France, plusieurs livees de la collection divigée par M. Borel sonl consacrés &
ces sujels. Sans doute, autrefois, bien avant mes recherches par exemple, il existait
des ouveages traitant de la théorie des fonclions, mais qui n'onl presque rlen de
comamun avee les livees actuels. Lo Livee bien conun de mon Maitre Jules Tannery,
par cxemple, est wne simple Introduction & la théorie des fonclions analytiques
d’une varinble ; I'ouvrage classique de Dini prépare surtout I'étude de la représenta-
tion des foustions continues A l'aide de séries analogues A celles de Fourier. Parmi
1es différences entre lés ouvrages anciens el les ouvrages récents, je signalerai que ce
n'est que dans ces tout derniers temps qu'on a commencé A voir dans les fonctions
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de plusicurs variables autre chose qu'une collection de fonctions d'une variable ; la
présentation des fouctions de Baire, I'intégration et la dérivation, et bien dautres
problé s'étudlent di ponr le cas de plusieurs variables et I'on obtient
ninsi des résal iels qni ient été cachdés si l'on «°était borné & considérer
les fonctions d'une variable fournies par les fonctions de plusi variables étudiées,

La plupart des traités signalés plus haut sont spécialement consacrés & la nou-
velle théorie, mais il s'en trouve aussi ol cerlaines partics de cette théorie nouvelle
sont exposées A cdté de Chapitres traitant de I'Analyse classique. Ce sont ces ouvra-
ges que je préfére; il ne faut pas gu'une Analyse dissidente grandisse en voul,
ignorer 'Analyse classique; il faut que celle-ci s'incorpore les plns féconds résnltats
des rechierches récentes. C'est peut-dtre & cause de colte préférence, qu'en voyant la
place considérable que tiennent mes travaux personnels dans certains teaités volu-
mineux consacrés @ la nouvelle Analyse, j'al parfois pensé que leurs Auteurs exa-
géraient,

Insister sur celte impression serait trop contraire au but de celte Notice; je
reviens & ce but en faisant observer que mon activité ne s'est pas limitée & des études
connexes i l'intégration et & la dérivation, les seules auxquelles il sera fait allusion
duns cette Introduction. Je veux cependant dire ici que toutes mes vecherches ont co
caractére commun de procéder d'une vue directe, et en quelque sorte géomét ig
des problé éudiés. Ce {0 nxléaamgénénlomenl méconnu ellonemplme
souveat le qualificatif « abstrait » en parlant de mes travaux, comme on 'emploie
d'ailleurs toujours dés qu'il s'agit d'applications de la théorie des ensembles. Certes,
dans cetle théorde, il y a des parties abstraites; on les place volontiors an début,
aussi, coux qui n'ont fait qu'aborder I'étade des ensembles et I'ont ensnite aban-
donnée, gardent-ils le souvenir de idérati bstrait ce serait le cas
pour eelui qui n'aurait pas poussé I'étude de 1'Analyse pl\u loin que la définition
des irrationnelles. Mais c'est la considération des ensembles de points qui a jusqu’ici
servi prosque unig) t; or un ble de points est une figure géométrique au
méme titre qu'nn polygona La notion de variable réelle, c'est-d-dire de nombre irra-
tionnel quelconque, ost aussi d'origine géométrique; un professeur n'exposera
Jamais cetle notion sans s'aider d'une figure qu'on peul, du point de vue logique,
déclarer inutile ot méme nuisible et qui, pour beancoup d'esprits, est cependant

i t indispeasable & la préhension. La base de la théorie des fonctions
do vnmblu réelles étant de nature géornétrique, comme 'outil qu'on y emploie, on
ne doit pas s'élonaer que son étude s'apparente i celle de Vespace, & la géométrie de
situation, et méme A la géométrie ordinaire, qu'on y utilise souvent les mémes rai-

et les mémes fig

Les développements analyliques ont pris en mathématiques uue place telle que
nous oublions volontiers gu'ils ne sont qu'un moyen €t uon un but; peu i peu, nous

idé les symboles du calcul les seules réalités ; toute recherche od il




