NOMBRE DES EXTENSIONS
D’'UN DEGRE DONNE D’UN CORPS ¥-ADIQUE

par Mare KRASNER

{Clermont-Ferrand)

INTRODUCTION

On sait que le corps réel R (et, également, tous les corps réels abstraits
réellement clos) posséde une propriété rare pour les corps non algébrique-
ment clos : il posséde une et une seule extension algébrique non triviale
(le corps complexe €= R (z), ot 12 1 = 0). Tamt que je sache, on ne
connait pas d’autres corps (') non algébriquement clos, qui n’ont qu'un
nombre fini d’extensions algébriques. La plupart des corps usuels comme
le corps des rationnels, les corps de nombres algébriques, les corps de
fonctions algébriques d'une ou plusieurs variables ete, ont non seulement
une infinité d’extensions algébriques, mais le nombre de leurs extensions
reste infini si 'on en fixe le degré. Il se trouve que les corps y-adiques,
c’est-d-dire les corps valués complets Jocalement compacts de caracté-
ristique 0, occupent, de ce point de vue, une position intermédiaire :
bien que le nombre total des extensions algébriques d’un tel corps & soit
mfini, celui j5;,, des extensions de k de degré n est fini pour toul n. Les
corps des séries de puissances d'une variable sur un corps fini, qui sont
les seuls corps valués complets localement compacts, mais de caracté-
ristique p » 0, occupent encore une sorte de position intermédiaire
entre les corps p-adiques et les corps quelconques, mais d'une manitre
ou intervient I'Arithmétique. En effet, si le nombre j; , des extensions
de degré donné n de k est infini, par contre celui des extensions de degré
et de différente donnés est fini.

{*) Le mot « corps » va signifier durant tout Uexposé « corps commutatif ».
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Or il se trouve que non seulement o peul prouver que pour un corps
valué localement compact % le nombre des extensions de degré et de
différente donnés est fini et qu’il en est de méme, dans le cas p-adique,
pour celul jpy,, des extensions de degré nde k, mais il est possible de
caleuler explicitement ces nombres, ainsi que les nombres des extensions
d’un degré donné de k, qui possédent, en plus, certaines propriétés algébrico-
arithmétiques imposées, qui proviennent de la théorie de la ramification.

Le calcul des nombres des extensions mentionnées est basé sur une
oénéralisation non abélienne de la théorie locale des corps de classes,
s’apphquant, d’ailleurs, en partie aux extensions séparables de degrf
fini d'un corps valué complet quelconque. La premiére version de cette
théorie, concernant uniquement le cas, ou le corps de base est p-adique
(et employant une technique beaucoup trop compliquée), a été donnée
par 'auteur dans son travail [1] en 1937. Une version plus générale (s’appli-
quant, en principe, au corps de base valué complet quelconque) et mettant
en évidence L'origine véritable de ses résultats, a é1é esquissée par auteur
dans ses notes [5] des Comptes Rendus (1946-47) et dans ses conférences [(
(1949) et [7] (1950), mais n’a jamais été publi¢e sous une forme compléte.
I.5idée fondamentale de cette théorie consiste a organiser Uensemble ;.
des polynomes unitaires irréductibles & Je Tx] en un espace ultramétrique
&4 I'aide d’une distance convenable [on notera Sg,n Vensemble des f € 55
de degré n organisé par la méme distance et de faire correspondre & nne
extension séparable de degré fini K/k Vensemble Sy des [(z) € S
définissant quelque surextension de K/k, considéré comme un sous-espuce
de Pespace ultramétrique Sp. Soit i Vannean de valuation de k. Il se
trouve que la structure de Ik ou de certaines de ses parties caractéris-
tiques [telles Vensemble Sy des f(z) & S définissant K/l (qu’on peul
caractériser comme Vensemble des [ & Ty, dont le degré est le plus bas)
et, dans le cas de valuation discréte, celui des £ € Sk N il2] et dont
le discriminant est égal a celul de K/ [polynomes discriminaniiels):
on peut en citer d’autres encore] en fant que sous-espace de Sg, reflete
de nombreux aspects de la structure algébrico-arithmétique de K/k,
et tout particulierement ses propriétés fournies par la théorie de la rami-
fication. Grice au principe suivant, dit & auteur (et qui est la véritable
clé de cette théorie)

Soient & la cloiure algébrique valuée de k, ei o & un élément
séparable sur k. Alors, st B € & est plus proche de « que de ses aufres
conjugués o' 7 « par rapport & k, on a It (§) 2 k (), on peut montrer que
non seulement Txu est ouvert, mais [en le combinant avec I'évaluation de
| fogie (B) ] ot fap (@) est le polynome minimal de « sur k], qui n’est autre
chose, au fond, que I'analogue dans I'Analyse valuée de la formule de
croissance des fonctions entiéres die a Hadamard, qui équivaut, dans
cette théorie, aux inégalités de Cauchy] on peut déterminer, pour une
jarge classe de corps de base /& (comprenant, en particulier, les corps
valués localement compacts), en fonction des distances de « & ses autres
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conjugués (%) (c’est-a-dire a partir des propriétés ramificatives de K/k
en «), le rayon p; [ou f(x) = fyi (z)] du plus grand cercle C; de centre
[ contenu dans Zgg. On peut, plus généralement, décrire en termes
des mémes propriétés de K/k en =, certains invariants métriques et
algébriques (3) du sous-espace Zg; de Sp autour de f= f,y. Récipro-
quement, ces invariants donnent des informations assez riches sur la
structure rarmificative de K[k en «. Si I'on considére le suprémum exp,
de p; quand [ parcourt tous les polynomes & Sk N i[z], la générali-
sation adéquate (aux extensions séparables de degré fini quelconque
d'un corps valué k quelconque [3]) du conducteur fi; d’une extension
abélienne séparable A d’un corps localement compact k est I'idéal fi
de M tel que

i | = exp [dailleurs, si k est discrétement valué, les
polynomes discriminantiels de Sk; peuvent se caractériser comme les
polynémes f € Sy & coefficients entiers dont p; est maximal]. Et certains
mvariants limites de la structure de Zky autour des f € Sgy M i[z]
quand p; — pyy dounent des informations sur la structure ramificalive
mirinséque de K[k Ainsi, la partie de Sy, formée par les polynomes f
dont le discriminant [); a une valuation | D; | assez proche de celle | Dy, |
du diseriminant Dy, de K[k peut se partager en cercles C Sz,
ottn == (K:I) est le degré de Kjk] dont le rayon est proche de gxy.
En particulier, dans le cas de valuation discréte, ot Dexistence des
#léments discriminantiels est certaine, Pensemble Si¢ de ces éléments
se partage en cercles de Sp,; de rayon expe. 51 & est localemient compact,
le nombre de ces cercles (ou des cercles de tout rayon ¢ << o) est fini.
il est facile de montrer que

P P
PRy | i |2 =] Dgp |7,

ol v, est la différente de K[k, autrement dit Vidéal de % engendré par
DY (cetie délinition ne s’applique qu’au cas ou k est complet; une défi-
nition plus orthodoxe sera donnée plus loin). Ainsi, pour toute extension
K/k de degré n et de différente 2 et pour tout ¢ < |[o[% 8% est une
réunion de cercles de rayon g. En plus, s1Von fixe le degré résiduel f de K[k

s 1 i s :
ou son erdre de ramification ¢ == = |, et, en particulier, pour les extensions
Fcd

i |

cercles contenus dans S!9) est proportionnel au noinbre f, des corps

Kk complétement ramifiées (f= 1), on constate que le nombre de ces
P 5 1
“uf

conjugués de K dans &/k. On monire que ce nombre est

A (k, n, £, ®, p) Ixp,

(*} Ces distances étani comptées avee leurs ordres de multiplicité respectifs,

{?] Car on peut définir une addition dans certaines partitions des circonférences de 5.
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ot A(k,n,f,0, ) est une constante facilement calculable en fonction

des paramétres écrits. Ainsi, les lyxp corps qui ont la méme image S,
par I'application K/k — Si@)., ont, dans cette 1mage, A (k, ny f, 05 0) Lk
cercles de rayon . Done, le quotient du nombre N (54),, o) des cercles
C C S, de rayon ¢ par le nombre Ix: des extensions C &/k, dont il est
'image, est la constante A (ky n, f, 2, ¢}, el tout se passe comme sl ¥
avait ce nombre de cercles par extension. Il en résulte deux conséquences.
D’une part, si S, est donné, il suilit de compter les cercles C C S,
de rayon p pour déterminer si K[k est caloisienne (et, méme, combien
elle a d’extensions conjuguées), car N (S¢), ¢} @ Ak n, [0, 0) est

licw, et K[k est galoisienne si, et seulementsi N (S, o) = A (k, n, i, 0.
Ceci constitue la loi de limitation pour les exlensions galoisiennes, el cette
loi, sous une forme modifiée, s’applique au cas de k valué complet quel-
conque, car le phénomeéne de proportionnalité de N (S, ¢) & lgjy subsiste
d’une certaine maniére dans le cas général, mais comme ce N {S‘}‘{},i,p) esi
infini, il n’est pas possible de le mettre en évidence en complant les
cercles C C Si¥,, et cest a partic de cerlains invariants de S, (en
tanl que sous-espace de Sy,r) ou de certains ensembles plus compliqués,

quon peut délinir un indice analogue a

NS, ¢) : A (K n, fy00)

K/

du cas localement compact. D'un autre coté, si Pon arrive a caleuler (et
je lai réussi) le nombre M (&, n, f, v, ¢) de cercles de rayon p en lesquels
se décompose I'ensewble de tous les polyndmes f () définissant les éle-
ments discriminantiels de quelque extension K/k de degré n, de degré
résiduel [ et différente o, il suffit de diviser ce nombre par A {(k, n, f, v, 8}
pour avoir le nombre de ces extensions. Dans le présent exposé, ce caleul
sera fait dans le cas compléetement ramifié (f = 1) et les nombres 4L
oy, des extensions complétement ramifiées, respectivement quelconques.
de k de degré n, se calculent par les sommations convenables & partir
du nombre précédent.

Depuis 1947, grace aux travauxde Safarevic [10], Kawada, Demuskin,
Koch, on a pu déterminer la structure du groupe de Galois Sy (organisée
par sa topologie de Krull) de la cloture algébrique & d’un corps valué
localement compact /i par rapport a ce corps k. Or, Jign 1'est autre chose
que le nombre des sous-groupes fermés de G, d’indice n. 1l semblerail
qu’on pourrait, en principe, calculer X, , & partir de Sy . Mais la structure
de Qg est, en général, assez compliquée, et, a I'heure actuelle, un tel
caleul parait inabordable. I 'y ajoute un fait un peu mystérieux qu'a
mis en évidence le calcul explicite de 1ix,n (001 /& est y-adique) par d’autres
méthodes : Jix,n dépend de moins de paraméires que Gax. En effet, il se
trouve que iz, dépend uniquement de n, de la caractéristique p du eorps
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résiduel & de & et du degré ny = (k:Q,) de % par rappori au corps
p-adique rationnel (¢’est-i-dire le complété du corps rationnel Q par rapport
4 sa p-valuation) Q,, tandis que Gy dépend de bien d’autres parameétres
que p. n et n, [il dépend, en particulier, du degré résiduel f, = (k- QO)
de %/Q, et du plus grand entier I tel que k contient les racines pl-iémes
primitives de I'unité]. Ainsi, des groupes Sup de formes tres différentes
peuvent avoir, pour tout n, le méme nombre )&, de sous-groupes fermés
d’indice n, et le caleul de Iikm & partir de G, se fait donc a partir de
structures comportant de nombreux invariants, qui doivent s’éliminer
au cours de caleul, ce qui est une indication de plus de ses probables
complications et dillicultés (supposant qu’on arrive un jour & le faire).
Par contre, la théorie de Safarevic permet de caleuler le nombre des
extensions d’un certain type, ce que ma théorie ne permei pas, du moins
dans son état actuel. Il s’agit du nombre 15 (g) des extensions galoisiennes
K/k C &/k ayant, a isomorphisme prés, le p-groupe donné g comme groupe
de Galols Ggp  (voir [10)).

J'a1 démontré les formules pour les nombres des extensions de k
de degré et de différentes données et ceux pour W et ), dans mes
Notes [9] des Comptes Rendus (1962) (bien que la premiére de ces formules
ait été déja signalée dans [5, 6 et 7]. La partie de I'exposé qui suit est,
dailleurs, trés proche du texte de ces Notes, a peu d’exceptions prés.
Mais déja en 1937 (note [2]) J’ai énoncé les formules pour le nombre des
extensions ayant certaines propriétés arithmétiques, par exemple le degré
résiduel, les nombres de ramification et les ordres des hypergroupes de
ramification donnés. Certaines propriétés algébriques de I'extension Kk
[primitivité, caractére métagaloisien] peuvent se caractériser arithmé-
tiquement comme je I'ai montré, pour le cas y-adique, dans mon travail (4]
let la théorie correspondante pour le cas général est esquissée dans ma
note des Comptes Rendus, t. 220 (1945), p. 28-30], et les nombres 1:{Pri

ko
et %! des extensions primitives et des extensions métagaloisiennes

de degré donné d’un corps localement compact k peuvent, également,
se calculer & l'aide de la méme théorie. Ces nombres ont été indiqués
dans ma note [3] de 1938, (mais d’une manijtre pas tout & fait exacte
pour ]{,}:‘,ﬁ}).

[exposé de ces résultats exigeant trop de développements, 'y
reviendrai dans une autre publication.

Notation. — Ftant donné un espace ultramétrique E, le cercle
circonférencié de E de centre a € E et de rayon r sera noté C(a, r; E).

A et B étant deux ensembles, la différence ensembliste de AetdeB
(¢'est-a-dire I'ensemble des z tels que z € A et ¢ B) sera notée A -- B
(voir page 98 du présent ouvrage, les motifs que j'ai de préférer cette
notation a ceiles qui sont habituellement employées).
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1o Soient k un corps valué localement compact, p son idéal premier,
k son corps résiduel, p' et p les caractéristiques de k et de k, ¢ = plo le
nombre d’éléments du corps (qui est fini) k, & la cloture algébrique
valuée de k, Qp le corps p-adique rationnel et, dans le cas p-adique A
(p'=0), ng=(k:Qp). Si K C & est une extension séparable de /& de
degré donné n et si P est son idéal premier, posons (p) = LF (donc E = + o

si p' = p et est Uordre de ramification de K/Q, si p' = 0) et n = hp™,
ot f est premier & p. Si vk est la différente de K/k, écrivons-la sous la
forme pB/—1, et appelons ¢ la partie entitre [j: E] de j: E. M. O. Ore a
montré [10] que si K/k est complétement ramifiée et si ¢ est le plus grand
entier <X m tel que p*|j, on a sE < j < mE, et que si j satisfait & cette
condition, il existe des extensions complétement ramifiées K[k de degré n,
telles que vy = p P71, Soient {7, . (ou j satisfait & la condition d’Ore)
le nombre des K C & de cetie forme et, dans le cas p-adique, Ny, et
Ny, n les nombres des extensions complétement ramifiées respectivement
quelconques K C & de k telles que (K : %) =n. Posons {j = ¢-—1 ou { selon
que j <mE ou j=mE, e(s)=p1+p24 ...+ P, sl s est un

Si ko est p-adique, posons
N=(K:Q,)=nn,.

On a alors les

Théoréme 1

g B jji—ck
i) ) = bt ok }
‘A'iff\_.'n_._;' = i?,.lfj g : P

FThéoréme 2 : Si k est p-adigue, R, et N, soni finis et Pon u

m
I 5 | = T
ke — "3 s{s) N {s—1} N 1
=10 L]
Fm \ i
? | m=+e+1 .28 i
T b % NEE P { pelsIN_pets=tiN |}
e n Pt e p— 1 { 1 t
sk g ;

29 Soit k un corps valué complet, | ... | sa valuation,

(...)=—Log|...]|
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son ordre valuatif, & une cloture algébrique valuée de k&, G = Sup le
groupe de Galois de @[k, S; I'ensemble des polvnomes unitaires irréduc-
tibles d’une variable z a coefficients dans k. Si f(2), g (z) sont & Sy,
notons R (f, g) leur résultant. Au signe pres, R (f, ¢) coincide avec le
produit des f(g), o § parcourt I'ensemble Z (g) des zéros (répétés selon
Pordre de leur multiplicité) de g () dans &, et aussi avec celui des g («),
ou « parcourt 'ensemble (avec répétitions) Z (f) analogue. Tous les f (B),
BeZ(g), sont conjugués par rapport a k et, puisque k est complet,
ont une méme valuation. Do, n et n’ désignant les degrés respectifs
des f(z), g (z), on a

IR =B " =g

pour tout BeZ (g et tout acZ(f).

2t P ;
Soit Ll =da=a 0 o tyk,

ol = a été choisi d'avance et les autres zéros de f (2) ont été rangés d’une
maniére telle que les distances r; =| o; — o | croissent (au sens large)
avee i. La suite 1, =0, 1y, ..., 7y (%) ne dépend pas du choix de «, car,
st «'eZ (f), il existe un o€ G tel que «' = o.a. Mais, / étant complet,
tous leso & G sont des isométries, et la distance d (5., «') est = d (a4, «) == r;.
Ainsi, la distance minimale d'un « € Z (f) aux zéros o' = « de f(z) ne
dépend pas du choix de « et est, par suite, égale a la distance minimale
A(f) des zéros distinets de f(z) dans &.

Soit BeZ (g), et soit « =« (B) un des zéros de f(z) le plus proche
de B. La distance d (8, « (8)) ne dépend pas du choix de £. En effet, si
B'eZ(g), il existe un oG tel que P'=0.B et d (B, 6.a) =d (B, a)
est la plus courte des distances d (8', o.2') = d (B, «'), olt &’ parcourt Z (f).
Mais o' 0.’ est une permutation des zéros de f(z). Ainsi, d (B, = (8))
est égale, pour tout Bc7Z (g), & la plus courte distance A (f, g) entre les
zéros de f (x] et ceux de g (x). Sif, g, h sont € Sz, et si B («) et v (x) sont

(4 Soat W= k{x}. Les valeurs distinetes, éorites dans U'ordre eroissanl, que prend
o (o) = — Log r;
sluppellent nombres caractéristiques de Kfli en o et sont nolés
fat) fet) (=} bt o
Yo R LK v Y fa), Kpp T
U constate que les cnsembles \r!}?}i{ﬂf des dsomorphismes 2 de K/l dans 8 tels que
It {a) {G'II = e oo
it ) y " : . 2
soit 2 “.E.-, ’I(,-r.- sont des sous-hypergroupes de Uhypergroupe de Galois gl(,"k die Kk [voir pour les

).
Kl:

définitions les travaux cités [1] ot [6]). On notera nl®), | Tordre de VI
wa ! 7, Kl q
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les zéros de g (2) et de h (z), qui sont parmi les plus proches d'aneeZ (f),
Afg, k) <d (B o),y (=)

ne dépasse pas

Lf(#) | est le produit des | — = |. Par définition,

|p—ai| est >|p-—a(®)|=AL o)

Or, si

re=|a—uj | est <A (f, g,

g — oy | ne dépasse pas Max [|B—a|, ri, lequel est A (f, g),

d’ou |8 —ui| =A(f, g)-

Et si riy >A(f, g, on a

Ainsi, on a
|6 —ai| =Max[A(f, g), ri)

et [f(B)] est le produit des Max [A(f, g), ri] (5). Pour un fe Sg fixé,

{*) Appelons polygone de rami fication de K[k en e le polygone de Newton Tl;*i\ de
I

Fapic (o &) == f oot B

Siv=oB—d),oba— x(B),elsi Ly est la tangente i H‘EL_ de pente — v, s0il qoiéf.f_ (v} Vardounée

de Pintersection de L, avee 'axe des ordonnées. Alors, on constate facilernent ¢ue 'expression pricé-
dente de | f(8) | est Exp ;.""9[1?3;.- [u]}. Ceei n'est que Pexpression des infgalités de Cauchy de 1" Analy=r
valuée pour le polynéme wu (] = f(x + ], qui est, en général, o (u(z]) > cp[ﬁ].l,_ le {x]), wais

] 1s tya [ eh x} ¢ \ - $o1 . - . 4

devient U'égalité o (u [x}) = "[125 [ () il n'existe aucun zére = de w, qui soil & proche s de

autrement dit tel que |z-— 2| =< |z |. Or, dans notre cas, @ = B—-x et comme @ esL un des 7Eros

de f les plus proches de B, 0 est un des zéros de u les plus proches de p—o, ot il n'exisle aucun Zer
e

de w « proche » de B-—u (voir mes Notes des Comples Rendus, t.o 222 [1946], yp. 37-40, 160167,
363-365, 581-583).
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de w, qui soil o proche » de z,

— % et comme o est un des zéros
3 =g, el 1] nlexiste aucun zéro
222 {1946}, pp. 37-40, 163-167,
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¢’est une fonction strictement croissante M, (A} de A=A (f, ¢. 51 ()
est séparable (donmec ro=A(f) >>0), et st A <CA(f), on a

M (A)y=(ry... 1) 4 done =|1v,|4,

ot v, [la différente de f ()] est l'idéal engendré par la dérivée {' (=) de f (x)
en « [il ne dépend pas du choix de «, car tous les f' (o) sont mu;ugues par
rapport & k et ont une méme valuation}.

a étant un nombre réel >0, organisons Sp par la distance

d.(f, g .—_-I R, g E“‘““J

a

épale aussi & |f(B)|* " et &]g(«)]|*™, ot «, B sont des zéros arbitraives
des f, g. da (f, & ‘J- 0 équivaut a R (f, g) _.U ¢est-h-dire, vu que f(z)
et o (r) sont unitaires et irréductibles, a f= g. D’autre part, puisque
Rig, [;=RI{ g, ona

ds (8 f) = da(f, 8)-

Enfin, puisque, pour un f fixé, dg (f, g) est une fonction strictement
croissante M; (A)e:n de A = A (f, g), et puisque, si f, g, h sont € Sg, un au
moins des & (a £}, A (h, f) est = A (g, k), un au moins des dg (g, f), da (1, )
est >d, (g, h) et dy (g, h) < Max [dg (g, f), da (R, f)]. Ainsi, dg (f, g) est
une distance ultramétrique, et on notera Sy, , 'ensemble Sz, organisé en
espace ultramétrique par ceite distance. On aura & considérer, en parti-
culier, le sous-ensemble de Sy conslitué par les fe Sy de degré n. On le
considérera toujours comme un sous-espace de Pespace Sk, u (on fera done
le choix @ =n), et ce sous-espace sera noté Si*). Sa distance est

dy ff, g) = | f e F [te Z (é’)l

30 Soit T Papplication 8— fg (2) de & sur S appliquant tout Be &
sur son polynonme minimal fgy (z) par rapport & k. Soient

wpeg, [l)=T.¢ gz=T.p

Alors, on a A(f, g) <|B-—z|, d'ou, st n est le degré de f(z),

du(f, ) =M, (A(f, @) <M, (|B—«]

Ainsi, T applique le cercle (par exemple, circonférencié) C (x, r; &) de
centre x et de rayon r dans & dans le cercle C (f, M; (r); Sk,n) de centre f
et de ravon M, (r) dans S =S, .




Montrons que

T.C(x, r;f ) =C (f, M, (r); S).

En effet, soit 2 C (f, M, (r); S) et soit &’ un zéro de g dans &, done
o th £

g = T.B". Soit &« = o (8') un des zéros de [ les plus proches de B

b P I p P

Alors, on a

dn (f, g) = M., (f.i (o, 3’):1

et, puisque M, (r) est strictement croissante et dy (f, g) < M; (), on a
d («',8") < r. Mais il existe un 6 € G tel que 5.2’ =, d’ou, si B=0.p', on a

da,p)=d{a,p) <r et peClx,r; &)

it, g étant un zéro de g, on a

g=T.geT.C(z,r;R).

Nous voyons, en plus, que tout e T=1.C (f, M; (r): 5) a un conjugué
(par rapport a k) dans C («, r; &), donc appartient & un conjugué C (a4, r; &)
de ce dernier cercle. Certains de ces cercles peuvent étre confondus, mais
cela n’arrive pas si f () est séparable et r << A (f), auquel cas leur nombre
est exaclement n.

Soit &’ un sous-espace quelconque de &, stable par les automorphismes
de R/k, et soit 8'==T.g'. Alors, visiblement,

w=T"18, T.Clxr;&)=C(fM;(r);S)

(ot ae&’) et T-L.C(f, M;(r);S") est la réunion des C (. 7r; &'
(i=1,2, ..., n). L'ensemble &") des =€ & de degré n par rapport
a k est un tel sous-espace §' de st et T.R(™ = §{r).

40 Soient we &séparable sur &k et Cy=C(x, A(f)7: &) le plus
grand cercle de centre o dans & ne contenant aucun de ses conjugués
@' # « par rapport a k [c’est le cercle non cicconférencié de centre o et
de rayon A (f), ou f= T.«]. Alors, tout 8& C, est plus prés de a que
de tout son conjugué «' = = par rapport a k. Il en résulte k (B) 2 k («).
En effet, tout conjugué de x — @ par rapport au corps (qui est complet)
k (3) est de la forme «' — B, oll »' est un conjugué de x par rapport a I,
et, en plus, on doit avoir |a' —@| =[x —8|, ce qui implique ' = .
Par suite, o« —( et, également, « = (¢ B) + B n’a d’autre conjugué
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£, M, (1) S)

funion  des G (2, ;3 R
de degré n par rapport
=8pH,

=C(e, A(f)": &) le plus
aucun de ses conjugués
onférencié de centre « et
. est plus prés de a que
"l en résulte k (B) 2 k («)
1 corps (qui est complet)
ué de = par rapport a k,
ce qui implique o’ == «.
B n’a d’autre conjugué

par rapport & k (8) que lui-méme. Btant séparable par rapport & k, «
4 fortiori, par rapport & k (8), ce qui implique « €k (8) et & (B) 2 & ().
En particulier, (k (8) : k) est = (& (=) : k) et ’égalité de ces degrés implique
I (8) = k («) (et la séparabilité de 3 par rapport & &). En plus, dans ce cas,
pour toute paire o, el o, >0 disomorphismes de k(x)/k dans &,
d (6y.B, oy. z) et d (o,.8, 0y.2) sont égaux a d (B, «) < A(f). qui est’
< d(s;.2, o5.2), d'o0 It‘:llllf. (ue

d (5.8, 62.8) =4 (6.4, oq.a).

Ainsi, les distances mutuelles des conjugués d'un pe €, N £7 sont les
mémes que celles des conjugueés de =, d’oi résulte, si g == T8,

que M, (r) =M; ()

= |a].

et, en particulier, ®, == 1;: d’autre part, on a, manifestement,

50 K/k étant une extension séparable de deeré (K : k) = n fini, soient
Kr lensemble des xe K tels que K==/ (a), (K;v) celui des entiers
(e | =< 1) ee K, dont la différente vy == vy, est b, K@ e (K vxn)
celut des éléments diseriminantiels de K/k, autrement dit celun de ses
entiers, dont la différente est égale a celle de K[k (c’est-a-dire a la plus

grande valuation possible). 51 !« <0 1, les d (%,6.2) sont -1, dou,

sif="T.« |0;|=]|f(a)|est <A(f). Siae(K;1)etsifel; N i) ona
k {B) e }Tl‘ "t':"}! | [E’ : o |! a| < ! et bﬂ.’:’.‘ = ‘Efx_."-".' =il

done e (K:z). Or, d(2 < |» | =12y | implique d (8, «) << A (f), donc

\

ey Done, si r< |I* ] ’I\ I:et. en particulier, l&[“ SL D = pycyn)
est une réunion de cercles da ravon r dans f(%), et i en est de méme
pour les ensembles (K; v),, (K@) des « € (K; ) respectivement ¢ K@
tels que | & | = s, ainsi que pour 1es~ réunions arbitraires de tels emembles
avec © fixé. Ainsi, si A est une {famille d’extensions K C & de & de degré n,
les réunions La y et {Lay)e des (K:d) respectivement (K:bj,, oi K
parcourt A, se décomposent, pour r < |v]|, en réunion de cercles de
ravon r dans @&!(™. Si toutes les K/k e\ ont une méme différente v, il
en est de méme pour

Lfi” = Ly el iUdJ\ = {'rm,o}w

Si k est discrétement valué, K@ == @; si, en plus, K/k est mmpl"
lement étagé (c’est-a-dire son degré résiduel est 1), |x|=|%

e




|
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tmplique que « est discriminantiel, done (K@) 5 on w = [P |=p]t:n
coincide avec le complément ITx de 82 dans l‘ Si A = Al est la famille
de toutes les extensions K C & de k complutement et.agees de degré n
et de diflérente b == y P!, (L, ), est la réunion des II, étendue aux
KeAll,, qui sera également notée II; , ; et se décompose en réunion
de cercles de rayon r=|B |}, pourvu que t >n 4 j. !
Si ’Ix : k) = n, Pensemble Sk, des feS; définissant Kfk et ceux
(Skm; 1), (Skus D)ws SKﬁv et {Sh];‘lw des f & Sgu a coellicients entiers et
tels que rcbpectwement. I\f =19, v; == 0 et la valuation du terme constant
e{f) de fest|c(f)|=W, v; =rgp, ; =0y et]c (f)| = W, sont des sous-
espaces de S{*). On a

T.K [ Taaad SI{.)‘-‘-} r. ‘:K; b}w = '%1\': D) iy

—
-
.
|
il
S
z
=

et, en particulier,

T. K@ =84 et TN =B
NG | Jw K

Les propriétés prouvées de T impliquent que v; =12 el r <[]
{donc ausst r < A (f}) quand les coefficients de f sont entiers entrainent
My (r)=|v|r et, si f(x)=0, T.C (& r; R*N) =C {f,|v|r; S{*).

Y

Ainsi, sior << |[0], (Siumi®) et (Sgu; d)w sont des réunions de cercles de
rayon |b|r dans S{*; il en est de méme pour

Lap =\_/(Sxp: ) et (La,s)w =N/ (Sxis Dw,

ol la réunion est étendue aux K e A. En particulier, si & est discrétement
valué, on voit (en posant A = Alr) . et W = | p|) que T II‘,f n, ; S& décompose
en cercles de rayon |d]r=| ‘l‘ |”1 - dés que t =n-+j. Or, feSM
définit un élément o dune extension cumpletement etagée K/k tel que
joa|==]B]|si, et seulement si |[c(f)|=1]p |, autrement dit f est un
polynime d’Eisenstein. Ainsi, T.11j , ; est 'ensemble H}‘_f‘} des polynomes
d’Eisenstein [ (2) € k [z] de degré n et de différente p W1 — pln+i=tl:n

Seit C' C E{r) un cercle de rayon |2|r=|p||® [/~'+ dans S{*,
et soit K/k une extension (complétement étagée) définie par les fe (.
Alors, T='.C’ est la réunion de n cercles disjoints C;, Cy, ..., C, de
rayon 7 = | ¢ |* dans &(*). 8i ? = lg est le nombre des extensions K' C &
de k conjugués de K[k, chaque cercle C; est contenu dans quelque K’
de cette sorte et dans un seul, et le nombre des C; C K’ ne dépend pas
du choix de K’. Ainsi, T~*.C’' N K est la réunion de n: [ cercles derayonr
dans &{™,
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(0° Supposons que k est localement compaet (autrement dit disere-
tement valué et & corps résiduel fini, dont soit ¢ = ple le nombre d’élé-
ments). Soit K/k une extension complétement ramifiée (riom' ki étant
parfait, complétement étagée). Les cercles de rayon r = Q| dans K
sont des classes (mod %) dans ce corps. Comme les corps resldueib de K
et de | coincident, chaque classe (mod ¢} contient g classes (mod Qi+1),
et Ik se décompose en ¢*=! — ¢ classes (mod ), ¢’est-a-dire des cercles
de ravon r = [ R |%. Si Exy est Pensemble des polyvnomes d’LEisenstein
définissant K/k, on a IIx = T—L. Ex, 1 K. Exy est une réunion de
{farcles C' de S{*' de ravon ]th.i' ot r= ||

=1 0N K est la réunion de n : gy cercles de ravon r. Par suite,
comme IIx contient {g—1)¢"~2 tels cercles, Exy est la réunion de
n {g-—1)¢" 2 Ik, cercles disjoints C’ de rayon | P | T

Partageons \{’)J en classes des corps conjugués par rapport a k.
Alors, les ensembles Ex = T .11y coincident ou sont disjoints selon que
les corps K correspondants appartiennent & une méme classe L, et sil (L)
désigne le nombre des corps e 1., le nombre des cercles de rayon
(2 |r=|p|] ¥} constituant Exy, ot Ke L, est n—t (g—-1) =31 {L).
Par suite, le nombre Ni*) , des cercles de rayon |y |(®+5+=1 % constituant

est <7 |vgpu |, et

‘,L“} = U Exx (K e .\“] joest nTl{g — 1} gt E [{L), o . parcourt

. o | Y
toutes les classes de Al7).. Or, une telle somme ‘ L(L) est, visiblement,

fe nombre ‘J“"]n j des extensions complétement mrmfwek K& de &
telles que (K:k) = n et v, — y W~ Don résulte

)

E ;;::I}H,j = ”"\:::i;fi_;,.! : I((;: = } qt_-
II sullit done de prouver que ;\[’II ¢ est fini et de le calculer pour démontrer

que Wi, Pest, et detu'[mnel sa valeur.

7° On va normaliser la valuation de /i en posaut [#]= e, donc
o (v) == n. Alors, s1 B est I'idéal premier d'une extension campliﬂemem
ramifice K C & de & de degré n, on a o (1) = 1, et sid == pQ~", on a

o (0) =n - 1.

On a
=P =et et b= em(nrimtrn),
S
fla)=a+ae+ ...+ a2t +- ... = ay2® est € k),




e

i
K
i
?
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a; =0 implique o (a;) = 0 (mod n).f(z), supposé unitaire, est un
polvnome d’Eisenstein si, et seulement si o (a) = n et o (a;) > n pour
tout i tel que 0 <7 < n Si @ est un zéro dans k& d'un polynome
d’Eisenstein f (x) de degré n, on a o (a) = 1.

Ceci posé, soient

£ i ul . \
fla)=ar+ ¥ a; 2t et g(z)=2am + 2: bt

i=0,1, ..., n—1)

deux polynomes d’Eisenstein dans *, = un zéro de f dans k, et & celui
de g. Alors,

=
e
“-u.‘_)
Il
ist
o
i
w
e
I

E(a;m- bi)gi  (i=0,1, ..., n— 1)

‘“b;lB}:f.-J (@i — b)) + 1o (B),

(a
o (B) =1 et o(a;—b;) =0 (mod n),

d’otl o ((ag— b)) py =1 (mod n).

Ainsi tous les termes de la somme précédente ont leurs ordres (et valua-
tions) différents et |f(8)]|=|f(B) — g '[3) | est Max(|a;—b;|[B]f)
t=0,1,...,n—1). Par bllllc, d(f, g =dn(f, g) est I'exponentielle
de —T\Iin[ \aa—— bs)+ i (i=0,1,...,n—1). 11 est & remarquer
d (f, g} est encorc Max (] a;—b;] | =|f), ol = est un élément arbitraire
de & tel que o (x) =

On a
[bf|zr‘f"|’:.x:|!-_-:‘na?&—l .\ﬂlai'xi_'l! {L‘—':, reey N ""':l}'

! = . ! . J
Or, n et za; sont €k, done o (n} et o (ta;) sont = 0 (mod n).

Par suite, quand les termes en question ne sont pas nuls,
q

ora?t)=n—1 (modn) et o(iaai)=i—1 (modn).

Ainsi, tous ces termes ont des ordres différents ou = -4 oo et

@ (7)) = Min [o (n) + n — 1, Ming [w (i) 4 o (ag) + i — 1]].
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» (1a;) sont = 0 (mod n).
nt pas nuls,

N =1¢—1 {mod n).

i ou = 4 o0 et

+ o (a) + i —1]].

Soient
n=hpm, (p) = LF = pEin

et p*ll la contribution de p dans i. Alors ® () est
Min [mE +n—1,  Ming[s ()E + o (a)) + i — 1]]-

A

v feBfY) équivaut & o (5)=n-+j-—1, ce qui peut s’écrire

Min [mE, Ming [s (i) E + [0 () — r] -+ ] |=i

d'oll résulte j <mE. Si le terme maximal de f* (%) est na®"!, on a j = mE.
Si c’est un terme ¥ g@ «"1, on doit d’abord avoir

s(EFE 4 o (ap) —n -+ i* < mE,

et, vu que o (a:) >n pour tout i =1,2, ..., n-—1, et que i* >0,
ceci entraine s (1¥*) << m. D’autre part,

s(IHE 4+ o (as)—n-+i*=j imphque ; = t* (mod n)

[et, plus précisément, puisque 0 < i* << n, que i* est le plus petit reste
positif de j (mod n)], d’od puisque p™|n, s (j) = s (i*). Mais o (a; ) =n
et i* >0 entrainent alors j > s (i*) E, done > et a fortiori, >s (j) K.
Ainsi si s est le plus grand entier < m tel que p IJ, et st oy = u‘h:-' e
on doit avoir sE <j <mE (C(]I]dltlﬂ]lb d*Ore (10]). Invu‘semen:,,
s1j satisfait & ces conditions, il existe un fe E[%). En effet, pour j = mE
(ce qui implique que k est p- atquue; tel est le polv.mme o — gy, 00 1y € L
et o (a) = n, car sa différente est (n o«ﬂ“} = Pmi—t Et si j < mBE
et # 0 (mod p™) est > (done >) que s (j) E, soit L* I:, plus petit reste
positif de j (mod n). Alors le polynome z% |- a;s 2!" + ay, 0l ay, a;: €
sont tels que o (a) =n et o (an) —n = (j—i*) —s () E [ce derier
entier est >0 et divisible par n] est € h,tf’” Ainsi EjY = @ si, et seu-
lement si ; satisfait aux conditions d’Ore.

80 Soit L un corps discrétement valué complet, » I'idéal premier
de son anneau d’intégrité, » un élément de L tel que y = (x), L le corps
résiduel de L, p la caractéristique de L, »: L — L une fonction représen-
tative normée de L dans L, ¢’est-a-dire une application de L dans L telle
que, pour tout ¢ e L, %.c (dit le représentant de ¢} soit € o [considéré
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comme un sous ensemble de L] et que le représentant 2.0 du 0 de L, soit
celui 0 de L. On sait que tout « € L. peut se représenter (et d'une maniére
s 5 - .
unique) comme la somme d'une série ‘} 1%.¢, ('x)]x‘, ot la somma-
: el

tion cst étendue i l'ensemble Z de tous les entiers rationnels, mais on
¢¢ (%) = 0 si ¢ est inférieur 4 une constante convenable. Plus précisément,

le plus petit t tel que c; (x) = 0, qui existe si @ = () est o (a)fo (v). Et

la distance d(«, 8) = |« —2|des «, e L est [y]* ot ¢ est le plus petit
indice tel que ¢, (x) = ¢, (B). Le développement précédent de « sera

dit son (%, x)-développement.

Soit ¢ («) le vecteur de LZ dont la time coordonnée ¢ («), soit, pour
tout teZ, ¢, (=), et soit o {», ») 'application « ~+ ¢ («). Alors ¢ (, ). L.
est I'ensemble ) {I.' des vecteurs ¢ = {v,) de L%, dont les coordonnées 4
sont nulles quand ¢ est inférieur & une constante convenable; et I'image
par ¢ (A, x) de 'anneau d’intégrité I (L) de L est 'ensemble de tels
vecturs dont les coordonnées d’indices négatifs sont nulles, cet ensemble
s'identifiant, d'une maniére évidente, avec LN, oit N est U'ensemble des
entiers non négatifs. Si 'on organise ) (L) en groupe additif valué
en posant

|| ={v[=™ et d (¢, o) = |y [l

olt @ () est le plus petit t tel que ¢, + 0 et o (¢ 0"} est le plus petit ¢

tel que vy 5 ¢,, 9 (3, %) devient une isométrie de L sur ) (L), préservant,
en particulier, la valuation. Si C est un cercle de L de rayon r = |y|"

2

et si xe €, C est Uensemble des Be L tels que ¢, (B) = ¢, («) pour

tout t < t,. Done, o (1, x).C est lensemble des ¢ € 9 (L) tels que v, = o («),
quand t << t, et les cercles o (%, »).C C ¢ (3, x).1 (L) peuvent s’identifier

5

avec les vecteurs (v, ¢y, ..., v, ) de P'espace Lb.
- e YT oAl i—1 AT O AT e
St xe L, posons 4y ,.x = PIRILR () | »*~1. Montrons que sio (p)fo (=]
est un entier (pouvant étre - =), cette somme a un seul terme maximal.
En effet, si n = o [¢ («)] est le plus petit t tel que ¢, (2) =+ 0 et s1 n = hp™,
ou h z£ 0 (mod p},

7

ltire @] 2] > n|ncq ()] xn1]

entraine { == n ou t 2 0 (mod p™). Ainsi, si n [d.cp (¢)] ™! est maximal,
] * - = 2 B g i
c'est le terme maximal unique. Et, s'il ne {'est pas et ¢ [r\.(:,; (:a)] wt !

et t' [n.¢t"" ()] %*"'~! le sont, on a, puisque t'—t" = [ (t') —o ()]
o (%) =0 (mod o (p)/w (x)) et, & fortiori, {mod e (a)fe (x) = n = hpm), que
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l.%, dont les coordonnées v,
mte convenable; et 'image

L est I'ensemble de tels
ifs sont nulles, cet ensemble
Y, oit N est I’ensemble des

) en groupe additif valué

= [y}otne,

» (¢, v"') est le plus petit ¢
de L sur ) (L), préservant,
le de L de rayon r=|y|*
s que ¢, (B) = ¢, («) pour
e (L) tels que ¢, = (o)
1.I(L) peuvent s'identifier
L,

. Montrons que sio (p)fo («!

a un seul terme maximal.

¢, (x) « Oetsin= hp™,
tj ’ P 1'

.o (@)] x"~1 est maximal,
st pas et ¢’ [i.c, J._’o:}] xt'=t
4 #11 FEN

—" = [0 {t") —o (V)]

[Jx.]l,'m {r;(:l == N = }lpm)’ que
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la contribution de p dans ' et ¢, et par suite, leur valuation est la
méme, ce qui implique ¢ = ¢"[ear|t'|=|t"],|r.¢; (¢)] =1 quand
¢ (x) # 0 et I'égalité des valuations des termes considérés entrainent
hig {Piba Loy [’”_1]. Done, si Ay,.2 = 0,0 (A;,.«) est le minimum des
ordres des termes non nuls de la série précédente, donc

(0o (p) + (t-=1) o ()],

Min [s

LS

ol la somme est étendue aux ¢ == n tels que ¢c; (=} = 0. S1 E == & (p)/o (v,
ceel peut s’écrire Min [s () E + t— 1] o (y).

90 Soient k[x]p Pensemble des polyndmes unitaires

f@)=am+Xaaz  (O0<i<n

de degré n dans k, =, un élément de k tel que p = (=), n: k—> k une
g 5 : 3 - <A
fonction représentative normée de k dans k, ag == L (n.a;

(%, m)-développement de a;. Soient
% = Vr, et L=1F(x)

organisé par l'unique prolongement possible de la valuation de k.L/k
est une extension complétement ramifiée, donty = (x) = (=1) est I'idéal
premier, et 'on a avec la normalisation du paragraphe 6,

o) =n"to (r':.,) ==L
Soit 0 I'application
fl@) — f)—xm=Nax de ki,

dans L. C’est unc surjection car (o, @y, ..., dn—) est un vecteur arbi-
traire de k™ et (1, %, ..., %" ) est une base linéaire de L/k. On a

o (0. () = Min [0 (a;) + §]

11

et, par suite, les conditions :
? p 3

o (ay) = n, ©(ay) = n (0 <1 < n,
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qui caractérisent les polynomes d’Eisenstein, équivalent a o (8.1 (z)) = n.
Ht si

g (z) =™+ : bi 2! est ek [2]a,

Y (@i — bo) %,

EA0 R

L7, 0.8@) et [fle)—gk)]=

ce qui coincide, en vertu du paragraphe 6, avec la distance dy (f (%), £ (=)
des f (z), g (z) dans Sin), Ainsi, 0.E, , (of By, est Tensemble des poly-
homes d'Fisenstein de degré n dans k) est le complément o .. o7+l de
.+l dans y# et © est une isométrie du sous-espace E; . de Sy, dans L.

Comme J est anssi une fonction représentative normée de L == dans L,
¢ (7, ») 8 est une isométrie de E,, dans (LZ) Puisque m = %", on a

med
i u

v i — _ . . 5w B . -
[\1‘;{' (x) ;S’ Gf.f.};i :.:S >_1 (%, a. “:ing ]y‘l \ AN . u‘}_/‘ﬁ,u 4
oy ;! i i
i ] R

2

by o M= L0 & et =11, 15 i} — nu -1 est une bijection de
7 % N, sur Z, un t & Z étant I'image du couple [u {t), i (t)), ol ¢ (t) et u(t)
sont le plus petit reste non négatif de t (mod n) et la partie entiére de i/n.
o e s —~ ~ - - X .
Ainsi si Pon pose cp = @), uit) }d (i.c_.: w! est le (2, »i-déveleppement
4
de 8 .fiz) et o (%, %) 0.f(x) est le vecteur ¢ == (e = @itapuq) }_. Quand f(x)
parcourt E; ,, ce vecteur parcourt tous les vecteurs ¢ = {¢,! k tels que

cp=0 si t<<n et cp+ 0. Posons

(i) B + i—1]]

{ou i parcourt N,), car @ (¢) == 1 dans notre cas. Ur st 1 est -+ o gu le

Sife By, o) est Min Im. E +n—1, Ming {o (a;) + s

plus petit u tel que a;, =0 selon que a;=ou = U(teNy), on a
o (a;) = nu; et fe E,, implique ug = 1. Comme s (r) = m, mE 4+ n— 1
est (nio + (1) 4+ s (nyp -+ 0) E—1, tandis que d<i<netola) >0

implique, quand o (a3) + s (1) Eti—1<mBE4+n—1, s(@)<mfce
qui entraine pour tout ¢t =t (mod n}, s {t) = s (1)], d’ott

wla) +~sQE+i—1={(nui+1)+s {(nu; + JE —1,

cette égalité restant exacte pour fout i eN. tel que s (i} < m. Puisque
pour ieNj tel que s (i) =m, on a aussi s (nu; + i) = m, on voit que

(nui + i) + s (nug + JE—1 >mE + n—1.




:quivalent a © (0.1 (z)) = n.

e la distance dy (f (), g (z))
i, est Uensemble des poly-
e coraplément % .. g2+l de
sspace E; , de S, , dans L.
e normée de L =k dans L,
Szl Puisque = = %%, on a

—= NN ‘} BT
ol maw
i u

-1 est une bijection de
le [« (£), ¢ (2)], okt € () et u(t)
2} et la partie entitre de zjn‘

est le (%, x!-développement

(ep== my; )i )- (Quand f(x)
cecteurs ¢ = (¢, k tels que

n— 11,

e (ag) + 5 () E 4 i-—1]]
as, Or stoug est 4 = gy le
i=ou+ 0{teN,), on a
mme s (n) == m, mE -+ n-——1
e 0 <<i<<n etw(a;) =n
tE+tn—1, 2(i) < m [es
s (1)}, d'olr

-s{nu; + 0 E —1,

tel que s (z) < m. Puisque
nu; + i) 2= m, on voit que

mE 4+ n— 1.
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I

Donc @ (vj) est aussi = Min [(nu; -+ 1) 4 s (nug + i) E—1], on i par-

\

court Ny. Or soit ¢ un indice tel que ¢, = 0. Alors st $(f) << m, on a
s () =s[i(8)] et w(t) >y,
dov t4s(t) BE—1 > (nuyy + s [nuyy+ 1 ()] E—1.

“ PR . ~
Comme tout (nu; -+ i) + s (g - zj —1 est, quand il est < | w,

parmi les s () E +¢—1 tels que ¢; = 0, on voit que o kb,) est aussi
Min [s () E 4- ¢t — 1], ou t pareourt les indices € Z tels que ¢, 5= 0, done
est =o [4,0.f(x ] B

Dés lors si f(z) e E, , (autrement dit ¢, = 0 implique ¢ > n et
t=n implique ¢, # 0) et si J satisfait aux conditions d’Ore, on a
@ (0) =y~ si, et seulement si ¢, - 0 implique

sE+t—1=2n—147

et s{ E-+t—1=n—147;impliquec, == 0. Or si ¢ satisfait & cette
égalité, s (t) est <<m ou t=n, donc s (f) =m, autrement dit s () < m.
Mais, la méme égalité implique j = ¢ (mod n), done (mod p™), d’ou il
résulte que

s = Min [s (j), m] =Min [s (), m] =3¢ (t).
Ainsi, on a feE[™ si, et seulement si
1o ¢ #0 implique t* =t— n > Max (j—s(®)E,0];
20 t*=0 ou t*=j;-—sE implique ¢, s 0.

Si ¢ est la partie entitre [;: E] de j: E, les conditions d’Ore peuvent
s’éerive
0<s<p <m.

10° Supposant que ¢ est un entier assez grand pour que FL’” se
décompose en cercles de rayon B+ =—=yn+ein  calculons le nombre de
ces cercles, égal, puisque o (2, %) est une 1bometrle, 4 celul des cerc]es de
méme rayon dans ¢ (3, %) 6. ]*‘“}" Or puisque fe Ekn implique ¢, =0
quand ¥ <0, ¢ (3, ») 6.E}?) s’identifie, d’'une maniére w1dente, a l'en-
semble des vecteurs k¥ (o0 N est I’ensemble des entiers = 0), dont les

i1




composantes ¢,, teN, satisfont aux conditions 10) et 20 précédentes,
et ensemble des cercles de rayon B+ en lesquels il se demnnpnw s'iden-

tifie avec sa ])I‘OJ(‘(’HOH ddm N, ¢est-a-dire avec lensemble Vips ol

des vecteurs v = (v, 0,, .. .. re—1)s dont les composantes ¢, t & N

n-ter
satisfont aux condilions :

jeo ¢, = 0 miplique (*=t—pn =0 et = s () B;
I
20 1*=0 ou t*=j—sE implique ¢, = .

Ces C(Uldiii{lil"s concernant les valeurs que prend, pour un ¢ donné, la compo-

sante ¢, de v parcourant Vir:¢) sont ,visiblement, mutuellement indépen-
rd
dantes pour les ¢ e N, ., dlﬁerents Amsi, s1 U, (t e N, ..) est 'ensemble

de ces valeurs de ¢, et si u, est le nombre des éléments de U, Vinae) est
le produil cartésien des U, et son nombre des éléments est le pmdml

des 1y, ot t parcourt N, . Or, en vertu des conditions 19 e1 20, U , est 0,

k- 10} ou k (et u, est, dans ces cas respectifs, 1, ¢ — 1 ou ¢) selon que
respectivement :

o) t* < Max [0, j — s () Ej;

B) 1* = ou e e & U

) t* >Max [0, j —s (1) E].

Ainsi, si vy, v, v, sont les nombres des ¢ & N, .. satisfaisant aux
conditions «), 8) et y) respectivement, le nombre cherché est | (g — 1)% g».
vo est =1 ou =2 selon que 0 =;—sE ou 0:£j-—sE. Or‘ J=sE
implique s(j) =m, donc s=m et j=mE (auquel cas j-—s I == 0.
Ainsi, =l {g=—1), ol Iy =g —1 ou | selon que j < ou =m E.

Pour calculer v, partageons la réunion des intervalles

By =l ~~sE,q—]] el La=(0), j—s )

de 'axe réel, a laquelle appartiennent tous les #* satislaisant & 1a condition v},
en sous-intervalles convenables, et évaluons, pour chacun de ces sous-
intervalles, le nombre de tels *, qui y sont. £, sera partagé en s - 1 sous-
intervalles (dont le dernier L, peut etre vide)

Lo = U! ¢ 1' Ja.l = ‘f;' D F‘ J‘I
]_m:(j—ZE,]_“E_!, L _’"JF“' \lem S E




s 19 et 29 précédentes,
els il se décompose, s’iden-
e avec lensemble Vin <l

composanies v, ¢ € N

n+e:

et = j—s(t) B

)lique ;l. == ﬂ

your un ¢ donné, la compo-
t, mutuellement indépen-
(t e N,,,) est ensemble
léments de U, Vil est
i éléments est le produit
ditions 10 et 20, [, est 0,

1, g — | ou t]’," sefon que

.S’E:

e N, satisfaisant anx
cherché est (g — 1)% g%,
Dfy—sE Or jozs B
wquel cas Joo oo =0,
elon que j < ou =m k.
es Inlervalles

(0, j —s E)

isfaisant & la condition vy).

yur chacun de ces sous-
‘a partagé en s - | sous-

E,Jjl
E.j—(s--1) E},
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et £, sera partagé en ¢ —s + 1 sous-intervalles (dont le premier peut

L

étre vide)

Lyp=l—(+ 1)E,j—sE), Lgpa=[—(s+ 2)E,j—{s+1) E) ...
Le=[j —¢E, j —(p—DE),  lou=(0,j—¢k)

Soit u; le nombre des t* € Ly (0<i<<e + 1) satisfaisant a4 y. Tout
i* € L, v satisfait, done go=c¢—j—1. Si 0<i1<{p, on 2 i< m (et
ceci a encore lieu pour i =p + 1 si p = m, autrement dit si j = m E},
donc t* =t -—n ==t (mod pi) et s (t*) est >1i en méme temps que s (t).
Si O<i<s, t*<L; signifie j —iE<t*<j—({—1)E, et un t*
satisfait & y), autrement dit & ¥ > s (1) K (car %> 0 est automa-
tique), si, et seulement sis (t) = i, ce qui éguivaut puisque s << p, s (2¥) >I.
8 s <1 =1, t* € L équivaut &

j—iE<i*<j—(E—1)E et * =0

(qui résulte déja de la premiére inégalilé sio < ) et, alors, [* > j—s (1) E
équivaut i (¥ j—s (t) E, car t* =] —s(t) E n’a lieu, quand t* =0,
que pour {* =j—s E ¢ L; Mais, alors, un % € L; satisfait & v) si, et
seulement si 1* =] —s (f) E, ce qui équivaut a s (t) > et, sauf sti=p-41
et p=m, A s(t*) >i. Orsip=m,on a j=mE =pE et Ly, est vide.
Done s (t¥) = i, autrement dit t* = 0 (mod p’), est la condition néces-
saire el sullisante pour que, pour tout itel que O<i<p-+1,t%ely
satisfasse & v). St ¢ < ¢, L; est un intervalle semi-ouvert de longueur L
divisible par p™, donc par pf, d’ont y = E/pi. Et comme

Lot =(0,j —¢E) et j-—pEF0O (mod pH!) si g =2 m,
on a torq =[J— s Efpottl

g ~ i "
Finalement, v; = Z‘ w; est égal &

(e—j—1) + (Efp) + (Bl + ... -+ (B[p?) + [J — e E/p**']

110 En particulier pour calculer le nombre Nl ; des cercles de rayon
gr+itt+ dans B, il suflit de poser ¢ =j - t—1, ce qui donne

vy=t—2+ (E/p)+ ... + (B[p?) + [j —E[p>*1],

3

done

N{P) = (1 qUEIP)+ (I8 4+ (E1pF) + [ —7BNpPH1]) (g —1) g%,




;
!
i
|
g
|

et ‘)E!(;,.}n, 3= T![c?J}, i .l'llr:q S 1} ‘}E_z

a bien la valeur de 1'énoncé du théoréme 1.

120 Si p'=p, donc E = w, et si [lx) € Egn, les dérivées des
termes de f (z) d’exposant divisible par p sont nulles. Donc, si la différente
by =pl"+/=1: 7 de f n'est pas nulle (ce qui équivaut aj = 4+ =), le terme
maximal de [’ («), ot f () =0, provient d’un terme dé f (z) d’exposant
premier & p, et I'on a s=0. 8i m >0, 7«1 =0, donc j # 0 (mod p)
est la seule condition pour que NEL,;=>0. Il y a donc lieu de poser,
dans ce cas, sE =0 (4 o) =0, car mE =1 (+ =) =+ «, et J<ml
est déja impliqué par j << -f «. Si m =0, na™1 est le terme maximal
de f'(x) et on a d; =p(»=0:n aytrement dit j =0, ce qui impose pour m E
la valeur 0 quand m =0 et I = 1 w.

Sij 5 - = (ce qui assure la séparabilité des extensions considérées)
les raisonnements précédents ne comportent aucune excepiion de validité
pour p’ ==p, & condition de donner 2 s F. et & m E la valeur 0 dans le cas

ambigu E =4+ = et g =0 respectivement m =0. Si m >0, l'on a

J<mE=+4 o, dlott p-=0 et [j=g¢— 1.

Done, si m>0, on a N\, ;=(¢—1)4U:?) ou 0 selon aue j = ou
=0 (mod p). Si m =0 (extensions non-surramifiées), on a J=0=mE,
d’oi p=0 et [; =1, ce qui donne Nin, j =ngl® Pl = n (résultat vrai
aussi quand p’==0).

Si j=+ =, les conditions d'Ore sE <j<mE exigent m >0 si
on pose m E =0 quand m =0. Or, quand p'=p, m >0 est bien la
condition nécéssaire et suffisante pour qu’il existe des extensions nomn-
séparables de degré n de k. Iit alors, leur nombre (comme on voit facilement)
est dénombrable, donc se représente raisonnablement par -+ =». D’autre
part, si j=E =+ =, la seule interprétation raisonnable de j: E est
de le considérer comme un nombre réel non négatif indéterming, auquel
cas [j: E] devient un entier indéterminé = 0 et, quelle que soit la valeur
qu’on lui attribue, ¢ (¢) E + [( —e E): pet1] prend la valeur -+ =». D’autre
part, [, ., comme tout Iy, ne doit pouvoir prendre que les valeurs g—1
ou 1, toutes les deux >0. Ainsi, la seule valeur raisonnable de

nly g @ E+G2E): p°* 1 quang j =K =L @ est bien + .

130 Calculons, dans le cas p-adique, par sommation étendue 4 tous

. . - . - - Wl n
les j satisfaisant aux conditions d'Ore, %) = % ") . Dans ce hut,
J » n gt
J



S Ekn, les dérivées des
les. Dong, si la différente
wt & j = + o), le terme
rme de [ (x) d’exposant
=0, done j £ 0 (mod p)
y a done lieu de poser,
“w) =4 w et j<mB
T est le terme maximal
» ¢& qui impose pour m E

» extensions considérdes)
ne exception de validité
% la valeur 0 dans le cas
). Si m>0, I'on a

lj=q—1.

1 0 selon que j = o
ées), onaj=0=mE,
0Pl = n (résullat vrai

m E exigent m =0 si
=p, m > est bien Ia
te des extensions non-
nme on voit facilement)
ient par 4 w». Dautre
usonnable de j: I est
tif indéterminé, auquel
uelle que soit la valeur
la valeur 4+ =. D’autre
> que les valeurs g — 1
raisonnable de

est bien - o,

nation élendue 4 tous

_\.\ril}‘.t)n}j. Dans ce hut,
j
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divisons U'intervalle [0, m E], contenant tous les j de cette sorte, en m + 1
sous-intervalles

Ay = [0, E), A =[E, 2E), ..., Apy=[m—1)E, mE),
Ap =[mE, mE|={mE}.

Sij est un entier € A, 0 <s<m, on a

,o:-‘[j:E}:.? et 15::}--—1.

Dane, si j satisfait aux conditions d’Ore, jirl, ; est le produit d’e deux
facteurs 3. =n(qg—1) (g%)*¢), ne dépende‘mt (pfnn' .k et n d(lnneds_) 'qug
de s, et 1;; =qW s B P qui dépend de J. Orij Sa‘ll.lsfalt aux con l'tl?n:
d’Ore si, et seulement si ¢ () B < j, autrement dit s_(‘;) <l ¢ ce qui Pquwl;alu
aj == 0 (mod ps1). Et, quand j parcourt les entiers € A, no;l (1{:1151 t;s
par -p’*", [(j-—sE): p*t] prend toutes .les V:aie}lrs 0,4, cony (BIpH) =,
chaque valeur étant prise ps™1-—1 fois. Ainsi

T i Y "
Z MW,y =", 2‘ %;

jeh, f& Ay
est le produit de
n(g—1) (") par (P —1) (L4 g ... + gEew—1
égal & (pr+1 = 1) (@7 = 1) (g—1).

Comme )
{qi-:)s{s; g’(i:ph‘ = {{:‘,l'.)s(s-{-l],

la somme précédente est

n (p3.+j — 1) { {q!{Jz{a} A (gT-I}z[.!-f-‘i'J} 3

1
Ed

v ] ) :
Nl =l e

jehm

est éoale A | )
nlm % [q!'} gm| — 5 (q"')l g(m)
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Puisque les extensions considérées K/k sont complétement ramifiges,
fo est aussi le degré résiduel absolu de K (autrement dit, celui de (K/Q,)),

P - 1 R N }
'ii ou ;'{‘0 E == :\ et rl( i p-fv i p- 2
Ainsi, Pon a

r - x . 3
W, =n § pemIN L l (pr1 — 1) (p st+1N — peta)X) (.
/ \
B=Sg-m I
51 Yon pose P (s) == p*I~, et si I'on considére expression entre les
crochets comme une combinaison linéaire
Tk \ ; ¢
Ny (s) Ps) des Pls){s=0,1, ..., m),
5
on a u (m) = pm, {
uis) = (p* —1)—(p*' —1) = — (p**! — p%) quand 0 <s<m
et u(0) = —(p—1) =— (p*** — po. ;
i

5 i i 1'

Ainsi, la somme précédente \J}7), est 1

51, umaintenant, on la considére comme une combinaison linéaire
N U(s)p* des p* (s =0, 1 mj, on voil que
s S F 38 P7 S o LgenEig Mkl {
L4

U {m) =P lim:) — P [:m — 1],

Ufs) =P (sl —P{(s—1) 81 0<s < m
) T }; /
T — P/

et U (0) =P (0.
Si 'on pose e(—4)=— =, on a

P (—1) = pt~11N = p== =,



complétement ramifiées,

ment dit, celui de (K/Q,)),

Js,l’«,l}\ — )gh N)

e

dére I'expression entre les

Ly oy )

quand 0 <s<m

Y
P

) P (s).
ne  combinalson linéaire
f{lIC

1),

D<s<m

donc on peut écrive, également,
T Do Yy ;
U =Pi{0) —P(—1),

et la formule

devient universellement valable. On a done, avec cette convention

t i}

wW,=n ¥ p (P —Ps—1)}

qui prouve la premiére formule du théoréme 2.

140 En vertu de la théorie de la ramification non-galoisienne [1],
toute extension algébrique finie I d'un corps valué -.omp]et k possede
le corps d'inertie Ky, ce corps K étant tel que Kgfk soit non ramitiée
et ql_e K/ I\,T soit complétement ramifiée. Ainsi, toutes les extensions
Is/k (K C &) de degré n s'obtiennent en prenant, d’ abord, une extension
non ramlhee arbitraire d’'un degré f divisant n, et en pr(,nant ensuite, une
extension complétement ramifiée arbitrame de degré nff de la précédente
ices extensions étant, bien entendu, C &), el chaque extension de degré n
de k est obtenue une seule fois par ce procéde. ()1. stk oest :1di<|ur;, il
existe, pour tout f, une et une seule extension non- rarmfm, kL done

W = N ot
Yk ‘}gk‘f‘[” nif-

fire

Sing, ; et Ny sont les degrés par rapport & Q, de ki et de son extension
(rumplét.cment ramifice de dearé njf, on a

gy == Mo [ el N; = {(n,f) (nff} = non = N.

/ /

Soit f=Ap* o A:z=£0(modp. Quand { parcourt les diviseurs de

n, A et u (et, également, d =h/A et 4’ =m-—u) parcourent indépen-
damment rupemivmrwm tous lm— diviseurs de f et tous les entiers du
segment [0, m]. Et, comme n/f=dp*, on a que
-~
n! |f‘ oy =dp* :; p® {ptle Ny pele—tie],

[ S TR




g

i
|
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LE- e

donc, en vertu de N; =N, est égal 4 d Z P U (s). Par suite, *
O=e=p i
R, , est |
u .l 3 = s k E
}-r (d 2" U (s) } ;

dih dspw=m "\ Ogexw /

"Cette expression est le produit des facteurs

= ~ - FLw TT ey
Te oo X (X pevw)
d|h 0= ==m “\iﬁ-{?s:—;u" /

et en changeant 'ordre de sommation dans le second facteur, on

Voit
quil est aussi égal a

};: { 2 (P'“)'\}p'U(s}.

d<ssm ‘sgu'sm

!

R —————

Comme

3 opr) et (e (p—1),
s m

ce second facteur est |

D Lpmeet—p2)p—1)} U s),

08 m

ce qui prouve la seconde formule du théoréme 2

15° Puisque % et m sont fonctions de p e

r el puisque N =n,
on voit que 9l et

: |
Y o ne dépendent que des p, n et n, = = (k: "3‘»}

Un sait que te groupa dL Galois E:m;f de L‘x;»’l (et, egmomp*al les nombres
VA, et e, des extensions abéliennes, respectivement galoisiennes, de
degré n de &) dépendent de certains autres paramétres, telle la présence ou
Pabsence dans & des racines p-itmes p:\imiriwa de P'unité. Ainsi, bien
que Sgy dépende de ces autres paramétres, le nombre de ses sOUs-groupes
fermés d'indice fini donné n’en dép end pas {tandis que le nombre de tels
sous-groupes de Sgu, qui, en plus, sont invariants ou contiennent son
commutateur, peut en dépendre)
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A\.u Pt U (s). Par suite,
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'} U(s),

- noel puisgue N = 5
les p, noet ny = (k. ﬁ,_;
également, les nombres
.‘n-'emem. galoisiennes, de
str;es, ]t,e]_le la présence on
iode I'unité. Ainsi. bie

nbre de ses SQI.IS?;;:JL}: ;3:
i5 que le nombre de tels
nts p contiennent 50n
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