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Séminaire BOURBAKI
(Mai 1951)

GENERALISATIONS NON-ABELIENNES DE LA THRORIE LOCALE DES CORPS DE CLASSES
par Marc KRASNER.

1. Théorie locale des corps de classes.

Avant d'exposer les généralisations partielles de la théorie locale des corps
de classes, construites dans ces derniéres amnées, je dois rappeler briévement

cette théorie (pour plus de détails, se reporter a la conférence de SAMUEL [12 ],

Soient k un corps de nombres 'p-adiques, K une extension finie ds Xx , K

st K leurs groupes multiplicatifs. On appelle groupe de Takagi de K/k 1le
groupe Hy 4 des normes NK/k(O() do K a k des xek¥,

On démontre les résultats suivants

ae. Loi d'unicité. - Si K/k est une extension abélienne, elle est complitement

déterminés par la donnée de HK fic *

b. Loi d'ordination. - K/k et K'/k étant des extensions abéliennes, on a

K' 2K si, et seulement si HK'/k —C*HK/k .

c. Loi d'existencee. - Tout sous-groups d'indice fini H de K* est le groupe de
Takagi d'une extension abélienne convenable K/k .

d. Seconde inégalité fondamentale. Loi de limitation. - K/k étant une extension
finie guelconque, HK fi est un sous-groupe d'indice fini de x* ot
("t Bg) S (Kek) oOna 6 :Heg) = (K:k) si, ot seuloment st Kk est
une extension abélienne. Plus généralement, Ka/k étant la plus grande sous-
extension abélienne de K/k , on a Hy fe = HKa fe *

6. Loi d'isomorphisme. = K/k &tant abélienne, le groups de Galois GKAE de
K/k est isomorphe 2 k’lp/HK .

f. Symbole de restes normiques de Hasse. - Il existe une manidre canonique d'éta-
blir 1'isomorphisme précédent, en définissant un symbole (symbole de Hasse)
(x , KEfk) tel que o—> (x , K/k) soit un certain homomorphisme canonique de
noyau HK/k de x* sur GK fic *

8i K' oK, («, K'/k) induit (« , K/k) dans K .

g+ Lois de conducteur. - Il existe des idéaux de k tels que, s1 «=1I
(mod {I) sy O & &E HK/k (si 1'on considére HK/k comme un sous-groupe de x*
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organisé en groupe métrique par la multiplication et la distance
*
d(x,f)=]a-pg]smax (], |lsgl,

ceci signifie que HK/k est un sous-groupe ouvert de k*). Le pegecoede ﬂ(/k de

ces § est dit le conducteur do K/k (ou, également, de Hy /k) ; ainsi, la

valuation lf K /kl du conducteur de K/k est le rayon du plus grand cercle de

centre I dans k que Hy e contient). La valuation | f;( /kl du conducteur de K/k
et, auseil, celles des conducteurs des surgroupes dé HK/k acnt détermindss par certaims
invariants arithmétiques de X/k , 1iés & son groupe de Galois, qui sont donnés par

la théorie de la ramification de Hilbert (nombresde ramification et ordres des

groupes de remification) : inversement, la structure ‘'métrique" de Hp e détermine

ces invariants. Ces déterminations se font explicitdment par une formule (Filhrer-
Diskriminantenformel), due & Hasse.

En particulier, f Kk = (I) si, ot seulement si K/k n'est pas ramifide.

2, Théoréme des unités de Hensel. Groupe de Galois de 1l'extension abélienne maximale
de k o«

Les résultats précédents permettent, grfce A un théoréme de Hensel, de déterminer
ls groupe de Galois G o/fic de l'extension abélienne maximale O de k , organisé
sn groupe topologique par sa topologie de Krull. On sait que ce groupe est la
limite projective des groupes de Galois GK fe des extensions abéliennes finies
K/k , ou, 81 K' > K, le correspondant dans GK/k d'un o“eGK,/k est creGK/k
qu'il induit dans K (conformément aux conventions habituellss, la topologie de
la limite projective de groupss discrets est définie par la famille des images
réciproques des unités de ces groupes dans l'application canonique de la limite
projective sur chacun d'eux). En vertu des e et f ., il existe des isomorphismes
(&, Kk) = «Hyp des Gys sur les k*/HK /i correspondants, qui :ransforment
les homomorphismes ¢'—> 6 précédents en applications canoniques de k /H‘K* [ sur
k*/HK fc * 'Donc; G o/k estlisomorpho » ©n tant que groupe topologique, au
complété de k  par rapport a la topologie, qul y est définie par la famille
{HK /k} de ses sous-groupes, K parcourant les extensions abéliennes finies de
k o Mais, en'vertu des o et d , cette famille est celle des sous-groupes de
k* d'indice fini. On appellsra topologie finie d'un groupe sa topologis,
définie par la famille de ses sous-groupes d'indice fini, et on appellera sa
p-topologie celle définie par la famille de ses sous-groupes d'indice puissance de
P, ol p estun nombre premier. Ainsi, G . fe est le complété de x* par
rapport 4 sa topologie finie.
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GENERALISATIONS NON-ABELIENNES DU CORPS DE CLASSE

LEMME. ~ la topologie finie resp. la p=topologie du produit direct d'un nombre
fini de groupes est la topologle produit des topologies finies resp. des p~topolo-
gles des factours.

En effety si G =g X g X eeo x g, 5 0t 8l E:I. est un sous-groupe de g
d'indice fini, on a (g1 X By X eee X g 1 g x'g'z X oo x'é's) = (g1 s'é'l)
(g2 t '§2) ees (gs : ES) o Bt 81 G est un sous-groupe d'indice fini de G
(gi : Tn gi) divise (G : @) , et ona Eg(gln'G') x (gz.ﬂﬁ) X see (ga‘ﬁE.)
Cecl posé, soient r le corps rédiduel de k , p sa caractéristique, P = p‘cj
le nombre des éléments (donc, £, estle degré résiduel de k), m 1tidéal
premier do k , e  llordre de ramification absolu de k (donc (p) =339) ’
n = £ o ls degré absolude k , 7 un nombre de k d'ordre I en , T
le groupe des puissances entiéres de T , U 1e groupe des o =1 (mod':’p ) de
k, ﬁ 1a fermeture algébrique valuée de k , 83 le groupe des racines
s-iémes de l'unité dans _,fz e Ona 59.1 Ck , car, dans tout p €r, il existe
un élément de G py (& savoir, si & est un élément arbitreire de p , c'est

la limite des oan quend q = + ®), et on a x* = ng-l U , ce produit étant
direct en tant que produit de groupesabstraits. Mais, en vertu du lemme précédent,
la topologie finie de k* est prodult de celles des T » é Pl et U .+ Done,
G est le produit direct des complétés des TT, éP-l et U par rapport &
leurs topologies finies. Déterminons ces complétés,

A, - Soit Z 1le groupe additif des entiers rationnels (c'est-a-dire, & $somor—
phie prés, le groupe cyclique infini); et soit, { étant un nombre premier, A}y
le groupe additif des entiers L-adiques rationnels, organisé par sa topologle
valuative (c'est~d~dire définie par la métrique d( A , M) = | A= p| ; les
taéaux (£%), s=0,1,2, .. » forment, dans cette topologle; une base des
voisineges de 1'élément neutre 0)y N™ —>m est un isomorphisme de T sur 2
Considérons le produit direct A = TE A ¢ des groupes /\2 , étendu a tous les
nombres premiers ) s 6t notons )\2 la composante dans Ap d'un AeA .

/(1 ’ 92 s oee zt étant un ensemble fini quelconque de nombres premiers, soit

8
t

v Sigsz t
bl 2 LA N ] e

s
1'ensemble des A €A tels que /\li =0 (mod f/ii) » Les V_ forment une base
= (O 9 0 9 eoe 0 ’ coo) de /\ [ z est

o

des voisinages de 1'é1lément neutre
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un sous=groupe de tout /\2 « Appliquons tout 8 €% sur A(Z) tel que, pour

tout 4 , on ait Az)y = 2 . L'inage % de 2 est dense sur N\ , car, pour
tous 1&1 ’ {2 s ooy Jlt » 51 9 5y eer,y 8y ot pour tout A€ A\ s on psut
trouver un entier z , tel que, pour tout 1 =1 9 Ry ses 3t ,onait z= t\[)’i

% p%2 S
(mod '2‘ ) « D'autre part, si m = 5 { '?/ v v AT est l'ensemble

des A(z) tels que, pour tout 1 =1,2, oo ,t, 8% o (mod e )e Clest,
donc, 1l'image de l'ensemble des multiples de m dans 2 , et la topologie induite
par celle de A dans Z est sa topologie finie. Par suite, le complété de TT
par rapport & sa topologie finie est isomorphe & 1'adhérence dans A ds son
sous-groupe % , c'est-a-dire & A ,

Un raisonnement analogue montre que le complété de Tl par rapport & sa
{ ~topologle est isomorphe & Ag o

Bs - Soit Z8 le groupe cyclique d'ordre s , considéré & l'isomorphie prés.
51’ 1
complété est é Pl = ZP-l .

Ce = U est complet par rapport & sa topologie valuative. Montrons que la topo=-

logie finie de U colncide avec sa topologie valuative, d'ou résultera que le
complété de U par rapport & sa topologie finie coinelde avec U .

étant un groupe d'ordre fini, sa topologie finie est discréte, et son

Ui étant ls groupe des éléments o = I (mod ’%Q i) de k , les Ui constituent

une base des vmsmages dc; l'unité dans la topologie valuative de U . Or,
f (i-1

(U s Ui) E’i"1 est fini, et, méme, est une puissance de p .

Adnsi, la topologle valuative d¢ U est moins fine ou e’quivalénte a sa topologle
finie et, méme, & sa p-topologis.

Pour démontrer la réciproque, le plus commode est de se serwir du principe sui-
vant (KRASNER).

PRINCIPE, - Soient k un corps valué complet, ,:5_ sa fermeture algébrique, &
un élément de ﬁ gséparable par rapport & k . Alors, si fe ﬁ est plus proche
de o que de tous ses autres conjugués par rapport & k , on a k(g) 2k(«) .

DEMONSTRATION. - Les conjugués de A=a par rapport a %( /s) sont tous de la
forme A-a' , ob o' est un des conjugués de & par rapport & k . k(p)
étant awssi complet, on doit avoir, pour un tel A-a' , |B-a'|=]|A=-0a].,
Mais, si ®'# & , ceci est contraire & 1'hypothése. Donc, A-& et, par suite,

386



GENERALISATIONS NON-ABELIENNES DU CORPS DE CLASSE

o n'ont d'autres conjugués par rapport & k(A) qu'eux-mémes. Vu la séparabilité

de x ,ona ®€k(B) .
’ i C.Q.F.D.

Remarquons encore que, si  f£(x) est un polyn8me normé irréductible dans k , et
81 o est un des zéros de #(x) le plus proche d'un ge.fK, If (ﬁ)l ne
dépend, en tant que fonction ds 4 , que de 4= | P= | y 6, en particulier,
ona d=| f(p)| t | #(a)] (od £'(x) est la dérivée de £(x)) , le sigme
étant = si d ne dépasse pas le minimum de distance des zéros de  f£(x) .

En effet, on a, pour tout conjugué a'de « ,
| poc| g Max (| =], | pea N=tax(a=-all, a)
et
| x=o'] gMax (1 g-a'|, | p=al=tex(| g=o], a) .

1 |a=-a]>d,onadonc |g=a']=]x=-a'j;oeot, sl | w=a'| ¢d, ona
|p-algd, aod | p=arl=d>|a=x|.Ainsi, ona

| £(p) =Tl p=o'l2a “Ed | o= ot =dlf(a);

et, si D, (@) désigne le produit de tous les | & -=a'l qui sont >d, %t Vg4
désigne le nombre des | o= &' qui sont £d, ona £{8)|=D f-(d) d

Or, le groupe de Galois de k(x)/k 4induit un groupe transitif de permutatiorsde
1'ensemble des conjugués de & , ot tout élément de ce groupe de Galois préserve
la métrique du corps de Galois de k(& )/k (car k est complet)e. Dons, D 2 (a)

et v, ne dépendent que des d et £(x) , ot non du choix de o »

Appliquons ces résultats au polyndme £(x) = - -u , o0 u €U . Comme
Jul = I, tous les zéros « de f£(x) ont la valuation I . Donec,
(o) = Ijo(j_ll = |j| . Posons B =1, ot soit a un des zéros de £(x) 1le
plus proche de I . Alors, | 2(p)| =|u=-1I] et |I-at] ¢ |u~ IH,1|"1 « Mais
deux zéros de f£(x) ne différent que par un facteu? racine de l'unité, et la
distance minimale de deux racines de 1l'unité est Ipl“(p-l) o Mnsi, si
ln - I| < “lelt(p—l) s I est plus prés de & que de ses autres confugués,
6t ona x €k(1) =k . Donc, pour un tel u , l'équation xJ =u adas U
un zéro &« tel que | & =1I| = I;]I-llu -1

Soit G(J) le groupe de puissance j-ilmes des éléments d'un groupe abélien G .
En vertu de ce qu'on vient de prouver, U J) contient le cercle de centre I
et de tout rayon ¢ < IijIl‘(p-l) dans k , c'est-a-dire tout Uq tel que
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1:(p-1 .
ﬁﬂlq <“le (p-1) . (En particulier, U(p) QU[:QOP s (p-1)J1 et est, donc,
un sous-groupe d'indice fini de U }.

U étant un sous-groupe de U d'un indice fini j = (U :7T), ona 'ITQU(j) ,
et U contient quelque Uq « Done, 1a topologie valuative de U est plus fine
ou équivalente & sa topologie finie. D'olu résulte l'équivalence des topologies

valuatives, finie et p=topologie de U

Ainsi, G ok est isomorphe au produit direct

(TzfAz)xZP_le

des groupes topologiques Ap ( £=2,3,5, ...), 2Zp; et U . Pour achever
sa détermination, il faut déterminer la structure de U . Nous venons de volr que
les U( constituent une base des voisinages de I dans U . Les seuls éléments
d'ordre fini de U sont des racines de 1 'tuni$é (forcament d'exposant-puissance
de p) , qui y sont contenues.Elles forment un groupe & o d'ordre fini, donc

discret. Nous avons vu que U/U(p ) et, a fortiori, U/U(p ¢ o 9Sont des groupes

P

d'exposant p (qu'on peut, par suite, considérer comme espaces vectoriels sur
le champ de 8Balois de p éléments) et de rang fini. On notera M celui de

o

P

G et g <G étant des groupes tels que G/g soit un groupe d'exposant p ,

un systéme [ d'éléments ~ ¥ 4 de G sera dit une base minimale de G (mod g)
si les 1 g/g forment une bose minimale de G/g (considéré comme un espace
vectorielg. Soit T=(T; ,T,, «oe y Ty) une base minimale de U

(mod U(p 3 o) » 6t soit U” 1le groupe engendré par T . il o 93t dense

P P 1
= v (p) = P
dans U « En effety, ona U=U & O_U « L'homomerphisme 7, —{.u - u }

1, P 4 1, (14
transforme cette égelité en U(p ) - U"‘(p ) z(‘f_’_) U‘p ) « Si 1'on a déja prouvé
i P 14l
U=U*f,°__U(p),ilenrésulte vt g uP ), o vt € est
o o
P p p
‘blen dense dans U .

Nous allons prouver qus U induit dans * é 5 8a p-topologle et que
p

* , en tant qu'un groupe abstrait, sst le groupe abélien libre engendré par T .

Par définition, ona (U*g °_) (p) =0 & Py U(p) + Comme g, eu=1I entraine
p D

u € 60_, ? 1 appliqué aux surgroupes de &6_ s conserve leur intersec¢tion.
p

p
Ainsi, on a :
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j=1 1..1

#0H g6Y) _ e )g,(p P I
pd"
(o1

= l
sl 1'on a déja prouvé que U*(p )2‘;(1’ =" g o_nU P , on a aussl
p

*(pi) (P ) * @ (Pi)
U & =U"2 AU
p7 ép“—

i 1
d'ou résulte, va que U*% _ > & , que U*(p ) g = i € nU(P )) g —
1 p” ~ p7 p” p% pS
=U* g 5" ulP?) Zo" Ut g o Stant dense dans U ona
P

(U U(pl)) = (u* gpr' (U* é )(p )) (U* 6 s U’k(p ) & ‘,) .

Done, la topologie de ot f;pq-/ gpc‘ , induite par celle de u/ épo" est sa

p-topologie, Zpa‘ étant discret, les groupes topologiques * &pq./ épr et

Ut* sont isomorphes, et la topologie, induite dans o* par celle de U est aussil
S, % Sp

sa p-topologie. S1 T = T, T,% ees T est égal & I, sans que tous les

s/u soient nuls, et sl pi aet la contribution de p dans le p.geCede des eq

- fslp-i ‘t:a2p°i S, pt
= 1 2 ses ’t/«A

est un élément de vt n'appartenant pas a U*(p) Zpo" « Done,
i i+l
T =P ¢U)t (") gpa—

contre 1l'hypothése, et U* est bien un groupe abélien libre engendré par T o I1
ne posséde, donc, sucun élément non-neutre d'ordre fini, et le produit v* ?,’p,.
est direct.

Le groupe Ti engendré par 'Zi est =7 . U* est donc isonorphe, en tant que
groupe topologique, au produit direct de M groupes 2 , organisés par lesur p-
topologie ; et ls complété U de v* % 1test au produit direct du complété de
ﬁpo_ et des m complétés de Z . Ains:L, ona U == fapa. x /\/;; « Pour acheWer
la détermination de U , il suffit de calculer p .

Putsque (0 UP)) = 0% & v (0* & )P = 0 s 0tPNy(E o gy,

le rang de U/U(p) est Mou m+l suivant que ¢=0 ou #0 .Misce
rang est egal é. 1a somme des rangs My A=1,2, .. 5 [e p : (p=-I)]) des
groupes UUP/U1+1U p)"*'U/(U f\U\p))Ui+1 , car UUp w®) -y et
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) e yle) y®) _ yle)

U[eop:(p-l)]U<p (ou [a] désigne 1a partie entiére du nombre

réel a). Soit x €U, , et soit Fi(a) le reste (mod .IP) de T(-i(«-l) .
81 «, ,BEUi (done p=l (mod?p )) ,ona

Tr"i((x,s -I)= ﬁ'ﬂ-i(og-l) sl = n (g1 +rr"i(/_>,-I)(nod}‘:))

Donc, on a Pi( dp) = Pi(a) + Pi(/a) , 8t o —> pi(a) est un homomorphisme
de U1 sur le groupe additif du corps résiduel r de k s dont le noyau est
U... &

i+l

81 ige: (p=-1I), ot si x€U, ,ona aP =T +p(a-1)+ (a-I)pfp(o(—I)z
¢{«) , ob ¢ (x) est un polyndme 3 coefficients entiers. On a

2 ! eo+2i 1
ot 1% ()] < ] <P, [(a=DP| < PP et

e
Ip( = )| < ml © < I}jlpi » 1o dernier signe d'identité ayant lieu si, et
seulement si 1 =6 : (p -~ I) . Ainsi, «f € Uip , et on. a pip(ocp) = reste de
-9

‘H-ip(a- 1)P = ?i(o< ¥ ou Pip( aP) = reste ae I °p 'ﬂ-i (ex=I) + reste de

T-ip (a=-I)P = copi(ot) + Pi(a)p s O @ est le reste (mod ?p) de,
%
"T Q

P, sulvant que 1< ou=e t (p-1).

. )
Soit m  1'image, par 1'homomorphisme o —» pi(ot) , de (Ui f\U(p )Ui+1 ’

qui est également celui de U1 nU(p) o Comme 1'image de Ui est r,ona

Ui/(Uin U(p))Ui+1:' r/mi » ot p est égal A la différence du rang fo de r
ot du rang de my; + Si 1 .(Se;op : (p - I% s et 31 J est le plus petit entier tel
que Jjp>21i,ona Ui"Up = intp « En offet, s1 qg<j,ona

ap <1 e p: (p - I) ; done, si °‘qu , mais ¢ Uq+1 , ona Pq(oc) £0,

d'ou pqp(ap)= Pq(o\)pafo, ot oF ¢ Ui « 51 1;0 (mod p), ona
jp >1, d'ou Uir\U(p)_f..’:U:’p_g_U:H1 s 6t mi=0 3 donc, dans ce cas, on a

/u.i = to «S1 4 ‘¢O (mod p) , pj(fx)-—b Pi(ap) 8st un homomorphisme
(additif) de r sur my «S1 1 <e p: (p - I) , cet homomorphisme est 1'auto-
morphisme ¢ — Pp de r ; donc, dans ce cas, on a m =T ot M= 0 « Enfin,

si 1=e P (p~I),donc j=e: (p-1I), soit m* 1le noyau de 1‘homomor—
phisme ©—» wp+ ep , et soit }u.* le rang de n* « Comme my zr/m"r , Ona

Py =Eo - (fo - /‘**) = fﬂ* . Or, n* est llensemble des zéros dans r du polyn8me
xP 4 wXx de degré p . Comme c'est un module, et comme T est un corps de carace—

téristique p , /.A* est 0 ou 1 suivant que ¥ + Wx n'a pas ou a dans
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GENERALISATIONS NON-ABELIENNES DU CORPS DE CLASSE

des zéros non nuls. Montrons que & + wx ade tels zéros si et seulement si
o £0 . Eneffet, si @ #£0, k contient une raclne g-i? ;;rlmitive de 1l'unité.

© étant cette racine, on a ]0 -I|l=|p ll. (p-L) FPI donc © GU

et (6) #£0 ; mais on a pi(e ) = pi(l) =0 . Réclproquement, si p est un

zéro non nul de x* +wWx dans r , soit t(m o)ter (G = o, * (p ~I)) tel que
o_p:(p-1

pj(O()=P ; alors |o«P - I <l'pl ° 3 11 en résulte que le polyndme

x* - &P aun zéro B dans k tel que

3 ) e _t(p-1)
-1l <ol I T < e < ol

Donc, on a o</3_1 £1 ot (o(,e"l)p =1,

Ainsi, m, est, finalement, le produit de fo par le nombre des entiers
1 £0 (mod p) de l'intervalle (0, o.p (p - I)) « Ce dernier nombre est
fep: -1]-le, ¢t (p-1)]=0 +le z (p-T)]-lo,: (p=T]=e, «

Doncy, on a M= fo 6, =D

Ainsi, finalement, on trouve gqus G . fic est isomorphe au produit

Tf A & Ano+l
thp 2T TERT T T '

On appelle p-extension de k tout composé (de degré fini ou infini) d'extensions
galoisiennes de degré puissance de p . Si &P est 1la p-extension abélienne

maximale de k , on voit qus G DA (c'est le complété, par rapport & sa
&

p-topologie, du quotient de x* par l'intersection des k*(p ) s c'est-d-dire
de k*/ 61, 2= x U) est isomorphe a

6 no+1
o Ny ’
An°+1
En particulier, quand =0, ona G ~ o Autrement dit, G
P » quend P22 T apa T e TPk

est isomorphe dans ce cas au complété, par rapport 3 sa p-topologie, du groupe
abélien libre 2 n + 1 générateurs.

3. Généralisationsnon-abédliennes de la théorie locale des corps dec vlasses.

A 1'heurs actuelle, il existe deux généralisations partielles de la théorie locale

des ,corps de classes aux extensions non-abéliennesg.
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I. Théorie de Schafaravitche. = Cette théorie généralise le dernier résultat indiqué ;

a savoir, elle détermine a 1'isomorphie prés, sous l'hypothése o =0, le groupe
de Galois G:ﬁ?/k de la p-extension maximale AP de Xk . Cette théorie pernmet

la détermination du nombre des extensions galoisiennes de k , ayant,comme groupe
de Galois, un p-groupe donné. La théorie de Schafarevitch est fondée sur ce

qui précéde et sur un théoréme de Schreier & propos de sous-groupes des groupes
libres. Il est & espérer que l'applicdtion plus poussée de la théorie des groupes
libres permettra de déterminer G p quand ¢ >0 et, psut 8tre, déterminer

/x
méme G;ﬁ)k .

II. Théorie de Krasner. - Cette théorie généralise les "lols de conducteur". Elle

s'applique, d'ailleurs, en grande partie, aux extensions séparables des corps
valués complets quelconques, et non seulement ?t>-adiques. Dans cette théorise, une
extension est caractérisée par un ensemble convenable de polynSmes (généralisant
HK/k)’ considéré comme un sous-espace de l'ensemble des polynémes normés irréduc-
tibles de k , organisé en un espace métrique par une distance convenable. Il se
trouve que cet ensemble caractérisant est une réunion de cercles d'un rayon fixe

de 1l'espace considéré, et que, dans le cas 13-adique, le nombre de ces cercles

est fini. La valuation de conducteur d'une extension K/k peut 8tre définie, & peu
de chose prés, comme le rayon maximal de cercles de cet espace, en lesquels
1l'ensemble caractérisant se décompose ; et la structure métrique de 1l'ensemble
caractérisant fournit des renseignements étendus sur le groupe de Galois de K/k
(sans, toutefois, en déterminer complétement le type), sur ses invariants arithmé-
tiques, 1iés & ce groupe (objets de la théorie de la ramiffcation et certains autres)
et un critére pour décider si K/k est galoisienne (si k est discrétement valué,
ce critdre permet de déterminer, plus généralement, le nombre des corps conjugués
distincts de K/k dans ;ﬁ:). Cette théorie permet, dans le cas des corps k
localement compacts, de détemminer le nombre des surcorps X <:.§i de k , ayant

lo degré et la différente donnés par le rapport & k (et, m8me, ayant, en plus,
cartains invariants arithmétiques donnés), et, dans le cas ? ~adéque , ls nombre
des surcorps K « & de k de degré donné par rapport 3 k .

Jo vais exposer en détail la théorie de Schafarevitohs Je ne donnerai qu'une

idée de celle de Krasner, surtout en vue de comparaison.

Pour plus de détails, woir [107].,
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4. Théorie de Schafarevitch.

G ¢étant un groupe, notons G® le groupe engendré par les pulssances p-jémes
et par les commutateurs des éléments de G , et soit G='= (G N, G
est, évidemment, le plus petit sous-groupe de G tel que G/G soit un groupe
abélien d'exposant p~e Si g est un sous-groupe invariant de G , il est visible
que (G/g)~ = G—g/g et, plus généralement, (G/g)@_—_ G~ g/g « S1 tous les
G sont d'indice fini dans G , la topologie de G , définie par les G,
coincide avec sa p-topologle t ep effet, s1 g est un sous-groupe de G “d‘indioe
puigsance d¢ p , [ =G/g est un p~groupee Or, si DM# I est un p-groupe,

r en est un sous-groupe propre (car il est contemu dans tout sous-groupe de r
d'indice p , et de tels sous-groupes existent).

I1 existe, donc, un i tel que P@= 1 , Mais alors on a G@g cg st
G<c g . Ingeraement, si (G : G=') est fini, il est une puissance de p , car
tous les G d= /G sont des groupes d'exposant p .

Supposons que G soit séparé par rapport & sa p-topologie. Soit T un ensemble
générateur de G (mod G~ ) (puisque G/G est un groupe d'exposant p ,
on peut prendre comme T une base minimale de G (mod G 1 ) 3 alors, le nombre
d'éléments de T est égal au rang de G/GCD) . Alors, si tous les (G : G) sont
finis , le groupe G(T) , engendré par T , est dense dens G , organisé par sa
p-topologies En effet, [ i = G/G est un p-groupe, et on a

r‘i®= G®G®/G®= G® /G®

Ainsi, 1, = TG@ /G® engendre aussi [ i/ Pi® » Mais on sait que, dans ce cas,
Ti engendre Pi g donc T engendre G (mod G*') . les G formant une
base des voisinages de l'unité dans la p-topologie de G, G(T) est bien dense

dans G par rapport & cette topologie.

Si G est, en plus, complet, 1l est, donc, le complété de G(T) par rapport
& la topologie, qui y est induite par celle de G

Ceci posé, supposons que o =0 , ot soient k' 1le composé de toutes les ex-
tensions de degré( S) de k , et, pour tout 1, k) - (k'(i'-l))1 o S1 le degré
i p

absolu n, de k est fini 8t k'’ ne contient pas de racines p-iémes

i
primitives de 1l'unité, ng,, est aussi fini et k(iﬂ) ne contient pas de racines
p-iémes primitives de 1l'unité, car, sutrement, on aurait n, +lnI1 Z 0 (mod p-l)e

On a, en vertu de la théorie locale des corps de classes,
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G = /6P ny* /\1 (p)
101) 4 (1) %€ o )0 ps () = A UG

n,
= (AR 2 @5 =31

pnst, &9 k@) oot pint (et, par suite, ny .
n, +l

P i, Donc, puisque n  est fini, tout n; l'est. Ona n; = n (k(i) t k).

i
On a :ﬁp = ¥ k(i) o Ainsi la topologie de G = G est définie par les

est fini) et dgal &

Pfx
G_ﬁp/k(i) =G et est séparée ; et, puisque tous les

G:6®) = a® yp-

n, :n
;

gont finis, elle coincide avec sa p-topologies G est complet par rapport & cette
topologie.

Soit T une base minimale de G (mod G®) « G est donc le complété de G(T)
par rapport 3 sa topologie définie par les G(T) NG 2a6(T)> . G(T) étant
dense sur G, ona (GG ) = (6(T) 3+ G(T) NG?¥) . Le nombre d'éléments de
T est égal au rang de G/G k'/k,\,z;oﬂ , donc est n_ +1 o Ainsi, G(T)

¢st un groupe & n + 1 générateurs. C'est donc, & 1'isomorphie prés, le quotient
du groupe libre L +1 a n + 1 générateurs par un sous-groupe convenabls g .

Donc on a G(T)O = L g/g .
On a

a® 0= 61 6@) = @ : o0 Ae@) <@ 1 amD)

=-(Lno+1 L ! g) < (L n + L,Qq

On ne peut avoir partout les signes d'égalité, c'est-a-dire avoir

(1) t k

(k ) = (L : L

n o1 fIpa) s
o o
que si, & la fois on a

G(T) nc@ = G(T)® et ggLniu .
[¢]
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Or, on va prouver cette égalité par induction, en se servant,en particulier, du

théoréme suivant de Schreier sur les groupes libres :

THEOREME de Schreiers - Tout sous-groupe L du groupe libre Ls a s généra=
teurs est libre, et si son indiee § = (Ls ¢+ L) est fini, le nombre des iénéra-
teurs de L est L+ (s =1)J.

Soit s, ls nombre de générateurs du groupe libre (en vertu du théoréme de

Schreier) Lr%*'l « Alors, L +1/L

A =41 ©st un groupe abélien d'exposant p et
9 o

s
de rang s, . Donc, on a (LI?+1 zLIg:ﬁD) ._.pi .

On a 8, = noﬂ « Supposons qu'on ait prouvé (Lno+l : Lgl) = (k(i) ¢t k) o Alors,

on a, en vertu du théoréme de Schreier,

si=1 +(80-l)(Ln a =Ln®+l)=2 +no(k(i) t k) = +ny o

@ s n, +1 (i+1) (1) Lt d e
s s = H te
Mais, dés lors, on a (Ln Wt n+1)=Pi=pi (k k") , d'ou résul

(1+41)

o
(L t k) o L'égalité est, ainsi, prouvée pour tout i .

n
o}

Al Lno-l-l = (k
Par suite, pour tout 1 , ona g QLSDH et G(T) HG®= G(T)@ . Soit L*
o

1tintersection n Ln®+1 de tous les LnCDﬂ o Ly premiére relation montre que
o) o

g c1* . Comne la p-topologie de G(T) = L +l/g est séparée, on a, également,
o

gQ_L* , d'ou g = L* . La seconde relation montre que la topologie, induite sur
G(T) per celle de G est sa p-topologis. Ainsi, finalement, on arrive au

THEOREME fondementel de Schafarévitche - Si =0, G .'Ep/k est isomorphe au

complété, par rapport & sa p-topologie, du groupe topologique séparé associé
(au sens de Bourbaki) au groupe libre L o & n+l générateurs, organisé par
)

sa p-topologiee.

COROLLAIRE, - Un p-groupe " est isomorphe au groupe de Galois de quelque exten-
sion de k , si, et seulement si le nombre minimal de ses générateurs est ¢n +1 .

En offet, si F est un sous-groupe fermé de G = Gfp/k tel que [~G/F ,
AL
onaaussi [ ~ G(T)/F nG(T) « Mais le nombre minimum des générateurs de ce groupe
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ne dépasse pas celui n + 1 des éléments de T . Inversement si le nombre des
générateurs de [ est ¢ n + 1, il existe un sous-groupe F de G(T) tel

que [~ G(T)/F . Mais, puisque la topologie induite de G(T) est sa p-topologie,
ot puisque I est un p-groups, F est fermé dans G(T) . Dés lors, l'adhérence
F* de F dans G est un sous-groupe fermé ds G , ot on a G/F ~G(T)F= T .

La démonstration du théoréme fondamental %'on vient de faire, montre que,
pour toute base minimals T de G (mod G*'), G(T) est dense sur G, et
est, en tant que sous-groupe de ce groupe topologique, isomorphe au groupe séparé,
associé au groupe libre Ln 4+ » organisé par sa p-topologie. Il en résulte le
o

THEOR@PE. -~ T étant une base minimale de G (mod G®) » tout automorphisme
continu " _d_g G applique biunivoquement T sur une autre base minimale
T"=m.T do G (mod c® ) et est complétement déterminé par sa restriction a
T . Inversement, T' étant une base minimale arbitraire de G (mod @ ), pour
toute application biuniveque de T sur T!' , 11 existe un automorphisme bicontinu

de G, qui la prolongee

En effet, G® étant un sous-groupe caractéristique de G , un automorphisme
lo conserve. Donc, 7 est continu et ?.T e9t une base minimale de G f(mod G ).
Visiblement, la restriction de M & T détermine 7 sur G(T) « Comme m est
continu, il est déterminé aussi sur 1l'adhérence G de G(T) . Inversement, T'
étant une base minimale de G (mod G ) , une application biunivoque de T
sur T' se prolonge en un isomorphisme du groupe libre engendré par T sur celui
engendré par T' . Cet isomorphisme préserve, évidemment, la p-topologie de ces
groupes, et induit, par suite, un isomorphisme entre leurs groupes séparés associés
G(T) et G(T') , qui est aussi un homéomowphisme de ces groupes par rapport
a leurs p-topologies. Il est donc uniformément continu, et est prolongeabls,
par continuité, 3 l'adhérence G de G(T) , qu'il applique sur celle G ds
G(T') . Ce prolongement est, donc, un automorphisme bicontinu de G .

THEOREME. - Si deux sous-groupes fermés et invariants 17 F2 de
G = G;ﬁ PA sont tels qus I =G/ =~ (, = G/F, , tout isomorphisme m de [y

sur "‘2 est induit par quelque automorphisme bicontinu de G (une autre manidre
de formuler ce théoréme si Kl/k et Kz/k sont deux p-extensions, dont les

groupes de Galois sont isomorphes, tout isomorphisme continu entre leurs groupes

de Galois se prolonge en un automorphisme bicontinu de celui de la p-sxtension
maximale R P de k).
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Démontrons, d'abord, ce théoréme dans le cas, ou (G s Fl) = (G 3 Fz) est fini.

On e f'l/ P1® = G/Fl(}(D « Comme G/G® est un groupe d'exposant p , la -
position T d'une base minimale T, = {tl » By p eeey ts} de G (mod F, G*)
et d'une base minimale T, ={t5+1 ) eee s tn°+1} do F, (md F;n GY) est

une base minimale de G (mod G®) . S1 tI:tiFl , (1=21,2, ¢e,8),
Tf ={t: ’ t; ) ses t:} est une base minimale de r\l/ f'1® donc un ensemble

générateur de Fl eSoit S (X 5 X, 5 eee , X B) 1'ensemble des relations

définissentes de [, pour cet ensemble génératéur, autrement dit l'ensemble des1
, -l -2 -

mon8mes non-cox:mutat;ifa c’(xl*, Xy g ees xs) en X pXpyeeesXo Xy pXo peeesXy

$els que O(t; 5 ty » ees , t3) =1 ¢ Alors, un groupe danse dans Fy est

engendré per les o (t; 5 By g see p ) €5(t) 5 by eoey t3) et par les

conjugués dans G des b, € T, « D'autre part, puisque ~ est un isomorphisme

de Fl sur r'z y SGx 5 x5 eeey xs) est aussi 1l'ensemble des relations

définissantes de F2 pour son ensemble générateur (écrit dans cet ordre)

«,.'rf = {q ) 5 Mty p eee s Y ) 5 atnsi, 81 t] ost un élément de G , appar-

tenant A '7.t: (qui est une classe dans G (mod Fz)), ot si
®/G®, un sous-

Ty = {82, » tlp s +oo s B 4} ©5% une base mininale do FyG

groupe dense de F, , est engendré par les & (t]ytdye0e,t)) € S(t{,té,...,té) ot
par les conjugués dens G des t§ €T3 o T'= {6 9 B3 s oee t;} ost.
visiblement une base minimale de G (mod F,G ) « Rar suite, la juxtaposition
Tt ={ti y 8Ly eeey tx'10+1} de T} ot de T} enestunede G (mod G~) o

I1 existe, donc, un automorphisme bicontinu '7* de G, qui applique T sur T' .,
I1 applique le groupe, engendré par S (t; 5 ¥5 5 eee ) ts) et les conjugués des
ti €T, , qui est dense dans F, , sur un groupe dense dans F2 « Etant contimu,

11 applique aussi F; sur F, . M* induit, visiblement, 7 sur 1} , et, par
suite, sur le groupe Pl s qu'il engendrs.

Dens le cas général, on construit ,-.7* de la m8me maniére. ’7.'1‘: est, en
effet, encore une base minimale de r 2/ F2 , car les sont intrinsdquement
définis par la seule éoi de composition de groupe [, et 1'automorphisme de rl
sur I, gliqm- M~ sur FZ « Pour la méme raison, 7 inguit un isomorphisme
de r;/ P sur r'z/ r‘z « En appliquant & ces groupes d'ordte fini le raisonne=
ment précédent, on voit que cot automorphisme coincide avec celui induit par
rr)* « Donc, pour tout el , ses iuages par q@et par 'rf ne diffdrent que
par un élément appartenant & tout voisinags [~ de 1'unité dans r, e Fz étant
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séparé, ils colncident, et fr;* induit m dans Pl .

COROLLAIRE. - Si F et F CF gont deux sous-groupes fermés invariants de G, tout
isomorphisme de G/F sur un groupe quotientde G par un de ses sous-groupes formés
8s_prolonge en un isomorphisme de G/F de méme forme (autre formulation
81 K et Kck gont deux p-extensions de k » Yout isomorphisme de G sur

le groupe de Galois d'une autre p-extension K'/k ss prolonge en celui de
Gy fe SUT le groupe de Galois d'une surextension convenable K'/k de Kt/).

Eh effet, un isomorphisme de GK/ estninduit par un automorphisme bicontinu de
k
G , lequel induit dans By 4. 1'automorphisme cherché.
COROLLAIRE. - Soient I' un groupe, dont le nombhre des générateurs soit En +l

et Yy un sous-groupe invariant de " . Alors, tout isomorphisme de T/ ¥ sur le
geoupe de Galois GK'/k d'une p-extension X/k ee Frolonge en un isomorphisme de

[ sur le groupe de Galois GK /x d'une surextension convenable K/k de X/x .

En effet, puisque le nombre des générateurs de I est £ng+ I, 11 existe une
p-extension K'/k telle que Cerfe = r. Soit = un isomar-
phisms de I sur GK'/k + Soit K' 1le corps, qul appertient & 1'image 7.y de
y per cet isomorphisme. 7)' induit un isomorphisme 7?)' de /¥ o GK'/k
~ -1
! 3 3 ¢
Ainsi, m est un isomorphisme de Gpy /x szr Gf/k « En vertu du corollaire
précédent, il se prolonge par un isomorphisme n de @K' /x sur le groupe de
@alois d'une extension convenable K/k 2X/k ; et, alors, 1)' n)' est un isomar-
r‘ f e -T‘l ! = .
phisme de sw G, prolongeant (7«) ) "T) 7

THEOREME. - [ étant un p-groupe, soient pm son ordre, ¥ 16 nombre minimum de
ses générateurs, « le nombre de ses automorphismes. Alors, le nombre des

p-extensions K/k telles que Gy fe= [ est

- V)(n +1) n 4t n +l n_+1
1 (m o () 1
5P (P° =1(° =p)eelp? ~p* .

DEMONSTRATION, - Si G/F =~ I, tout autre groupe F'c G tel que G/F' =~ I
8'obtient, en vertu du théoréme précédent, en appliquant & F un automorphisme
bicontinu ’V)* de G . Cet automorphisme conserve G~ . Par suits, sl F 2 G,
ona F'2G¥, et F'/G* s'obtient, & partir de F/G, par l'automcghis&e

m de G/G™, induit par ’Y)* «S1 T est une base de G/G® (mod ¢ /6%¥),
qui est la_juxtaposition d'une base T, = {t; 5 t, , +os , tylde G/G
(mod F G /G@ ot d'une base T, ={t . 5 ere s t.n0+1} de F/G
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(mod F ~cd /G®) » M epplique T sur une base T' de G/G® (a0d G@ /G@) ,
qui est située de la méme maniére par rapport & F' . 71 est complotement déter-
miné par cette application. Il est visible que, quel que soit F'! , un méme
nombre de ces applications transforment F/G en F' /G, Ainsi, le nombre des
F' différents est égal au quotient du nombre total de ces applications par celui de
ces applications, qui conservent F .

Soit C' un sous-groupe d'un groupe G tel que C/C* soit un groupe abélien
d'exposant p . Alors, une application d'une base minimale {tl,tz,...,te} de
C (mod C!') sur une autre base minimale {t]'_ y By eee té} de C (mdd C!)
peut se faire comme suit ¢ on applique d'abord la base minimale
{t C', 0", oeu tec'} de C/C' sur une autre base minimale {tf',t;',...,t*é}
de C/C' , et, ensuite, dans tout ti' qui est closse (mod C') , on ehoisit
un élément t' . le rang de C/C' est © . Le nombre des applications

1 ct -9ti' est en vertu d'un calcul bien connu,

©° = D)= p) oo (2 - %)

et t! peut &tre choisi dans t;' de nombre de manidres égal & l'ordre de C! o

i
Alnsi, le nombre d'applications ti et{ est

8 8 8 el
(ordre de ¢)? @~ I(E° = p) eee (B0 =p )
En particuljer, si (Gt 8P ) = p¥ , 1s nombre d'applications d'une base mini-

nale de G/G (mod G /G\* ) sur d'autres bases de cette forme est (puisque

@1 6@) = o'y

n 4 n + n +1 n
pE B ) (0 e p) v p° =5 0)

Une telle epplication conserve F si, et seulement si, & la fois ¢
as T, est appliqué sur une autre base de F/G®, (mod F nG®/G®) 3

be tiF -)t:{F 1 =1 s 2.5 eee 5 V) engendre un automorphisme de G/F

Puisque le rang de F/F G~ est n +1 =, et puisque
F N G@: G@) - pt-m-no-1+\)

b4

le nombre d'applications de T, , satisfaisant & la condition a., est

(t-m-n_~1+®)(n #1=V) n +l= n +lay n #l="y n =y
p ° ° (p° -1) (p° =p) eealp ® -p% )
(t-m-n =1)(n +1-v) n +1 N n o+l n + n
Y -1
=p © ° ° =-p)p° -p 7). (p® -p° .
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51 1'application t,F = tf (i=1,2, ... ,V) est fixde, chaque t peut

exzcore prendre (F @ G®) = pt-m valsurs, et l'application ti —9’55'_ peut prendre
hs) tem)? valeurs. Ainsi, en tout, 11 y a «ap t-m)» applications de '1‘1 , Satis-

faisant a 1la condition b .
Finalement, il y a

(temen «1+P)(n +1) n +1 n + n + n
(¢} o Y+l
op ®° ~p")p° -p"7) e % -p9)
applications t'i —-> ti conservant F . Donc, le nombre des groupes F'! distincts,
égal au quotient par le nombre précédent de

(t-no-l)(noﬂ) n0+l no+1 no+1 n
P (p -1)(p -p) eee (p -p°% ,

est bien égal & 1'expression de 1'énoncé.
C.Q.F.D.

Le travall de Schafarevitch contient encore une deuxiéme partie, ou il construit
une théorie analogue pour les p-extensions non-ramifiées des corps de fonctions
algébriques sur un champ de Galois. En effet, dans ce cas, Gk' fe est un groupe
abélien d'exposant p et d'un certain rang fini V (WITT, HASSE). SOHAFAREVITCH
démontre que, si K/k est une extension d'un degré fini n = (K : k) , le rang v
de GK' /K gst 1 + ( W=-1)n, ce qui suffit évidemment, pour construire une
théorie, semblable & la précédente, pour ce cas. Un exposé détaillé de cette théorie

sortirait des cadres de cette conférence.

5. Théorie de Krasner.

Dans cette théorie, k étant un corps valué complet, une extension séparable
K/k de degré fini n = (K : k) est caractérisée par 1l'ensemble ZK e des poly-

nbmes normés définissant des surextensions K'/k de K/k , ou par des partles
caractéristiques de cet ensembls, telles l'ensemble Sy fc des polynbmes normés
définissant K/k s celui Sé;& des polyndmes f€ SK /x a coefficients entiers

ot tels que la valuation | éfl de leur différente Sf soit 3| SK/kHl -&),
ol SK £ est 1n différente arithémtique de K/k (Je rappelle que la différente
d'un polyndme normé irréductible dans un corps valué complet (et, également, celle
5“ de son zéro o ) est 1l'idéal, défini par r"( ®) (cet idéal ne dépend pas

du choix de & ) ; et que la différente arithmétique de KAk est le PegeCede des

d. , « parcourent les entiers de K) , et, dans le cas ob k est discrétement

o
valué, l'snsemble S}Ec}ll des f & SK f 3 coefficients entisrs et tels que
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5= Sy
En vertu du principe indigqué dons 1l'alinéa 2, si k(&) =K et si d, est ls

minimum de la distance de & 3 ses conjugués (par rapport & k) , l'ensemble

ﬁ(K) des /_‘geﬁ tels que k(B) 2 K contient le cercle (non-circonférencié)

de centre & et de rayon d, . Sauf si le corps résiduel r de k est,

en un certain sens, "trop proche" de sa fermeture algébrique (et il ne 1l'est pas

quand k est localement compect), la réciproque de ce principe, qui dit que, sur

la circonférence | A - &| =d, de f , 1l existe des S tels que k(B)

ne contienne aucune extension conjuguée de K/k , a lieu sussi.

R(f , g) étant le résultant de deux polyndmes £ (x) et g(x), et s, t
étant leurs degrés, organisons l'ensemble Sk des polynémes normés irréductibles de
k en un espace ultramétrique (c'est-a-dire en un espace métrique, ou a lieu
1'inégalité triangulaire renforcée : d(a , ¢) ¢ Max(da(a , b), d(b, ¢)) .), en
posant, pour lee £ , g € Sk ’

ae , e) = IRz, "% = |2 ()] = le(a)™,
oh & , B sont des zéros quelconques des f , g . Il est clair, en vertu de
1'alinéa 2, que pourun f fixé, d(f , g) ne dépend que du minimum de la distance
entre les 2éros de f et ceux de g , et en est une fonction croissante. Ainsi,

I'epplication

(T) B = fﬁ/k(X)

(o fﬂ/k(x) est le polyndme minimal de B par rappart & k ) applique, d'une
manigre monetone, les cercles de R de centre o« sur les cercles de Sk de
centre £ = £, /k(x) « Et deux cercles de ;ﬁ d'un méme rayon sont appliqués sur un
m8me cercls de Sk si, et seulement si un d'eux contient un conjugué (par rappert
& k) du centre de l'zutre. Si k(a) =K (donc s=n et d(g£, g =|£(]) ,
ot si le rayon p d'un cercle C de centre o dans A est <dy, le rayon de
son image par T est visiblement (voir l'alinéa 2) p' = | SO(IP « Ainsi, le cercle

(non-circonférencié) de centre f = fufie b deTayon Py g = | Sa,lda‘ est le plus
grand cercle de ce centre dans S, contenu dans ZK/k » quand la réciproque du

principe de 1'alinéa 2 a lieu (et, en particulier, quand k est localement compact) .
Si e /e = Sup dy , & parcourant les entiers de K , on montre facilement

que, quand | dy| — | SK/k, yonasussi dg —p dyp - Par suite,

£ parcourant les polyndmes i coefficients entiers de SK Jic la berne
supérieure PK/k du rayon Pe du. plus grand cercle de centre £ dans Sk
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contenu dans ZK fe est |§ K /kldK A ® C'est cette borne supérisure qui généralisse
la valuation du conducteur lf' K /kl s ot coincide avec elle dans le cas des
extensions abéliennes des corps 'p—adiques. Soit Slgn) le sous-espace de Sk N
formé des £ ¢ Sk de degré n . Puisque, pour tout #%>0 , il existe un €>0
tel'que, i 1Sl =1 Sx/klﬁl =€) ona dy>da(t -%) . Onvoit
facilement que, pour un tel & , SK i est une réunion de cercles du sous-espace

n
Sé ) de Sk de rayon fixe PK/k(l - ’7) o En particulier, si k est discrétement

valué, Sé% est une réunion de cercles pon-circonférenocids de Slgn) de rayon

PrAc » 8 de cercles circonférenciés de tout rayon ¢'< PrAc * Quand k est
localement compact, c'est une réunion d'un nombre fini de ces cercles, et l'exten-
sion K/k est, ainsi, casractérisé d'une manidre finie.

La structure métrique de S /x (2 savoir, les intersoctions de SK S Bvee les
circonférences de différents rayons et de centres f € SK /k) permet, dans le cas
galoisien, de déterminer les nombres de ramification de K/k en o (ou, ce qui
revient au méme, les distances possibles entre o et ses conjugués) et la structure
des quotients des groupes de ramification successifs de K/k en & .

Par un passage & la limite, elle donne dono, pour K/k , les objets analogues de la
théorie de la ramification intrinsédque. Ainsi, la structure métrique de SK fe
fournit des renseignements assez précis sur le groupe de Galois GK /x de K/k (sans,
toutefois, en permettre la détermination compléte) et sur les invariants arithméti-
ques de K/k , qui lui sont 1iés. Dans le cas non-galoisien, les renssignements
analogues (et quelques autres, qui sont triviaux dans le cas galoisien) sont
fournis, d'une meniére moins directe, par la structure métrigque de ZK/k .

Soit p<dy fi k étant localement compact, 1'ensembls K(d) des « €K
tels que §y = ¢ Kfc ©St une réunion finie de cercles de rayon ¢ (c'ést-3~dire
de classes modulo une certaine puissance de 1'idéal premier 30 de K), dont le
nombre, facilement calculable, Vo (k, £ ,e) ne dépend quand p est fixé que
du corps de base k et des degré résiguel f et ordre de ramification e de
K/ . la reyon p de chacun de ces cercles C étant inférieur au minimum de la
distance entre son centre et ses conjugués, le nombre des cercles considérés,
conjugués de C , est égal au nombre des automorphismes de K/k ; ce nombre est
n: IZK/k g OU !K/k est le nombre des corps conjugués distincts de K/kx + Par

d) ds K(d)

P -1
suite} 1'image si(i/k par T est une réunion de eK/k \)P(k y£ 5 80

cercles de S}(cn) de rayon ¢p'= ItSK /kIF « Ce fait a des multiples conséquences.
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)

a. = Le quotient par le nombre des cercles de rayon 9' , composant Séd ’
du Vo (k, £, e) estunindice, fourni par la structure métrique de S % R
égal & n @ eK/k e I1 est donc égal & n si, et seulement si K/k est galoisiennes

Un indice analogue <n (quoique non toujours = n ¢ ZK /k) peut 8tre formé, & partir
de la structure métrique ds SK fi ? m8me si k n'est pas localement compact, et il est
aussidgala n si, et soulement si K/k est galoisienns. Ceci constitus une loi

de limitation pour les extensions galoisiennes.

b. = Soit UK fe 1'intersection de Hy /e avec le groupe T des unités de k @
51 1'on applique toug f(x) = X ora o e a sur son dernier coefficient
&, s un cercle de rayon p' dans S}sn s'applique sur un cercle de méme rayon

dans k , et Sé% s'applique sur UK fe Vu la structure de Sé%)‘ s 11 est facile
de prouver que (U @ Uy /k) ne dépasse pas l'indice précéderment introduit, eot, en
partiouliar, si K/k est complétement ramifide, ne dépasse pas n =6 . La ldre
inégalité fondamentale de la théorie locale des corps de classes en est upe consé~
quence immédiate. Par suite (voir l'exposé de SAMUEL [12 ]) la théorie locele abélien=
ne s'obtient 3 partir de la présente théorie, en la combinant avec la théorie
hochschildienne de cohomologie de GK /e dans K , qui s'applique aux extensions de

tout corps de base k .

c. - Considérons les extensions K/k de degré n et de différence § fixes. Le
nombre des cercles de rayon p'= ) IP de SKC}IZ , 6gal & ‘eK/k ‘)f (k, £, e)n-1 ’

est proportionnel au nombre des corps conjugués distincts de K/X Ainsi, i1 y a
une "densité" fixe ‘Df(k s £y e)n"1 de ces cercles par chsque corps de degré
n ot de différente § sur k (Ceci constitue un analogus local des "lols de
densités" de Kronecker et de Frobenius). Il est facils de calculer le nombre des
cercles de rayon ()‘ , qui composent 1'ensemble des polyndmes a coefficienta entiers
£ e Sk de degré n et de différente & , définissant les extensions de néme
différente, ou qul composent des ensembles plus fins, ou l'extension, définie
par £ , a, en plus, certains autres invariants arithmétiques fixdés. En divisant
ces nombres par \)e(k s £ e)n-l » on obtient le nombre des surcorps K & A
de k tels que K/k ait 1o degré n et la différente & , et ait, éventuelle-
ment, d'autres invariants arithmétiques fixés. Comme certains types d'extensions
des corps valués complets t extensions primitives, extensions métagaloisiennes
(c'est-a~dire obtenues par une sulte d'extensions galoisiennes successives), peu-
vent se caractériser par de tels invariants arithmétiques, leur nombre se calcule
égalements Enfin, si k est un corps de nombres ’:p-e.diques, le nombre (qui
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est fini) de ses surcorps K cH ae degré n sur k se calculs par la sommation
sur les valeurs possibles de § .

Voiei le nombre des surcorps, complétement ramifiés par rapport & k , K ck
de k de degré n et de différente & t soient n = hp~ ’ h¥ 0 (mod p),
P le nombre d'éléments du corps résiduel r de k, E 1ltordre de ramification
absolu de K, P 1'idéal premier de k , FO celui de X , Alors (résultat a0 &
ORE), § peut se représenter et d'une seule maniédre, sous la forme _P ps%Jj-l ’
oh s et j satisfont aux conditions : s<m;si s#m,ona J=0
(mod p°) , mais §F 0 (mod ps+1) 3 0<3 < (m=s)E . Coci posé, sl & est la
partie entidre [J ¢t E] de j s E, le nombre en question est 3

E E E - EE
sttt e +ps+f+[;si+g+1]

n A PP p ,

ou ,\S=P-1 ou 1, selonque 8<m ou 8S=m.

6. Comparaison de deux théories. Perpectives d'avenir. Conclusion.

La théorie de Schafarsviteh fournit, dans le cas & = 0 , une description com=
pléte du groupe de Galois de la p-extension maximale d'un corps :p-adique k,
donc une description algébrique compléte de l'ensemble des p-extensions de k
(et de leurs sous-extensions non-galoisiennes). Il est 2 présumer que cette théorie
pourra se généraliser au cas ¢« £0 et, peut-8tre, jusqu'a fournir la description
du groupe de la fermeture algébrique de k .

Mais cette théorie ignore complitement le propriétés arithmétiques des extensions,
dont elle décrit l'ensemble., Pour cette raison, ells ne caractérise pas ces exten—
sions séparément. En effet, on a vu que deux sous~groupss fermés P et F' de
G=0G Qp/k tels que G/F ~G/F' (autrement dit, tels que les extensions K/fk et

K1/ , qui leur appartiennent, ont leurs groupes de Galois isomorphes) peuvent
s'appliquer l'une sur l'autre por un automorphisme bicontinu de G ; ainsk, les
extensions correspondantes sont indistinguables dans la théorie de Schafarevitch,
tandis qu'elles peuvent avoir d'autres propriétés (en particulier, propriétés
arithmétiques) trés différentes.

Cette théorie permet de calculer le nombre des p-extensions d'un groupe de Galois
donné ; par sommation sur les p-groupes possibles d'un ordre donné, selle permete
trait de calculer lé nombre de sous-extensions de 4&F/k d'un degré donné pt .
Or, ces extensions ne sont pas autre chose que lss extensions métagaloisiennes de
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k de degré pt .

I1 semble difficile de généraliser cette théorie de maniére & inclure lss pro-
priétés arithmétiques des extensions, et fournir non seulement une description
de leur ensemble, mais la caractérisation de chaoune en particulier, Toutefois,
; , @D @ 1) H)p L(1)
étant donné que G/ G est isomorphe au groupe K@ /XL 7)Y, erec ¢/G°
comme groupe d'opérateurs, il y a un faible espoir qu'en reliant ces deux groupes,
on puisse y parvenir par une étude arithmétique du second groupe.

La théorie de Krasner fournit, par contrs, caractérisation des extensions de k
(quoique sans une loi d'existence suffisamment explicite) et généralise pratique=-
ment toute la partie de la théorie locale des corps de classes, qui a trait aux
propriétés arithmétiques des extensions. Dans sa partie essentiells, elle reste
encors valable quand le corps de base k est un corps valué complet quelconque j
probablement, elle généralise toute la partie de la théorie olassique, qui reste
valable pour de tels corps de base, sans s'appliquer aux corps de base absolument
quelconque (comme la théorie cohomologique de Hochschild)e Par contre; elle ne
fournit qutindirectement les renseignemente sur la nature algébrique et les rela-
tions algébriques des extensions caractérisés, qui ne suffisent pas & les décrire
complétement. Cette théorie psrmet de calculer le nombre des extensions K < =%
de k d'un degré n , qui ont certaines propriétés arithmétiques fixés. Indirecte-
ment, elle permet de calculer le nombre de telles extensions, ayant certaines pro-
priétés algébriques.

I1 semble difficile de généraliser cette théorie, dans le cas localement compact
(le seul cas ol un tel espoir existe ), e manidre & fournir une description de
GK/k 4 partir de Z:k/k « Ceci reviendrait, en fait, & construire une bonne géné-
ralisation non-ebélienns du symbole de Hasse, mais on ne voit guére comment y

parvenir.

En conclusion, les deux théories semblent complémentaires, malgré l'sxistence
d'un (meis d'un seul 1) résultat, qui semble pouvoir s'obtenir (du moins, en
principe) par chacune d'elles (détermination du nombre des extensions métagaloisien—
nes d'un degré n). Il semble impossible de jamais les réunir en une théorie
unique, car la théorie de Schafarevitch est essentiellaement & corps de base.locale-
ment compact, et celle de Krasner ne l'est pas. Mais, pour pouvoir, dans le cas
localement compact, couvrir le champ de l'sutre, 3 chacune de ces théories manque
une seule et mBme chose : une bonne généralisation non-abélienns du symbole de Hasse.
En trouver une me semble 8tre le problime actuellement le plus essentiel dans la

théorie locale non-abélienne des corps de classes.
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