
Un th or me de dualit(  
Herrn H. Hop/zum sechzigsten Geburtstag gewidmet 

par  JEAN-PIERtCE SEI~RE 

Introduction 

Soit X une varidtd analyt ique complexe, de dimension complexe n,  
et soit V un  espace fibrd analy t ique  de base X dont  la fibre est un espace 
vectoriel  de dimension r sur C. Le faisceau S (V) des germes de sections 
holomorphes de V est un  faisceau analyt ique cohdrent sur X ,  et les 
groupes de cohomologie Hq(X, S(V) )  jouent  un r6le impor tan t  duns 
diverses quest ions;  en particulier,  si X est une varidt6 alg6brique pro- 
jective, et  V l 'cspace fibrd associd ~ nne classe D de diviseurs de X (au- 
quel cas r ~ 1), les dimensions des espaces vectoriels Hq(X, S(V) )  
coincident avec les , ,superabondances" qui in terviennent  duns le thdo- 
rbme gdndral de Riemann-Roch  (volt ]s les Notes publides en 1953 
et 1954 aux Proc. Nat .  Acad. Sci. U. S. A. par  K. Kodaira ,  D. C. Spencer 
ct F. Hirzebruch).  

Or l 'on suit que les classes de diviseurs D et  K --  D (K 6rant la classe 
canonique) jouent  un r61e dual  dans le thdor6me de Riemann-Roch.  Nous 
nous proposons ici de prdciser ce rdsultat  et  de l 'dtendre au cas d 'un  
espace fibrd V quelconque en mon t r an t  que, sous des hypothbses trbs 

larges, les espaces vectoriels Hq(X, S(V))  et  H:-q(X, S(V) )  sont en 

dualitd, V ddsignant un espace fibrd dont  la construct ion gdndralise celle 
de K --  D.  Un cas part iculier  de ce thdorbme avait  d'ailleurs dtd ddj~ 
obtenu par  H. Cartan et  L. Schwartz ([10], th6or~me 4) et la d6monstra-  
tion du cas gdndral n 'est  qu 'une extension facile de la leur. 

w I. Pr61iminaires 

1. Produit  tensoriel de deux faisceaux de modules. Soient X un espace 
topologique, et  A = U ]k~ un faisceau d ' anneaux  sur X (pour toutes  

xEX 

les d6finitions relatives aux  faisceaux, nous renvoyons  ~ [2] et [4]);  
nous supposons que les A~ sont commutat i fs  et possbdent un  dldment 



unit~ va r i an t  cont inf iment  avec x. On dit qu 'un  faisceau M est  un 
/aisceau de A-modules si, pour  tou t  x e X ,  M x est  muni  d 'une  struc- 
tu re  de module  uni ta i re  sur Ax telle que l ' appl ica t ion  (a, m) --> a . m ,  
d6finie sur  l 'ensemble G des couples (a, m) tels qu' i l  existe x e X 
avec a e  A x et mE M~, soit u n e a p p l i c a t i o n  continue de G c A •  
dans M. 

Soient ma in t enan t  M et N deux faisceaux de A-modules .  Si U est  un 
ouver t  de X ,  soient A v, M y ,  N ~  les groupes form6s pa r  les sections de 
A ,  M, N sur U ; il est  clair que A v est un  anneau  c o m m u t a t i f  ~ 616ment 
unitd, et que M v et  N v  sont  des modules  uni taires  sur A v. Posons 
P v  = M v | N v ,  le produi t  tensoriel  d tant  pris sur A v  ; si V c  U,  on 
a des homomorph i smes  canoniques : 

A v - + A  v , M u - + M  v , N v - + N  v , 

qui d~finissent, par  passage  au produi t  tensoriel, un  homomorph i sme  
de P u  dans  P v .  La  collection des modules  P v  et  des homomorphismes  
P v  ~ P v  d6finit un  faisceau P (cf. [2], X I V - - 3 )  ; le module  ponctuel  
P~ est la l imite induct ive  (pour x e U) des modules  P v .  Comme l 'on a : 

A ~ = l i m A  U , M ~ = - l i m M  v , N ~ - - l i m N ~  , 
xEU :~EU xEU 

il en rgsulte 1) que Px est i somorphe  s M~| N~, le p rodui t  tensoriel  
6 tan t  pris  sur A~. Pou r  cet te  raison, le faisceau P e s t  appel6 le produit 

tensoriel des faisceaux M e t  N et  on le note  M | N.  Du fai t  que A est 
commuta t i f ,  e 'est  un  faisceau de A-modules  ; lorsque A est  un  faisceau 
constant ,  on re t rouve  la notion d6finie dans  [2], X I V - - 1 0 .  

Les propri6t6s de M | N sont t ou t  s f a r  semblables  s celles du pro- 
duit  tensoriel  de deux modules : 

1.1. Si M' et  N' sont  deux autres  faisceaux de A-modules ,  et  si 
(resp. 9) est  un  hom om orph i s m e  A-lin6aire de M dans M' (resp. de 
N dans  N'), le p rodui t  tensoriel  ~0 | ~0 est un  homomorph i sme  A-li- 
n 6 a i r e d e  M |  dans  M ' |  

1.2. Tou te  suite exac te  d ' homomorph i smes  A-lindaires : 

N - ~  N '  --~ N "  - ~  0 , 

donne naissance s une suite exacte  : 

M | 1 7 4 1 7 4  . 

i) A cause de la commuta t ion  du produi t  tensoriel avee les limites inductives. 
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1.3. On a des isomorphismes canoniques : 

(M @A N) @A (~ ~ M @A (N @A O) , M@AN~N@AM , M @A A ~ M  , etc. 

Si X est une vari6t6 analyt ique complexe, et si l 'on prend pour  A ] e  
faisceau O des germes de fonctions holomorphes sur X ,  la not ion de 
faiseeau de O-modules coincide avec celle de faisceau analyt ique,  d6finie 
dans [4], n o 5. En outre  les propri~t6s 1.2 et 1.3 en t ra lnent  imm6diate- 
ment  que le produit  tensoriel de deux faisceaux analyt iques coh@ents 
est un  faisceau analyt ique cohSrent. 

Signalons enfin que l 'on peut  d~finir de fa~on analogue les faisceaux 
Tor~(M, N) = U Tor~x(M~, Nx) pour  tou t  p >~ 0 (pour la d6finition 

x E X  

de Torp, voir [5], Chap. VI, w 1). Pa r  contre,  la d6finition de Horn ,  (M, N) 
est plus d~licate, et  ne peu t  se faire sans hypotheses  restrictives sur M. 
Nous n' insistons pas ls car nous n'utiliserons dans route  la suite 
que le produi t  tensoriel. 

2. Cohomologie d'un espace ~ coefficients dans un faiseeau. (Dans ce 
num~ro, nous supposerons que l 'espace X est paracompact . )  

Soit ~b une famille de parties de X vdrifiant les conditions suivantes : 

2.1. Tout  ensemble de ~b est fermd. 

2.2. Tou t  sous-ensemble fermd d 'un  ensemble de q~ appar t ient /~  ~b. 

2.3. Toute  rdunion finie d 'ensembles de q~ appar t ient  ~ ~b. 

2.4. Tout  ensemble de ~b poss~de un voisinage qui appar t ient  ~ ~b. 

Si F est un  faisceau sur X ,  on ddfinit alors (cf. [2]) les groupes de 
cohomologie de X ~ coefficients dans F et ~ supports  dans ~b, notes 
H q (X, F), q =- 0, 1 , . . .  Rappelons  leurs propridtds essentielles : 

2.5. H ~  F) est  dgal au groupe des sections de F dont  le suppor t  
appartient ~ 4. 

2.6. H q(X, F)---~ 0 pour q~ 0 si Fest/in. 

2.7. Toute suite exacte de faisceaux 0 -~ A -~ B --~ C -~ 0 donne nais- 

sance k une suite exaete de cohomologie : 

. . .  -~ H ~ ( X ,  A) -~ H q  ( X ,  B) -+ Hq  ( X ,  C) -+ Hq+t(X ,  A) - + . . .  

Des propri6t6s pr@6dentes on t i re  facilement (cf. [2], XVI,  X I X  ou 
encore [10], n o 2): 

2.8. Soit 0 - > F - ~ C  ~ a C~ a_>C2 a --> - + . . .  une suite exacte  de fais- 
ceaux, et supposons que tous les H g ( X ,  C q) soient nuls pour p >  0 
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(ce qui sera no t ammen t  le cas si les faisceaux C a sent  fins). Dans ces 
conditions, la somme directe Zq>~o H~ Cq), munie de l 'opdrateur  
cobord ddfini par  ~, est un complexe gradud den t  ]e q-i~me groupe de 
cohomologie est isomorphe s H q ( X ,  F). 
Lorsque q~ est la famille de t ous l e s  sous-ensembles fermds (resp. com- 
pacts) de X ,  on dcrit Ha(X, F) (resp. Hq(x,  F)) s la place de 
H q (X, F). Ces deux families, de beaucoup les plus impor tantes  dans 
les applications, sent  les seules qui in terviendront  dans les w167 3 et  4. 

w 2. G~n~ralisation d'un thbor~me de Dolbeault 

Nous supposons & par t i r  de main tenan t  que X est une varidt5 analy- 
t ique complexe, ddnombrab]e & ]'infini (donc paracompacte) ,  et  de dimen- 
sion complexe n .  

3. Faisceaux de formes diff~rentielles sur X. Nous aurons & consid~rer 
les faisceaux suivants  sur ]a varidt~ X : 

O faisceau des germes de fonctions holomorphes.  

$2 ~ faisceau des germes de formes diff~rentielles holomorphes de 
degrd p.  

A ~, q faisceau des germes de formes diff5rentielles de type  (p, q) & coef- 
ficients inddfiniment diffdrentiables. 

K p, a faisceau des germes de formes diffdrentielles de type  (p, q) & coef- 
ficients distr ibutions 2). 

Tous ces faisceaux sent  des faisceaux de O-modules, de fa~on dvidente.  
Oil a .Q0 ~ O, ~ c A  p,~ A ~ ' a c  K ~'a. Les sections de K ~'~ sent  les 
courants de type  (p, q) cfl [8]. 

On salt que, si ~o est une forme de type  (p, q), do~ est la somme d 'une  
forme de type  (p Jr 1, q) et d 'une forme de type  (p, q ~- 1) que nous 
noterons respect ivement  d'o~ et  d"w ; l 'op~rateur  diffdrentie] d" ddfinit 
donc un  homomorphisme de A ~, q dans A ~' q+~ et  un homomorphisme de 
K ~' q dans K ~' a+l. On observera que ces homomorphismes sent  O-lindaires 
puisque d" (]) --~ 0 si / est une fonction holomorphe.  

Si o~ est une forme diffdrentielle de type  (p, 0), ~ coefficients diffdren- 
tiables, ]a condition d"o)~--0 dquivaut  visiblement & dire que w e s t  

~) Sur une vari6t6 orient6e de dimension r6elle m,  nous appelons , ,distr ibution" un  cou- 
ran t  de degr6 0, c'est-k-dire ml ~l~ment du dual de l 'espace des formes diff6rentielles 
suppor t~ compacts  de degr6 m (cf. [8]). Cette d6finition est n~cessaire si l 'on veut  qu 'une  
fonction soit une distr ibution particuli~re. 
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holomorphe ; le m4me r6sultat  vau t  pour les eourants,  eomme il r6sulte 
par  exemple de [9], Chap. VI, w167 6--7.  Pa r  ailleurs, d'apr6s un  rdsultat  
de Grothendieck (cit6 dans [7]), toute  forme r ~ coefficients diff6ren- 
tiables ou distributions, de type  (p, q) avec q ~ 1, et  telle hue d"r  
est localement  6gale h d"~, avec a de type  (p, q - -  1). En  d 'autres  
termes (cf. [7]): 

e t  

Proposition 1. Les suites d 'homomorphismes de / a i s c e aux  : 

d "  d r~ 

0 ---> $2 ~ ~ A ~' '~ . . .  -* A ~'n -+ 0 

d z d ~ 

0 - +  s p - +  K ~ ' ~  _+  K ~ , 1 - +  . . .  -+ K p'~ ~ 0 

sont des suites exactes. 

4. Espaees fibres analytiques ~ fibres vectorielles. Soit P un espace fibrd 
principal analyt ique complexe, de base X ,  et de groupe s t ructural  G le 
groupe lin~aire complexe GLr (C). Prenons pour  fibre type  F l 'espace C r 
sur lequel G op~re de fa~on dvidente, et soit V = P • a F l 'espace fibrd 
associ6 ~ P e t  de fibre t ype  F (rappelons que V e s t  l 'espace quot ient  de 
P •  par  la relat ion d'~quivalence ( p . g , / )  ~_ (p, g.[) pour  p ~ P ,  g ~ G, 
f EF). Puisque les opdrations de G conservent  la s t ructure  vectorielle de C r, 
chaque fibre V x de V (x ~ X) est munie d 'une s t ructure  d'espace vecto- 
riel complexe de dimension r .  Un tel  espace fibrd V e s t  dit  espace/ ibrd 

analyt ique & /ibre vectorielle. I1 est localement isomorphe ~ X • C r, les 
changement  de cartes se faisant au moyen  de matrices holomorphes in- 
versibles de degrd r .  

Si s(x) est une section holomorphe de V au-dessus d 'un  ouver t  U de 
X ,  et  si / ( x )  est une fonction holomorphe sur U, le produi t  [ ( x ) . s ( x )  

est une section holomorphe de V sur U ; en outre,  la somme de deux sec- 
tions holomorphes est encore une section holomorphe.  I] en rdsulte que 
le faisceau S (V) des germes de sections holomorphes de V est muni 
d 'une  s t ruc ture  de faisceau analyt ique ; puisque V est localement  iso- 
morphe  ~ X • C r, ce faisceau est ]ocalement isomorphe ~ O r et  c 'est en 
part iculier  un faisceau ana]yt ique cohdrent. 

Inversement ,  soit F u n  faisceau analyt ique loealement isomorphe ~ O r. 
I1 existe donc un recouvrement  ouver t  {Us} de X et, pour  chaque c~, 
un isomorphe ~ de 0 r sur la restr ict ion de F ~ U s ; ~/1o ~ est un auto- 
morphisme de 0 r au-dessus de U s ~ Ut~, done est d~fini par  une matrice 
holomorphe inversible M ~ sur U s (, U~ ; les M ~a ddfinissent un  espace 
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fibr~ V ~ fibre vectorielle tel que S(V) soit isomorphe ~ F, et l 'on voit  
facilement que cette propridt~ caractdrise V, ~ un isomorphisme pr~s. 

I1 y a donc une correspondance biunivoque entre faisceaux analytiques 
loealement libres de rang r (i. e. localement isomorphes ~ Or), et espaces 
fibres analyt iques s fibres vectorielles de dimension r 3). 

5. F o r m e s  diff~rentielles ~ coeff icients  dans un espaee  fibr6 analyt ique 
fibre vectorielle. Soit V un  espace fibrd analyt ique  s fb re  vectorielle de 
base X .  Nous allons a t tacher  h Vles  faisceaux suivants : 

D~(V) --  S ( V ) |  , A~'"(V) = S ( V ) ~  o Ap, q , 

K ~ ' q ( v ) =  S ( V ) |  K~'~ 

On a D~ ~-- S(V) ,  D~(V)cAP'~ A~'q(V)cKP'q(V). U n e s e c -  
t ion de AP'q(V) sera appel@ une forme diffdrentielle de type  (p, q) 

coefficients dans V; comme S(V) est localement isomorphe s O r, 
une telle forme peut  6tre localement identifide ~ un syst~me de r formes 
diff~rentielles de type  (p, q), au sens usuel. 

Puisque d" est un homomorphisme O-lindaire de A T, ~ dans A T' q+l 
on peut  @finir l 'homomorphisme 

1 | d" : S ( V ) |  o A~,q --> S ( V ) |  o A~,q+ ~ , 

et l 'on obt ient  ainsi un homomorphisme de A~'q(V) dans A~'q+~(V) 
que nous noterons encore d'. D6finition analogue pour  K ~' q(V). 

et 

Proposi t ion 2. 

d y d pl 

0 -> D ' ( V )  -> A~;, ~  A~,~(V) -> 

dtp d ~ 

0 --> ~P(V) -> K"~ --> K ' , I (V)  -> 

Les suites d'homomorphismea de/aisceaux : 

. . .  -~ A~'n(V)  -~  0 

. . .  --> KP"*(V) -+ 0 

sont des suites exactea. 
En  effet, elles se ddduisent des suites exactes de la proposition 1 par  

produit  tensoriel avec S (V) qui est loealement libre. 

Proposi t ion 3. Lea ]aisceaux A~,~(V) et K~'q(V) sont /ins. 
E n  effet, si g est une  fonction diff~rentiable sur X ,  l 'applicat ion 

r g-co est un  homomorphisme O-lindaire de A T' q dans lui-m6me, 
donc ddfinit un  homomorphisme de A T' q (V) dans lui-m6me ; en consid~- 
ran t  alors une part i t ion de l 'unit~ {g~}, on volt  que A ~' q(V) est fin, 
et de m6me pour  K ~, q(V). 

3) Bien en tendu ,  un  r~sul ta t  mlalogue v a u t  pour  les espaces fibres topologiques (resp. 
diff~rentiables,  ana ly t iques  rdels, alg6briques . . . .  ) k ,fibres veetorielles.  
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6. Groupes de cohomologie de X ~ coefficients dans •-(V).  
Po,~ons Av~'q( v) :- H~ (X,  A p' q(V)), espace des formes diffdrentielles 

de type (p, q), h coefficients dans V, et ~ supports dans une famille ~b 
vdrifiant les conditions 2.1, 2.2, 2.3 et 2.4. L'opdrateur diff6rentiel d" 
a, pplique AP'q(v) dans A~'q+I(V) et l'on a d " o d " :  O. Posons alors 

P ' q  Aq,(V)  ~ Zp ,qA o (V); muni de l'opdrateur d" A~(V) est un com- 
plexe bigradud dont nous ddsignerons le groupe de cohomologie de 
bidegrd (p, q) par Hp, q(A~(V)). Si (ib est la famille de tous les  sous- 
ensembles fermds (resp. compacts) de X, on 6crira Av'q(V) et A(V)  
(resp. AV.'q(V) et A. (V) )  ~ l a p l a c e d e  Avc'q(V) et A~(V). 

On ddfinit de m~me KPc'q(v) et K~(V) ~-- ~p ,qK~ 'q (v ) .  

En appliquant 2.8 aux suites exactes de la proposition 2 (ce qui est 
licite, vu la proposition 3), on obtient le thdorbme suivant, qui gdndralise 
celui de [7] : 

Th6or~me 1. Soieut X une varidtd analytique complexe ddnombrable 
it l'infini, V uu espace /ibrd analytique dt fibre vectorielle de base X et q~ 
une /amiUe de parties de X vdri/iant les conditions 2.1, 2.2, 2.3 et 2.4. 
Le groupe Hq~(X,~P(V)) est isomorphe de HP, q(A~(V)) ainsi qu'de 

(V)) 
(En outre, ]es trois groupes en question sont munis de structures vec- 

torielles complexes, et les isomorphismes du th6orbme 1 respectent ces 
structures.) 

Corollaire 1. Le groupe Hq~(i, S(V)) est isomorphe de H~ 
ainsi qu'de H~ 

Inversement, le corollaire 1 permet de retrouver le th6orbme 1 : puis- 
que le faisceau ~ ( V )  est localement libre, il existe un espace fibr6 
fibre vectorielle W tel que S(W) soft isomorphe ~ ~2v(V) ; il est d'ail- 
leurs facile de voir que la fibre W~ de W e n  x E X est canoniquement 

P 

isomorphe ~ V~ Qc A D~, oh D~ d6signe le dual de l'espaee tangent 
X en x. En appfiquant le corollaire 1 s W, on voit que 

H $ ( X ,  n~(V)) : H ~ ( X ,  S(W)) 

est isomorphe s H ~ q (A~(W)); pour retrouver le th6orbme 1, il suffit 
alors de v6rifier que A~ est isomorphe s Av'q(V), ce qui ne prd- 
sente pas de difficult6s. 

Corollaire 2. H q ( x ,  ~ ( V ) ) :  0 pour q> n, si n est la dimension 
complexe de X .  
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7. Remarque.  Si F est  un faisceau ana ly t ique  quelconque,  on p e u t  
encore fo rmer  la suite : 

d" 
0 ->- F ~ F |  A ~  o ~ F |  A~  I __~ . . .  __~ F |  A~ -+  0 . 

Si l 'on pouva i t  mon t r e r  que ce t te  suite est exacte ,  on aura i t  ainsi ob- 
t enu  une r6solution de g pa r  des fa isceaux fins (cf. 2.8) et le th6or~me 1 
ainsi que ses corollaires seraient  ainsi ~tendus s tou t  faisceau analy t ique .  
Malheureusement ,  il n ' e s t  nu l lement  6vident  que cet te  suite soit  exacte  ; 

A~ ) = 0  on pour ra i t  penser  ~ le d~montrer  en p r o u v a n t  que Tor  ~ (F~, 0,0 

pour  tou t  p >/ 1, mais  la quest ion para i t  difficile. 

w 3. Le th6or~me de dualit6 

8. Topologie sur l ' espaee  AT 'q (V) .  Nous allons d6finir une  famille 
de semi-normes  4) sur l 'espace A T" q (V) des sections de A T' q (V). 

Consid6rons les syst~mes (K,  ~o, ~v, k) qui v6rifient les conditions 
su ivantes  : 

8.1.  K e s t u n c o m p a c t d e X .  

8.2.  ~ est  un  hom6omorph i sme  ana ly t ique  d 'un  voisinage U de K sur  
un ouver t  de  C ~. 

8.3.  ~ est  un  i somorphisme de z~-l(U) sur U •  r, ~ d6signant  la 
project ion de V sur X .  

8.4.  k e s t u n e s u i t e d e 2 n e n t i e r s  ~>0:  r 1 . . . . .  r ~ , s  1 . . . . .  an. 

Si ~o est  un 616ment de  A ~' q(V), la res t r ic t ion de ~o ~ U peut  6tre 
identifi6e (au m o y e n  de ~v) ~ un  sys tbme de r formes  diff6rentieNes de 
t y p e  (p, q) sur U,  sys tbme qui p e u t  lui-m~me dtre identifi6 (au m o y e n  

de ~0) ~ un  sys t eme  de r .  �9 = N fonctions diff6rentiables sur  
P q 

~0(U) ; nous no te rons  ees fonctions ~oi,~,, p, 1 ~ i ~ _N. Soit D k l 'op6ra- 
~ r l + . . . + r n + s t + . . . + S n  

teur  diff6rentiel Nous poserons : 
aZrl, rn - s l  . . .  az .  azl . . .  a~,~,"  

pg,~,v,k(~o) = Sup Sup I D%J~,~,v(z) I �9 (8.5)  
zE~(K) 1<<i~2r 

Les fonctions PK,~,~,~ sont des  semi-normes ;  ]orsque ( K ,  ~, y~, /c) 
var ie  de routes  les fagons possibles, ces semi-normes  d6finissent une  
topologie s u r  AT'q(V) qui  est v i s ib lement  s~parde. On vo l t  a isdment  

~) CL [1], auquel nous  renvoyons  pour  tou t  ce qui  concerne les espaces vectoriels topo-  
logiques. 
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que cette topologie ne change pas si l 'on se borne ~ considdrer une famille 
de compacts  K~ dont  les int5rieurs recouvrent  X ,  et, pour  chacun d 'eux,  
un couple (~%, ~p~) vdrifiant 8 .2  et 8.3.  La topologie de Av'q(V) peut  
donc ~tre d6finie par  une  famille ddnombrable  de semi-normes:  c'est 
une topologie m6trisable. 

Une suite (o ~ d'dl~ments de AP'q(V) t end  vers 0 au sens de la topo- 
logic prdc6dente si, au voisinage de tou t  point  de X ,  les N fonctions 
qui reprdsentent  localement  ~o ~ t enden t  uniformdment  vers 0 ainsi que 
chacune de leurs ddriv@s partielles. On pout donc dire que la topologie 
de A~'q(V) est celle de la convergence uni/orme locale (ou sur t ou t  com- 
pact,  cela revient  au m~me) de chaque d~rivde. L'espace A ~'q(V) est 
tout  ~ fair analogue s l 'espace E de Schwartz ([9], p. 88); on v6rifie, 
comme pour  E, qu'i l  est complet,  au t rement  dit  que c'est un espace de 
Frdchet. 

9. Dual topologique de A~,~(V). On sait que le dual topologique 
de E peut  ~tre identifid s l 'espace des distributions ~ supports  compacts  
(cf. [9], p. 89, thdor~me XXV).  Nous allons 6tendre ce r6sultat  
A "  q(V). 

Soit V* l 'espace fibr6 dual  de V : si V e s t  ddfini au moyen  de l 'espace 
fibr6 principal P,  on peut  ddfinir V* comme espace associ6 s P, de fibre 
type  C ~ sur lequel GL~(C) op6re par  la reprdsentat ion contragrddiente 
de la repr6sentat ion usuelle ; ou encore, si V est d6fini par  des change- 
ments de cartes qui sont des matrices holomorphes inversibles Mar on 

v 
peut  d6finir V* au moyen  des matrices contragr6dientes M~~ t(M~)-l.  

Pour  t o u t  x e X ,  il existe une forme bilin6aire canonique sur V~ • V* 
qui met  ces deux espaces en dualit6 (d'oh le nom d'espace fibr6 , ,dual") ;  
elle d6finit un  homomorphisme O-lin6aire de S (V) @o S (V*) darts 0 ; 
d 'aut re  par t ,  l 'op6ration de produit  ext6rieur d6finit un  homomorphisme 
O-lindaire de A ~' q| K~" q' dans K ~+~''q+q', q et q' 6 tant  des entiers 

0 quelconques. D'oh, en passant  au  produi t  tensoriel un homomor- 
phisme O-lin~aire 

e:  A * ' q ( V ) |  K * ' , q ' ( V * )  --> K~+p ', q+q' 

Si o) eAP'q(V) et TeKP,  I'qf(v*), l ' image de o ~ |  par  e sera 
horde w A T"  c 'est  un dl~ment de K p+~f' qq-q[ c'est-~-dire un courant  

suppor t  compact  de t ype  (p -t- p', q -k q'). Si l 'on prend  une carte 
locale de V et la carte correspondante  de V*, la forme o) s'identifie ~ r 
formes eoi, le courant  T s r courants Ti, et e9/~ T est dgal s Xi=ri=l (Di A Ti 
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Prenons  en part icul ier  p ' = n - - p ,  q ' = n - - q .  Alors c o A T  est  
un  couran t  ~ suppor t  compac t  de t y p e  (n, n), que 1'on peu t  donc int6- 
grer sur X (X dtant  orientde de fagon nature l le  pa r  sa s t ruc ture  com- 
plexe). Nous  poserons : 

< ~ , T > ~ f o ~ A T  . 
x 

Pour  T fix6, l ' appl ica t ion  ~o--+ (o~, T }  est une fo rme  lin6aire sur  
A~"q(V) que nous d6signerons par  L~ .  

Proposition 4. L'application T - - > L ~  est un isomorphisme de 
K :  -p' n-q(V*) sur le dual topologique de A p' q( V) . 5) 

I1 est imm~dia t  que L~ ~ 0 entra~ne T ~ - 0 .  I1 nous f au t  donc 
mon t r e r  : a) que L~ est  continue, b) que tou te  forme lindaire continue L 
sur  A ~' q(V) est  dgale s une forme L r .  

Choisissons un  r ecouv remen t  ouver t  loca lement  fini (Us)  de X assez 
fin pour  que V soit t r iv ia l  au-dessus de chaque U~ et que U s soit relati-  
v e m e n t  compact .  Soit  (0~) une par t i t ion  diffdrentiable de l 'uni td sub- 
ordonn~e b~ (U~}. 

Montrons  d ' abo rd  la continuitd de  L T . Soit eo" une suite d '~ldments  
de A~'q(V) t endan t  vers 0. Pour  t ou t  ~, la suite 0 j o  n t end  vers 0, 
e t  les suppor t s  de ces formes  res ten t  contenus dans un  compac t  fixe 
int~rieur ~ U~ ; l 'expression locale de 0~w ~ A T dcrite plus hau t  mont re  
alors que (0~w',  T~ tend  vers  0. D ' a u t r e  par t ,  l ' ensemble  H des indices 

tels que U s rencont re  le suppor t  de T e s t  fini, puisque ce suppor t  est 
compact .  II  en r6sulte que (e, n, T }  ~ X~,,H(O~eo n ,T}  t end  vers  0, et  
L Tes t  bien une fo rme  lin6aire continue. 

Soit inversement  L une forme lin6aire cont inue sur A ~, q(V). Soit 
~o n une suite d'616ments de A~,q(V), t endan t  vers  0, et  telle que le sup- 
por t  de r ~ soit contenu dans  un compac t  fixe int6rieur s U, .  Ev idem-  
men t  L (~o ~) t end  vers  0. Or ehaque ~ est d6fini sur U~ par  un sys t6me 
de r formes  diff6renticlles de  type  (p,  q) h suppor ts  compacts ,  et  l 'on 
sa i t  que le dual  topologique de l 'espace des formes diff6rentielles ~ sup- 
por ts  compac ts  de t y p e  (p,  q) (muni de la topologie pr6c6dente,  ana- 
logue ~ celle de l 'espace D de Schwartz)  est l 'espace des courants  de 
t y p e  ( n -  p ,  n -  q) (cf. [8], oh eeci est pris comme d6finition des 

5) Cettc proposi t ion es t  u n  cas par t icul ier  d ' u n  r~sul ta t  valable  p o u r  tou t  espace  fibr6 
diff6rentiable V: le dual  de l 'espace des sec t ions  diffdrentiables de V e s t  i somorphe  
l 'espace des  cou ran t s  de degr6 m a x i m u m ,  ~ coefficients dans  l 'espacc fibr~ dua l  de V, e t  
k suppor t s  compacts .  
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courants).  I1 s 'ensui t  qu ' i l  existe, pour  chaque ~, une section T~ de 
K '~-~ . . . .  q(V*) au-dessus de U~, telle que ~co A T~ = L ( w )  pour  t o u t  

U~ 

CO EAP 'q (V)  dont  le suppor t  est  contenu dans  U~. I1 est  clair que 
T~ = T~ dans  U~ ~ Ut~, a u t r e m e n t  dit  que T~ est la restr ic t ion ~ Ua 
d 'une section T de K ~-p 'n-q(V*) au-dessus de X ;  la continuitd de L 
mont re  en outre  que T~ - -  0 pour  t o u s l e s  ~ sauf  un nombre  fini d ' en t r e  
eux, c 'est-s  que le suppor t  de T e s t  compact .  Enfin, pour  t ou t  
co E A~ ,q (V) ,  o n a :  

L(oJ) = X L(O~o)) = ,Z l O~co A T~ = I co A T = LT(O~ ) , 
c. q. f . d .  ~ ~v~ x 

A par t i r  de main tenan t ,  nous identifierons K .  -p '  ~-q(v*) avec le dual  
topologique de A ~' q(V) au moyen  de l ' appl iea t ion  T -~ L f .  

Proposition 5. L'appl ica t ion  lindaire d" : A ~' q ( V)---> A~'  ~+~ (V) est con- 
tinue et sa transposde est ( - -  1)P+q+ld" : K . - I ' , ~ - q - I ( V  *) --> K . - P , n - q ( v * ) .  

Soient co EA~'q(V) et  T e K ~-J~ ..... ~ I(V*). On a : 

d ( o  A T) = d"(co A T) = d"(co) A T -~ ( - -  1)'+qco A d" (T)  , 

e t c o m m e  ~ d ( c o A T )  = 0, o n e n d d d u i t  
X 

(d"(co), T }  + ( - -  1) p+q (o~, d" (T)}  = 0 , 

ce qui d~montre  la proposi t ion (la continuit6 de d ~ grant  ~vidente).  

10. D~monstration du thdor~me de dualitb. Les proposi t ions 4 et  5 
signifient que le dual  topologique du complexe  A ( V )  est i somorphe  au 
complexe K .  (V*). P o u r  passer  de ls aux  groupes de cohomologie de ces 
complexes,  nous utiliserons ]e l emme su ivan t  : 

Lemme  1. Soient L ,  M ,  N trois espaces de Frgchet, et u : L --> M ,  
v : M --> N ,  deux  homomorphismes  6) lingaires tels que v o u = O. Soient  
L*,  M * ,  N *  les duals topologiques de L ,  M ,  N ,  et tu,  tv les appl icat ions  
transposdes de u ,  v .  Posons  C = v  -1(0),  B = u ( L ) ,  H = C / B ,  et 
C' ~- tu-~(O), B '  = t v (N*) ,  H '  = C ' /B ' .  

A lors  H est un  espace de FNche t  dont le dual topologique est isomorphe 
H ' .  
Puisque u est  un homomorph i sme ,  B = u (L) est  complet ,  donc fermd, 

et H est un espace de Frdchet  (cf. [1], p. 34). 

6) Cf. N. Bourbaki, Top. G6n., Chap. I I I , w  2. 
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Soit d ' au t re  par t  c' �9 C', et soit h' l '~lgment de H '  d~fini par c'. Par  
d5finition, c' est une forme lin~aire continue sur M,  nulle sur B,  done 
d~finit une forme lingaire continue sur H qui ne @pend  que de h'. Si 
cette forme lin~aire est nulle, c r est nulle sur C, done appar t ient  ~ tv (N*) 
= B' ,  puisque v e s t  un homomorphisme,  au t rement  dit h' = 0. 

Inversement ,  toute  forme linSaire X continue sur H ,  peut  6tre identi- 
fige s une forme linSaire continue sur C qui est nulle sur B ;  d'apr~s le 
thSor~me de Hahn -Banach  ([1], p. I l l )  on peut  la prolonger s M ;  on 
obtient  ainsi un  ~l~ment c' de C', done un 5lSment h' de H ' ,  et il est 
imm~diat que ]a forme linSaire dSfinie par h' sur H n'est  autre que 2, 
ce qui ach~ve de d5montrer  que H '  est isomorphe au dual topologique 

de H .  
Nous allons appliquer le lemme prScSdent avec L = A~'q-I(V),  

M = A~'q(V), N = A~'q+I(V), et u = d", v = d". D'apr~s la propo- 
sition 4, on a:  

L* : K"-P'n-q+~(V*), M* : K ; - q ' n - q ( v ~ < ) ,  N • : K n - p ' n - q - l ( W  *) 

et d 'apr~s la proposit ion 5, tu = (-- 1)~+qd ~', tv = (-- 1)~+q+ld". D ' au t re  

part ,  ]e thdor~me 1 montre  que 

S = U q ( X ,  f2P(V)) et H' = H . - q ( x ,  ~2"-~(V*)) . 

D'oh,  en appl iquant  le lemme 1 : 

Th~ori~me 2. Soit X une vari~td analytique complexe, dgnombrable 
l'in/ini, de dimension complexe n,  et soit V un espace ]ibrd analytique 
/ibre vectorielle de base X .  Supposons que les deux applications lindaires : 

d" d" 
A p, q-1 ( V )  ---> A p 'q ( V )  -> A ~, q+i (V) 

soient des homomorphismes. Alors le dual topologique de l' espace de Frdehet 
H q (X ,  D ~ (V))  est canoniquement isomorphe ~ H ,  -q(X,  D ~-~ (V*)) . 

Pour  p = 0 (cas auquel  on peut  toujours  se ramener,  comme on l 'a  
vu  au n o 6), le th6orgme 2 montre  que H q ( i ,  S(V))  est en dualit6 avec 
H . - q ( x ,  ~n(V*)) .  Or ~n(W*) est localement libre, donc est isomorphe 

S(V), oh V ddsigne un espace fibr6 s fibre vectorielle dont  la fibre V~ 

en un point  x �9 X est canoniquement  isomorphe ~ V~* |  A D~, avec 

les notat ions du n o 6. On observera que V = V. 
On peut  donc dnoncer : 

Corollaire. Supposons que les deux applications lindaires 
d" d '~ 

A ~ ~-~ (V) -~ A 0, q(V) -~ A ~ q+l(V) 
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soient des homomorphismes. Alors le dual topologique de l' espace de Frdchet 

Hq(X,  S(V) )  est canoniquement isomorphe ~t H : - q ( X ,  S(IT)) . 

11. Un crit~re. Pour  appl iquer  le thdorSme de dualitd, il est  n~ces- 
saire de d @ m n t r e r  que d ~' est un  homomorph i sme .  Voici un crit~re per-  
m e t t a n t  d 'a f f i rmer  qu' i l  en est  bien ainsi : 

Proposition 6. Si la dimension de H q ( X ,  Y2P(V)) est /inie, l'appli- 
cation d" : A ~' q-1 ( V) -+ A ~' q (V) est un homomorphisme. 

Soit C~"q(V) le noyau  de d": A~'q(V) --->A~'q+l(V); puisque d" est 
continue, C ~' ~(V) est fermS, donc est un  espace de Fr@het .  Comme 
l 'hypoth~se fai te  dquivaut  '~ dire que d" (A ~' q- l (V))  est un sous-espace 
de codimension finie de C ~' q (V), on vol t  que la proposi t ion 6 est  un cas 
part iculier  du rdsul tat  su ivan t  : 

Lemme 2. Soit u une application lindaire continue d'un espace de 
Frdchet L dans un espace de Frdchet M .  Si u (L) est un sous-espace de co- 
dimension/inie de M ,  l'application u est un homomorphisme. 

Ddmonstrat ionT) : Soit P u n  suppldmenta i re  algdbrique de u(L) dans 
M,  et soit v l ' appl ica t ion  de L • P dans  M ddfinie par  : 

v ( x , y ) = u ( x ) d - y  si x ~ L ,  y e P  . 

L 'app l ica t ion  v est  une appl ica t ion  lindaire continue de L • P sur 
M ;  or P e s t  un espace s5pard de dimension finie, donc L • P est  un  
espace de Frdchet .  Le th~orSme de B anach  ([1 ], p. 34) mon t re  alors que v 
est un  homomorph i sme ,  d'ofi il rdsulte imm~'dia tement  que u est  un 
homomorph i sme .  

12. Application aux vari~t~s de Stein. 

Th~or~me 3. Soit X une varidtd de Stein, de dimension complexe n ,  et 
soit V un espace /ibrd analytique ~t /ibre vectorielle, de base X .  On a 
H ~ ( X , t ~ ' ( V ) ) =  0 pour q e e n ,  et H ~ ( X ,  Y2~(V)) est isomorphe au 
dual topologique de H ~ (X  , Y2 "-~ ( V*) ). 

(Lorsque V e s t  l 'espace fibr6 tr ivial  X > C, on re t rouve  le th~or~me 4 
de [10]). 

E n  effet, d 'apr~s le thdor~me B des varidtds de Stein (cf. [3], [4]), on a 
H~-q(X,  Q ~ - ~ ( V * ) ) :  0 pour  q ~ n ,  ce qui mon t r e  (proposit ion 6) 
que d" est  toujours  un  homomorph i sme .  E n  app l iquan t  le th6or~me 2, 

~) Cet te  d ~ m o n s t r a t i o n  es t  due  k L.  Schwartz. 
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avec V* et  n --  p ~ la place de V e t  de p respect ivement ,  on obt ient  le 
r6sultat  6nonc6. 

On notera  que la topologie de H ~  :Q~-~ (V*)) est celle de la conver- 
gence compacte. 

Corollaire. Soient K une partie compacte de X et s une section holo- 
morphe de V au-dessus de X --  K .  Si  n ~ 2, il existe une section holo- 
morphe de V au-dessus de X tout entier qui coincide avec s e n  dehors d'un 
compact K '  D K .  

La d6monstra t ion est identique s celle donnde dans [lO], n o 13, dans 
le cas oh V e s t  trivial. 

13. Application aux vari~t~s compactes. Lorsque X est une vari6t~ 
analy t ique  complexe compacte,  on sait  (cf. [6]) que la dimension de 
H q ( X ,  F) est finie quel que soit le faisceau analyt ique coh6rent F. On 
peu t  donc appliquer  ]e crit~re de la proposit ion 6, et l 'on obt ient  ainsi 
(compte t enu  de ce que Hq.(X, F)'--~ Uq(X, F) puisque X est com- 
pacte) : 

Thbori~me 4. Soit X une varidtd analytique complexe compacte, de 
dimension complexe n,  et soit V un espace ]ibrd analytique & /ibre vecto- 
rielle, de base X .  Alors les espaces vectoriels 

H q ( i ,  tg~(V)) et H~-q (X ,  ~9~-~(V*)) 

so'at en dualitd ; en particulier, ces espaces ont m~me dimension. 
Pour  p ---- 0 : 

Corollaire. H q ( X ,  $(V))  et H~-q (X ,  $ ( V ) )  ont m~me dimension. 

14. Un exemple off d" n'est pas un homomorphisme. Soit Y = - C  2, et 
soit  F u n  sous-ensemble ferm6, connexe, et non compact  de Y. Posons 
X : Y -  F .  En  appl iquant  la suite exacte  de cohomologie (cf. [2], 
X V I I - - 4 ) ,  on obt ient  la suite exacte : 

H ~  O) -+ H**(X, O) -+ H**(Y, O) . 

D'apr~s le th6or~me 4 de [10] (ou le th6or~me 3 ci-dessus), 

H (Y, o)  = 0 ,  

et  d'apr~s l 'hypoth~se faite sur F ,  H~ (F,  O) : 0. Donc H** (X, O) --  0. 
Choisissons F de telle sorte que X ne soit  pas un  domaine d 'holomorphie 
(il suffit de prendre  pour  F une droite rdelle, par  exemple).  D'aprSs un 
r6sultat  de H. Car tan (cf. [10], p. 65, no te  7), on a H i ( X ,  O) :# 0, et 
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d'autre  pa r t  H~(X,  n 2) : H~,(X, O) z 0, nous venons de ]e voir. Le 
th6or6me 2 montre  alors que d" n 'es t  pas un homomorphisme.  

Le compor tement  de l 'opdrateur  d" est donc assez diffdrent de celui 
de d, puisque d est toujours  un homomorphisme (en effet, le sous-espaee 
des cobords est caractdris6 par  l 'annu]at ion des p6riodes, donc ferm6). 

15. Interpr6tation de la dualit6 entre H q (X, ~v(V))  ct H . - q ( X ,  ~2n-~( V*) ). 
Nous allons donner  une interprdta t ion purement  cohomologique de la 
forme bilindaire ddfinie par  le produi t  scalaire <w, T> sur 

Hq ( X  , ~-~P) ) x u : - q ( x  , ~'~n-~ ( W*) ) . 

La dualit6 entre V e t  V* ddfinit (cf. n o 9) un homomorphisme O-li- 
ndaire : S(V)@o $(V*) -+ O;  d ' au t re  part ,  l 'opdration de produi t  extd- 
rieur ddfinit un  homomorphisme O-lindaire: sgv | D'*-~ -+ ~2" ; 
par passage au produit  tensoriel, on obt ient  ainsi un homomorphisme 
O-]indaire : Q~ (V) Qo D'*-v (V*) -~ zQ ** , d 'oh un homomorphisme 
0-1indaire: D~(V)| *) -~ Z '~ , Z n ddsignant le faisceau des 
germes de formes diffdrentielles fermdes de degr6 n.  

Or un  tel  homomorphisme donne naissance k un cup-produit  (cf. [2], 
XVI I - -9 )  qui est ici une application bilindaire de 

Hq(X,z ' -2v(V)) •  q(X Dn-v(V*))  dans H~*(X,Z'~) 

Comme H ~ ( X ,  Z '~) = H ~ ( X  C) (cf. la ddmonstrat ion du th6or6me de 
de l~ham donnde duns [10]), qui est lui-mgme isomorphe h C si X est 
connexe (ce que l 'on peut  supposer), on a bieff ainsi obtenu une forme 
bilindaire ~ valeurs complexes sur H q ( i ,  Dv (V)) • H2 -q (X ,  [2 ~-" (V*)), 
et il n 'est  pax difficile de mont re r  qu'elle coincide avec celle ddfinie plus 
haut.  

w 4. Application aux divisenrs 

16. Espace fibr6 assoei6 h un diviseur. Soit D u n  diviseur de la 
vari6t6 X .  En  un  point  x E X ,  D est 6gal au diviseur d 'une  fonetion 9~, 
mdromorphe en x,  non ident iquement  nulle, et  ddfinie h la mult ipl icat ion 
pr6s par  un  616ment inversible de Ox. Soit k (D)x l 'ensemble des fonc- 
tions ], m6romorphes au voisinage de x,  et  telles que g~ . /  soit holo- 
morphe en x. La  rdunion des k (D)x forme un  sous-faisceau I_ (D) du 
faisceau des germes de fonctions mdromorphes sur X .  Ce faisceau est 
loealement isomorphe ~ O, donc est isomorphe ~ S (V9), oh I'D est un  
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espace fibrd analy t ique  s fibre vectorielle de dimension 1, de base X.  On 
v@ifie tou t  de suite que, si D et D'  sont l indairement gquivalents (c'est- 
Mdire si D --  D'  est dgal au diviseur (/) d 'une  fonction / m@omorphe 
sur X tou t  entier), alors L(D) et L(D') sont isomorphes, done aussi V~ 
et V D, ; r@iproquement ,  si V D et V D, sont  isomorphes, D et  [D' sont 
l indairement dquivalents. Eaf in  V~) est isomorphe ~ V~, et  VD+ D, est 
isomorphe s V~ @ V~, s). 

Soit de m~me DP(D)~ l 'ensemble des formes diff@entielles co, de 
degr6 p, mdromorphes au voisinage de x,  et  telles que g~. o) soit holo- 
morphe  en x.  La  r5union des $2~ (D)~ forme un sous-faisceau du faisceau 
des germes de formes diff@entielles mgromorphes de degr6 p sur X .  On a 
Q~(D)--~ L(D) |  ~ S ( V D ) |  D'oh, en appl iquant  
le thdor~me 4 s l 'espace fibrd V D : 

Th6or~me 5. Soit X une vari~td analytique complexe compacte, de di- 
mension complexe n, et soit D un diviseur de X .  Alors les espaces vectoriels 
Hq(X ,  s et H"-q(X ,  YYn-P(--D)) sont en dualitd. 

Pour  p --~ 0, il y a donc dualit~ ent re  

H q ( X , L ( D ) )  et H ~ - q ( X , Y 2 ~ ( - - D ) ) .  

En  particulier,  H n (X,  I_ (D)) est isomorphe au dual  de H ~ (X,  tg~( - D)), 
espace des formes diff@entielles m@omorphes de degr5 n dont  ]e diviseur 
est ~ D.  

S'il existe des formes diff@entielles m@omorphes  ~o de degr6 n non 
ident iquement  nulles (ee qui est toujours  le cas si X est alg5brique, par  
exemple),  leurs diviseurs (~o) sont l indairement ~quivalents et  leur classe 
K est appel@ la classe canonique de X .  On a alors k (K) ~- /2  ~, d'oh 

I_ (K --  D) = Y2 ~ ( - -D)  (ee qui peut  aussi s '@rire l~ D = VE_~), et  l 'on 
obt ient  ainsi : 

Corollaire. Si la classe canonique K est dd/inie, les espaces vectoriels 
Hq(X ,  L(D)) et H ' - q ( X ,  L(K --  D))  sont en dualitd. 

17. Application: thbor6me de Riemann-Roch sur unc courbe. Soit X 
une varidtd analyt ique complexe compacte,  connexe, de dimension 1. 
Soit D --~ 27 np.  P u n  diviseur de X ,  les np dtant  des entiers nuls sauf  

PEX 
un nombre  fini d 'en t re  eux. Nous poserons : 

h ~ 1 7 6  [ . (D)),  h~(n)=-d imH~(X,  L(D) ) ,  deg ( n ) =  X n p .  
PEX 

s) Cet te  cor respondance  en t re  espaces  fibres et d iv iseurs  es t  due  ~ A.  Weil;  cf. [11], pa r  
exemple .  
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Lemme 3. L'entier h~ --hi(D) --deg (D) ne ddpend pas de D. 
I1 suffit de mon t r e r  que cet entier  ne change pas  lorsqu 'on remplace  D 
par  D q- P ,  oh P est  un point  quelconque de X .  Or L(D) est un  sous- 
faisceau de L (D q- P)  ; soit Q le faisceau quot ient  k (D q- P)/L (D). 
0 h a  Q x =  0 si x = t iP ,  et Q~-- - -Csi  x =  P ,  c o m m e o n l e  voi t  t ou t  
de suite. Done H~ Q) - - C ,  et Hq(X, Q) = 0 pour  q >  0. La  suite 
exacte de fa i sceaux:  0 - > L ( D ) - ~ L ( D - } -  P ) - > Q - + 0  donne nais- 
sance s la suite exaete  de cohomologie : 

0 -+H~ L(D)) -+ H ~  L(D q- P)) --->C -->Hi(X, L(D))  

-~HI(X,  k(D -k P ) )  -~ O. 

D'oh, en fo rman t  la somme  altern6e des dimensions : 

h ~ - -  h o (D + P)  + 1 - -  h I(D) + h 1 (D + P)  = 0 , 

ce qui ent ra lne  6v idemment  : 

h ~ - -  h ~ (D) - -  deg(D)  = h o(D + P)  - -  h I (D + P)  - -  deg (D + P ) ,  

c. q. f. d. 
Pour  D : 0, L(D) --~ O, d 'oh h~ ~ 1, puisque X est  connexe.  

Nous poserons h 1(0) z g, c 'est  le genre de X .  Le l emme 3 peu t  donc 
s'6crire sous la forme 6quivalente  : 

L e m m e 4 .  h ~  ~ ( D ) = d e g ( D ) q -  1 - - g .  

Or H ~  L(D)) est l 'espace vectoriel  des fonctions m6romorphes  f 
telles que ([) ~ - -  D ; d o n c  h ~ (D) coincide avec  l 'ent ier  not6 d 'ordi-  
naire l (D). 

D ' a u t r e  par t ,  le th6or6me 5 mon t re  que h 1 (D) est  6gal ~ la dimension 
i (D) de H ~ (X,  ~21 ( - -  D)),  espace des formes  diff6rentielles m6romorphes  
o~ telles que (~) ~ D .  

En  p o r t a n t  ees expressions dans ]e ] emme 4, on obt ient  : 

Th4ori~me de Riemann-Roch .  l (D) - -  i (D) = deg (D) q- 1 - -  g. 

Remarques. 1) I1 r6sulte, comme on sait, du th6or6me de R iemann-  
l~och que X poss6de ,,assez" de fonctions et  de formes  m6romorphes  ; 
en part iculier ,  la classe eanonique K de X est  d6finie, et  l 'on a 
i (D) --~ l (K --  D), d 'oh la formule  usuelle : 

l ( D ) - - l ( K - - D ) = d e g ( D ) q -  1 - - g  . 

2) Le genre g a 6t6 d6fini eomme hi(0)---= i(0), c 'est-h-dire comme 
dimension de l 'espace vectoriel  des formes  diff6rentielles holomorphes.  
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I1 n ' e s t  pas  difficile de  m o n t r e r  qu ' i l  est  6gal s la moi t i6  d u  p remie r  

n o m b r e  de Be t t i  de  X : cela r6sul te ,  soi t  de ]a thdor ie  des formes har-  

m o n i q u e s ,  soit, p lus  s i m p l e m e n t ,  de la su i te  exac te  de cohomologie  d6finie 
d 

pa r  la su i t e  exae t e  de fa i sceaux 0 --> C --> f2 ~ --> f21 --> 0 (on fair  u n e  

s o m m e  a l t e rn6e  de d imens ions ,  e t  l ' o n  t r o u v e  que  2 - -  2g est  dgal k la 

ea rac td r i s t ique  d ' E u l e r - P o i n c a r 6  de X ,  d 'oh  le r d su l t a t  cherch6). 

BIBLIO GRAPHIE 

[l] ~V. Baurbaki, Livre V. Espaces vectoriels topologiques. Chap. I--II. :Paris, 
Hermann, 1953. 

[2] H. Caftan, S6minaire E. N. S. 1950--1951. 

[3] H. Cartan, S6minaire E. N. S. 1951--1952. 

[4] H. Cartan, Varifies analytiques complexes et eohomologie, Colloque de 
Bruxelles, 1953, p. 41--55. 

[5] H. Cartan and S. Eilenberg, Homologica l  Algebra.  Princeton Math. Set., n ~ 19. 

[6] H. Cartan et J . -P.  Serre, Un th6orbme de f i n i t u d e  c o n c e r n a n t  les vari6t6s 
a n a l y t i q u e s  compactes ,  C.-R. Acad. Sci. Paris 237 (1953), p. 128--130. 

[7] P. Dolbeault, Sur la cohomologie des var i6 t6s  a n a l y t i q u e s  complexes,  
C.-R. Acad. Sci. Paris 286 (1953), p. 175--177. 

[8] G. de Rham and K.  Kodaira, Harmonic  In tegra l s .  Institute for Advanced Study, 
1950. 

[9] L. Schwartz, Th6orie  des d i s t r i b u t i o n s ,  I - - I I .  Paris, Hermann, 1950--1951. 

[10] J.-P.  Serre, Quelques  problbmes g lobaux  re la t i f s  aux var i6t6s  de Stein. 
Colloque de BruxeUes, 1953, p. 57--68. 

[11] A. Weil, Fib re  spaces in a lgebra ic  geomet ry  (Notes by A. Wallace). University 
of Chicago 1952. 

(Regu le 29 avr i l  1954) 

26 


