
Ci-dessous Un extrait de la biographie ”Poincaré : philosophe et mathématicien” d’Umberto Bottazzini
aux éditions Belin Pour la Science.

Au sujet du raisonnement par récurrence : le terrain le plus naturel et le plus favorable pour cette étude
est l’arithmétique élémentaire, c’est à dire les opérations mettant en jeu des nombres entiers. Quand
nous analysons des opérations telles que l’addition et la multiplication, nous nous rendons compte qu’un
type de raisonnement se “retrouve à chaque pas”, c’est la démonstration “par récurrence” : “on établit
d’abord un théorème pour n égal à 1 ; on montre ensuite que, s’il est vrai de n − 1, il est vrai de n, et
on en conclut qu’il est vrai pour tous les nombres entiers.” C’est là le “raisonnement mathématique par
excellence”, déclare Poincaré. Sa particularité est ”qu’il contient, sous une forme condensée, une infinité
de syllogismes”, et qu’il permet de passer du particulier au général, du fini à l’infini, concept qui apparâıt
dès les premiers pas de l’arithmétique élémentaire et sans lequel “il n’y aurait pas de science parce qu’il n’y
aurait rien de général”, mais uniquement des énoncés particuliers. D’où nous vient ce “raisonnement pas
récurrence”, s’interroge Poincaré ? Certainement pas de l’expérience. Celle-ci peut nous suggérer que la
règle est vraie pour les dix ou les cent premiers nombres, mais elle est désarmée face à l’infinité de tous les
nombres naturels. Le principe de contradiction (on dirait aujourd’hui le raisonnement par l’absurde) est
aussi impuissant : il nous permet d’obtenir certaines vérités, mais non d’en enfermer une infinité en une
seule formule. “Cette règle (le raisonnement par récurrence), inaccessible à la démonstration analytique
et à l’expérience, est le véritable type du jugement synthétique a priori, conclut Poincaré”. L”’irrésistible
évidence” avec laquelle ce “principe” s’impose n’est autre que “l’affirmation de la puissance de l’esprit qui
se sait capable de concevoir la répétition indéfinie d’un même acte dès que cet acte est une fois possible”...

Deux citations d’Euler, dans “Découverte d’une loi tout extraordinaire des nombres par rapport à la somme
de leurs diviseurs” :

“Cette règle, que je vais expliquer, est à mon avis d’autant plus importante qu’elle appartient à ce genre
dont nous pouvons nous assurer de la vérité, sans en donner une démonstration parfaite.” Et plus loin,
“Ces choses remarquées, il ne sera pas difficile de faire l’application de cette formule à chaque nombre
proposé et de se convaincre de sa vérité, par autant d’exemples qu’on voudra développer. Et comme je
dois avouer que je ne suis pas en état d’en donner une démonstration rigoureuse, j’en ferai voir sa justesse
par un assez grand nombre d’exemples.”.

Hardy écrit quant à lui dans son autobiographie Apologie d’un mathématicien :

“Je pense que la réalité mathématique existe en dehors de nous, que notre fonction est de la découvrir ou
de l’observer et que les théorèmes que nous démontrons et que nous décrivons avec grandiloquence comme
nos créations sont simplement les notes de nos observations.”
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