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Intorno all'aritmetica dei sistemi numerici a base megaliva
con particolare riguardo al sisiema numerico a base negativo-decimale per lo studio
delle swe analegie collarilmetica ordinaria (decimale)
MONOGRAFIA

VITTORIO GRUNWALD.

INTRODUZIONE

In una precedeste mia pubblicazione (%) trattando della divisibilit per (b+r)
d'un numero N scritto in base b (intera o positiva), intravidi la possibilith di sistemi
numerici a base negativa e quella questione stessa, se non altro dimostrava gid
esservi qualche relaione fra i sistemi predetti e quelli a base positiva. Nelle pre-
senti pagine mi propongo di studiare tale argomonto un po’ pill addentro, inda-
gando in particolare quale aspeito prenderebbe I'aritmetica nelle sue pid impor-
tanti ricerche, so fosse fondata su sistomi numerici a base negativa.

Un numero intero N qualunque si pud porre sotto la forma seguente:

N=cg+ ey (=b) + ¢y (=0)* + ¢y (=0)* + 0y (=B)* 4 oo + O (~0)® o

in cui tutte le ¢, e b rappresentano interi pesitivi, e se inoltre per tutte le ¢, si

hne,:(b—l). si pud brevemento scrivero: N =0, Cp ( Cp.q - €3Cyc, @ dire: N &
scritto in base (~b) colle cifre ¢y, ¢y, ¢y...

Esempio: 7+ 3(=10) + 9(=10)" + 8 (=10)° ¢ (=10)* = (1503T)_sp. (")

(") Saggio di arilmetica mon decimale pubblicato per le mozze Purdo-Ravemma,
Verons, 31 geonaio 1884; d'or i i sark bre te indicato oos): Saggio ...
(**) Vedi simbolica adottats nell'opuscolo Saggio... succitato.
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E facile vedere che la (1) rappresenta un numero intero positive o negativo a
seconda che m sard pari o dispari e quindi :

.* Unnumero intero scritlo in base (~b) & posilive o negalivo, a seconds che
abbia un numero dispari o pari di cifre.

Per significare poi un numero radicale (*) qualunque seritto in base (~b),
avremo

N=c_(—b) " he_por(=0) "4 b e_y(=b) "2 4e_y(=b) ™" +o_(-b) "'+

Cot0y (=) $C4(=D) ... +eu(~D)™ @
0 pid brevemente :

N = Gy Cppet Cont o+ €4y €4 O s €y Cg Oy 02 €y

in cui le ¢ soddisfano tutte alle condizioni ansidette; le ¢ con indice posilivo rap-
presentano la parte intera ¢ quelle con indice negativo la parle radicale di N,
queste due parti sono separate dalla wvirgola radicale.

.* Un numero radicale con paric inlera seritia in base (-b) & positivo o
negativo, a seconda che abbia un numero dispari o pari di cifre nella sua parfe
intera.

IL° Un numero radicale senza parle intera scritlo in base (~b) & positivo
0 negalivo, a seconda che abbia unm numero dispari o pari di zeri radicali o
sinistra della {* cifra significativa.

Si osservino le seguenti particolarith contenute negli esempl qul appresso,
che facilmente si esprimerebbero quali proprietd dei sistemi numerici a base ne-
gativo-decimale, come faremo d'or inmanzi in tutte le applicazioni, si ha p. e.

13<8,26<23 ;76<7,4;185<7,5; 0,18<0,07 ; 1,9<0,2 ecc. ece.

Tutto questo si spicga perché nel sisterol numerici a base negativa:

IV.° Ogni b unild di ordine m concorrono a formare U uniléd negativa del-
Pordine (m + 1),

Osservaziont. A) Le cifre del sistema numerico a base b sono pur quelle del si-
steroa a base (~Db) e viceversa. B) Un numero N intero qualunque seritto in base
(~b) ha tonte cifre quante ne avrebbe scritto in base (+ 1), oppure ne ha una di pid,

oppure due di pid. € Per N <M < (b-1)N, (considerando N cd M interi ed in
valore assoluto soltanto) se N si scrive in base (~b) con n cifre, M seritto nella
stessa base avrd pure n cifre, oppure (n+2). ®) Un numero N intero che seritto
in base (+5) ha un wumero dispari di cifre ed in cui le cifre di posto pari sono
sero ; sl serive pelle basi (4 b) nello stesso modo. E) Un numero N intero che

(*) Vedi Saggio... Cap. V.
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“seritto in base (+6) ba un numero pari di cifre ed in cui lo cifre di posto dispari
sono zero, si scrive nelle basi (+ b) nello stesso modo. ¥) Da quanto precede
risulta : il maggior numero in senso assoluto che in base (~b) si seriva con m
cifre & formato dalla successione periodiea della massima cifra significativa b — 1
del sistema collo zero, e quello stesso numero si scrive nello stesso modo anche
in base (+b); mentre il minor numero in senso assoluto che in base (—b) si seriva
con m cifre & formato dall'unitd seguita dalla successione di cifre anzidette.

Osservazioni generali sulle operazioni aritmetiche. (%)

1. Se gli addendi d' una somma si scrivono tutti con un oumero dispari di
cifre, cid si verificherd anche per la somma ed analogamente per addendi tutti
composti d'un numero pari di cifre ece; solo in questi casi otteniamo una vera som-
ma aritmetica; che altrimenti riesce una somma algebrica che pud anche ridursi
sensibilmente ¢ perfino annullarsi.

1. Posto

Nt 0y (= 0) 4 05(~0)"+-0y(=0) 4 ...+ €yl = )™V gy (=D)™ 24 Oy (=) ™4 L (=0) ™

sara

(=N)=(b=e)4 [b=(ey=1)] (=B) 4 |b=(ey= 1)) (=b)*+ [b-(e5=1)}(=B)* +.. -+ (B={Cyp..5=1)} (1)
0= (Cer= DI (=0)"" 4 [O=(Cquy = DI (=0)*"*+[b~(cq—=1))(—B)"™+ (- B)™*",

essendo b > ¢, per qualunque valore di r, (+ N) e (—N) diconsi numeri eguali-op-
posti ¢ si vede che uno di essi ha necessariamente 1'unith al 1° posto & sinistra;
Ia Joro somma & identicamente nulla. Nello stesso modo si forma pure il valore
uguale-oppesto d'un numero radicale, talchd se, serivendo p. o. in base negativo-de-
cinale, N = 049325 sard (—N) = 1,71895.

111. La sottrazione non presenta mai il cosiddetto caso impossibile ; chd se
l'uno del termini ha un nomero pari di cifre, e I'altro ne ba un numero dispari,
allora si tratta d'una somma aritmetica; mentire una vera soltrazione aritmetica si
verifica soltanto se ambo i termini si compongone di un numero pari o ambidue
d'un numero dispari di cifre.

IV. Il prodotto di una moltiplicazione avrd un numero dispari di cifre, se

(*) Per la ristrettezza dello spazio assegnato al presenmte lavoro nel Giornale di
Matematiche non se ne pud inserire qu) che un sunto, L'intelligonza del letfore sup-
plirk alla concisione, di cui & stato mestieri fare uso,
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ambo i fattori avevano un numero dispari di cifre, 0 ambidue un numero pari; al-
trimenti il prodotto riesce con un pumero pari di cifre; analogamente avviene per
il quoziente d'una divisione.

1L
Addizione.

Per agevolare le indagini particolari sulle singole operasioni, esporremo ad-
dirittura degli esempi serilti sempre in base negativo-decimale:

L 1.

0,7865 1865

0,0034 36 '
14385 14885

0,0186 186

09876

S, 0

0,9876

Osservazioni.

A. Si opera come pell'aritmetica ordinaria per colonne, le decine che si por-
tano, diminuiscono (vedi sottr.) la somma della colonna succossiva, la somma dell'ul-
tima coloona si serive per intero: con una cifra sola, se non & maggiore di 9, al-
trimenti con tre cifre cosl diciassotte = 197 ece.

B. Le somme megli esercizi precedenti confermano quanto si & detto in gene-
rale nel § precedente alinea I.

C. La somma di pid numeri radicali anche contenenti degli interi pud esserc
un sumero radicale senza interi.

1L
Sottrazione.
Esempi scritti in base negativo-decimale:
I 1L 118 .

959405 09,5940  0,75040%  0,739405
1239876  7,8932 0982344  0,977264

19721749 3,7028 41,0776  0,982344
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Osservaziond.

A) Anche qui si opora come nell'aritmetica ordinaria per colonne; lo decine,
che si portano, aumentano la difersnza neila colonna successiva, onde nell’ultima
colonna se si porta 1, quell'unith si serive & sinistra di questa stessa colonna.

B) Gli esercizi IT 11 IV rappresentano vere sottrazioni aritmetiche; I' altro si
riduce invece ad una somma aritmetica (vedi § precedente, alinea III), per cui la
differenza pud avere pid cifre che ciascuno dei termini. (Es. I).

C) La differenza di numeri radicali senza parte intera pud essere un numero
radicale con parte intera. (Es. II).

1v.
Moltiplicazione.

E facile desumere teoricamente in generale ¢ lo vedremo confermato anche
negli esempi numeriei particolari che qul seguono, che chiamando m ed n rispet-
tivamente il numero delle cifre componenti | due fattori interi, il prodotto si ecom.
porrd di (minti) o di (m+n—3) cifre, i quali risultati collimano perfettamente
anche colla regola dei segni; mentre nell’ aritmetica del sistemi numerici a baso
positiva il prodotto avrebbe come & noto m+n) o (m4n—1) cifre. Se si tratta di
fattori radicali; chiamando risp. m ed », il numero delle cifre componenti le loro
parti intere, ¢ i e v quollo dello loro parti radicali; il loro prodotto avrh nella
parte intera tante cifre quante sono indicate dalle formole precedenti e nella parte
radicale (x+v) cifre, come nell'aritmeticn ordinaria.

Ulteriori osservazioni si presenteranno opportunamente, dopo aver esposto |
seguenti esempi scrilti in base negalivo-decimale.

1 u ul w

1,81 0,345 19 9810,008
1,13 0,13 13 20,9107
143 818 15 158290181

267 19955 19 9870003

181 = 135630187

ot 1.98365 b

0,0113

1988855,5871481
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Osservaziont:

A. 8i opera in complesso come nell'aritm. ordinaria ricordando ripetutamente
quanto fu detto intorno all'addizione (vedi osser. linea A).

B. Sin per fattori interi che per fattori radicali, il numero delle cifre de|
prodotto negli esompi qui sopra corrisponde alle formole suesposte.

C. Fattori contenenti ambidue una parte intera, possono fornire un prodotto
senza parte intera (Es. 1°) e viceversa fattori senza parte intera, possono fornire
un prodotto con parte intera (Es. I1°).

V.
Divisione. _

Per analogia a quanto ei risultd nella moltiplicasione potremo coneludere, che
chiamando risp. m ed n il nomero delle cifre di dividendo e divi ( ambidi
interi), il quoziente approssimato a meno di 1 unith si comporrh di (m—n + 8) ci-
fre; mell'aritm. ordinaria invece il quoziente avrebbe (m—n) o (m—n+1) cifre. An-
che queste formole [sono in perfetto accordo colla regola dei segni per la divi-
slone.

Perd precisamente in base alla regola dei segni, bisogna avere qui delle av-
vertenze speciali nell” incominciare I' operazione, appunto per non incorrore in un
errore di segni. Bisogna adungne prendere alla sinistra del dividendo una parte
in valore assoluto nom minore del divisore, o2 maggiore di (b—1) volte il divisores
chiamando con b il valore assoluto della base del sistema numerico adoitato. Ea-
sendo n il numero delle cifre componentl il divisore, il 4.° dividendo parsziale ne
avrd (n41), m, oppure (n+2); (Vedi osser. C dell'introduzione) ed a seconda che il
1° quoziente parziale dovrd riuscire positivo o negativo si comporrd di 10 2 cifre;
in seguito perd si ottengono le cifre del quoziente ad wna ad una; eppereid i suc-
cessivi dividendi parsiali dovranno esser tutti del segmo del divisore, o quindi di
segno contrario dei singoli rispettivi resti parziali a meno che In corrispondente
cifra nel quoziente non sia zero. Onde i resti parziali dovranno soddisfare ad una
duplice condizione, ciod esser sempre di segno contrario del divisore ¢ per va-
lore assoluto sempre minori del medesimo: ove questi requisiti non si verificassero,
Ia suecessiva cifra nel quoziente risultersbbe mel 1° caso troppo piccola, nel 2°
troppo grande. Del resto quest' operazions si esoguisce anche nell' aritmetiea dei
sistemi numerici a base negativa come nell' aritmetica ordinaria, il che si ve-
drid conformato negli esempi seguenti, | quali proveranno pure quanto si disse pin
sopra.
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Byercizi in base negativo-decimale.
L . .
23650 : 78 = 1897 0,0724 :3,84 =113  1,98365:0,345=0,73

1% 181 19955
1656 262 815
1504 201 815

1525 154 0

1562 143

1630 1"
1646
4
Osservazioni.

1. Nel caso in coi, come si 6 fatto negli esempl T o I, il 1° quosicnte par-
tiale si compone di 2 cifre, le moltiplicazioni e sottrazioni ausiliarie possono ese-
guirsi per ciascuna delle 2 cifro separatamente.

II. Vediamo confermato quanto fu di sopra asserito intorno al numero dello
cifre del quoziente, alls natura dei resti,

L. Finalmente netiamo che contrariamente a quanto si verifica nell' aritme-
tica ordinaria (Es. 11 e NI :

@) un dividendo senza parte intera con un divisore con parte intera pud dare
un quoziente con parte intera.

b) Un dividendo con parte intera con un divisore senza parte intera pud dare
un quoziente senza parte intera.

VL

Moltiplicazioni e Divisioni
da effettuarsi oon metodi spediti in alouni casi particolari.

Riferendoci a quanto si disse su tale argomento nel Saggio... od ai lemmi che
egualmente qui si potrebbero proporre, deduciamo senz'altro le seguenti regole
particolari, trattandosi di nomeri scritti In sistemi numerici a base negativa.

Regola I. Per moltiplicare un numero seritto in base (=b) Hapuunn-u

YOoL. xxmm.
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per (=b), (=b),%... (—b),™ basta trasportarne Ia virgola radicale rispettivamente
di 1, 2, ... m posti verso destra.

II. Per moltiplicare un numero seritto in base (—b) rispettivamente per b,—b",...
(=1)""* (~b)" basta costruirne il valore uguale-opposto e trasportarne la virgola
radicale rispettivamente di 1, 2... m posti verso destra.

111, Per dividere un numero scritto in base (—b) rispettivamente per (—b),
(=b)% \~b)%,... (~b)™ basta trasportarne la virgola radicale rispettivamente di 4, 2.
8, ... m posti verso sinistra.

IV, Per dividere un numero in base (-b) rispettivamente per b, — b*, %, ...
(—l)"' (~b)™ busta costruirne il valore uguale-opposto ¢ trasportarne la virgola

radicale rispettivamente di 1, 2,...m posti verso sinistra,

Esempi in base negativo-decimale.

78,35 X 10000 = 1783500 ( 783500 : 40000 -10.35}
78,35 190000 = 1438500 | 1438500 : 190000 = 78,35 )

V. Per moltiplicare un numero scritto in base (—b) per F*, basta moltipli-
carlo per (—b)™, vedi Regola I, e dividere il prodotto ott per ™, d
(=b)=F.1.

VL. Per dividere un numero scritto in base (—b) per F™ basta divilerio per
(—b)™, vedi Begola 1II, ¢ moltiplicare il quosiento ottenuto per f™, essendo come
prima (—b) = F.f. Queste ultime due regole sono di conveniensa, qualora (F-/) sia
un numero grande e positivo; che se il numero operatore (moltiplicatore o divi-
sore) fosse —F™ bastercbbe costrurre il valore uguale-opposto del risultato supe-
riormente ottenuto.

Esempi in base negativo decimale.

9,576 X 285 = 9576 : 12=19134.5 19131,5: 285 = 19,1315 x 12=9,576
9,576 : 185 = 0,0009576 X 24 = 0,1943184 [0,1943184785=194,3184 : 24=9 576 X

VII. a) Per inoltiplicare un numero N seritto in base (-b), per I' espressione
(b*—r), basta trasportarne la virgols radicale di 2m posti verso destra, e dal ri.
sultato levare il prodotto r.N.

b) Per moltiplicare un numero N scritto in base (—b), per I'espressione (b****+r)
basta trasportsrne la virgola radicale di (2a+1) posti verso destra, ed al risultato

aggiungere il prodotto r.N ().

—

(*) Veggasi ancors la divisione per (b 1), nei criterii di divisibilitd, Capitolo 1X, A.
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Esempi in base negalivo-decimale.
9576

L 9.576x116 = { 119864

| = 983,956 essendo 116 =(-10)*-4;
983956

9576
9516

Verifica. (1527196 ) = 983,956,

983956

I 9,576x10017 ={ 'C000% _95795,112 essendo 10017 = (103 ;
95705712

9576
9576
Verifica 140152 = 95795,712.

95195702

) " "

Osservazioni generali sull' i
ed in particolare alla potenza 2* e 3* dei numeri oormi in base (—b)

I. Se Ia pomhmldluwnmndiuhdmme d'on numero dispari di
cifre, cid si verifica pure per una sua p di grado quals

II. La parte intera della potensa di grado pari d'un oumero radicalo qua-
lunque si compone sempre d'un numero dispari di cifre.
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1II. Se la parto intera di un numero radicale si compone d'un numero pari
di cifre la parte intera d'una sea potenza di grado m si comporrd pure d'ua nu-
mero pari di cifre 0 no a seconda che n sard dispari o pari. ;

IV. Se un numero ba m cifre radicali, la sua potenza n*™=s ng avrk mn.

V. Se un numero intero finisce per m zeri, la sua potenza n™=s finird con
m.n. geri.

VI. Tl quadrato d'un numero intero termina colla medesima cifra ¢, tanto seritto
in base (~b) come scritto in base (+b); alinché un numero scritto in base (-b)
sia quadrato d'un altro numero, & necessario che termini per una di queste cifre
€y per cui terminano i quadrati dei numeri seritti in base (+b), altrimenti & ne-
cessariamente non-quadrato.

VII. Aoalogamente : La potenza di grado w qualunque J'un numero latero,
termina colla medesima cifra ¢, tanto seritto in base (~b) quanto in base (+b) (*).

VIIL. Le potenze del medesimo grado dispari di due numeri interi uguali-op-
posti scritti in base (—b) terminano per cifre complementari cioé per ¢, I'una
¢ per (b—c,) laltra, onde p. e. nelle basi (£9) | oubi terminano necessariamente
per 0,1 od 8 eec.

IX. Le potenze del medesimo grado pari di due oumeri uguali-opposti si scri-
vono nellidentico modo nella medesima buse, poiché & sempre (+a)™=(-a)™.

X. Se invece di numeri interi si tratta di numeri radicali, quello che pii so-

pra & detto della cifra ¢, vale in questo caso invece per la cifra c_, (vedl iotro-
duzione).

A. Innalzamento a quadralo dei numeri interi o radicali
scrilti in base (—b).

Per riguardo al numero delle cifre della parte intera e radicale del risaltato
basta riferirsi a quanto & detto in proposito nel Capitolo IV. E di speciale inte-
resse soltanto linnalsamento diretto a quadrate di 2 pumeri uguali-opposti, perchi
dovendo dare risultati identici offrono cosl un presioso elemento di controllo per
l'esattezsa del caleolo, anche sensa ricorrere alla diretta moltiplicazione.

(*) Veggasi le tavole o pag. 39 o 40 del « Saggio ... » o lo osservazioni re-
lative.
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Vediamone un esewpio seritto, al solito, in base nogativo-decimale.

13
1929
171
121
N=(23,0107)* = 458 i =4§80,03315569 ; (—~N)*=(198,2913)'=480,03315569.
100
1850540 omessa I'operaziono diretta per brevita.
| iu‘l
| 48003315569

(sservazioni.

L. 1 termini quadrati i compongono tutti di un numero dispari di cifre e cosl
¢ pure dispari il numero complessivo delle cifre del quadrato e della sua parte
intera; & sempre pari il numero delle cifre della parte radicale.

1. | termini rappresentanti doppio-prodotto riescono alternativamente com-
posti il 1* d'wn numero dispari di cifre, il secondo d” un numero pari e cosl via.
Tutto questo altro non & che una continua conferma della regola dei segni e ' in-
tende del resto molto facilments da se.

ILL. Se (+N) ha n cifre complessivamente, le unitd semplici nel 4° termine dello
sviluppo di (£N)* saranno seguite da (2n-2) cifre complessivaments , come el
l'aritmetica ordinaria.

IV. Nell’ aritmetica ordinaria (£N)* avrebbe o 2n 0 2a-1 cifre complessiva-
mente. Scrivendo invece in base (~b), (+N)* ne potrd avere (2ntl) o (n-3):
donque di pit 0 di meno ma non mai 2n (vedi anche I). Se si compone di (3n+1)
cifre, Ja 1* cifra a sinistra & I'unild.

V. (£N) con parte intera pud dare (4N)* senza parte intera ¢ viceversa (+N)
senza parte iotera (Vedi Cap. IV osservazione C) pud dare (N)* con parte intera.

B) Innalzamento a cubo dei numeri interi o radicald
scrils in base (—b).

La reiterata applicasione delle morme stabilite mel Cap. IV ¢'illumina tosto
intorno al numero delle cifre della parte intera ¢ radicale del cubo risultante. An-
che qul I' innalsamento diretto a cubo di due numeri uguali-opposti fornisce un
controllo ragguardevole dell'esattesza del calcoli, dappoichd i due risultati deveno
pure essere numeri uguali-opposti.

Facciamo simile operazione sopra un numero scritlo in base negativo deci-
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male

'8
e \
. 154
187
13803
5949
. 889
N = (23,07 = | 1904283 = 6335,140195928163
' 6111000
14882906100
3431970
463

6335,140195928163 I

¢ ripetendo la diretta operasione sopra il numero (~N) si otterrebbe

(=N)* = 15885,060026292057
ed essendo

(+N)* = 633%,140195928163
sl awrk

N4 (=N =N-N=0.
Osservazioni:

L. T termini cubici si compongono tutti d'un numero dispari di cifre, e cosl

¢ pure dispari il numero delle cifre dei termini della forma 3a%3, essendo § <9
(numero d'una cifra sola), e nel cubo risultante (N)* & pari o dispari il numero
dolle cifro della parte intera s scoonda che era rispettivamente pari o dispari nella
parte intera della radice (4N) ed analogamente la parte radicale di (1N)? si com-
pone d'un numero pari o dispari di cifrc a seconda che & rispettivamente pari o
dispari il numero delle cifre radicali di (+N).

II. I termini rappresentanti la forma 3a8* (valendo per § quanto sopra) sono
alternativamente composti il 1* d'un numero dispari di cifre, il secondo d'un nu-
mero pari ece. eco.

Anche qui tutlo questo nom & che una continua conferma della regola dei se-
gni e oho si sarebbe del resto molto facilmente preveduto seos'altro.

1. Se (=N) ba n cifre complessivamente, le unith somplici del 1° termine
dello sviluppo di (=N)* seguite da (3m-3] cifre complessivamente, come
nellaritmetica ordinaria.
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IV. Nellaritmetica ordinaria (+N)* avrebbe 3n, (3n-1) o (3n-2) cifre com-
plessivamente. Scrivendo invece in base (-b), (4£N)* nd potrd avere 3a, (3n-2),
(3n—4),(3n—6): dunque di meno, ma al massimo 3n come nellaritmetica ordinaria.

V. (N) con parts intors pud dare (£N)* senza parto intera, ma non mai vi-
ceversa. '

Osservazioni generali sull'Estrazione di radice, ed in particolare
sulle radici 2* e 3' dei numeri soritti in base (-b).

I. Se la parte iotera del radicando N si compone d'un numero disparé di ci-
fre, esisterd sempre per lo meno una sua radice reale di grado qualunque, e la
sua parte intera si comporrd pur sempre d'un numere dispari di cifre,

Inoltre ogoi radice di grado pari qualunque di N, ammette necessariamente
due valori reali uguali-opposti direttamente caleolabili.

1. Se la parte intera di N sl compone d'un numero pari di cifre, ne saranno
reali solo le radici di grado dispari, ciascuna delle quali ha necessariamente un
valore reale la cui parte intera avrd pur sempre un numero pari di cifre. Le ra-
dici di grado pari di N sono invece immagioarie.

HI. Le radici del medesimo grado pari di due numeri uguali-opposti sono
naturalmente T'ona reale e altra immaginuria.

IV. Le radici del medesimo grado dispari di due numeri uguali-opposti sono
naturalmente entrambe reali e rispettivamente uguali-opposti.

V. Esseado n lindice di radice, se il radicando N ha mn cifre radicali, col
loro mez30 i possono sempre come nell' aritmetica ordinaria direttamente caleol
re m cifre radicali della radice ¢ talvolta, come vedremo in seguito anche (m+1).

VI, Nella decomposisione di N in gruppi, come nell'aritmetica ordinaria per ot~
tenere le successive cifre della radice di grado n, il 1° gruppo a sinistra di N
(seritto in base neg.) pud riescir deficiente, se n & dispari, ma deve riescir defl-
ciente (o precisumente composto di un numero dispari di cifre) per n pari. Se N
non contiens parte intera ed m & pari, la virgola dovrk essere seguita da um nu-
mero dispari di zeri radicali, altrimenti Ia radice & immagioaria.

VII Non pud esistere radice esatta d'un numero N, qualora non termini per
quells cifra ¢, ossia ¢, di cui agli alinea VI e segg. nelle osservasioni generali
del § precedesnte.

m«mwuwmtmuuw »
scritti in base (-b).

Interessa specialmente il caleolo diretto dello due radici uguali opposte d'un
radicando positivo proposto, perché tale procedimeato ci fornisce un controllo
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scambievole dell' osattessa delle 2 operasioni , astrazion fatta dall'innaltamento
quadrato per riprodurre il radicando.

Come al solito offriamo un esempio seritto in base negativo-decimale.

Calcolo della radice positiva Caleolo della radice negativa
V80,0331 = 198,29 JIB0,0831 = 23,91
4
1 1=
"=t 80-.10 W t— onnn:.: approssimats
ao.mxa 080 :43x3
884 1929
160,3 : 1762 x 2 17103 : 469 x 9
1324 17261
4993,1 : 17649 %< 9 4231 : 4581 x1
48281 4581
1850 1850
Osservazions.

I. Come gid fu acconnato nell' introduzione a questo capitolo il 1° gruppo a
sinistra del radicando deve essere difettivo (composto d'una sola cifra), aMnché la
radice sia reale.

II. A seconda che si comsideri il detto 1° gruppe come quadrate d'un numero
positivo o negativo si oltiene poi col seguito dell'operasione direttamente I uno o
l'altro dei due valori uguali-opposti della radice.

1II. Considerando il 1° gruppo come quadrato di un numero negativo calcole-
remo la sua radice sempre per difetto, purchd quel 1° gruppo nom rappresenti
I'unitd positiva, nel qual caso bisogoa ricorrere al complesso dei due primi gruppi,
che per la valutazione della radice sard considerato come il quadrato d'un numero
positivo che noi determineremo ancora per difetto; se quel complesso fosse un
quadrato esatto, ne daremo Ja radice esatta.

I¥. Considerando poi il primo gruppo come quadrato di un numero positivo
ne calcoleremo la radice sempre per eccesso, purché quel primo gruppo non sia
un quadrato perfetto, nel qual caso, me piglieremo la radice esatia.

V. I residui finali nelle due radici uguali-opposte sono sempre uguali ed i
residoi parziali devono non superare il doppio della radice rispettivamente sin al-
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ora trovata ¢ soddisfare inolire naturalmente alle normo relative ai resti parsiali
nelle divisioni (Vedi Capitolo V).

VL. 1l numero delle cifre significative direttamente ottenute nella radice, pud
essere minore ed anche maggiore del numero dei gruppi di cifre significative del
radicando ; il primo caso si verifica, allorquando per ottenere la prima cifra della
radice si deve ricorrere al complosso dei primi 2 gruppi sigoificativi del radicando,
perché il primo gruppo darebbe per difetto la radice nulla.

VIL 11 radicando senza interi pud fornire una radice con parte intera e vico-
versa.

B. Estrazione di radice cubica da numeri inderi o radicali scritfl iu base (-b).

Qui interessa in modo speciale I estrazione diretta da due radicandi uguali-
opposti che devono appunto fornircl risultati uguali-opposti; a titolo di controllo
cseguiremo anche qui adunque come mel caso precedente ambedue le operazieni
oon procedimento diretto.

S'abbia adunque un radicando seritto al solito in base negativo decimale.

JEIIIR0198 = 2391 stii?oi‘oﬁ = 19829
8 19
18335 : 192 16885 : 3
116 184
15 1808
181 692
1226140 : 047 19130,60 : 19092
43803 18064
5949 396
889 8

1918841,95 : 1904283
1904283

1267120,25 : 1905432
1265548

L 164866
1 889
1488124 132096



N 218 X

Osservozioni.

1. Dei gruppi ternari del radicando, il primo a sinistra pud essere comploto
o incompleto.

II. La purte intera del radicando o della radice contengono o tutte due un
numero dispari di eifre, o tutte due un numero pari di cifre.

111, Radicandi uguali-opposti danno radici cubiche uguali-opposte ¢ resti final
pure uguali-opposti.

1V. Se il 2* gruppo a sinistra del radicando si compone di due cifre, esso dii
luogo alle due prime cifre della radice che viene calcoluta per difetto; negli aliri
casi si caleola lovece per eccesso la radice del 1* gruppo, il quale se & > (b-1),
fornird le tre prime cifre addirittura della radice, che in base negativo-decimale
si presenterd p, e. soito Ja forma 190. Solo se il 1* gruppo & un eubo perfetto,
se ne piglia la radice csatia.

V. Nulla cambia per rispetto alla continuazione del caleolo, che si effettua
quindi come nell' aritmetica ordinaria. Merita soltanto speciale osservazione, che
i singoli divisori essendo della forma 3a*, essi si compongono tutti d'un numero
dispari di cifre e sard quindi pari il numero delle cifre componenti i singoli resti
parziali. Solo il resto corrispondente alla cifra 0 nella radice potrd risultare com-
posto d'un numero dispari di cifre, ché altrimenti quel resto sarcbbe indizio clhe
I'ultima cifra trovata fu troppo piceoln ; se pol il resto riescisse numericamente
maggiore di 2p* + 3p = 3p (p41), ¢id significherebbe essere troppo grande I ultima
cifra trovata nella radice, chiamata simbolicamente .

V1. 1l sumero complessivo delle cifre della radice non & mai minore del nu-
mero dei gruppi del radicando, pud invece essergli uguale e maggiore di 1 0 2
unitd,
VII. 1l radicando senza purte intera pud dar Juogo & radice cubica con parte
intera ; ma un radicando com parte intera dA sempre una radice con parte intera.

IX.
Criterl di divisibilith per numeri scritti in base negativa.

A. Criteri generali di divisibilii@ per numeri scrilli in base negativa
qualungue.

Riferendomi & quanto ne & detto in proposito nel Capitolo corrispondente (I)
del mio Saggio . .. dird qul che si conservano tali e quali i criteri di divisibl-
1itd per (-d), (=b)*, (=D)* , ... (=B)", £./%f%,...[7, essendo f un sottomultiplo qua-
lunque di b. 11 criterio di divisibilith d'un numero N_; per (b-1) & ugualo & quello
dl N, per (b+ 1), e viceversa.
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Il criterio Ji divisibilith di un numero N_, per (b-r) & eguale a quello di N,
per (b+r), e viceversa.
ossia: N_, ed N, divisi per (h+r) danno resti uguali e cosl pure N_, ed N_, di-
visi per (b—r) dinno restl wguali, e finalmente: N_, & divisibile per n, se la somma

2(—!)’ ¢, 7, & divisibile per n; in generale: quella somma ed N_, divisi per n

ddono resti uguali.
B. Crileri speciali di divisibilild per numeri scrilti in basc negalive-decimale.

In conseguenza delle osservazioni fatte qul sopra, otterremo ancora le se
guenti speciali.

1. 8i conservano intatti come mell'aritmetica ordinaria i criteri di divisibilita,
per la base, una sua potenza qualsiasi; un suo sottomultiplo in prima od altra
potenza qualunque.

1. 11 criterio della divisibilith per 9 nell'aritmetica ordinaria & quello per un-
dici nell'aritmetioa a base negativa decimale e viceversa.

M. Un numero N scritto in base negativo-decimale & divisibile per 7 o per
tredici, se diviso in gruppi ternari, Ja loro somma riosce risp. divisibile per 7 o
per trediei.

IV. Un numero N scritto in base nogativo-decimale & divisibile per trentasette,
s diviso in gruppi ternari, la somma dei gruppi di posto dispari diminuita della
somma degli altri gruppi dia una differenza divisibile per trentasette.

V. La divisibilitd per quarantuno differisce da quella per trentasette, solo in-
quantochd nella prima si richiode la formazione di gruppl quinarii.

Applicazione dei criterii di divisibilild.

1. Dividendo per (b+1) un numero scritto in base (—b) Ia divisione si pud ri-
durre ad una sottrazione, in conseguenza si pud fare altrettanto dividendo por un-
dici mo numero scritto in base negativo-decimale.

6497280

Escmpio: 7869572 : 191649728 si pud ottenero collo schema seguento : %mon =

Questo stesso procedi vale per un numero radicale e con una
piceolissima modificasionc nel dividendo (previa sottrazione del resto della divi-
sione) anche per dividendi non multipli di undici (Vedi Saggio pag. 6 Nota).

1l. Sia N un numero qualunque scritto in base (—b); ed R quel numero che
da N si ottiene disponendo e sue cifre in un ordine qualsivoglia, sard sempre
N~R=M/b+1) (Vedi Saggio pag. 6).

1), Alla prova per 9 delle operazioni dell'aritmetica ordinaria ed a quella per
(b=1) per quella dei sistemi a base positiva b qualunque, corrisponde in tutto o per
litto rispettivamente la prova per wadici nell’ aritmetica del sistema numerico a
base megativo-decimale, come in generale la prova per (b+1) nellaritmotica doi si-
stemi numeriei a base negativa (—-b) qualunque.
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Per lu ristrottezza dollo spazio dovettero essere omessi qui maggiori dettagli
intorno a tali argomenti che non sono certo privi dinteresse e cosl pure le os-
servasioni intorno ai mumeri primi, ai divisori senplici e composti dei numeri, al
numero dei divisori ece. ece.

X.
Trasformazione delle frazioni ordinarie in radicali e viceversa.
’ A. Problema dirello.

Data la frazione F:r—'-. avremo risolto il problema , se le possiamo dare la

D
-,
(5'3. ed arriveremo & questa ponendo Psﬂ_x((:-:)\-_.b. purchd sia
Nx(=b)™:D=N= numero intero; supponendo adunque D primo con N, la solusione
del problema dipenderd dalla divisibilith 0 meno di (~-8)™ per D. Nel 1* caso esiste
una frazione radicale finita equivalente alla fragione ordinaria proposta; nel 2° easo
invece si genera una frusione radicale infloita, In quale, con porfelta analogia o
quanto avviene per le frazioni decimali nell’aritmetica ordinaria, sard o periodica
semplice o periodica mista, a seconda che D sia primo o non primo con b. Trat-
tandosi di una ripetizione dei ragionamenti analoghi fattl nel Saggio ... veggasi

ivi per maggiori ragguagli su tale argomento il Capo III pag. 22 e seg.
B. Problema inverso.

Data una frazione radicale, se & finita, il problema & tosto risolto, seriven-
dols sotto forma di frazione ordinaria e sc sivuole, riducendols ancora ai mini-
mi termini. 8¢ poi & infnita, distinguiamo:

I. 8¢ & periodica semplice col periodo = composto di n ecifre, la frazione or-
dinaria generatrico della medesima sard "—'(T)"T{'

1L 8e & periodica mista col periodo = composto di n cifre, e I'antiperiodo

Qa-dm.hmgmmmram—:l‘('_‘gi.

Le ultime due formole facilmente si tradurrebbero in regole, che suonereb-
bero come quelle corrispondenti per Je frazioni decimali periodiche, di cui la di-
mostrazione fu pure ripetuta nel Saggio a pag. 22 e seg.

XI.
Passaggio da un sistema numerioo ad un altro.

Questo passaggio pud avvenire tra due sistemi entrambi a basi positive, op-
pure I'uno & basc negativa ¢ I'altro a base positiva distinguendo ancora se le 2
basi sieno uguall-opposte od anche numericamente diverse.

forma F=
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Dato perd lo norme por effettuare il passaggio anzidetto pel 1° caso (per ba-
si entrambe positive, studiato per esteso nel Saggio. Cap. VIII a pag. 36-37, fa-
cilmeste o' intuince e di loggeri si verifica che le identiche norme con insiguifi-
canti modificazioni, che pure senxaltro s'intendono, valgono per tutti gli altri pas-
saggi possibili.

Besempis.
L n.
Dico: (1835),= (15823)_,, | Dico (15823)_,,=(1835), |
Infatti: Serivendo in base 9 Infatti: serivendo in base 9
positivo sl ha: positivo si ha
+1835 : -n=-m+-_’T| @ L | - Per maggiori rag-
. =TI}~ guagli e pei ragiona-
& T mentl  analoghl si
Wy & +64 mands it lottore alle
. 35-31 suceitate
4»“:-1!:---s+_—‘|-l @ -ng | ::fs."m
| ]
~8: M=t 14— & | | 41838 |,
1 —M=04 5 (8

Per la ricerca della base ancorchd negativa di quel sistema numerico in eui
N fosse scritto in un modo prestabilito si opera come trattandosi di basi positive.
£ poi interessante notare e facile dimostrare il fatto che:

L. Un oumero N non pud essere scritto nel medesimo modo in due o pid basi
numericamente diverse di segno eguale purché N non sia minore della minore
delle basi conmsiderate.

II. Un numero N pud essero scritto nel medesimo modo in due basi uguali-
opposte oppure in due basi numeriche diverse e di segno diverso. Se N non &
minore della minore delle basi considerate , esso nom potrd essere seritto in un
terzo sistoma come fu scritto in altri due; e precisamente :
se N & pos.. esso si serive nelle basi (=) nella medesima maniera, purché sia
6=ty =Cy=. =y, =0, e8sendo (2m+1) il numero delle cifre di N.

80 N & neg., esso si scrive nelle basi (4 0) nella medesima maniera, purchd sia
€=y =Cy=...=C,, =0, essendo (2m) il numero delle cifre di N.

Verona, 24 Aprile 1884.
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