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KLEINERE VEROFFENTLICHUNGEN.






[ZUR KREISTHEILUNG-]

Intelligenzblatt der allgemeinen Litteraturzeitung Nr. 66, 1. Juni 1796, 8. 554.

1. NEUE ENTDECKUNGEN.

Es ist jedem Anféinger der Geometrie bekannt, dass verschiedene ordent-
liche Vielecke, namentlich das Dreyeck, Funfeck, Finfzehneck, und die, welche
durch wiederholte Verdoppelung der Seitenzahl eines derselben entstehen, sich
geometrisch construiren lassen. So weit war man schon zu Euxkums Zeit,
und es scheint, man habe sich seitdem allgemein iiberredet, dass das Gebiet
der Elementargeometrie sich nicht weiter erstrecke: wenigstens kenne ich
keinen gegliickten Versuch, ihre Grenzen auf diesexr Seite zu erweitern.

Desto mehr, diinkt mich, verdient die Entdeckung Aufmerksamkeit, dass
ausser jenen ordentlichen Vielecken noch eine Menge anderer, z. B. das Siebzehn-
eck, einer geometrischen Construction fihig ist. Diese Entdeckung ist eigent-
lich nur ein Corollarium einer noch nicht ganz vollendeten Theorie von
grosserm Umfange, und sie soll, sobald diese ihre Vollendung erhalten hat,
dem Publicum vorgelegt werden.

C. F. Gauss, a. Braunschweig.
Stud. der Mathematik zu Gottingen.

Es verdient angemerkt zu werden, dass Hr. Gauss jetzt in seinem 18ten
Jahre steht, und sich hier in Braunschweig mit eben so gliicklichem Erfolge
der Philosophie und der classischen Litteratur als der hoheren Mathematik
gewidmet hat.

Den 18. April 96

E. A. W. ZmmuerMmaNnN, Prof.

1*
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BEMERKUNG ZU DER VORSTEHENDEN NOTIZ.

Diese Ankiindigung der Entdeckung der geometrischen Konstruierbarkeit des regelmaBigen Siebzehn-
ecks ist die erste Veroffentlichung von GAUss. SARTORIUS V. WALTERSHAUSEN bemerkt *): »Diese Ent-
deckung, welche er bis zum Ende seines Lebens sehr hoch schitate, ist es vornehmlich gewesen, welche
seinem Leben eine bestimmte Richtung gegebe nhat, denn von jenem Tage an war er fest entschlossen
nur der Mathematik sein Leben zu widmen«. Vergl. die erste Eintragung des Tagebuchs vom 30, Mérz 1796.
Im ersten Satze des Textes heifit es in der urspriinglichen Versffentlichung »Viereck« statt »Fiinfeck«; vergl.
jedoch Werke II, S. 186, Zeile 15 v. u. Im Vorwort zu den Disqu. Arithm. {Werke I, S. 6) gedenkt Gauss
dieser Anzeige mit den Worten: »Propositum huius operis, ad quod edendum iam annos abhinc quinque

publice fidem dederam, . . .«
SCHLESINGER.

*) GaUss zum Gedschtnis, Leipzig 1856, S. 16.




YORREDE.

Lehrbuch der Astronomie von JOSEPHE PIAzzI,
Aus dem JItalienischen iibersetzt von JOEANN HEINRICHE WESTPHAL.
Berlin bei G. Reimer 1822.

Das Original dieses Werks ist im Jahr 1817 unter dem Titel Lezioni
elementari di astronomia ad usu del real osservatorio di Palermo in
zwel Banden zu Palermo erschienen, und war zunichst fiir die astronomischen
Vorlesungen bestimmt, welche der Verf. zu halten hatte. Obgleich wir an
elementarischen Schriften iiber Astronomie keinen Mangel haben, und einige
darunter in ihrer Art vortrefflich sind, so wird man doch, bei der Verschieden-
heit der Vorkenntnisse und Absichten der Leser, das Hinzukommen einer
neuen nicht fir iiberfliissig halten, zumal von einem Verfasser, der sich um
mehrere Theile der Wissenschaft so hohe Verdienste erworben hat. Ich zweifle
daher nicht, dass die Ubertragung dieses Werks in unsere Sprache, durch
einen Gelehrten, der seine griindlichen Einsichten bereits durch eigene Ar-
beiten erprobt hat, allen Freunden der Astronomie willkommen sein werde,
die entweder durch die Sprache, oder durch die Schwierigkeit, sich italienische
Werke zu verschaffen, abgehalten werden das Original zu lesen. Hin und
wieder hat der Herr Ubersetzer in kleinen Einschaltungen einiges hinzugesetzt,
was dem Verfasser bei der Herausgabe des Originals noch nicht bekannt sein
konnte, und der letzte Abschnitt, die Berechnung der Cometenbahnen be-
treffend, rithrt von jenem allein her, welcher den Lesern einen Dienst zu er-
zeigen glaubte, wenn er die OrBErssche Methode an die Stelle der von dem
Verfasser gewahlten unvollkommenen indirecten setzte.

Moge diese Arbeit dazu beitragen, die mehr als oberflichliche Befreun-
dung mit einer Wissenschaft zu beférdern, die so vielfachen Stoff zu einer
edeln und kréftigen Geistesnahrung darbietet.

Gottingen, den 20. October 1821.
C. F. Gauss.



EINE IN DEUTSCHLAND ERFUNDENE RECHEN-
MASCHINE.

DixGLERs Polytechnisches Jourrnal Bd. 52 (1834), 8. 237,
entnommen der Zeitschrift Le National, 27. Mirz 1834.

Herr Scamreck, Professor der Mathematik zu Frankfurt a. M., hat der franzgsischer
Akademie der Wissenschaften eine Dissertation iiber die Theorie der Zahlen eingeschickt.
Dieser Abhandlung ist ein Zeugnis des Herrn Gauss, des berilhmten Geometers zu
Gottingen, beigelegt, folgenden Inhalts:

Herr Scriereck hat mir ein Modell einer Rechenmaschine gezeigt, welche
er zur Ausfibrung der arithmetischen Operationen erfunden hat. Ich be-
zeuge mit Vergniigen, dass diese Maschine den beabsichtigten Zweck sehr
leicht erreicht, und dass dieses nach den Verbesserungen, welche der Erfinder
an ihr zu machen beabsichtigt, noch mehr der Fall sein wird. Diese sinn-
reiche Erfindung ist umso schétzbarer, weil diese Maschine mit geringen Kosten
hergestellt werden kann.

BEMERKUNG.

Die vorstehende Mitteilung hat R. MEEMKE im 48, Bande der Zeitschrift fir Mathematik und Physik
S. 318 wieder abdrucken lassen. Joseph Friedrich SCHIERECK aus Posen gebirtig, hatte in Gottingen stu-
diert. Uber seine Rechenmaschine hat gich nichts niheres feststellen lassen. Er starb im November 1842,
Vergl. H. E. ScriBa, Biographisch-literarisches Lexikon der Schriftsteller des Grofherzogtums Hessen im.
19. Jahrhundert; 2. Abteilung, S. 638 ff,
SCHLESINGER.




VORWORT.

Gesammelte Abhandlungen von G. EIsENSTEIN, Berlin 1848, S. 1, 2.

Die zuerst in den verschiedenen Bénden von CreLLE’s Journal fiir Mathe-
matik erschienenen und hier gesammelten Aufsitze bewegen sich, theils in
der Hoheren Arithmetik, theils in der Theorie der iiber Logarithmen und
Kreisgrossen hinaus liegenden transcendenten Functionen, theils in der Ver-
kniipfung dieser beiden grossen Gebiete, die zu den schénsten und frucht-
barsten im ganzen Umfange der Mathematik gehéren. Die Hohere Arithmetik
bietet einen unerschopflichen Reichthum an interessanten Wahrheiten dar,
und zwar an solchen, die nicht vereinzelt, sondern in innigem Zusammen-
hange stehen und immer neue, ja unerwartete Verkniipfungen erkennen lassen,
je weiter die Wissenschaft sich ausbildet. Ein grosser Theil ihrer Lehren
gewinnt auch einen neuen Reiz durch die Eigenthiimlichkeit, dass gewichtige
Lehrsatze in einfach ausgeprigtem Inhalt uns leicht durch Induction zugefihrt
werden, deren Begriindung doch so tief liegt, dass man erst nach vielen ver-
geblichen Versuchen dazu gelangt, und dann meistens erst auf beschwerlichen
kiinstlichen Wegen, wihrend die einfacheren Methoden lange verborgen bleiben.
Auch auf dem Felde der transcendenten Functionen fehlt es nicht an &hn-
lichen Reizen und #@hnlichen Erscheinungen.

Von den eigenthiimlichen Schonheiten dieser Gebiete haben Alle sich
angezogen gefiihlt, die darin beschéftigt gewesen sind: keiner aber hat es wohl
so oft ausgesprochen wie EvLEr, der namentlich in fast allen seinen zahlreichen,
zur Hoheren Arithmetik gehorenden Aufsdtzen die Erklarung wiederholt, wie
viele Freude ihm diese Forschungen machen, und wie sehr er darin eine Er-
holung von und eine Stirkung zu andern der unmittelbaren practischen An-
wendung ndher liegenden Arbeiten finde. Mit eben so grosser Lebhaftigkeit
spricht er seine Uberraschung aus, als zu seiner Kenntnis gekommen war,
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dass seine eigene Auflosung eines die transcendenten Functionen betreffenden
Fundamental-Problems, mit welchem er sich viele Jahre beschaftigt hatte, an
Einfachheit weit iiberboten sei durch eine neue Auflésung desselben Problems
von LAGrANGE. »Penitus obstupuic, (sagt er Acta Acad. Petrop. T. 3.) »quum
hoc mihi nunciaretur.«

Die vorliegenden Aufsitze enthalten so viel treffliches und gediegenes,
dass durch dieselben dem Verfasser ein ehrenvoller Platz neben seinen Vor-
gangern gesichert wird, an deren Arbeiten jene sich wiirdig anschliessen. Thre
Zusammenstellung verpflichtet alle die zum Danke, denen sie dadurch zuging-
licher werden.

Gottingen im September 1847.
C. F. Gauss.




ARITHMETIK.

NACHTRAGE ZU DEN BANDEN I, II UND VIIL






NACHLASS.

EINIGE ASYMPTOTISCHE GESETZE DER
ZAHLENTHEORIE.

(L]

[Handschriftliche Eintragung in dem Buche:] JoHANN CARL ScHULZE, Neue und erweiterte
Sammlung logarithmischer . ... Tafeln. I, Berlin 1778; [von Gavss’ Hand] @auf. 1791.

[Auf der Riickseite des letazten Blattes.]

[1.]
Primzahlen unter a (= o)
a
=
(2.]
Zahlen aus zwei Factoren
lla.a
la ?
(wahrsch.) aus 3 Factoren
1(lla)?a
la * "

et sic in inf

2*
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3.

[Pai

1+%+%+%+;+11—1+.+é = (pro # inf.) llz -+ V.

V esse Const. suspicor ac prope 1,266...

(4.
Zahlen die keine gleichen F[actoren] haben
—*
I
die hochstens 2 gl. F. h.

a
I+g+art
die hochstens 3 gl. F. h.

a

TF&Tact

et sic in inf.

~n ™

(5]

x
x—1

57 .
T = (zinf) a.lz

—| b0
rof w

a Constans ac prope 1,874.

[Auf der Riickseite des hinteren Schutzblattes)
6.]

Numerus factorum usque ad »

Un+1)n.

1796 Mai.
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[IL]

[Handschriftliche Eintragungen bei S. 209 des Buches:)
J. H. LaMBERT, Zusatze zu den Logarithmischen und Trigonometrischen Tabellen . . .,
Berlin bei Haude & Spener, 1770; [von Gauss’ Hand] $. ©Gaup. 1793.

1)

Numerus omnium ex solis factoribus 2, 3, 5, 7 compositorum numerorum
infra n est

${in)®
Eus A Praeter propter.

2]
E 2...n Infra m

In
im

(II1.}

fAus dem Tagebuch.] ~

[1.]
Factorum Summae in Infinito = =% Sum[ma] Num[erorum)

[1796] 20. Jun. Glottingael.

2]

Numerus fractionum inaequalium, quarum denominatores certum limitem
non superant, ad numerum fractionum omnium, quarum numleratores] aut de-
nom(inatores] sint diversi infra eundem limitem, in infinito ut 6 : ==

[1796] Sept. 6.
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{Aus den »Exercitationes Mathematicae.]

(3]

. 2 pr. ad ninfran
le. T vre—

(Pr. usque ad P 30%) sunt

(4—1)(3*—1)(3*—1)n = 576n

ideo a

. 1.3 2.4 4.6
P...Pn generaliter S5 3555 nn
Si P:n=o00:1
adeoque
. . 1 1.3 2.4 4.6 3 3
Limes quaesitus = 3983358 = wr = 866 — 0,3039 4+

[IVv.]

[Aus Scheda Ac, Varia, Nov. 1799, 8. 19.]

(1]
Accipiendo ¢ ita ut in Disqu. Ar. art. [38], summa seriei
92 ) 93 ) 94 pn
1+T+T+'ﬁ'+"'+ﬁ
exhiberi potest quam proxime per
6
7= logn+ Const.

Const. = 0,71 =
Erit autem
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= Const. = 0,5772156
+log2+4log 3+ yrlogs
pr{aeter] pr{opter] = 0,5772156
+ 0,569974 = > (tlog 2 + 4 log 3 + 15 log 4)
1,1471896
unde Const. = 0,697413.

(2.]
Ponendo valorem medium mult[itudinis] gen[erum]

=alog N8 = M,
erit valor medius pro
N

8240 | 2M—5alog2

M+ $alog?2
M-+ talog?2
+ M+ 3alog?2
M — talog2
M+ 3alog2
M+ talog2
7| +M+ 3alog?2
3n+0|3M—3galogs
3n+1|3M- 2alog3

3n+2 | $ M+ %alog 3
5n+0 | $ M —3galogh

per 5 non div. | $§ M+ $5alogh

SO R W N =
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(3]

med.
a
a” arithm. | a,a’
a'
a” harm. |a’,a”
all
a™ arithm. | a",a"”
"
etc.
etc.
2 a'—a 2 14 ({a'—a)?
DO - | —re f——— ] cee
a® =a-+3-—r T3 15< Py )
—a a'+a Td+a .31a'+a -
- 2a 6a’+2a 30a’+2a°
g [Aus Scheda Ae, Varia, Julius 1800, S. 39.]
[4]
Sit pro numero
aad... = M,

@+ 1)B+1)G+1)... = ¢M,
erit
2oM quam proxime M(log M+ 0,15443)+?

BEMERKUNGEN ZU DEN ASYMPTOTISCHEN GESETZEN DER ZAHLENTHEORIE.

Im Vorstehenden sind diejenigen Aufzeichnungen aus dem NachlaB zusammengestellt, die sich auf
»asymptotische Gesetze« und auf gogenannte »mittlere Werte« der Zahlentheorie bezichen. Die unter [IIT)
[1] und [2] wiedergegebenen Aufzeichnungen gehdren dem an anderer Stelle dieses Bandes vollstindig ab-
gedruckten » Tagebuch« an, die unter {III} [3] wiedergegebene Notiz den gleichfalls weiter unten abgedruckten
» Exercitationes mathematicae« (1796). Sie sollen aber wegen des sachlichen Zusammenhangs hier zusammen
mit den dbrigen erliutert werden *).

*) Die folgenden Bemerkungen sind mit Benutzung der im IX. Bericht tiber den Stand der Heraus-
gabe von Gauss' Werken (Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen, Geschiftliche-
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Den Beweis des Satzes [f] [1], wonach die Anzahl der unter a liegenden Primzahlen asymptotisch

durch 1 dargestellt wird, haben J. HapAMARD (Bulletin de la Soc. Mathém. 24, 1896, 8. 199) und

CH. J. DE LA VALLim PoussIN (Annales de la Societé scientif. de Bruxelles 20, 2¢ partie, 1896, S. 360—361)
erbracht. Vergl, auch den Werke JI, 8. 4444 abgedruckten Brief von GAUss an ENCKE.
Der Beweis von (I] [2] ist in einer Arbeit von E. Lanpavu (Bulletin de la Soc. Mathém. 28, 1900,
S. 25) enthalten, wo gezeigt wird, daf die Mengen aller Zahlen = a, die aus %k Primfaktoren zusammen-
gesetzt sind, asymptotisch gleich
1t a(loglogap-?
(k—1)1 loga

ist.
Die in [I] [3] enthaltene Behauptung hat F. MERTENs (CRELLEs Journal 78, 1874, S. 52) unter der Form
—._.loglogas-}-C—— 2 2 +O( )

p Primzabl <z P

bewiesen, wo C die EULER-MascHERONIsche Konstante bedeutet. Fiur die von Gauss mit ¥ bezeichnete
Konstante ergibe sich hiernach der Wert 1,26149, der von dem von GavUss vermuteten etwas abweicht.
Die Behauptung (I] (4] hat L. GEGENBAUER (Denkschriften der K. Akademie d. Wiss, Wien 49,
1855, Abt. 1, S. 47) bewiesen.
Der Beweis von [I] [5] ergibt sich aus der bei [3] genannten Abhandlung von MERTENS (a.a.0. S. 53).
Der Satz [I] [6] ist wohl ein nicht vollig zutreffender Ausspruch der Formel
x
bV =z. log —
p 2 [p] z.loglogz 4+ (V—1)z + o)
die aus den Sitzen [I] [1] und [3] hervorgeht.
In {II} [1] ist 74 und 75 im Nenner wohl ein Schreibfehler fir 75 und 77, aber selbst dann ware
die Formel nicht ganz zutreffend, da wie GRaM (K. Danske Vid. Selsk. Skr. Ser. 6, Bd. 7, 1890—1894, 8. 1)
gezeigt hat, der richtige Wert der gemeinten Anzahl asymptotisch gleich
1 (log m)*
24 log2.log3.log5.log7

ist.

Die Bedeutung von [II] [2] haben wir nicht ermitteln kdnnen.

Die Aussage {IIY) [1] hat DIRICHLET (Abhandl. der K. preuf. Akad. d. Wissenschaften 1849, Werke
2, 1897, S. 59) bewiesen. Bezeichnet man nimlich mit DIRICHLET die Summe der Faktoren von x mit
f(®), so hat nach Gauss

Mitteilungen 1911, S. 26ff.) enthaltenen Ausfibrungen von P. BACHMANN und E. LANDAU, sowie einiger
schriftlichen Mittellungen von P. BACEMANN abgefafit worden., Die zu benutzenden Zeichen O und o haben
die folgende Bedeutung (vergl. etwa LANDAU, Handbuch der Lebre von der Verteilung der Primzahlen I,
Leipzig und Berlin 1909, 8. 31 und 61): Es seien f(#) und g(x) zwei fir alle reellen Werte von 2, von
einem gewissen an, erklirte reelle Funktionen, g(«) positiv; dann bedeutet f(x) = O(g(z)), da8 es zwei
Zahlen & und 4 gibt, so daB fir z=>¢

{fe)l <4yl
ist, und f{z) = o(g(x)), daB
lim F@ _

z-» 00 ¢ (Z)
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F)+F@2) e+ Fi0)
inn+1)

den asymptotischen Wert -1;:, was offenbar auf die von DIBICHLET a,a.O. bewiesene Gleichung

2
i FO+fR -+l = %nz-{-O(n.logn)
hinauskommt.
Die Aussagen [III] [2] und [3] finden in der von DIRICHLET (a.a.0., 8. 60—64) bewiesenen Formel

P+ D)+ + o) = —out+ O

ihren Ausdruck, wo ¢(n) die Anzahl der zu # teilerfremden Zahlen nicht gréBer als % und 3 eine zwischen
1 und 2 gelegene GroBe bedeutet. In {III] [8] wird der Fall n = 3o betrachtet. Es ist fir n = 30

30
Y ¢(m) = 218,
m=1

Nun ist aber
(4—1)(8%=1)(52—1) == 576 = 2.288,
also angendhert
30
,,.2=1?(m) S V1 .| Gl N WY PURE S ¥ CURNE B 1__3_)
30.30 2 2%, 3% 5% 2 22 32 5?
_1.1.3 2.4 4.6
T 2°2.2 3.3 5.5

Analog ist dann allgemein angendhert

»
m2=1?(m) =—1—H(1-—L) — _1_H p—1.p+1
nn tp\ P 2 pp

Aug derselben DIRICHLETschen Formel 1Bt sich auch der in [IV] {1] gegebene asymptotische Aus-
druck erschlieBen.

In [IV] [2] finden wir eine Formel fiir den Mittelwert der Anzahl der Geschlechter bindrer quadra-
tischer Formen der Determinante:N, die in den artt. 301—302 der Disqu. Artthm. in viel scharferer Fassung
auftritt.

Der Beweis von [IV] [4] ergibt sich aus der genannten Abhandlung von DIRICHLET (a.a.0. S. 52—57);
die von GAUSS angegebene Konstante stimmt in allen finf Dezimalen mit dem richtigen Werte 20—1
iberein, wo C die EvLER-MAscHERONIsche Konstante bedeutet.

Man vergleiche auch die Artikel 26 und 27 des in der zweiten Abteilung dieses Bandes abge-
druckten Aufsatzes von P. BACHMANN »Uber Gauss’ zahlentheoretische Arbeitenc.

SCHLESINGER.




[ZUR ENTSTEHUNGSGESCHICHTE DER DISQUI-
SITIONES ARITHMETICAE.]

Gavss an v. ZIMMERMANN.

Hochwohlgeborner Herr
Verehrenswiirdigster Herr Hofrath.

Jeder neue Beweis wie sehr Ew. Hochwohlgeb. jede Gelegenheit ergreifen
mir niitzlich zu sein vermehrt meine Bewunderung und Verehrung Ihrer Giite
und bestirkt mich in dem Bestreben mich ihrer wiirdig zu machen welches
ich so viele Ursache habe meine heiligste Pflicht sein zu lassen.

Ich fiihle es ganz wie schmeichelhaft mir die Ehre ist wozu Ew. Hoch-
wohlg. mir Hoffnung machen. Gott gebe dem edeln Fiirsten ein langes Leben
und was konnen sich nicht die Wissenschaften von ihm versprechen, da er
schon eine nur wenige interessirende Arbeit seiner Begiinstigung nicht un-
werth halt; wie sehr wiinschte ich eine gemeinniitzigere oder glédnzendere
geben zu konnen.

Ich lege hier, Ew. Hochwohlg. Verlangen gemiss einen etwas ausfiihr-
lichen Plan derselben bei; Sie werden daraus sehen dass der Hauptzweck bloss
sein kann den Verstand zu iiben und neues Licht {iber Gegenstinde zu ver-
breiten, die die grossten Geometer unsrer Zeit ihrer eifrigsten Untersuchungen
gewiirdigt haben. Mir scheint Eurers Ausspruch nicht Unrecht zu haben
»Semper cuiusquam problematis, quod a summis ingeniis frustra est tentatum,
solutio maximi est momentic. Und eben dieser grosse Mann hat an mehrern
Orten geurtheilt dass Untersuchungen dieser Art zur Ubung des Scharfsinns
noch dienlicher sind als selbst die Geometrie.

g%
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Nach meinem Uberschlage wird die ganze Schrift gegen 400 Artikel aus-
machen wovon im Durchschnitt ungefehr zwei eine gedruckte Quartseite fiillen
mogte. Daher ich das Ganze etwa auf ein Alphabet schiitze; im Octav viel-
leicht etwas weniger. Dass ich diesen Entwurf nicht zu gross gemacht habe,
sondern vielmehr manches dem Leser zu entwickeln zu iiberlassen gendthigt
bin, werden Sie daraus schliessen kénnen, dass ich nothwendig das Wesent-
liche der Untersuchungen meiner Vorgéinger habe mitnehmen miissen, und
die von FuLER zusammen ungefehr 50, die von La GrAaNGE etwa 30 und eine
einzige Abhandlung von Lr GenprRe 12 Bogen betridgt. Ich wiirde eine Un-
moglichkeit unternehmen wenn hierunter nicht manche Wiederholungen wéren
und durch meine Methoden die weitlauftigsten Rechnungen sehr zusammen-
gezogen wiirden. Eigentliche Kupfer kann ich entbehren; nur habe ich einen
grossen Vorrath von mancherlei Tabellen die ich in miissigen Stunden noch
weiter ausdehne und die vielleicht zum Theil sehr nitzlich sein kénnen in
diesem Felde noch neue FErfindungen zu machen. Von verschiednen der-
selben muss ich wenigstens Proben geben. So ist eine Tafel gewiss das be-
quemste Mittel die Factoren der Zahlen zu bestimmen. Ich fiige davon eine
kleine Probe bei. Die Punkte bedeuten nichts anders als dass die oben
stehende Zahl ein quadratischer Rest der auf der linken Seite stehenden Zahl
sei; die Abwesenheit der Punkte das Gegentheil. lhr Gebrauch wiirde am
bequemsten sein wenn man die einzelnen Streifen A, B, C, D etc. ausschnitte
und auf diinne Pappe oder Blech zége. Es werden dann nach den Umstinden
gewisse Stibe zusammengelegt und man sieht gewohnlich mit der gréssten
Schnelligkeit welche Zahlen nicht Factoren sind. Bei der Schrift selbst wird
indessen nur eine kleine Probe der Tafel hinreichen; diess ist nemlich nux
Eine einzelne Anwendung der Tafel. Statt der Punkte kann auch jedes
andre Zeichen dienen. — — Ich muss noch hinzusetzen dass wenn ich in
Absicht des Titels gar mnicht genirt bin, ich die Schrift schlechthin Disqui-
sitiones Arithmeticae nennen wiirde, da ihr Inhalt schwerlich sich genauer
wirde characterisiren lassen.

Der Hr. Hofrath Kistner hat mir versprochen mir die Bekanntschaft des
Hn P. HwoenBure zu verschaffen; ich habe ihm einen Aufsatz zur Ansicht
vorgelegt, und ich denke denselben wenn er mir sein Urtheil dariiber wird
- gesagt haben an HINDENBURG zu schicken.
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Es ist mir ein sehr angenehmes Geschift Ew. Hochwohlgeb. von meinem
jungen Schweizer Nachricht zu geben. Er ist aus Thun im Canton Bern und
hat sich schon in Bern unter TrarrEes Anleitung gute Mathematische Kennt-
nisse erworben, die er hier seit einem halben Jahre mit dem besten Erfolg
erweitert. Er wird hier bis Michaelis bleiben und dann nach Paris gehen, ehe
er Deutschland verlisst denkt er noch mehrere Orter davon zu besuchen, und
er wird es nicht versiumen auch Braunschweig zu sehen. Sein Name ist Becka.

Ich bin gliicklich mich mit der innigsten Verehrung und Darkbarkeit

N

nennen zu kénnen
Hochwohlgeborner Herr Hofrath

Ew. Hochwohlgeborn
ergebensten Diener

Gottingen den 12ten Merz 1797. GAuss.

BEMERKUNG.

Der hier mit der urspringlichen Rechtschreibung abgedruckte Brief befindet sich gegenwartig im
Besitz der Koniglichen Bibliothek zu Berlin. Die Aufschrift lautet

Se. Hochwohlgeborn
dem Herm Hofrath
v. ZIMMERMANN
durch Einschluss. Braunschweig

Zwei spatere Briefe von GaUss an v. ZIMMERMANN vom 22. November und vom 24. Dezember 1797, die
sich ebenfalls auf die Disqu. Arithm. beziehen, sind im Auszug verdffentlicht in der Schrift von L. HANSEL-
MANN, Karl Friedrich Gauss. Zwélf Kapitel aus seinem Leben, Leipzig 1878, S. 34—387. Vergl. den Ar-
tikel 2 des BACEMANNschen Aufsatzes »Uber Gavuss’ zahlentheoretische Arbeitenc.

Den 8. t9, Zeile 4, 3 v. u. angefihrten Ausspruch EULEBS hat GaUss auf das vordere Schutzblatt seines
Exemplars von LAMBERTs Zusiitzen eingetragen, mit der Quellenangabe: EULER, Comm. N, Petr. X1, p. 153;
er findet sich in der Tat in der Abhandlung: De motu corporis ad duo cemtra virium fiza attracti, Novi
comm. Acad. Petrop. 11 (1765) 1767, S. 152—184, auf S. 153, Das S. 19, Z. 2 v. u. erwihnte Urteil EvLERs
lautet: »Quare cum vulgo ad ratiocinii facultatem comparandam demonstrationes geometricae commendari
soleant, quippe quae regularum rationandi usum maxime contineant, nescio an non ad hunc scopum de-
monstrationes arithmeticae multo magis sint accommodatae: in his enim multo maiori cura est cavendum,
ne a praescriptis Legicorum regulis aberremus, quoniam plerumque nimig est difficile, in errorem non pro-
labic und steht in der Abhandlung: Specimen de usu observationum w mathesi pura, Novi comment. Acad.
Petrop. 6 (1756/7), 1761, S. 185—230, auf S. 187. Die S. 20, Zeile 18 erwihnte »kleine Probe« der zur
Bestimmung der Faktoren von Zahlen dienenden Tafel findet sich in den Disqu. Arith., Werke 1, S, 469,

die Anleitung zu jhrem Gebrauch ebenda, S. 404, 405.
SCHLESINGER.




[ZUR THEORIE DER POTENZRESTE.}

[QUADRATISCHE RESTE|]

(L]
[UBER EINIGE SUMMEN.]

[1.]

{Aus Scheda Ae, Julius 1800, S. 28.]

Theorema demonstrandum.

# numerus impar
r radix aequationis 2"—1 = 0

. . § residuum ipsius n, <m,
indefinite . .
N | non residuum ! ad primum.
Productum ex )
r—rNE—r =) . =)
evolvi in
SrB_ 3N,

Demonstratum iam est illnd productum evolvi vel in ZrB—32rN vel in
2rN 3R,




UBER EINIGE SUMMEN.

(2]

[Aus Scheda Ae, Julius 1800, S. 81.]

Theorema mnovissimum pulcherrimum.

sin2 P4sin 2 P4sinZ Psin2 P4 sin &0 p

n
Summae

cos%P-i—cos%P—}-cos%P—}—cos%P_}_..,+cos (n;l)zp

6t ={ yrl 0 | 0 | yn
yaiyn| 0 | 0
prorn=| 0 [ 1 l 2 t 3
mod. 4
(3]

[Aus Scheda Ae, Juliug t18v0, S. 32}

Erstens » = 1 (mod. 8)

Ecos%li——ZcosE:—) = +\n.
Zweitens n = 5 (mod. 8)

Ecos%g—z cos¥ = +\/n.

Drittens » = 3 (mod. 8)
BP . NP

2 gin = sin== = 4 y/n.
Viertens n = 7 (mod. 8)

Ssi RP . NP

m= T asmuE =y

23
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(4]

Gavuss an OLBERs.

[WILBELM OLBERS, Sein Leben und seine Werke II, 1 (1900), S. 267ff.]

Braunschweig, 1805 September 3.

Ich hoffe, dass nur Ihre {iberhduften Arbeiten, nicht aber Krankheit, oder
sonst etwas Unangenehmes, Schuld sind, dass ich so lange mit keinem Briefe
von Thnen erfreut worden bin. Meine Beschéftigungen waren auch seit einiger
Zeit nicht von der Art, dass sie fir den Geometer, noch meine Begegnisse,
dass sie fir den theilnehmenden Freund sonderlich Stoff zu Mittheilungen
dargeboten hitten. Ich bin durch verschiedene Umstinde — theils durch
einige Briefe von Lt Branc in Paris, der meine Disqu. Arith. mit wahrer Leiden-
schaft studirt, sich ganz mit ihnen vertraut gemacht und mir manche recht
artige Kommunikationen dariiber gemacht hat, theils durch die Anwesenheit
eines Freundes, der jenes Werk jetzt gleichfalls studirt und sich ofters bei
mir Raths erholt — theils auch durch eine Art von Uberdruss oder wenigstens
Frmiidung an dem todten mechanischen Kalkiil verleitet worden, in diesem
einmal eine Pause zu machen und meine geliebten arithmetischen Unter-
suchungen wieder vorzunehmen. Sie erinnern sich vielleicht noch von unsern
Gespriachen in Bremen her, namentlich an dem schénen Nachmittage, den wir
auf der Vahr zubrachten, dass ich schon seit lingerer Zeit eine sehr betricht-
liche Sammlung von Untersuchungen nicht sowohl im Pult, als in petto habe,
die hinreichenden Stoff zu einem zweiten Bande der Disqu. Arith. geben, und
die, wenigstens meinem Urtheile nach, ebenso merkwiirdig sind, als die im
ersten enthaltenen. Sie erinnern sich aber auch vielleicht zu gleicher Zeit
meiner Klagen iiber einen Satz, der theils schon an sich sehr interessant ist,
theils einem sehr betrichtlichen Theile jener Untersuchungen als Grundlage
oder als Schlussstein dient, den ich damals schon iiber 2 Jahr kannte, und
der alle meine Bemiihungen, einen gentigenden Beweis zu finden, vereitelt
hatte. Dieser Satz ist schon in meinen Disq. pg. 636 [¥)] angedeutet, oder viel-

[*) Werke I, S. 442, 443)]
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mehr nur ein specieller Fall davon, ndmlich der, wo n eine Primzahl ist, auf
den sich fibrigens hier die fibrigen wirden zuriickfilhren lassen. Was da von
»Quaecunque igitur radix ete.c bis »valde sunt memorabilia« steht, ist streng
dort bewiesen, aber was folgt, ndmlich die Bestimmung des Wurzelzeichens,
ist es gerade, was mich immer gequalt hat. Dieser Mangel hat mir alles
Ubrige, was ich fand, verleidet; und seit 4 Jahren wird selten eine Woche
hingegangen sein, wo ich nicht einen oder den andern vergeblichen Versuch,
diesen Knoten zu ldsen, gemacht héatte — besonders lebhaft nun auch wieder
in der letzten Zeit. Aber alles Briiten, alles Suchen ist umsonst gewesen,
traurig habe ich jedesmal die Feder wieder niederlegen miissen. Endlich vor
ein paar Tagen ist’s gelungen — aber nicht meinem mithsamen Suchen, son-
dern bloss durch die Gnade Gottes mochte ich sagen. Wie der Blitz ein-
schlidgt, hat sich das Rathsel gelost; ich selbst wire nicht im Stande, den
leitenden Faden zwischen dem, was ich vorher wusste, dem, womit ich die
letzten Versuche gemacht hatte, — und dem, wodurch es gelang, nachzuweisen.
Sonderbar genug erscheint die Losung des Rithsels jetzt leichter als manches
andere, was mich wohl nicht so viele Tage aufgehalten hat als dieses Jahre,
und gewiss wird niemand, wenn ich diese Materie einst vortrage, von der
langen Klemme, worin es mich gesetzt hat, eine Ahnung bekommen.

. . . . . . . . . . . . . - . . -

BEMERKUNG.

Die vorstehenden Aufzeichnungen [1]—{3] gehoren insofern in die Lehre von den quadratischen Resten
alg gie die ersten Vorstudien zu den Untersuchungen darstellen, die GAuss 1808 in der Abhandlung Sum-
matio quarundam serierum simgularium (Werke II, S. 9 ff.) veroffentlicht hat. Fir das Geschichtliche ver-
gleiche man neben dem Briefe {4] nock die Tagebuchaufzeichnungen Nr. 118 vom Mai 1801 und Nr. 123
vom 30. August 1805 sowie den Artikel 18 des BacHMANNschen Aufeatzes »Uber Gauss’ zahlentheoretische

Arbeitenc«.
SCHLESINGER.




(L]

[(BESTIMMUNG DES DEZIDENTEN IN DER LEHRE VON DEN

QUADRATISCHEN RESTEN.]

{Aus Handbuch 18, Bd. Mathematische Brouillons, October 1805, S. 164.]

Designemus per (%) multitudinem productorum ex his
k, 2k, 3k, ..., $(p— 1)k,

quorum residua minima positiva secundum modulum p cadunt infra 4p; porro

per [#] numerum integrum quantitate # proxime minorem. Habebis
)@= 5]
R e
2) (@] 4 [-2] = —1,
D G E) =
9 () =teroe—n—sf-[F-s[F-
= oz = B ]+ 2]
B e,
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[®)+[22]+ [32)+ .-+ [na] = 0[%]

el = + i)

f*”]‘i“[?w]—l—[?)w)-]—..._}_[:w}
HEHEHE ]

= nh.

BEMERKUNG.

Die vorstehende Aufzeichnung bildet eine Vorarbeit zu dem dritten Beweise des Reziprozititagesetzes
(Comm. Gott. 16, 1808, Werke H, S. 1ff). Die hier bewiesene Formel bildet dort das Theorema des
art. 5 (Werke II, 8. 7). Da sich auf folgenden Seiten des Handbuchs die Vorausberechnung der Orter von
Juno und Ceres auf das Jahr 1808 findet, so wird diese Aufzeichnung wohl auf 1806—1807, anzusetzen sein.
Vergl. den Artikel 20 des BacEMANNschen Aufsatzes »Uber GAUss’ zahlentheoretische Arbeitenc.

SCHLESINGER.

4=l(=



(1L
FUNFTER BEWEIS DES FUNDAMENTALSATZES BEI DEN QUADRA-
TISCHEN RESTEN.

[Aus Handbuch 21, Bg. Aufsitze, Notizen und Rechnungen zur Mathematik
und Astronomie gehorig. Angefangen September 1813, 8. 4—5.]

I) Es sei p eine (ungerade) Primzahl, a eine Radix primitiva fiir den
Modulus p, # eine unbestimmt bleibende Grosse. Wir bezeichnen durch fz
die Function

[1+)z+aetzeet e 2t + 22 4 ete. + 227",
Man sieht leicht, dass

fe— ({1 +le+2x+a° -+ ete. 2P~
durch 1 —#? theilbar seyn miisse, da die Zahlen 1, a, aa, a®..., a? ~* den Zahlen
1,2,3,4,...,p—1 nach dem Modulus p congruent sind (ohne Riicksicht auf
die Ordnung). Es ist also fz durch

—x?

1+atza+ete. +2?™! = 11—x

theilbar. Es wird also auch allgemein, wenn #z irgend eine ganze Zahl be-

deutet, f(#") durch ~=%7 theilbar seyn. Nun ist aber leicht zu beweisen, dass

1—2?

1—2®?
1aa,,durh

theilbar sei, wenn z durch p nicht theilbar ist, in diesem Fall wird also f(2”)

auch durch 1 ciad

theilbar seyn. Hingegen sieht man leicht, dass wenn 2
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durch p theilbar ist, f(z")—p durch 1—a? also auch durch ;=2 theilbar

seyn wlird}.
II) Man bezeichne ferner

x —xet poe— gt L ete. — 2o
durch £ Alsdann ist

—{—‘mE-—-(«1:2—-‘2“-*'1—{—‘2:“-*-1—.2“'7*-1-—{— etc. — 2™ +1) = 0

und die Grossen

— xak ——(JL‘2°' — paata _}_wa"'-}-a — patta +etc.__wa?"+a>’
_;_xa.a’& __(‘z-2aa —pe*+taa _l_a;a"-i-aa — g +aa +etc._w¢?+aa‘)’
. .Z‘“SE —_ ‘2-201' _ wa"-}-a‘ +wa‘+a3 ___‘z-a‘—«l—a’ + etc. _wai”‘“ +a‘),
Laett —(@2et —gttet gttt —pdtet ete. —apefP )

u. s. w. bis zu

— xa?'zg — (‘r2a?"__ wai’"-)-a?’z_{_ wa’+a?'2+ xal’*“-)-a?"_]l_etc_ __wazl’"-’-ar-’)
jede einzeln durch 1 —a? theilbar. Addirt man alles, so ist folglich klar, dass

EE—f(@") +f(@wetl) —fl@eatl) - flae +1) — ete. +f(z2""+1)

1—2?

7= Nun ist aber be-

durch 1—2? theilbar seyn werde, also auch durch
kanntlich unter den Zahlen

2, a1, aa+1, a®+1 ete. bis a?72}1

nur eine einzige nemlich a*®~Y4 1 durch p theilbar: dem vorhergehenden
Theorem zufolge wird also

G 3 flasto+1)

und folglich &€  p durch lll_’;:— theilbar seyn, wo das obere oder untere Zeichen

gilt, je nachdem 4 (p—1) gerade oder ungerade, d.i. je nachdem p von der
Form 4m-4-1 oder 4m—1 ist.
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IIT) Es sei nun ¢ irgend eine ungerade (positive) Zahl also 4(¢—1) eine
ganze Zahl. Es wird folglich

(Es)i‘(q—l)__ (i p)i‘(q_l)

durch & —(tp), also auch durch 1= “” theilbar seyn; jene erstere Grosse kann

-

man auch so schreiben:

]

Eq—l = p* (g—1)

wo das obere Zeichen gelten wird, wenn von den Zahlen P, ¢ Wenigstens
eine von der Form 4m-4-1 ist, das untere hingegen, wenn beide von der
Form 47+ 3 sind.

IV) Nehmen wir jetzt noch an, dass auch ¢ eine von p verschiedene
Primzahl ist, so folgt aus dem Theorem, welches in den Disqu. Ar. p. 46[¥)]
steht, dass )

El— (@l — 2" 29— 2™ I 29— ete. — a9

durch ¢ theilbar sein werde, oder von der Form ¢X, so dass X eine Func-
tion mit lauter ganzen Coefficienten bedeutet. Nun ist ¢ nach dem Modulus
p einer Potenz von a congruent, es sei ¢ = a*. Es ist also

w

2l — a4 2°*? —etc. —a*" 1— (@ — ™" 4 27 — 2 Lete. — ™

durch 1 —a? theilbar; durch dieselbe Grosse wird aber auch
o — T gt + ete. —2*7* 3

theilbar seyn, wo das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem p gerade
oder ungerade, d.i. je nachdem ¢ ein quadratischer Rest oder Nichtrest vomr
p ist. Um durch die doppelten Zeichen keine Verwirrung zu veranlassen,
wollen wir annehmen, dass der Buchstab ¢ im erstern Falle die Grosse -1,
im zweiten die Grosse —1 bedeutet; es wird folglich

8
21— 272 g% 9| etc. — T l—ek -

[*) Werke I, S. 42.)
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oder '
—qgX—ek
durch 1—a%, folglich da nach IIT) &2 Ep* @Y qurch 1= theilbar ist, auch
etV gX ek
odex
¢X+Exp e
durch ” theilbar seyn. Durch dieselbe Function ist also auch

¢EX+(e— (2 p)H*EE
und folglich auch
gEX T ple—(tp)ttT]

theilbar, wo die obern Zeichen sich auf die Form 4m-1, die untern auf

..x?

die Form 4m—1 von p beziehen. Nehmen wir nun an, dass £X mit
auf gewohnliche Axt dividirt den Rest

axP~*+ baP 34 caP~*Jetc.+1l=R
gebe, so wird offenbar auch
gRtple—(tp)**)

welches nicht anders méglich ist, als wenn jene
Grosse 1dent1sch = 0 wird. Wir haben also

lgtpe—(£pti) =,

folglich ist
pe—(£pt*

durch ¢ theilbar, mithin auch e—(* p)*q'l, welche Grosse auch durch

eF p%(q_l) dargestellt werden kann, wenn das obere Zeichen genommen wird

in den Falle, da wenigstens eine der Grossen p,q von der Form 4m-+1 ist,
das untere hingegen, wenn beide die Form 4m 43 haben. Hieraus leiten
wir also die Schlussfolge ab:
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Ist ¢ ein quadratischer Rest von p, so wird, nach der eben ausgesprochenen
Bestimmung der Zeichen,

P4V =+ 1 (mod. g),

also auch p quadratischer Rest von ¢, dafern wenigstens eine der Primzahlen
»,q von der Form 4m-+1 ist, und Nichtrest von ¢, wenn beide die Form

4m -} 3 haben.
Ist hingegen ¢ ein quadratischer Nichtrest von p, also ¢ = — 1, so wird

P70 =31 (mod. g)

folglich aueh p Nichtrest von ¢ im erstern Falle und Rest im andern.
Dieses ist eben das Fundamentaltheorem selbst.

BEMERKUNG.

Die vorstehende Abhandlung, die aus dem September des Jahres 1813 stammt, ist eine von dem
lateinischen Texte der Demonstratio sexia (1818, Werke I, 8. 55 ff.) nur wenig abweichende deutsche Dar-
stellung dieses Beweises des Reziprozititssatzes; die Zahlung der Beweise ist hier umgekehrt, wie in der
veroffentlichten Abhandlung. Vergl. den Artikel 20 des BACHMANNschen Aufsatzes »Uber GAvUss’ zahlen—

theoretische Arbeitenc.
SCHLESINGER.




(Iv.]
DRITTER BEWEIS DES FUNDAMENTALSATZES BEI DEN QUADRA-
TISCHEN RESTEN IN EINER NEUEN EINKLEIDUNG.

{Aus Handbuch 21, Bg, 8. 6—8.]

1. Es seyn m, M zwei positive ungerade [theilerfremde] Zahlen und
mM = p. Wir bezeichnen

durch f den Inbegriff der +(m— 1) Zahlen 1,2,3,..., $(m—1),

Vil +(m—1) tm+1), t(m+3),....,m—1,
F +(M—1) 1,2,3,..., 3 (M—1),

F HM—1) LM 1), (M43, .., M—1,
¢ Fe—1) 1,2,3,.. 4 —1),

¢’ te—1) 3e4+1), $e+3) .., p—t.

Die Zahlen f', F', ¢’ sind folglich identisch mit m—f, M—F, p—gq.
2. Wir bezeichnen ferner durch 4, B, C, D die Inbegriffe der kleinsten
positiven Reste, welche nach dem Modulus p resp. alle Zahlen

SM+Fm, fM+F'm, f M+ Fm, M+ F'm

geben. Die Anzahl der Zahlen in einem jeden wird offenbar +(m— 1) (M— 1),
also die Anzahl aller m— 1)(M —1). Ferner sicht man leicht, dass alle unter
sich ungleich und keiner durch m noch durch M theilbar seyn werden; wor-
aus man den Schluss zieht, dass alle zusammen mit dem Inbegriffe aller weder
durch m noch durch M theilbaren Zahlen zwischen den Grenzen 0 und p,
1. i. in den beiden Reihen ¢ und ¢’ identisch sind.

X1. 5
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Noch bemerken wir, dass alle Zahlen S M+ F'm identisch sind mit
m—f)\M+(M—F)m

20— (f M+ Fm);

die Zahlen D werden also die Erginzungen der Zahlen A zu g, und aus ahn-
lichem Grunde die Zahlen C die Ergéinzungen der Zahlen B zu g seyn.

3. 'Wir scheiden die Zahlen 4, B, C, D resp. in zwei Classen a und o
B und B, Yy und ', & und &, so dass in a, B, 7,3 diejenigen fallen, welche kleiner
als $p, in @, 8,7, 0’ hingegen diejenigen, welche grosser als $p sind. Zu-
sammengenommen werden also a@,f,7,8 alle weder durch m noch durch M
theilbaren Zahlen in ¢, so wie o', 8,7, 3’ zusammen die dhnlichen Zahlen in
¢’ darstellen. Da nun offenbar Fm alle durch m theilbaren Zahlen in ¢ und
JM alle durch M theilbaren in ¢ gibt, und alle diese Zahlen ungleich seyn
miissen (keine zugleich durch m und M theilbar seyn kann); so besteht ¢
offenbar aus a, 8, v, 8, Fm und fM; und auf shnliche Weise ¢ aus o, 3,7, 8,
F'm und f'M.

4. Die Anzahl der Zahlen, welche von 4, B, C, D in die Classen a, 810
kommen, bleibt zwar noch unbestimmt; allein so viel ist klar, da 3 und &' zu-
sammen die Erginzungen von a und a’ zusammen zu g sind, dass nothwendig
3 die Erginzungen von a’ und &' die Erginzungen von a seyn werden. Eben
so miissen 7, ' resp. die Erganzungen von B’ und B zu 2 seyn. Bedeutet also
p die Anzahl der Zahlen in a, ¢ die Anzahl der Zahlen in B, so sind

in &' gleichfalls p
in v’ gleichfalls ¢

d. i. mit

in @’ oder in & hingegen #(m—1)(M—1)—p
in B’ oder in y aber f(m—1)M—1)—gq.

5. Die kleinsten Reste der 4(m—1) Zahlen fM nach dem Modulus m
liegen zum Theil in f, zum Theil in f’; die Anzahl der letateren sey #, also
die Anzahl der erstern 4+(m—1)—n. Eben so liegen die kleinsten Reste der
+(M —1) Zahlen Fm nach dem Modulus M zum Theil in F, zum Theil in
F’; die Anzahl der letztern = N gesetzt, wird die der erstern = +(M—1)—N

seyn.



DRITTER_BEWEIS DES FUNDAMENTALSATZES, 35

6. Zahlen wir jetzt alle Zahlen in ¢’ zusammen, die nach dem Modulus
m einer der Zahlen fM congruent sind. In so fern ¢’ aus o', f',7, 8, M,
F'm zusammengesetzt ist, und alle Zahlen a, B’ offenbar die gedachte Eigen-
schaft haben und keine der iibrigen sie hat, wird offenbar die verlangte An-
zahl = 3 (m—1)(M—1)—p—gq seyn. Offenbar besteht aber ¢’ auch anderer-

seits aus den Zahlen

He+1) 5 $p+3) soee H(MA1)m—1
'%(M'}‘ 1)m, %(M‘i" 1>m+ | PR '%‘(M‘I“ 3)m—1
S+ 3)m, $(M+3)m+1,..., $(M+5)m—1
+(M+5)ym, $(M+5)m+1,..., $(M+T)m—1
ete. bis
M—1)m, M—1)m-+1,..., p—1
unter welchen sich Zahlen
oder von gedaﬁtge:d:eﬁl)llgenscha_ﬁ
tM—1)ym+f’ n
(M 1)m, $(M+ )ym+f, +(M+1)m+f tm—1)
3 (MA3)m, $(M+3)m—+f, (M +3)m+f $(m—1)
$(M 5)m, (M4 5)m+f, +(M+ 5)m+f §lm— 1)
ete.
M—)m, (M—1)m+f, M—1)m+f, $lm—1).

Auf diese Weise betrigt also die Anzahl aller -+ (M —1)(m —1) und
man hat also die Gleichung

n=tm—1)(M—1)—p—g

7. Scheiden wir auf dhnliche Weise aus ¢’ alle Zahlen aus, welche nach
dem Modulus M einer der Zahlen Fm congruent sind, so sind dies die Zahlen
a’ und v, also ihre Anzahl {(m—1)(M—1)—p-+¢q. Dieselbe Anzahl findet
sich aber durch eine zweite Zerlegung von ¢’ in

tMm— 1)+ F', fM, fM+F, M+ F
= N+4(M—1)(m—1). Wir haben also

= —p-+q.
5#(:
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8. Es wird demnach
N—n=2¢g—t(m—1)(M—1);

also sind N und » beide gerade oder beide ungerade, so oft (m— 1)(M — 1)
gerade, d.i. so oft unter den Zahlen m, M wenigstens eine von der Form
4k-+1 ist; hingegen werden N,z nothwendig die eine gerade, die andere
ungerade seyn miissen, wenn 4(m —1)(M— 1) ungerade ist, d.i. wenn beide
Zahlen m, M zugleich von der Form 4%- 3 sind.

Hieraus folgt das Fundamentaltheorem von selbst.

Bei dieser Einkleidung des Beweises ist der wahre Nerf desselben mehr
in die Augen fallend als bei derjenigen, in welcher er in den Gottingischen
Commentationen Bd. XVI[*)] erscheint.

Novbr. 12. [1813]

BEMERKUNG.

Die vorstechende »neue Einkleidung« des dritten Beweises (Werke II, S. 1) ist (vergl. den Artikel 20
des BACHMANNschen Aufsatzes »Uber GAUss’ zahlentheoretische Arbeiten«) nur in der Entwickelung von dem
funften Beweise (1818, Werke II, S. 51 ff.) verschieden.

SCHLESINGER.

™ 1808, Werke XI, 8. 1 ff]




[KUBISCHE UND BIQUADRATISCHE RESTE.]

(V]
[ZWEI SATZE UBER KUBISCHE UND BIQUADRATISCHE RESTE.]

[Aus Handbuch 18, Bd. Mathematische Brouillons, October 1805, Einbanddecke.]

Wenn eine Primzahl p sich unter die Form
aa-+27bb

setzen ldsst, so ist 2 Res. Cub. ipsius p.
Wenn sich dieselbe unter die Form

aa-64bb

setzen ldsst, so ist £ 2 ein Biquadr. Rest von p.

BEMERKUNG.

Vergl. hierzu die Werke VIII, S. ¢ abgedruckte Aufzeichnung sowie die Theoria Residuorum Bigua-
draticorum, Commentatio secunda (1832) art. 24, Werke o, 8. 95, 9s.

SCHLESINGER .




. [VL]
[ZUR LEHRE VON DEN GANZEN KOMPLEXEN ZAHLEN.]

{Ein Zettel in Ec2, Xapsel 43.]

(]
Sind a, b Primzahlen unter sich, so werden entweder beide ax-+by, ay—bx
oder keine durch aa-+bb theilbar sein.
Bewleis.]
Multiplicirt man die beiden identischen Gleichungen

(@ —bi)(x+1iy) = ax+ by +(ay —ba)
(a4 bi)(a—Bi) = aa+ b+ (ba—af)e

in einander, so wird, identisch,

(aa+bd) {az + By + (ay —B2)i} = (aa+bf) (a2 + by)+
+ (aB—ba)(ay — ba)+ {(aa +bB) (ay — ba) + (az 1 by) (ba— af)}i.

Bestimmt man also a, 3 so, dass
aa+-b3 =1,

go wird
(@aa+bb) (ax+By)+ (ba—af) (ay —bx) = ax+ by
(@a+bb) (ay —Bax) — (ba—af) (ax + by) = ay — ba.

erst —b
Die ( o ) Gleichung beweiset, dass, wenn (ay w) durch aa-bb

zweite ax-+by

azx+by

theilbar ist, auch ( ) es sein werde.
ay—bzx



UBER GANZE KOMPLEXE ZAHLEN., 39

(2]
Ist eine Primzahl

p — 3n+1 =x2+3y2,
s0 ist

3nEn-1)...n+1

22 = T.in (m[od.] p)

Unter derselben Voraussetzung ist

4p =P+ 27m?
und

—m+1ln+2)...2n

! 1.2...n

Il

Ist eine Primzahl
p=8n-+1=a’+2p,

so 1st
__4dn...3n+1)
2a = l1...n ?
ist
P =28n+3 = a*+ 20,
S0 1st
2q = (dn+1)4n...3n+2
- l1...n -
(3.]

{Zettel in Ec3, Kapsel 43 ]

Der Modulus a+-tb und aa--bb = D.
Kleinster Rest von z+1y (mod. a-bi)

2 iy —(a i) (4250 g 2v e )



Modulus — 7 + 104,

ARITHMETIK.

NACHLASS.

D = 149.

Potenzen der Primitiv- Wurzel.

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19

—6—27
— 6 1
—3—2
150
—3-+ 41
+7— 1
+2-1L 9
—1—3¢
— 244
46 —2¢

20
21
22
23
24
25
26
27
28
29

2134
+1—53
+1—6i
— 54
+2—5i
— 74
— 3
— 3434
+6
a4t g

30
31
32
33
34
35
36
37

0} +1
1] —1— 4
2 + 24
3| 4+2—2i
4] —4
5| 44444
6| —7-42:
71 —1—2¢
8| —143i
9| +4—2¢
+ Q] 37
14 i) 75
+1— ¢| 38
+142¢| 81
+1—2i] 127
—3 137
—342i| 57
—3—2¢| 12
+1-4-4i] 108
+1—4¢f 140

Indices der Elementargrossen.

+ 5424
+5—2¢
41463
41— 64
5444
+5—44
—7

— 724
—7—2i
+ 5164

61
31
122
22
72
121
136

104
132

+5—
—3+
— 88—
+5+
+5—
194+ 44
+9— 43
+14+10%
+1—104
—3--108

61
87
81
81
81

18

15
50
77
17
56
43
102
76

—3—51
+5—21
+3-+47¢
— 6432
—1—41
— 34512
+14-8¢
4+ 1
ete.

3—104
— 74 8i
7— 81
—11

— 114+ 41
—11— 41
7—104

99
76
54
107
59

101



QW 3 B O W = O

+1
1421
—3443
— 61
+1—21
+5
41— §
484
—3—4¢

UBER GANZE KOMPLEXE ZAHLEN.

Modulus — 11+ 44,

D = 137.
Potenzen der Primitiv- Wurzel.

27
28
29
30
31
32
33
34

+3—21¢
+3—7i
+ 633
— 4140
+3438
+4—6i
+1—53

+ i

4+
+1+ 4
+1— g
1428
+1—2¢
—3
— 3424
—3—2i
1444

34
40

127
95
88
83

14104
1—10¢
34107
3—10¢
74+ 81
7— 8%
—11

—11— 41

| 4+

OO R WY = O

+1
+3—21
+5— 3
+2—9¢
+24 ¢
—3— 3
431
—5—2;

9| —24+5718| —2—2¢
10| —1—3¢19 | +2—63
11| —6— i[20] +3-+2¢
12 —27)21 | —5—32
13| +4—23(22| +5—22
14| +4—5i23| +5—34
151 —1—472 24| —4
16 | —4—2i 25 + 34
17| +4+ 26| +5— 4
Indices der Elementargrissen.
+1—4i | 119 —7—2¢] 32
45425 | 111 | +546¢
+5—2i| 22 +5—6:
1167|125 —3-1-8¢
4+ 1—6i| 45| —3—8:¢
+544i| 51| +5-185
+5—47 105 +5—8i
—7 98 | +9+4i | 97
— 7420 13| +9—4i]| 114
Modulus 11, D = 121.
[Potenzen der Primitiv- Wurzel.]
8| +3+4+42 {16 | +-4-4+2¢
9| —5—53 |17 | +5—2i
10 | —3—5¢ || 18 — 53
11| +34+20 |19 | +1—4¢
12 | +2 20 | —5—31
13| —5—4if21|+1+ i
14| —1—2i 22|45+ ¢
15| +4—4i | 23| —5+4i

24
25
26
27
28
29
30

14
+ 1434
—2—44
—3434
—344¢
—1—43

+

58
104

41



WEP I,
11— i
41428
+1—2i
—3

—342i
—3—2i
4144

30
21
111
74
94
36
61
71
89

ARITHMETIK. NACHLASS.

Indices der Elementargrissen.

+1—4i
+ 5420
+5—2i
41464
+1—64
+ 5444
+5—4i
— 17

— 7426

Modulus — 7 -+ 83,

19
67
17
112
32
73
83
24
16

— 72§
+54 63
+5—6¢
—34+8i
—3—8i
+ 5484
+5—84
49+ 44
+9—4i

56
39
69
57
27
40
80
46

26

D =113

Potenzen der Primitiv- Wurzel.

ES I~ I S )

+1
+1—4i
+ 1461
+2—4i
+2420
+ 3427
+4—2¢
—3—33

8|+7
9| +1—5i
10 | +4 — 34
11| +1+34
12 | —2
13 | +5
14 | —1434
15 | +3

16
17
18
19
20
21
22
23

44435
12134
—1—4i
—2—
+1—
45426
—1—2
16 i

44
14
+1— i
1424
41—2i
—3
—34-2i
—3—29§

28
48
20
78
47
71
45

61

Indices der Elementargrossen.

41444
+1—4i
+5124
+5—2i
41+ 63
+1—68
+ 541
+5—4i

74

1
21
82
2
107

59

—7
— 7424
—7—23
+546i
+5—6i
— 318§
—3—8;§
45481

64
55
53
42
32
24
25

39

414104 ]111
+1—103] 21
—34+10i] 5
—3—10i| 55
—74+ 8i] 98
—7— 817|118
24 | 44

25 | 45— 14
26| — 524
27| —6

28 4+ 4
+5— 8| 12
+94+ 4i| 70
+9— 41 3
+14-103] 97
+1—10i{ 110
—34+10i} 31
—3—10ii 49
—7— 8i| 20



SO W O

41
—1—2§
— 344
41— i
—3— i
+4—30
—2

UBER GANZE KOMPLEXE ZAHLEN,

Modulus — 3} 104,

D =109

Potenzen der Primitiv-Wurzel.

+1+
+1—
+ 1424
+1—2i

-, &, &,

— 3421
—3—2

27
30

55
97
50
72

35

S O W N RO

+1
+14 41

124
— 242§

—4-—49
1426

7] —442i 14| —4+ |21 +1—53
8| —24+3i| 15| —444i|22|+2—4¢
9| —2—2i |16 |+2+ i[23 + 33
10 | +1—44 {17 —5i (24| +6—3i
11| +14+53 18| +3—2i 25| —54 43
12 | —4 19| 4+3— i) 26| +3-+3¢
1131 —3—54 |20 | 452727 + 3
Indices der Elementargrissen.
148 ] 95 —7 26| +5— 8¢
+1—4i| 10| —7+25| 679+ 44
4+54+2i|102|—7—2¢] 58|+9— 4:
4+5—2i| 20| +5+6i] 94| +1-+104%
4+14+6i| 69| +5—6i| 88| -+L1—104
+1—6t| 76| —3-+8¢ 6| —3—10%
+5+41| 38| —3—8:i 1106
+5—4i| 79| 4+5—8i| 86
Modulus 414104, D = 101
Potenzen der Primitiv- Wurzel.
7] —1-4+34 (14 4+3+3i 21| —2+5¢
8| —4420 15| —1—4¢ |22 |+342¢
9t4+4—37 16| +3—52 23| 4+0—57¢
10| —3+20 17| ~2— ¢24]| —5—43
11| —5— {18 —1—3i|25 + 3
12 | —34+42 119 | +2—41¢
13| +3 20| —4— 14

63
57
59
66
87
83

6*

43



+ i
+14
+1— &
1428
+1—2¢
—3
— 3421

25
76
42

63
10

ARITHMETIK. NACHLASS.

Indices der Elementargrossen.

—3—2i
1440
+1—4i
45424
+5—24
41464
11— 64

Modulus 49444,

72
65
45
96
11
29
83

+ 5444
45—43
—7

— 7424
—7—24
+5-+6¢
+5—6i

74
91
43
82
89
30
99

D = 97.

Potenzen der Primitiv- Wurzel.

S O W N - O

+1
+14 4
424
—2424
—4
+5
—44

7
8
9
10
11
12
13

a4 i
+345i
to—
+34+ @
42444
+2—35
+5— i

I

14
15
16
17
18
19
20

—3
—3—3i
— 443§
42434
43 —44
—2—5i
— 142§

Indices der Elementargrossen.

—34 8i}94
—3— 8i| 3
454+ 8i|58
4+5— 8i]59
494 4i]86
+9— 4518
4+1—10i] 77
21| —34+ 3
22| —4—2;
23| —2—61
24 4+ d

+d
F14
QeI
124
F1—21
-3
—342¢

24

1
73
33
68
14
41

—3—2i
41443
41— 44
45428
4+ 5—2i
41468

+1—64¢

84
78
79
22
43
80
87



{'BER GANZE KOMPLEXE ZAHLEN.

Modulus + 5 -} 8¢,

D = 89.

[Potenzen der Primitiv- Wurzel.]

0| 41 6| —5 12| 4442518 —24+
1{4+1— ¢ 7| +3 13| —24+34))19| —143¢
2 —23 8] +3—3i14] —4—85[20| +24 414
3| —2—2i] 9| +54+2i[15] +1—45j21| +1—64
4 | —4 10 —1-4+27)16 ) +2+3¢} 22 + ¢
5 44— 11| +14+3§17) +54 ¢

Indices der Elementargrissen.

+ il22| —3+2i|38] +146i|56]—7—2i
414 i|23| —3—2§35] +1—63i|21|+5+63
41— 4| 1§ 4144527 +5-+4i26)+5—6§
4142484 +1—4i|15) +5—445[33 ]| —3+8%
+1—248|54) +5+24| 9 —7 83 || —3 —8¢
—3 51 +5—2¢{52) —7+24|63]+5—8¢

Modulus —34-8i, D = 73.

Potenzen der Primitiv- Wurzel.
041 5| +4— #10| +4—3s}15| —1—31¢
1|41+ d)6] —3 - 11! —1—2i}16|—1-+44i
2 4207 —3—3¢f12 ] 4+1—3i§17| —2—5%
3(—242¢ 8| —342¢)13| +4—2¢( 18 + ¢
4| —4 9| 4342814 —2— ¢

Indices der Elementargrossen.

+ ¢|18)} —3+2:] 8| +1462{13 ) —7—2%
~+1+ §| 1| —3—2i|45) +1—6¢] 3| +5464]61
41— §|{5508 +1-+45|23) +5+4i|69] +5—63i]57
142647 +1—4i (52| +5—4i|31)] —3—8i]| 62
+1—25 {32 +5+2i|66] —7 51
—3 6| +5—2i|35] —74+2i]10




ARITHMETIK. NACHLASS.

Modulus +5-462 D = 61.

Potenzen der Primitiv- Wurzel.

0] +1 4| —4 §| —1-44¢ 12} —3
1| —1— 4|5 | —1—24] 9|—1424 13| —2—37F
2 +2il6 —14+3if10!4+3— 314 | 45
3 +2-2i7!—2+3i11k+1+4”15] 4+ 4
Indices der Elementargrossen.
4 {15} —3 12 +54+2¢|19) +5—41i| 46
414 (31} —342¢ 58} +5—28) 6 —7 53

41— i|16] —3—2i|22f +146¢) 4| —7+2i|55
41492885 +144i|11] +1—6i]29] —7—2i]56
41 —2i|39) +1—4i[38| +5+4i[32] +5—63i) 1

Modulus — 7 +23, D = 53.

Potenzen der Primitiv- Wurzel.

0l +1 la] —4a Il 8] —3il12| —4—2¢
1| 414 é)5| —24+3i] 9| —4— 4|13 + i
2 +2if6| +2— if10|—1+23

3| —242i|7 ) +34 i|t1|—3+ i ;

Indices der Elementargrossen.

4+ il13] —3 47| +5-+2i|51 ] +5—4i]| 16
414 g 1] —3+42i|30) +5—2i|15| —7 28
41— sl40] —3—2¢ 18 +1 68|27 —7—2i|17
1425|190 +144i|24] +1—63] 7 :
L 1—2i|36) +1—4i]25) +F5F4i] 9




UBER GANZE KOMPLEXE ZAHLEN.

Modulus 7, D = 49.
DPotenzen der Primitiv- Wurzel.

0] 41 4 +3i] 8] —2 12] 4+
1| +1—2i|5| —1+3i] 9| —2—34

9| —34+3i6| —2—2if10] —1+ i

31 +38+427)7 41424 “‘+1+3il l

Indices der Elementargrossen.

4ol +1—2i) 1] 4+1+4il29] +14+64]34
+14+ 0|46 —3 16 +1—4i|11| +1—64| 46
41— ¢34 —3+2i |45 +54-2¢ |42 +54+4i| 9
+t42¢) 7 ——3——2@';27u+5—2i 6 -}—5—4@']15

Modulus +5-4-4¢, D = 41.
Potenzen der Primitiv- Wurzel.

0 41 ls!l +1—3if6! +2+2i] ol —1—3¢
1| —2+ i|4 —2i| 7| —1 L2éf 10 4+
2| —14 il5| —3 i8] —4

Indices der Elementargrissen.
4+ dilto]l +1—2i|27) +14+4i| sl +1+6¢]15
414 i|32) —3 50 +1—44/39| +1—6¢]| 33
41— i{22) —34+2i| 3| +5+2¢] 4| +5—4i|32
+1424 |31 —3—2¢| 6] +5—2i|29]

Modulus +1+63, D = 37.
Potenzen der Primitiv- Wurzel.
0] +1 3| +2+2il6] —142:i]9
—14 4] +2— |7 —33
2 —2i| 5| —143i|8| —243i

+ i

(=S

47



48

ARITHMETIK. NACHLASS.

Indices der Elementargrossen.
+ | o) +1—2i|24) +144i] 2] +1—6i|1T
41+ il28) —3 34 +1—4i| 3
41— §]19] —342i (32| +5-+2i]| 5
+14-2i|18) —83—2¢ 17| +5—2i|10

~

Modulus + 54217, D= 29.
Potenzen dey Primitiv- Wurzel.

2 —2q +1+24
3| +2+2i)5| +2+ i

Indices der Elementargrossen.
4+ i 7l 41428 4l —342i]13) +1—45] 1

6
7

—34+ 1
+ 1

4
5

0
1

+1
—14 i

414+ |22 +1—2i|26] —3—2i] 9| +5—2i|11
+1— i|15] —3 3| +14+44]20

Modulus +1-+4+4: D = 17.
Potenzen der Primitiv- Wurzel.

ot ]t]+t1—2if2|—2]3|+1— if4]+ ¢

Indices der Elementargrossen.

4+ §laf] +1— i3,+1—251 —342i
A1+ 7| +142i)6] —3 3| —8—2i

7] +1—4i
5

Modulus —3 4+ 21, D = 13.
Potenzen der Primitiv- Wurzel.

O] 41 1] +1— if2| —2is]+ i
Indices der Elementargrissen.

+1— i 1| +1—24]11
+142ij10] —3 2

3
4

+ i

—3-2ﬂ7
14

10



X1.

UBER GANZE KOMPLEXE ZAHLEN.

Modulus 3, D =09.

Potenzen der Primitiv- Wurzel.
O] +1lt | +F1—if2|+i
Indices der Elementargrissen.

+ij2 14|83 1+20i1]1—2¢|3

Modulus 1427, D = 5.
Primitiv- Wurzel.
+1
Indices der Elementargrissen.

Giltjt4iisjt—ij2]1—2i]1

A
.

L]
.
L)
[
.
A
® o 0 0 0
o o 0 o 0
o ® o o 0
o 0 o o o
o 0 0 o o

49
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ARITHMETIK.

NACHLASS.

481 Div. per 94207

5241695 | 208+ 195;
65-- 917 | 2211173
78+ 137 | 2344 393
130+ 182¢ | 741114
143+ 104¢ | 148 -+ 2224
156 -+ 267 | 185+ 37¢
BEMERKUNG.

Zu der Notiz [2] vergleiche man die beziiglichen Bemerkungen im Artikel 21 des BacHMANNschen
Aufsatzes »Uber GaUss’ zahlentheoretische Arbeitenc.

Die Notiz [3] entspricht (nach einer Mitteilung von P. BacHMANN) vollstindig den beziiglichen Be-
stimmungen in der Commentatio secunde (Werke II, S, 113ff) iber biquadratische Reste. Die Tabellen
geben fiir jeden der betrachteten Moduln zuerst die Reste *) der ersten 4 (D — 1) Potenzen einer primitiven
Wurzel bis zum Reste ¢, woraus die Reste der folgenden Potenzen leicht zu entnehmen sind. Dann folgen
die Indizes far die Einheit ¢ und die Primfaktoren 1---¢ und a-- 84, fir die « =1 (mod. 4) und die Norm
a® -+ f? kleiner als D ist, ausgenommen die Primzahl a -} b¢ selbst.

Fir die Moduln —3 --2¢, 3 und 1 -} 2¢ steht in der Handschrift Elementar-Wurzel statt Pri-
mitiv-Wurzel,

Die Figur enthalt in dem inneren, schief stehenden (in der Handschrift rot gezeichneten) grofien
Quadrat ein vollstindiges Restsystem modulo 13-} 8¢, von dem durch das kleinere Quadrat ein Viertel

abgetrennt ist.
SCHLESINGER.

*) Es sind aber nicht iiberall die nach der im Text (S, 39) gegebenen Formel kleinsten Reste.




BEWEIS EINES

[VIL]
SATZES AUS DER HOHERN ARITHMETIK

ZUR THEORIE DER BIQUADRATISCHEN RESTE GEHORIG.

{Aus Handbuch 21, Bg, S. 5, 6.)

Es sei a eine ganze positive oder negative Zahl von der Form 4m -1, »
eine ganze positive Zahl, die mit a keinen Theiler gemein habe. f bedeute
den Complexus der Zahlen 1,2, 3,...,n, f' die ungeraden darunter, f” die
geraden; ferner bedeute g die Zahlen 4f”, oder alle Zahlen 1,2,3,...,4n
oder 1,2,3,...,4(®—1), jenachdem n gerade oder ungerade, % die iibrigen

in-+1, $n+2,...,n oder

itn@—1) =2

tnla—1)=2

=2
folglich

s

und
fa
p) [z;
Nun aber ist

[ex+3]-

s [92

+

1

¥ Man hat sodann

mn+1), +(n+3),...,%
i+
+3

+3]—3

1

-2+
g+ 2{f
Lol s[fe 42

92
| 2n

ga
2n

2n

|20
r-3lg

4
1
4

42 = e 4|

4n

l]_g[_fi_{_

2 in

(n—h)a
4n

+1

]

7*



52 ARITHMETIK. NACHLASS.

also
sl a] -3+ = i+ 3 -3+ )

wenn n ungerade,
1

. ga 1 a a 1 a 1
=23 o o3[ = [ e+ [F 1)
wenn n gerade.
Das Theorem kann also auch so ausgedriickt werden:

»Die Summe aller
fla 1 f'a
[ +2] -5
wo [’ alle ungeraden Zahlen bis n inclusive bedeutet, ist gleich der doppelten

Summe aller

ga 1 g 1

[+ 3=l i)
wenn g alle Zahlen bis §{n bedeutet, nur dass fir ¢ = 4»n nur der halbe
Werth gezahlt werden mussc.

BEMERKUNG.

GAvUss hat die Gelegenheiten, wo der hier mitgeteilte Satz in der Theorie der biquadratischen Reste
verwendbar ist, nicht naher angedeutet; vermutlich hat er ihm bei Umformungen gedient Zhnlich denjenigen,
wie sie in der Commentatio sccunda, art. 75—75, Werke 1I, 8. 143 ff. und verwandten Aufzeichnungen auf-

treten.
BACHMANN,




[VIIL]

rZUM REZIPROZITATSGESETZ DER QUADRATISCHEN UND DER
BIQUADRATISCHEN RESTE.]

[Auf einem Deckelblatt in Ec2, Kapsel 43.]

(1]
Das Fundamentaltheorem fiir die quadratischen Reste.
Es sei

a

(2) =1 wenn bRa

(ﬁ) = —1 wenn dNa.

a

Dann ist (@, b ungerade positiv)
2(0)(5) =1 +Z)+E-E)6E)

(2]

Die verschiedenen Zahlen, die fix den Modulus @ -4-¢b allen Zahlen con-
gruent sind, lassen sich am besten in zwe; Complexen vorstellen; nemlich

1) a-tta’, wo a,a’ alle geraden Zahlen zwischen —a und -a,
2) B+iB’, wo B,§ alle ungeraden Zahlen zwischen —b und 4

vorstellen.
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(3]

Sind a-bi, a’+b'i Primzahlen; a,a’ ungerade, b, b’ gerade und

(@ +b'oFaa+d=1 = (mod, g bi)

(@ bajt@'a V=1 = ' mod. a' 4 b,
8o ist

p—p'— i@ —1)b+(a—1)b" 1 bb}

durch 4 theilbar,
Elegant in reellen Zahlen so:

p = aa-+bb
a=a=1 (mod. 4)
© = aa+ 33
Character ga_;-_Pj = Character &i'—’i-{— tlaa+b—1)
Character f—a—g—b—ﬂ- -+ Character M;bﬁ =4(@aa—b3—1).

Noch schoner ldsst sich das F{undamental] T{heorem] so generalisiren.

Es seien m, m’ ungerade komplexe Zahlen,
p,p' ihre Normen,
m =i (mod. 24 29)
m' =i (mod. 2+ 2i):

Dann ist

Ch2 —Ch2 = {(p'— 1) —{(p— )N+ 4(p—1)(p'—1).

BEMERKUNG.
’
Unter Ch —7—:‘—,, Ch % ist hier der Exponent p bezw. p’ in den Kongruenzen

P! -t
4 . r ’ 4 ;0 A
m = 4® (mod. m’), m =i (mod. m)

zu verstehen.

BACHMANN,
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[4]

[Aus Handbuch 21, Bg, S. 24.]

Das Fundamentaltheorem fiir die bigquadratischen Reste ist

A+ Bi bi
Dec. —a%i—‘—nec. :iB’?=-;-(A-—1)b+%(a—1)B+%Bb.

BEMERKUNG.

Eine Datierung der Aufzeichnungen [1 ]—(3.] ist nicht gelungen. Fir [4.] ergibt sich als untere Zeit-

grenze das Ende des Jahres 1813.
BACHMANN.,




[1X.]
HAUPTMOMENTE DES BEWEISES FUR DIE BIQUADRATISCHEN
RESTE.

[Ein Zettel in Ec3, Kapsel 43.)

Rest a+-bi = m, Modulus A+ Bi = M, beide = 1 (mod. 2 23).

1. Man bildet den ersten Quadranten von M und macht durch Division
mit m dessen Variegation.
2. Man verbinde den Punkt 0 auf irgend eine Weise, doch ohne aus

den Ligamenten der Variegation herauszugehn, mit 2-1 Qurch die Linie I

143
und zieht gleichfalls die Linien (', ", ")
i+m, —I+(1+)m, —iltim.

Dadurch wird das ganze Quadrat, das mittelste Quadrat abgerechnet, welches
ohnehin den Intemsor 0 hat, in 4 Theile symmetrisch getheilt; zwischen !
und /' liegt Q, zwischen /" und " liegt Q' u.s. w.
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3. Es sel —iQ" = QY. Wir setzen an die Stelle von Q" dessen Va-
riegation Q"Y; allein, da dessen Quadrate durchgehends Intensoren haben,
die um 1 kleiner sind als die Intensoren von Q”, so wird noch der ganze
Inhalt von QT hinzuzusetzen seyn. Der Apparat sieht also so aus:

Qﬂ

Qi‘l

4. FEbenso sei
Q —im=Q% im—iQ = Q";

die Intensoren von Q" sind die von Q negativ, genau so wie die von QV....

BEMERKUNG.

Vgl. zu diesem Bruchstiicke die » Vorbereitungen zur allgemeinen Theorie der bigquadratischen Reste«
Werke II, S. 326—331. Unter »Variegation des ersten Quadranten von M durch Division mit m« darfte

das Quadrat mit den Ecken 0, %, 149 _17;! s i—% zu verstehen sein. Der Begriff des Intensors wird a.a.O.

in art. 4, Werke II, S. 325 festgesetzt. Statt »Ligamenten« braucht Gauss daselbst den Ausdruck »Liga-
turen«; man geht wohl nicht fehl, wenn man dem Bruchsticke ein friheres Datum beilegt als den »Vor-
bereitungen«. Dasselbe dirfte gelten fiir Notizen des Nachlasses im Handbuch 18, Bd (begonnen Oktober
1805) 8. 248—256 und andere in der Scheda An, S, 74—88 Dbefindliche Studien, von denen SCHERING in
seiner Fuinote Werke I, 8. 334 Gebrauch gemacht zu haben scheint, die sich aber ihrer allzu skizzenhaften
Form wegen zur Versffentlichung nicht eignen.

BACHMANN.




(X.]
ZUR THEORIE DES BIQUADRATISCHEN RESTES 1 +-i.

{Zwet Zettel in Ec3, Kapsel 43.]

.
[1.]
Modulus a-+b¢ = p, b gerade und positiv, aa+bb = D.
1. Es sei  der Inbegriff dexr Zahlen x4{y, wo

cror = E+in,

und &, n zwischen 0 und 4.

2. Man theile  in zwei Classen M und N, wo fir M §—v positiv, fiir
N negativ ist, und nenne die Anzahl der in M und N enthaltenen Zahlen
m, n. Man hat dann

m+n=4tD—1).

3. Der Decident von

1+4¢ ist dann = 3m 4 2n

1—1 =2m-+n
— 141 =3n
—1—1 =m

4. Durch Induction haben wir gefunden, dass wenn unter den Zahlen

i 5 5 B - 155
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gusammen p gerade und v ungerade sind, man
m—p =n—v

haben werde, wodurch » und z bestimmt sind.
5. Beispiel p =9+ 144

[ [ [ (56 [5el [s), (5] = 00 1.8 4 27,85

L 4 = 3, v= 4
[Beispiel] p = 5124

[ [l [ [ [ [ia] = 00122305

6. Man hat p+4v = 1b,
=[]+ ] -2l -2 ]
Der erste Theil wird = 4(a— 1), insofern a positiv,
- i.(a—-1)b+2[%]+2[3bﬂ]+2[§bﬁ]+...+2[*%“]

ofa] ol ol
= ta—1)b+2¢ (b, a)—2¢(2b, a)
= —4@—1)b—2¢{a, bj+2¢(a, 2b).

Nun ist
2¢(a, 2b)—2¢(a,b) = 3la—1)(b—1)— [ ]_}_[fak] [ﬂ]_{_“__}_[i-(aa—s)b]%
wenn a = 1 (mod. 4),
=f(a—}—l)(b—l)—zl;[%]—{—[E}]_;_[%ﬂ]_}_._._{_[f(a;l)bl}
wenn a = 3 (mod. 4),
also

= 0 mod. 4, wenn a von der Form 8n-1, 8»+7

= 2 mod. 4, wenn a von der Form 8n--3, 8n 5.
8*
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[7.] Ferner wird

ARITHMETIK.

m
n

Also der Decident von 144

= §(D—1)+1b—v
= 3 (D—1)-+4ab+4,

WO

NACHLASS.

$(D—1)4+$b—>
FD—1)—1b+v.

h =0 fir a [von der] Form 8n-1, 8n+7,

2

man kann dafiir auch

t{5aa+5bb—5-+2ab+2aa—2}

da die Differepz

2 9

aa—1
4

setzen.

2

s 8n-43, 8n-45;

»

+(7aa+2ab+- 5bb—7)

= (—aa+2ab—3bb+ 1),

= aa-+bb—1.

So ist das Theorem, die obige Induction als richtig angenommen, bewiesen.

14+ 28
14 4¢
14 6%
14 8¢
14104
14124
14144
1--164
14184
14-204
14224

1. 0|3+ 2i
3. 134+ 44
6. 3|3+ 6¢
10. 6(3-+ 8i
13.10(34+10%
21.15)3-+124
28.21(34+144
36.28(31-163
45.36(3-+18:
55.45(3+20%
66.553-+22i

Grésseres Tableau der m, n,

1. 254 26
o

6. 5[5+ 61
9.
15.
19.
26.
35.
43.
52.
64.

2154 4¢
9154 8z
1254103
1754121
255141
31/5+16%
40[5-1-181
50)5-+207
5952212

4.

4.

9.
11.
16.
22.
27.
37.
44.
54.
65.

3

6

6
11
15
20
28
33
43
52

62

7+ 28] 6.
74 41 7.
74+ 64| 9.
74 84|16,
74+10%(20.
7412425,

741431

Eine besondere Untersuchung verdient die

geraden [Zahlen] im ersten Quadranten.

A und B gleich.

719+ 2
9|9+ 4i
129+ 6
12)9-+ 8¢
17)9+104
2394123

.30]9-+144
7--16i|38.
7-1-18446.
7420455
7-4221(69.

38/9--164
47)9+181
5794204
64j9-+224

11.
13.
14.
16.
.20

25

29.
34.
42,
51.
61.
72.

10
11
15
20

27
35
42
50
59

69

114 2¢
114 43
114 64
114+ 8i
114104
114124
114141
114164
114184
114201
114224

15.
18.
18.
23.
25.
36.
40.
49.
55.
66.
76.

16
16
21
23
30
30
39
45
56
64
75

Anzahl der geraden und un-

Sie ist respective der Zahl aller in



124
31-2¢
14 4i
3+4i
5424
14 63
5148
7424

ZUR THEORIE DES BIQUADRATISCHEN RESTES 1--4.

564
1484
7+ 43
3+ 81t
9124
7468
5+ 81

SO RN NS
RO W RN R e

943

Das Zeichen von ¢ andert michts.

6. 9 1-+10%|12.
8. 8 34-10%|14.
8. 8 74+ 8il12.
8.10 114 2¢[16.
10.11 114 417|18.
12. 9 1-+12¢|18.
10.12 94 8i|20.
12.12 7-410¢/18.

13
13
16
15
16
18
16
19

114 64
512
134+ 23
91104
114+ 8¢
134+ 41
74124
1143

20.
20.
22.
20.
24.
22.
24.
24.

19
22
21
25
22
24
24
25

61

314 26.25
13- 6%]25.25

Dass die Zahlen der ersten Colonne immer gerade sind, beweiset man daher,
dass, wenn die Summe aller Zahlen im ersten Quadr. = ¢ ist, und

gesetzt wird, man

hat ete.

(@a—b3)(t+1iu) =

T1iU

T+ U=+%(pp—1)

2]

Das obige nur auf Induction gegriindete Lemma wird durch folgendes

exsetzt.

Man hat fur a, b—a positiv
M=—-P+Q—R

wo
P

= [A+E]+ B+ [ = vland) =

a

Q = [1h+ g +[sb+ 53]+ [10+ 53]+ H[e0+
= +bb+ ¢(2b,a) —

R =

b+ a)

¢, a)

[5=al+

b—a

=¢b—a, b+ a).

o

b—1a
2b

b+a]

ta—1)b—e¢(b,a)

]
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Also
M= 4bb—ta—1)b+9(2b,a)—¢(b—a, bia).
Nun ist
¢b—a,bta)=¢b—a,2b)—f(b—a+ 4
=3tb—a—1)b—4b—af++—09(25,0—0a)
= $bb—tab—taa—4+b+ 5 —¢(2b, b—a).
Also

M= faa— bbb+ 3b— &+ ¢(2b, a) + ¢(2b, b—a).

o<’ Da nun a ungerade und b gerade ist, so wird

b—a)

o b ) = [+ ]+ 5]+ 2
+[b-;a]+[2(b1-)—a)]+{3(bb—a)]+“._}_[cbbb a,],

oder wenn die ersten Theile riickwerts genommen werden,

= (&) B4 [gRe) 4 et g 2ot
b—a-5

+- 5 +.”—-2
B B L IR ST

Also

0(2b,0)+ (25, b—a) = 2 [ ]+ [33] + [35] + - + [P} + Lomp=Y
und

a =2 g 5]+ (3] SR 0 — 0+ a0 — g,

H M=2902ba—2¢b,a)++(D—1)+1b—tab
= —2¢(a,2b)+2¢(a, )+t (D—1)4 tab

je nachdem

B = = sla 0= 4 2]+ 2]+ [ 0

M= —tat+1)b—1)+a{f]+ ]+ [3]+. - [He2
++(D—1)+1ab

*) (mod. 4)

]g a=3
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Man hat auch
ol 28 = 10 11042 ] 22

Es sei
e=*11 fir a= t1 (mod. 4),
g0 ist
(@—¢e)b durch 8
(@—¢)(@+2+¢) durch 16
(@—c¢)(a+3¢)[b] durch 32
theilbar. '

M=+ta—e44D—1)4tab

ta—e) +§(@a+b)? -1)

III III

(5.

Obige Formel (k) kann auch so dargestellt werden:

M= (D—1)+iab+ilax 1)— 4|25+ b;-b%] [b+3a]+ _{_[b-}-%ba]g.
Nemlich sogleich aus (3)

M=4D—1)— Tab+fb+2[2b]+2[2b]+2[] T +2[%ba]
_'_2[4;-;-1 ]+ +2[2b

il =af-afs] ]

I

=§D—1)— -}ab+-§-b—2[a+b]_2[2:1-;)—21]_2[&2-;-_@]_”._2[—,—1)—21?4_5]
_2[%ba+b]+2[b 1\a]+2{ ]+ +2[ )a]+2[g_‘;]

=%(D_1)+%ab+2[a1-2]_45[b+a]+ +[b+1ba]£.

Die Form der Verwandlung wird wol schon von dem Zeichen < an mit
Vortheil abgekiirzt werden konnen. Vielleicht noch friiher.
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BEMERKUNG.

Zu [1) att. 1, 2, 3 vgl. Commeniatio secunda art. 12 (Werke II, S. 143), wo die Zeichen m, n durch
9,9 und D= qa?+b* durch p ersetzt sind. Der zu beweisende Satz steht am Ende des art. 76.

In [2.] bedeutet M dasselbe, wie m in [1.]. Die Ausgangsformel M = — P-4 @ — R ist nichts anderes
ale der Ausdruck fiir g als Summe groSter Ganzen, von der in art. 74 ausgegangen und woraus die Formel
fir M vor dem Zeichen 3> in vollig gleicher Weise hergeleitet wird. Die Formel fir M beim Zeichen +H
ist die SchluBformel fir das g des art. 74. Die weiteren Umformungen, welche fir M denselben Ausdruck
liefern, der fiir g in art. 75 (8. 148, Z. 2) gegeben wird, weichen von denjenigen der Commentatio secunda
ab, wo »die Form der Verwandlung schon von dem Zeichen >< an mit Vortheil abgekiirzt« wird. Da der
Satz in {1.] aus einem auf Induktion gegrindeten Lemma gewonnen und dieses in [2.] durch ein anderes
ersetzt« wird, ist zu vermuten, daB der Ausdruck, den Gauss fir g in art. 74 der Commentatio secunda
hergeleitet hat, ihm zur Zeit der Niederschrift dieser Betrachtungen ebenfalls nur induktorisch gewiB war;
die f]bereinstimmung der weiteren Entwicklungen mit denen der Commentatio secunda aber 138t vermuten,
daf sie nicht viel fritheren Datums sind, als der in der letstern gegebene Beweis des Erginzungssatzes
fir 14 <. )

BACHMANN.




[XI.)
[BEWEIS DES REZIPROZITATSSATZES FUR DIE BIQUADRATISCHEN
RESTE, DER AUF DIE KREISTEILUNG GEGRUNDET IST.]

[Zettel in Ec3, Kapsel 43.]

[1.]
Im Gebiete der complexen ganzen Zahlen, m complexe ungerade Prim-
zahl, m' Adjuncte, [—f{] diejenige der vier Einheiten 1, ¢, —1, —i, welcher
jtmm’—1)

nach dem Modulus m congruent ist.

(%) = Product aller [—k”;]a

indem man fiir m simmtliche einzelne Primfactoren [von M] substituirt.

(2.]
p reelle positive Primzahl = 1 (mod. 4) = mm’
q reelle positive Primzahl = 1 , von p verschieden und = nn'
Die reellen Theile von m,n = 1 (mod. 4)
z eine unbestimmt bleibende Grosse

xP-1 -
X = xz—1

e Primitivwurzel fiir den Modulus 7, und zwar eine solche dass

AP—D = ¢ (mod. m)
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oder

(_i) = .
m

izt —a—iz® L2 tu.s.w. —ia® =T

204 ipde— 290 i L 27 L usow. —i2?” = U.

Dies vorausgesetzt hat man
TT=—m@—a®+2—a" +usw.—z"") (mod. X)
= —mV (mod. X).

Folgt unmittelbar aus Anwendung der Principien (Disqu. Ar. art. 345)
unter Beniitzung der in der Theoria Res. Biquadr. artt. 18—20 gegebenen
Sitze[*)).

Und da bekanntlich

VV=p (mod. X),
so wird
T'=mmp = m*m’ (mod. X).

Ferner ist (Disqu. Arithm. art. 53 [*¥)])
T? = U (mod. ¢).
Auch ist leicht zu iibersehen, dass
(—i—) U= T (mod. X).

Aus der Verbindung dieser drei Satze folgt leicht auf &ahnliche Art wie
Theorematis fundamentalis demonstrationes et ampliat. novae, art. 6 [**¥)]

(—-q—) w4 = 1 (mod. g¢),

mn

folglich auch nach mod. » und mod. »".

[*) Werke 1, S. 422; I, S. s2ff)
[*¥) Werke I, 8. 43.]
[***) Werke II, 8. 58.]
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Diese beiden Congruenzen aequivaliren den Gleichungen
)5 =1
\mj\n/\n)

R AYRIS s(_”_i = 1

mj\n’ ) \n']

oder was dasselbe ist

Da nun allgemein
)@= -

so wird, wenn man obige Gleichungen resp. mit (%";), (m

%) multiplicirt
#) =G =0

3]

Der zweite Fall ist, wo ¢ = 3 (mod. 4).

T = o4ia*—a**—ia"+ ...
| = p—ia®— a2 4ia® ...
U = af4iafe—at® —ia?® +...
U, = af—iaf*— a2 i1 ...
(£)U=T (mod. X) |
U, = T,(%) mod X)

T¢= U, (mod. ¢)

TT, = (—1?"Up (mod. X)

T4t = (4). (—1)**7".p (mod. X; g)
+1_ (=
= ()

9*
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T = mmp

e+1 __ 4@+1) +le+1) _ (—4g

Also Also
m%(q+1)p%(q-3) — (_—_4) ¢ =3 (mod. 8) g =17 (mod. 8)
T\ m
Erhoben zur Potenz (¢ —1) (%%‘) = (:,,‘f‘) * unten
I 1lg—1 ‘?
w0 a—=9e—1 (;mg)f -1

In diesem Falle wird obige Gleichung

m\ dg—1) _ (—q\}
(—{)\ -p = (—;};—) (mod. q).
Zugleich aber ist allgemein (fir ¢ = 3 (mod. 4))

(—Zi)z = pf(q—— Y (mod. g),

woraus

=6

Man wird — g == £ setzen, also

allgemein, wenn ¥ Primzahl = 1 (mod. 4), positiv oder negativ.)

[4]
Zur Anwendung auf zweigliedrige complexe Zahlen sind zuvdrderst zwei

Sitze za bemerken.

1) (%) =1, wenn k,! zwei reelle Zahlen ohne gemeinsamen Divisor und

! ungerade.
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2) (%) =D wenn 1= 1 (mod. 4), also
(=1t h,
Es seien

a+bi=m A+Bi=M

ohne gemeinsamen Theiler; a, 4 beide = 1.

(a-}-bi )( A ) - (aA+b.A’i-|—(A+Bi)(a-—bi)> — (aA+bB) - ( .A-I—.Bi)

AXBi)\4A¥ B A+ Bi A+ B aA+bB
oder da '
()= ()= () =
so wird
(%) el = (aAl:-le)
und ebenso

also multiplicirend

(_wi) (ﬂ)i%(a+A—2 ( Mm, )= (aA+bB+(aB—bA)i)

M)\m, aA+ Bb aAd+bB
_ i _ iiad4dB—1)
= (m) =1 :
Folglich
m\(M\ _ 4@A+bB-1—d—a+2 __ i(a—1){4-1)+bB)
(7,1) (Wl) = =*
AbB
P—— ) = s’

also * 1 je nachdem 4, +B nicht beide ungerade [oder] beide ungerade. Also

(%) = e(%) W.Z. B. W.

BEMERKUNG.

Vergl. die auf diesen Beweis beziiglichen Ausfibrungen in dem Artikel 23 des BacHMANNschen Auf-
satzes »Uber GAUss’ zahlentheoretische Arbeiten«. SCHERING bemerkt (Gottinger Nachrichten 1879, S. 384),
daB GAUss in einem Briefe an EISENSTEIN (wie dieser an RIEMANN und RiEMANN wieder mindlich an
SCHERING mitgeteilt habe) die Grundzige seines Beweises des biquadratischen Reziprozititssatzes mit Hilfe
der Kreisteilung angegeben haben soll; leider sind die Briefe von GAUSS an EISENSTEIN nicht wieder auf-
gefunden worden. SCHLESINGER,




[XIL.)

[ZUR GESCHICHTE DER THEORIE
DER KUBISCHEN UND BIQUADRATISCHEN RESTE.]

Gavuss an SoPHIE (GERMAIN.

Votre lettre du 20 Fevrier, mais qui ne m’est parvenue que le 12 Mars,
= été pour moi la source d’autant de plaisir que de surprise. Combien l'ac-
cuisition d’une amitié aussi flateuse et precieuse est-elle douce a mon coeur.
_interét vif, que Vous avez pris a mon sort pendant cette guerre funeste me-
_ite la plus sincere reconnaissance. Assurément, Votre lettre au Général
ZERNETY m’elit été fort utile, si j’avois été dans le cas d'avoir recours a une
_rotection specielle de la part du gouvernement frangois. Heureusement les
-venemens et les suites de la guerre ne m’ont pas touché de trop pres jusqu'ici,
.ienque je sois persuadé, qu’elles auront une grande influence sur le plan futur
. ma vie. Mais comment Vous décrire mon admiration et mon étonnement,
a voiant se metamorphoser mon correspondant estimé Mr. LeBLANC en cet
_ustre personnage, qui donne un exemple aussi brillant de ce que j'aurois
eine de croire. Le godt pour les sciences abstraites en general et surtodt
_our les mysteres des nombres est fort rare: on ne s’en etonne pas; les charmes
achanteurs de cette sublime science ne se decelent dans toute leur beauté
1'a ceux qui ont le courage de l'approfondir. Mais lorsqu'une personne de
: sexe, qui, par nos moeurs et par nos prejugés, doit rencontrer infiniment
_us d’obstacles et de difficultés, que les hommes, & se familiariser avec ces
-cherches epineuses, sait neansmoins franchir ces entraves et penetrer ce
Jelles ont de plus caché, il faut sans doute, qu’elle ait le plus noble cou-
.ge, des talens tout a fait extraordinaires, le génie superieur. En effet rien
2 pourroit me prouver d'une maniere plus flateuse et moins equivoque, que
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les attraits de cette science, qui a embelli ma vie de tant de jouissances, ne
sont pas chimeriques, que la predilection, dont Vous l'avez honorée.

Les notes savantes, dont toutes Vos lettres sont si richement remplies,
m’ont donné mille plaisirs. Je les ai étudiées avec attention, et jadmire la
facilité, avec laquelle Vous avez penetré toutes les branches de 1’Arithmetique,
et la sagacité avec laquelle Vous les avez su generaliser et perfectionner. Je
Vous prie d’envisager comme une preuve de cette attention, si j'ose ajouter
une remarque a un endroit de Votre derniere lettre. Il me semble, que la
proposition inverse, savoir »si la somme des puissances n*™* de deux
nombres quelconques est de la forme hk+4nff, la somme de ces nom-
bres eux-mémes sera de la meme forme« est enoncée un peu trop ge-
neralement. Voici un exemple ol cette régle est en défaut:

15"+ 8" —= 8649755859375} 8589934592 =
8658345793967 = 1595826°+ 11.745391%

Neanmoins 15 -8 = 23 ne peut se reduire sous la forme zx - 11yy.

Il en est de méme de la proposition: si 1’un des facteurs de la for-
mule yy+nzz (n étant un nombre premier) est de la forme (1, 0, %),
l’autre appartient necessairement a4 la meme forme. Votre demon-
stration ne prouve que ce, qu'aucune autre forme indéfinie, que telle qui
est equivalente & (1, 0, %), multipliée par la forme (1, 0,7), ne peut donner le
produit (1, 0,7), mais cette demonstration ne s’étend pas sur les nombres
définis. Soit, pour le déterminant —n, C une classe de formes, quelconque
mais ni equivalente & la principale, ni a une autre classe anceps, soit D
la classe resultante de la duplication de C (qui sera differente de la princi-
pale), enfin soit D’ la classe opposée & D. Il s'ensuit, que de la composition
de C+ C-L D résulte la classe principale. Ainsi si les deux nombres f, g
peuvent &tre representés par une forme de la classe C, et le nombre % par
une forme de la classe D', le produit fg <% peut se reduire a (1, 0, #); mais
il est facile [de voir] que fg ne se reduit pas seulement a D ou D’ mais aussi a
(1, 0, 7). Nous avons donc ici le cas, qu'un facteur fg, et le produit fg.% sont
de la forme (1, 0,7), sans que pourtant l'autre facteur y appartienne néces-
sairement. Au reste on voit facilement que le premier facteur doit étre com-
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posé, sans cela la proposition serait juste. Dans 'exemple ci dessus le facteur
154 4 8%
23

enveloppe le diviseur 67.

Depuis cing ans des travaux astronomiques — auxquels pour le dire en
passant je dois surtout I'heureuse situation, dont j'ai joui pendant la vie de
notre due, le victime malheureux de son attachement fidel & la maison de
Prusse — m’ont empeché de me delivrer autant qu’auparavant a ma predi-
lection pour l’Arithmetique et les autres branches de l'analyse. Je n’ai pas
pourtant negligé celle ci tout a fait. Tout au contraire j'ai rassemblé peu a
peu un grand nombre de recherches, qui un jour fourniront un autre volume
— sinon deux — certainement pas moins interessant que le premier. Méme
dans le dernier hiver j’ai reussi & y ajouter une branche entierement nouvelle.
C’est la theorie des residus cubiques et des residus biquarrés, portée a un
degré de perfection égal a celui, qu’a atteint la theorie des residus quarrés.
Je mets cette theorie, qui repand un nouveau jour sur les residus quarrés
parmi les recherches les plus curieuses donc je me sois jamais occupé. Je
ne saurais Vous en donner une idée sans écrire un Memoire expres. Voici
pourtant quelque theoreme special, qui pourra servir d’un petit echantillon.

I. Soit p un nombre premier de la forme 3z+-1. Je dis, que 2 (c. a. d.
+2 et —2) est residu cubique de p, si p se reduit a la forme zx +27yy;
que 2 est Non-residu cubique de p, si 4p se reduit.a cette forme. P.E. 7.
13. 19. 31. 37. 43. 61. 67. 73. 79. 94. Vous ne trouveres que 31 = 4427,
43 = 16427, et 2 = 4® (mod. 31), 2=(—9)° (mod. 43).

II. Soit p un nombre premier de la forme 8n-+1. Je dis que +2 et
—2 seront residus ou non-residus biquarrés de p, suivant ce que p est ou
2'est pas de la forme zx+ 64yy. Par ex. parmi les nombres 17. 41. 73. 89.
97. 113. 137 Vous ne trouves que 73 = 94 64, 89 = 25164, 113 = 49+ 64,
ot 25 =2 (mod. 73), 5*=2 (mod. 89), 20°=2 (mod. 113). '

Les demonstrations de ces theoremes et de ceux qui sont plus generaux
sont intimement liées a des recherches delicates. — Voici une autre proposition
-elative aux residus quarrés, dont la demonstration est moins cachée: je ne
ajoute pas, pour ne pas Vous derober le plaisir de la developper Vous-
néme, si Vous la trouveres digne d’occuper quelques momens de Votre loisir.
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Soit p un nombre premier. Soient les p —1 nombres inferieurs & p par-
tagés en deux classes

Soit @ un nombre quelconque non-divisible par p. Multipliés tous les nom-
bres A par a; prenés en les moindres residus selon le module p, soient,
entre ces residus, a appartenants & A et 8 appartenants a B de sorte que
a+B=4%(p—1). Je dis, que a est residu quarré de p lorsque B est pair,
non-residu lorsque 3 est impair.

On peut tirer de cette proposition plusieurs consequences trés remar-
quables; entre-autres, elle donne le moien d’etendre I'induction, par laquelle
on rassemble des cas speciels du theoreme fondamental aussi loin qu’on
veut, ce qui ne pourroit se faire par les methodes exposés art. 116—124[¥)).

J’ai donné dans mon ouvrage deux demonstrations rigoureuses de ce fameux
theoreme et j'en possede encore trois autres toutes entierement differentes
entre elles; deux d’entre elles méme peuvent étre conduites de deux differentes
manieres chacune: ainsi je pourrois soutenir que je peus le demontrer de
sept manieres differentes. Les autres demonstrations que je prefererois pour
Pelegance aux deux données dans mon ouvrage seront publiées aussitot que
j’y trouverai l'occasion. A Propos, dans la premiere demonstration qui se
trouve dans la IV.section il s'est glissé une faute legere que je n’ai apercue,
quapres que je ne pouvois plus l'indiquer. Il faut donc faire la correction
suivante.

p- 146 (cas (4)) 1.21 lisés comme il suit: »Facile vero perspicitur, ex
ista aequatione deduci posse haec a'pRk...(a), ZakRa’'...(8), ZakRp...(y).
Ex (a) sequitur, perinde ut in (2), % vel utriusque a’, p vel neutrius residuum
esse. Sed casus prior ideo est impossibilis, quod ex ARa’ et (3) sequeretur
aRd' contra hypoth. Quamobrem necessario est A Np adeoque, per (y), aNp.
Q. E. D.[*¥]

[* Werke I, S. 87—94.]

[**) Werke I, S. 108 ist die Stelle nach der Anmerkung berichtigt, die GAUSS dem art. 2 der Ab-
handlung Theorematis arithmetici demonstratio nova, Comm. Soc. Reg. scient. Gotting. 16, 1808, Comm.
classis mathem. ad annos 1801—1805, 8. 70 beigefigt hat; vergl. Werke I, 8. 477.]

X1. 10
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Au reste a4 la page 144 il se trouve une faute d’impression non-indiquée,
savoir art. 139 ligne 3 au lieu de *aNp il faut lire * aRp[¥)]

J’aurois repondu plus tot & Votre lettre, mais la decouverte d'une nou-
velle planete par M. OLBERs m’a un peu distrait. Par le premier essai que
j'ai fait sur son orbite, je trouve son mouvement considerablement plus vite
que celui de Céres, Pallas et Junon, savoir 978" par jour. L’inclinaison de
I'orbite de 7°6’. L’excentricite 0,1. Cette planete a beaucoup plus de clarté
que Cérés, Pallas et Junon, et jespere la trouver parmi les observations de
I'histoire celeste, peut étre méme parmi celles de Framsteep. Je viens
d’achever un ouvrage etendu sur les methodes, qui me sont propres, a de-
terminer les orbites des planetes. Mais quoique je l'aie ecrit en allemand, je
trouve beaucoup de difficulté d’y engager un libraire.

La guerre a suspendu tout commerce, plusieurs de nos plus grands libraires
Iont refusé. Je suis & present & traiter avec un autre qui se montre un peu
plus courageux. §’il trouvera son conte & cette entreprise, peut étre il sera
encouragé par-la a risquer la publication d'un second volume de mes disqui-
sitiones.

Continuez, Mademoiselle, de me favoriser de Votre amitié et de Votre
correspondance, qui font mon orgueil, et soies persuadée, que je suis et serai
toujours avec la plus haute estime

Votre plus sincére admirateur
Bronsvic ce 30 April 1807 Cr. Fr. Gauss.
jour de ma naissance.

Gauss an OLBERs.

(WILHELM OLBERS, Sein Leben und seine Werke II, 1 (1900), S. 376, 877.]

Braunschweig, 1807 Juli 21.

Bei meiner Riickkunft habe ich hier einige Briefe aus Paris vorgefunden
von Bouvarp, LacranceE und SopHiE GERMAIN . . .. Meinen Brief hat La-

[*) Werke I, 8. 107 ist dieser Druckfehler berichtigt.]
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GRANGE wirklich, wie er selbst schreibt[¥)], sogleich im Institut und Bureau
des Longitudes vorgelesen . . . . .

LacranGE interessirt sich noch mit vieler Wirme fiir die Astronomie
und hohere Arithmetik; die beiden Probe-Theoreme (in welchen Primzahlen
2 ein kubischer oder ein biquadratischer Rest ist), die ich auch Ihnen vor
einiger Zeit mittheilte, héalt er fir »ce qu'il peut y avoir de plus beau et de
plus difficile & demontrer«. Aber die Sormie GeRMAIN hat mir die Beweise
derselben geschickt; noch habe ich sie zwar nicht durchgehen kénnen, ich
glaube aber, dass sie gut sind; wenigstens hat sie die Sache von der rechten
Seite angegriffen, nur etwas weitlaufiger sind sie als néthig sein wird. . . . .

Gavss an OLBERS.

(WiLHELM OLBERS, Sein Leben und seine Werke I, 1 (1900), 8. 629.]

Gottingen, 1816 Mirz 21.

Fir Thre Nachrichten, die Pariser Preise betreffend, bin ich Ihnen sehr
verbunden. Ich gestehe zwar, dass das Fermartsche Theorem als isolirter
Satz fir mich wenig Interesse hat, denn es lassen sich eine Menge solcher
Satze leicht aufstellen, die man weder beweisen, noch widerlegen kann. Allein
ich bin doch dadurch veranlasst, einige alte Ideen zu einer grossen Erweite-
rung der hoheren Arithmetik wieder vorzunehmen. Freilich gehort diese
Theorie zu den Dingen, wo man nicht voraussehen kann, inwiefern es gelingen
wird, dunkel vorschwebende entfernte Ziele zu erreichen. Ein gliickliches
Gestirn muss mit obwalten, und meine Lage und so vielfache abziehende
Geschifte erlauben mir freilich nicht, solchen Meditationen so nachzuhingen,
wie in den gliicklichen Jahren 1796—1798, wo ich die Hauptsachen meiner
Disquisitiones Arithmeticae bildete. Allein ich bin iiberzeugt, wenn das Gliick
mehr thun sollte, als ich erwarten darf, und mir einige Hauptschritte in jener

(*) Der Brief von LAGRANGE vom 31. Mai 1807 ist abgedruckt Oeuwvres de Lagrange t. X1V, 1892,
S. 298.)

10%*
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Theorie gliicken, auch der Fermarsche Satz nur als eines der am wenigsten
interessanten Corollarien dabei erscheinen wird. . . . . . . . . .

Gavuss an BEsseL.

[Briefwechsel zwischen GaAuSs und BESSEL, Leipzig 1880, S. 246.]

Gottingen 23. December 1816.

. . . .

Seit mehreren Monaten sind es gewisse Untersuchungen aus der hdheren
Arithmetik, auf die ich wiederum zuriickgekommen bin, und die mich schon
seit beinahe 12 Jahren geplagt haben. Sie gehéren zu der Gattung derjenigen,
wo man nicht im voraus sagen kann: dies will ich thun, sondern wo, viel-
leicht nach 999 misslungenen Versuchen, eine gliickliche 1000-te Combination
zum Ziele fithrt. Jetzt habe ich zwar das Ziel erreicht, doch immer noch
auf einem nicht genug kurzen Wege. Der Gegenstand ist die Theorie der
biquadratischen Reste, deren ich vielleicht schon mehrere Male gegen Sie
crwahnt habe. Auch diess Briiten iiber einer Sache, ohne dass mittheilbare
Resultate daraus hervorgehn, hat mich in anderen Dingen und besonders in
meiner Correspondenz zuriickgesetzt. Ich werde jetzt nur soviel davon auf-
schreiben, dass die neuen noch in der Luft schwebenden Ideen wenigstens
meinem Gedéchtnis erhalten werden.

BEMERKUNG.

Der hier in der urspriinglichen Schreibung wiedergegebene Brief an SOPHIE GERMAIN ist zuerst 1879
von dem Firsten B. BONCOMPAGNI als Autographie veroffentlicht worden. Die Urschrift befindet sich jetzt
‘m Gavssarchiv, wahrend zwei frihere und ein spéterer Brief von Gavuss an dieselbe Empfingerin in der
Bibliothéque nationale zu Paris aufbewahrt werden. Die Briefe der SOPHIE GERMAIN an GauUss sind
veroffentlicht unter dem Titel: Cing lettres de Sophie Germain & Charles Fréderic Gauss publiées par
B. Boncompagni Rapres les originaux possédés par la Société Royale des sciences & Gottingen. Berlin 1880,
Jber die Bedeutung des hier abgedruckten Briefes vom 30. April 1807 vgl. E. ScHERING, Gottinger Nach-
sichten 1879, S. ss1ff.

Die Nachricht, auf die sich GAuss in dem Schreiben an OLBERS vom 21. Mérz 1816 bezieht, ist
‘n einem Briefe vom 7. Mirz 1816 enthalten, den OLBERS aus Bremen an GAUsS gerichtet hat *). Sie betrifft

*) W. OLBERS, Sein Leben und seine Werke II, 1, 8. 626.
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eine von der Pariser Akademie fir 1818 gestellte Preisaufgabe, von der OLBERS schreibt: [sie] »scheint mir
recht fiir Sie geschaffen, lieber GAuss.« Die Aufgabe lautet, soweit sie hier in Betracht kommt, in der
OvBERsschen Ubersetzung wie folgt:

». . . Nun ist also nur noch das andere Theorem zu beweisen: DaB es nimlich keine Potenz
aufier dem Quadrat gibt, die in zwei andere Potenzen von demselben Grade zerlegt

werden konne.«
SCHLESINGER.




[ZUR THEORIE DER FORMEN.]

(L]
[UBER POLYGONALZAHLEN.]

[Eintragung im LEISTE*), S. 68.]

[1.]
Die Reihen der Polygonalzahlen lassen sich auch riickwerts fortsetzen,
nd dadurch kommt man bei allen, die Trigonalzahlen und Quadratzahlen
-asgenommen, auf Zahlen, welche von den iibrigen ganz verschieden sind.

Pentagonalzahlen
100, 77, 57, 40, 26, 15, 7, 2, 0, 1, 5, 12, 22, 35, 51, 70, 92, 117 ...

Hexagonalzahlen
105, 78, 55, 36, 21, 10, 3, 0, 1, 6, 15, 28, 45, 66 . . .

(2.]
Jede Zahl besteht aus drei Trigonalzahlen.
Jede Zahl der Form 8n—+1 drei [ 1, pp, pp; i, pi, pi —
8n-+3 drei [} 4,4 ¢ —
8n-+5 drei [0 ¢, pp, pi —
8n+7 vier [0 44,14 pt —

[*) Gemeint ist das durchschossene Exemplar von CHR. LEISTE, Die Arithmetik und Algebra, Wolfen-
wtel 1790, das GAuss besessen und dessen DurchschuBblitter er von 1796 an bis {iber 1797 hinaus zu
.ssenschaftlichen Aufzeichnungen benutzt hat. Die Seitenzahl bézieht sich auf die Seite des Leistetextes,
- gegeniber sich die GAusssche Aufzeichnung befindet.]
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BEMERKUNG.

Die vorstehende Aufzeichnung bezieht sich auf den S. 65 stehenden Text des LErsTEschen Werkes,
der von den Polygonalzahlen handelt. Solche zum Text gehorige Bemerkungen finden sich auf den Durch-
schuBblittern nur sehr spirlich; wir haben auBer der hier abgedruckten noch zu den Seiten 9, 36, 87, 44,
105, 108 welche bemerkt.

Vergl. zu der vorstehenden Aufseichung die Tagebuchaufszeichnungen Nr. 17 und 18 vom 3. und
10. Juli 1796 und die darauf beziglichen Bemerkungen in dem Artikel 12 des BacHMANNschen Aufsatzes
»Uber Gauss’ zahlentheoretische Arbeiten«. Es bedeutet:

% impar,
pp pariter par,
p1 pariter impar.

Die »series numerorum pentagonalium retro continuata« findet sich schon bei EULER in der Abhand-
lung Observatio de summis divisorum, Novi Comment. Acad. Petrop. 5 (1754/5) 1760, S. 64, Opera omnia,
ger. I, vol. 2, 8. 380; er gibt die Zahlen 2, 7, 15, 26, 40, 57, 77, 100, 126.

SCHLESINGER.




(IL]
[UBER DIE ANZAHL DER ZERLEGUNGEN EINER PRIMZAHL
IN DREI QUADRATE.]

[Bin Zettel in Ea 5, Kapsel 40.)

Wenn A eine Primzahl ist, so gibt es so viele Formen der Divisoren
in+1 von [J+4 A[] als es verschiedene Arten gibt A in drei Quadrate zu
zerlegen.

Bewleis.]

1. Eine jede Zerlegung von A in drei Quadrate gibt eine Form oder einen

Multiplicator.
Ist nemlich

A = aa-+bb-+|cc,

ca cb

-0 erhilt man dadurch den Multiplicator aa-+bb bei —- oder —
aa-+bb; aa+tcc; bb4-cc

ind verbunden und geben folglich nur eine Form.

2. Jeder Multiplicator gibt eine Zerlequng von A.

Man darf voraussetzen, dass das von allen Zahlen kleiner als A gilt
sermoge der Depressionsmethode), dass also der Multiplicator (= /\) = mm -+
n-+pp, so dass mm-+nn ein Multiplicator von A oder

(mm—++nn) A = xx-++ (ma-+nn-+pp)yy
30

A =yy+% = yy-+z2ztww. -
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Beide Sitze gelten nicht bloss von Primzahlen, sondern auch von zusammen-
gesetzten. (Zus. (2z-+ww)(mm-+nn-tpp) = xx-+ App.)

3. Es bleibt uns also zu beweisen iibrig, dass wenn A4 eine Primzahl
ist, kein Multiplicator (im eingeschrinkten Sinne) zu mehr als einer Zerlegung
gehdren konne. Bei zusammengesetzten Zahlen ist dies nicht immer der Fall,
z. B. die Zerlegungen von 185 in

4181100 und 36 449+ 100

10.9

geben einen Multiplicator 85 bei —— und 1—061, beide gleich 45. Der kleinste

Multiplicator ist 9, so dass
1.24+2.9—2.10 =0 und 1.642.7—2.10 = 0.
4. Es sei also
A=aatbbtcc=2daa+bb+c'¢

und beide Zerlegungen sollen zusammenhangende Multiplicatoren geben, also

(@aa+-bb)(da’+0'0) =[O+ A0
oder wenn

aad+b'Y =mmt-nnt-pp = A\,

am-+bn+cp = 0

(weil
ad+bb = (aatbbaxw+29ry+ryy = O+ 0O+0)
Daher miisste sein

(mm+nn) 4 = O+ ADO>

und

mm+an = O+ ADQ
(weil A = [0+ A eine Primzahl), welches nur mdglich ist, wenn

mm-+nn = [1;

wir miissen also gegenwirtig setzen

ad VY = ff+ g9,
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so dass
af+bg =0,
also wenn
a __ pt
T pw
F=vu; g =i,

und so hitten wir endlich fir 4 die beiden Zerlegungen

pptt+ ppuu-cc
and

wit-+vwuutc'c,
welches nicht sein kann, wenn A eine Primzahl ist; daher

p="v
and beide Zerlegungen dieselben sind.

Erlduterungen.

1) Wenn aa-4bb und a'a’4 b’ (= /\) zusammenhangen, so ist

(@a4-bB) A = x2+(aa+bb+cd)yy,

woraus sogleich eine Zerlegung von A in drei Quadrate folgt, wovon das
sine = yy. Man wird leicht finden, dass diese Quadrate

mm-+nn—+pp
von der Axrt sind, dass
am+bn—+cp = 0.
2) Wenn
aa'+-bb'+cc’ =0,
50 kann man allemal setzen
(@aa+-bb+ecc)(a'a’+b'd) = AA4-(a'a’+b'b+c'¢)BB
and
(@a’4+-b'b'+c'c)(aa+bb) = A’ A’ + (@aa+bb+cc) B'B';
man setze
B=c¢; B =c¢ und A =ab'—a'b=A"
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Additamentum :

Numerorum non primorum in terna quadrata distributio.
10 9,1 |18 9,9 —16,1,1 | 21 16,4,1 |22 9,9,4 |
25 16,9 | 26 25,1 — 16,9,1 | 27 9,9,9 — 25,1, 1 |
80 25,4,1 |33 25,4,4—16,16,1 | 34 25,9 — 16,9, 9 |
35 25,9,1 |38 36,1,1 —25,9,4 | 42 25,16,1 |
45 36,9 — 25,16,4 | 46 36,9,1| 49 36,9,4 |
50 49,1 — 25,25 — 25,16,9 | 51 49,1,1 — 25,25, 1 |
54 49,4,1 — 36,9,9 | 57 49,4,4 — 25,16, 16 |
58 49,9 | 62 49,9,4 — 36,25,1 | 65 64,1 — 49, 16 — 36,25, 4 |
66 64,1,1 — 49,16,1 — 25,25, 16 |

Selecta
205 196,9 — 169, 36 — 144, 36, 25 |
221 196,25 — 196, 16,9 — 169, 36,16—121,100—121,64,36|

BEMERKUNGEN.

Diese Aufzeichnung von Gauss ist wohl als ein friher Anlauf 2u dem Ziele zu betrachten, welches
er mit seinem berithmten Satze im art. 291 der Disquisitiones Arithmeticae erreicht hat. Nach der Aus-
drucksweise jener Zeit heiBt Teiler von 2% - Ay* jede Primzahl A, von der ein Vielfaches durch die Form
darstellbar, fir welche also MA == 2?4 Ay?® ist, allgemeiner eine quadratische Form Az? 4 29zy + ry®
mit der Determinante — A, deren erster Koeffizient gleich A und durch welche dann auch der Multiphi-

kator M darstellbar ist. Ist A = 4n 41, so folgt wegen (:Aé) = 1 auch (-%) = 1 und

A—1

N (_1) 2 =1,

die Form gehort also zum Hauptgeschlecht. Bei solcher Deutung wiirde der Gausssche Satz also lauten:
Wenn A4 Primzahl ist, so gibt es soviel Formen (Klassen) des Hauptgeschlechts, als es ver-
schiedene Arten gibt, 4 in drei Quadrate zu zerlegen, eine Aussage, die nicht ganz zutreffend wire.

Bei dem Versuche, den Beweisgang aufzukliren, werde auch A = 4n 1 vorausgesetst.
Zu1 Ist A = a*+b*4¢* und a®*+b* = 1 (mod. 4), so wird
2+ Ay = &* + (@ + b + )y
fir x = ac¢, y = b resp. £ = be, y = a gleich
(@® + b%) (B® + ¢*) resp. (a® -+ b°) (a® + %),
11%
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zu jeder Zerlegung von A gehort also ein Teiler 4? 3% = 1 (mod. 4) und eine Form

(@® + %) 2 + 29y + ry°
mit der Determinante — .4, durch welche auch die andern Teiler b 4 ¢?, a? 4 ¢?, darstellbar sind; diese
drei verbundenen oder zusammenhingenden Teiler oder Multiplikatoren geben also nur eine Form.

Zu 2. Ist A Primteiler von der Form 4n 41 von 2?4 Ay* d.h.
MA =22+ Ay,
. —A ~A
-0 1st wegen (T) = 1 auch (T) = 1 also auch

N.A = 22+ Ay

Gilt nun die Behauptung in 2. fiir die Primzahl A, so entspricht dem Theiler A = 1% -1 eine Zerlegung

(1) A = m* 0?4 p
and der Multiplikator N' = m® 4 %% Demnach findet sich
(2) (m* +n) 4 = &* + (m® +n® + p*) y°
oder
xZ +p2 yz N
4 = m 0 + 9%

Jso eine Zerlegung von A in drei Quadrate
(3) 4 = @484,
venn man schreibt ¥y = ¢ und

2+ pP et = (m? 40t (a®+ %) = (an—bm)® 4 (am + bn)®
w i
z* = (an—bm)?, p*c® = (am -+ bnf,
yoraus

(am -+ bdn+cp)(am+bn—cp) = 0

.Iso bei passender Bezeichnung der Basen der Quadrate und Wahl ibrer Vorzeichen

(4) am+bdn+tcp = 0
.ervorgeht. Ferner nimmt die Gleichung (2) die Gestalt an

(s) (m* 4 n%) (a® +b* 4 ¢*) = (an—dm)* + (m® +n* 4 p?) & —
Wie jedoch aus dieser Betrachtung eine zum Beweise der Behauptung in 2. fithrende »Depressionsmethodec«
cu entnehmen ist, bleibt unklar,

Zu 4. Wiren A= a’4b*+¢* mit a®+b* =1 (mod. 4) und A4 == a’24 b’?4¢’? zwei Zerlegungen
.on A, denen ein- und derselbe Primteiler A = 4m 41 zukidme, so bestinde einerseits eine Gleichung

@ +0%)48 = o + Ay* = &+ (@"* +b"" + "9,

andererseits miBte deshalb A nach dem Satze in 2. die Summe zweier der drei Quadrate a’?, ’'?, ¢’?, etwa

A —_ al:+cI2

sein, Aus

@+608 = 2+ Ay’ = 2+ (@ + b y*
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folgt aber (siche 2.)
A=m?4n*4p% am-+luntcp =0
und die Gleichung (5, oder
m?4nt A = z* 4 Ayt
Da
A = blz_’_(arz_,_cn) —_ brz_*_A!z

und A Primzahl ist, so erschlieBt man hieraus
m?4n? = 1"+ As* = 4 (m? - n®+p°)s°
was § = 0 erfordert. Die Zerlegung von A wiirde also
A=a"+c¢® =1r+p°

dem entsprechend die Gleichung (4) die einfachere Gestalt

ar+cp = 0 d.i. aa’fc¢’ = 0
annihme. Dies gibt die Beziehungen a = pt, ¢ = pu, @’ = vt, ¢’ = vu, also wenn £> 4 u* = § ge-
setat wird, fir A die zwei Zerlegungen

A = b4 Sp?, A4 = b"?*+ 8V,

die mit einander identisch sein miissen, da A Primzahl ist. So erhielte man & = b’, p. = v und die beiden
als verschieden vorausgesetzten Zerlegungen von A wirden einander gleich.
BACHMANN.




[II1.]
[(UBER TERNARE QUADRATISCHE FORMEN.]

[EBintragung im LEISTE, S. 111.]

(1]
Zur Moglichkeit des Ausdrucks
ad+b=cO

wird erfordert:

1) dass +bc ein Rest v. a sei,
2) dass —ab ein Rest v. ¢ sei,
3) dass +ac ein Rest v. b sei.

Allgemeiner, zur Moglichkeit der Gleichung
e[}+560 = cO
st n6thig, dass
1) +ac Rest von b

2) —ab Rest von ¢ } sei.
3) -+bc Rest von a

(2.]

Generalissime ad possibilitatem aequationis

azxx+byy+czz =0
~equiritur,
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I) ut non omnes a, b, ¢ idem signum habeant,

II) ut
div. c.
max,
—be residua | a X< ! b, ¢
—ac sint b | ¢ a
—ab ipsorum | ¢ X< | a, b
a factt. guis
quadratis
liberati

[Aus Scheda Ae, Varia, Juliug 1800, 8. 3—5.]

(3.
PROBLEMA.
Formam ternariam determinantis O in binariam transmatare.
Sol[utio] Casus I

Si omnes coefficientes formae adiunctae sunt 0.
Sit proposita
a, a,a”
- (b, b, b")

habebuntque a, a’, a” idem signum. Sit m ipsorum div. comm. max. eodem

signo acceptus, metieturque etiam ipsos b, b°, £". Tunc erit
axx+a'yy+a"zz42byz+ 26" 22+ 20"xy = m(x + By + €2)°

ipsique YU, B, € divisorem communem non habebunt. Accipiantur

” ” ”

_ afBy a,8,7, a" 8%y
1ta ut sit
a%’{“ ?%“i"r@ =1,
p"r”—p”?’ =‘ %,
.r/all_‘rlla’ J— %,
atﬁn_aup’ — @
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transibitque f° per substitutionem

”

a, a', a

p, pl, pn
'{, YI, Tll

m, 0, 0
0, O, 0)

Casus IL

Si conditio in I apud formam propositam non habet locum, certo in forma
ipsi adiuncta locum habebit. Determinentur itaque a, ', a” etc. ita ut haec
adiuncta per substitutionem

in formam

”

a, a', a

p, pl, p’l
A‘, _‘ I, T”

M, 0, 0
( 0, 0, 0)
transibitque proposita per substitutionem illi adiunctam in formam talem
(0’ al, al}
b’ 0, 0 )

atque formae binariae (a', b, a”) determinans erit M.

transeat in

(4.]
PROBLEMA.

Solvere aequationem
azx-+a'x'x +a"2"2" +20bx'2"+-b'2a" +b"22) = 0,
determinans huins formae ternariae / smpponitur = D.

Indoles solutionis consistit in Inventione formae ternariae determinantis
D? cuius coefficientes omnes sint divisibiles per D et quae sub f contenta sit.



UBER TERNARE QUADRATISCHE FORMEN.

1) Si aequatio est solubilis, talis forma dabitur.
Tunc formae propositae aequivalens inveniri potest forma talis

0, al, a”
(b, b’y 0 )

1, 0, 0
0, &, o
0, 0, a'b’

quae per substitutionem

transit in
0, 1, a'a")

(10

proprietate requisita praeditam.

(5.]
Algorithmus per quem si fieri potest ad talem formam pervenitar.
I. Proposita propria
a, a’,a”

= (b, b, b") det. D = Mmm,

+

adiuncta
F = (Am, A'm, 4 m) det. = M Mm'.
Bm, B'm, B"m
Tunc erit
= (h &, k") (mod. m);
fiat

{3’“{”— p”-{l — h etc.
ah+a'k'+a" b’ =1,
JS transit per substitutionem
ma, B, 7Y
mar, ?)1, _rl
mal’, BII, Y”
in formam talem

X1. 12

89
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mma, a'm, a"m
bm, b'm®, b"m®

eritque determinans formae

ma, a, a’
( b, mb’, mb")
Mm. Conditio possibilitatis aequationis

(B D) (A A £
b, b, b" Bm, B'm, B"m

A A’ All a}j a'M a”M
=) MMm. . [0
(39 B', Bl’) m (bM, b’M, b”M
Mf m
o o
mF M
o R in)
- M:':l,fF R div. comm. max. ipsorum '"Eli’ _Jg

BEMERKUNGEN.

Die Aufzeichnung [1.] stammt aus “sehr friher Zeit, etwa 1796, die Aufzeichnung [2.] ist in anderer
Schrift, offenbar spater, hinzugeschrieben. Zu {3.] vergleiche man die artt. 231 (SchluB) und 299 der
Disquisitiones Arithmeticae [Werke I, S. 323 und 358), In [4.] werden die Bedingungen fir die Auflésbar-
keit einer terndren quadratischen Gleichung gegeben. Diese sind von H. ST. SmrtH (Proc. of the Royal
Society London 13, 1864, S. 110, Papers I, 8. 410) aufgestellt und von ARNOLD MEYER (CRELLES Journal
f. Mathematik 98, 1885, S. 177) bewiesen worden, und stimmen mit den in der vorstehenden Aufzeichnung
von GAUss enthaltenen vollkommen dberein. Vergl. den Artikel 12 des BacHMaNNschen Aufsatzes »Uber

Gauss’ zahlentheoretische Arbeiten«, Im vorstehenden bedeuten —% u.s. w. die von ihrem gréfiten quadra-

tischen Teiler befreiten Zahlen,
SCHLESINGER.




(IV.]
[ZUR BESTIMMUNG DER KLASSENANZAHL.]

[Aus Scheda Ae, Varia, Julius 1800, S. 36.]

Es sei 2 E die Zahl nach der die Form der Theiler] recurrirt,
cos Z%—{—isin% = cos A-}isin A = p,

so ist

<

D fcotg At cotg3A ... Lootgnd} nE

E
g—g—; {cotg A Tcotg 34t ... tcotgnd] n<{2E.

[Aus Scheda Af, Mémoires de Mathematiques, Bronsuic 1801, S. 78.]

Es sei 2E die Zahl, nach der die Formen der Theiler recmriren

so ist die Zahl der quadratischen Formen

VD (14p 4 14§ 144
(proxime)

BEMERKUNG.

Vergleiche hierzu die Tagebuchnotizen Nr. 114 vom 30. Oktober und Nr. 115 vom 3. Dezember 1800.
Ferner Werke 1I, S. 285, 256 und die zugehérigen Anmerkungen von R. DEDEKIND ebenda, 8. 297,

sowie den Artikel 27 des BaCHMANNschen Aufsatzes »Uber GaUss' zahlentheoretische Arbeitens,
SCHLESINGER.

12%*



(V.]
[ZUR THEORIE DER FORMEN.]

[Bin Zettel in Ed 3, Kapsel 44]

[1.]
Wir bezeichnen mit p eine als Modulus anzusehende Primzahl; mit
Z, Y, ... unbestimmte Zahlen ohne Einschrinkung (oder lieber 0,1, 2,...,
p—1); mit ¢ u, v... unbestimmte Zahlen durch p nicht theilbar (oder lieber
1,2,3,..., p—1); durch R einen bestimmten quadratischen Rest, durch N
einen bestimmten Nichtrest. Von den doppelten Ansitzen bezieht sich der
erste auf den Fall p = 1, der andere auf den Fall p = 3 (mod. 4).

Anzahl der Auflosungen der Congruenzen.

xx =0 1

rx+yy =0 2p—1, 1
XYY =0 2p—1

XX +Yyy —2% =0 PP
xx+yy+z22 =0 pp
tt+uu-+ R =0 p—5, p+1
tt+uu-+ N =0 p—1,p—3
(4 uun =0 2p—2. 0
rx+yy+ R =0 p—1, p+1
rrx+yy+ N =0 | p—1, p+1
tt—uut+ R =0 p—>5 p—3
tt—uu+ N =0 | p—1, p—3
tt—wu =0 2p—2
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zx—yy+R =0 p—1

zx—yy+ N =0 p—1

rzt-2'x 2" " = p*+pp—p
zz+yy+z2+R =0 | ppt+p

zx+yy+z2z2+ N =0 pp—p

zext+2'x+2"2" —a"2" =0 pP+pp—p, PP—pp+p
rx+yy—22+R =0 | pp+p pp—p
xx+yy—=z2z+N =0 pp—p, pp+p.

—

2.]
Die Schliisse von Lacrance, Mem. de I Ac. de Berlin 1770, p. 126 werden
durch Heranziehung der complexen Grdssen ungemein vereinfacht.
Bezeichnen wir durch p’, ¢’ die Adjuncten der complexen Zahlen p, g,
so haben wir die urspriingliche Gleichung
Aa=pp'+49,

die wir Kirze halber auch so schreiben

Aa = (p, g).

Es ist Voraussetzung, dass p und a inter se primi sind; man mache also

=4
m=- (mod. a)

und setze
1 +mm' = ab.

Dann ist in ganzen Zahlen

Ab = (P‘Z"‘q, H"") = (r, 3).

a

Macht man dann weiter
m-+n=0 (mod. ) und 1-+nn' =be,

so ist in ganzen Zahlen

Aec = (r—}—bn’s, s—bnr)

u 8. £,
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Allgemein ist nemlich

(p+mg, g—m'p)
= (p+m'q, g—mp)

(9, 9)- (P, Q) = (pP+4¢Q, ¢P—pQ)
= (pP—qQ, ¢P'+pQ)
= (pP—qQ, ¢P+p'Q
= (pP—q'Q, pR+¢ P’

(v 9)- (1, m)

[3.]
Steigen wir hoher hinauf, so ist alles dieses nur ein sehr spezieller Fall
.us einer viel allgemeineren Untersuchung, die so ausgesprochen werden kann:
Es sind zu untersuchen die allgemeinen Eigenschaften der unbestimmten Form

tat-aex' +bax'y+b'ay + Lt yy'

Was ist hier der Determinans?
Nichts anderes als

bb'— t(a+a'y(c+¢') = A.
Bezeichnen wir eine solche Form durch
(as ba C),

wo a, ¢ reell sind, so geht solche in

{me—b)(m'e’'—b") — A)

’
(c, mec—b', .

= (¢, mc—b’, a—mb ' —m'b 4+ mm'c)
= ctt' +(mec—b)t'u+(m'c—b)tu’ + (a—mbd —m'b +mm’c)uw’

iber durch die Substitution

x= —u
y=1t+mu

oder umgekehrt
=ma+ty

U = —2.
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Es sind aequivalent

proprie improprie
a, b, ¢ a, —b, ¢
a, ma+b,a—mb —m'b+mm'c ¢, b, a
¢, —b,a
BEMERKUNG.

Die vorstehenden Aufzeichnungen stammen aus spiter Zeit; das geht daraus hervor, daB auf der

Riickseite des Zettels, auf dem sie aufgezeichnet sind, die Bemerkung steht:
JacoBl, Zerlegung der Zahlen in 4 Quadrate,
CreLLE 3, 2; auch 12, 2%).

Die in [2.] erwihnten »Schlisse von LAGRANGE« beziehen sich auf das »Théordme: Si la somme de
quatre carrés est divisible par un nombre premier plus grand que la racine carrée de la méme somme, ce
nombre sera nécessairement égal 3 la somme de quatre carrés.« (Oeuvres de LAGRANGE III (1869), S. 193;
der Titel der Abhandlung lautet: Démonsiration d’um théoréme &’ Arithmétique).

Bemerkenswert ist in [3.] das Auftreten der heute sogenannten HerMITEschen Formen, Vergl. die
beziiglichen Ausfihrungen in dem Artikel 12 des BacHMANNschen Aufsatzes »Uber Gauss’ zahlentheoretische
Arbeitenc.

Die Hilfsformel der Nr. [2.]

(2,9-(P,Q = (pP+4qQ, ¢P'—p@’)

findet sich auch in einer Aufzeichnung des Handbuchs 19, Be, S. 147, die Werke III, 8. 384 abgedruckt

ist und die sicher aus der Zeit nach 1825 stammt.
SCHLESINGER.

*) Die von Gauss erwihnten Abhandlungen JacoBIs sind: Note sur la décomposition d’'un nombre
donné en quatre carrés, CRELLEs Journal f. Mathem. 8 (1828), S. 191, JacoBls Werke I, S. 245 und De
compositione nuwmerorum e quatiuor quadratis, CRELLEs Journal f. Mathem, 12 (1834), 8. 167, JACOBIs
Werke VI, S. 245.
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BRIEFWECHSEL
[ZUM FUNDAMENTALSATZ DER ALGEBRA)

(1.]
PrarrF an (Gauss.

{Helmstedt 30. May 1799

Ew. Wohlgeb.

Verschiedene Kleinigkeiten in Ihrer Schrift, die verschrieben oder in der
Eile versehen sind, habe ich mir bereits angemerkt, um sie Thnen beym Zu-
riicksenden mitzutheilen, damit sie nicht etwa beym Abdruck zufillig, wenn
die Gedanken auf das wichtigere geheftet sind, wieder iibersehen werden. Z. B.
§ 18 steht: simili modo T ubique inter 7 et 9, inter 15 et 17 etc. et gene-
raliter inter 8%+ 7 et 8%+ 9 valorem negativum habebit; wo die unter-
strichenen Worte heissen miissen: inter 5 et 7, 13 et 15, 8k -+5 et 8k 7.
Auch vorher: T ... positivam valorem habebit ...... a 8%+43 usque ad
8k-+5, anstatt 8k+1 ad 8%+ 3. Einige weitere Anmerkungen iiber die
Sache und Ihre Darstellung wollte ich Thnen auch schreiben: es ist mir aber,
besonders durch eine noch diesen Nachmittag dazwischen gekommene nicht
wohl zu vermeidende Abhaltung, die Zeit fir heute zu kurz geworden, und
doch wollte ich Sie nicht noch einen Posttag langer auf Antwort warten
lassen, da Sie ausdriicklich Beschleunigung der ganzen Angelegenheit gewiinscht
haben. Eines an sich unbedeutenden Umstandes muss ich jedoch noch er-
wihnen. Sie werden selbst zugeben, dass die Betrachtung der krummen Linien
und ihrer Schenkel, auf deren nothwendigem Durchschnitt Thr Beweis beruht,

13%
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etwas verwickelt und abstract ist. Sollte es daher nicht niitzlich und zur
Frlduterung dienlich seyn, wenn Sie etwa fiir einen Fall in concreto, fir
welchen der zu beweisende Satz schon aus anderen Griinden ausgemacht ist,
wie m = 4, die Natur dieser krummen Linien genauer entwickelten, und durch
Zeichnung darstellten, wobey Sie auch noch allenfalls die Coéfficienten
A, B, C, ... zweckmissig auswahlen konnten? Es wiirde dieses wohl kein
Auswuchs seyn, durch den etwa die Concinnitaet des Ganzen leiden konnte.
In den Figuren sind Sie auch fast zu sparsam gewesen, da Sie die Fig. 2
in verschiedenen Bedeutungen und Absichten gebrauchen, indem die mit
Zahlen bezeichneten Puncte § 18 etwas ganz anders vorstellen, als § 20.
Ich bin der Meynung, dass man beym Schreiben sich selbst die Pflicht auf-
zulegen hat, auch fiir die Bequemlichkeit der Leser zu sorgen, selbst wenn
es gewissermassen mit eigener Unbequemlichkeit verkniipft wére. Nachst dem
materiellen Gehalt sind doch immer Ordnung und Deutlichkeit die ersten
formellen Eigenschaften jedes Vortrags. Gegen die Ordnung, worin Sie Ihre
Ideen entwickeln, habe ich nichts einzuwenden, aber der Deutlichkeit mochte
fir die Mehrheit der Leser noch etwas nachzuhelfen seyn. In beyden ist
EurLerR mehr zum Muster zu empfehlen, als die neuen franzésischen Mathe-
matiker. Sie werden diese Anmerkungen fiir keinen Tadel halten: ich wiinsche
aber auch, dass Sie solche nicht fiir einen blossen Rath, um zu rathen, an-
sehen, sondern dadurch fiir die Zukunft auf einen Punct aufmerksamer werden
mogen, der wirklich zum Vortheil der Wissenschaft wichtiger ist, als man
leicht zu glauben geneigt ist.

Ich empfehle mich Threm ferneren freundschaftl. Andenken, und verharre
mit vollkommenster Hochachtung

Ihr ergebenster Freund
J. F. Prarr.

N.S. An H. H[of]r[ath] v. Z[1MMERMANN] viele Empfehlungen. Sie sprachen
bey Ihrem Hierseyn von BacrET's Problemes plaisans. Ich besann mich damals
nicht gleich, dass ich das Buch selbst habe, das Ihnen also auf Verlangen zu
Dienst steht.}
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(2]

Prarr an Gauss.

{Es war mir erfreulich, dass Sie meine wenigen unbedeutenden Anmer-
kungen gut aufgenommen haben, und selbst noch mehrere wiinschen. Es
gehort zu den Vorziigen der Mathematik, dass darinn nicht viel zu disputiren
ist, und dass man von dem unangenehmen Eindruck, welchen die Rechthaberey
erweckt, selten etwas erfahrt. — Thr Verlangen nach mehreren Bemerkungen,
und nach Angabe der Stellen, die etwa deutlicher seyn konnten, kann ich
ibrigens jezt nicht so wie ich wiinschte erfillen, da ich dazu Ihre Abhand-
lung, die mir inzwischen aus dem Gesicht gekommen war, wieder genauer
durchgehen miisste, als es meine Zeit zuldsst, indem ich 3 Collegia zu lesen,
u. ausserdem noch eigene Beschéftigungen habe, welche ich um so weniger
jezt aussezen kan, da ich auf Michaelis eine Reise in mein Vaterland zu
machen gedenke. —

Einige Kleinigkeiten, die mir aufgestossen waren, wovon ich das vorige-
mal etwas erwdhnte (meistens Schreib- und Sprachfehler) halte ich jetzt nicht
einmal fiir nothig anzuzeigen, theils weil Thre Bemerkung wegen der sin. u.
cos., dass die Leser sich selbst daraus finden werden, auch hier gilte, theils
weil Sie ohnehin das Ganze vor dem Abdruck noch einmal selbst genau
durchsehen werden. — Wenn ich &#usserte, dass Ihre Abhandlung noch hie
u. da an Deutlichkeit gewinnen konnte, so folgte ich dabey dem Total-Ein-
druck, den sie bey dem ersten Lesen auf mich gemacht hatte, u. vermuthlich
auch auf andere Leser machen wird: allerdings liegt aber viel davon an der
Kiirze, die Sie, wie Sie sagen, absichtlich gewdhlt haben. Dass Sie fiir die
letzte Figur die Gleichung und damit ein concretes Beyspiel geben wollen,
wird, wie ich auch glaube, zur Erlduterung dienen: ich dachte erst, dass es
noch dienlicher wire, wenn Sie, nicht am Ende in einer Anmerkung, sondern
schon vor der allgemeinen Untersuchung ein solches Beyspiel entwickelten,
zur Vorbereitung auf das folgende; doch mag Thnen diess fiir Thren Zweck
zu weitldufig scheinen. Ich hatte mir jenes etwa zwischen § 16 u. § 18 ge-
dacht, an der Stelle von § 17. Sie sagen in Ihrem Brief, dass Sie den ganzen
§ 18 bloss zur leichteren Verstindlichkeit vorliufig beygefiigt haben, u. an-
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fangs willens gewesen seyen, ihn ganz wegzulassen. Ohne Zweifel meynen
Sie damit den § 17, u. ich muss gestehen, dass mir dieser § nicht recht hat
cinleuchten wollen, besonders, da man fragen kénnte, warum die niedrigen
Potenzen von r = oo gegen die ersten weggelassen werden, da dieser ihr
Coéfficient = 0 wird (welcher Zweifel iibrigens durch Betrachtungen der Glei-
chungen zwischen y u. x gehoben werden mochte). Was den § 18 betrift, so
aabe ich bey wiederholter Ansicht leicht bemerken kénnen, dass die Puncte (1)
3) (5) ... nicht in der Figur 2 abgebildet sind (welches schon die Menge der
Puncte in der Figur, nur bis 15, hatten zeigen konnen). Indessen war doch
diese Auslegung, welche sonst dem iibrigen Sinn gar keinen Eintrag thut,
siemlich natiirlich, da die Worte § 18 »Designato puncto circumferentiae . ..
ser (1)« auf die Figur hinleiten, u. man eher geneigt ist, unter geraden Linien
sich Schenkel von Winkeln, als ohne Erinnerung krummlinichte Schenkel da-
Jurch angedeutet zu denken. Wenn Sie, wie Sie schreiben, zur Verhiitung
alles Missverstandnisses noch etwas beyfigen, so wird es desto besser seyn. —
Auch die Anmerkg. zu § 20 ist in dieser Hinsicht etwas dunkel, und wohl
suf eine oder die andere Art verschrieben. Bey eben diesem § 18 steht als
Note »Suppono summam S majorem esse quam \/4; alioquin radium R rajorem
quam 1 accipere oportet«. Es wird hier etwas verschrieben seyn, u. ohne
Zweifel heissen miissen: S minorem quam y4. Dabey wiirde aber die Bedenk-
Jdchkeit entstehen, ob u. warum diese einschrinkende Bedeutung zuldssig sey.
Dass die Linie, welche = 1 gesetzt wird, willkiihrlich ist, hat natiirlich hierauf
keinen Einfluss. Ferner sagen Sie: summa

Asin (m—1)¢+ 3 sin (m— 2)¢+ 5 sin (m— 3¢+ 2 sin (m—4)p+ ec.

certo non potest esse major quam 8 (=A4+4 B+ C+D-+tec.) Dabey kann
man wieder nach dem Grund fragen, da Sie R<{1 nehmen, also %, 3}?, % ec.
grosser als 1 sind. Ubrigens weiss ich nicht, warum R nicht auch grosser
als 1 sollte genommen werden diirfen (der sin. tot. ist zwar = t, kommt
aber natiirlich hier nicht in Betrachtung). Fir R>>1 wiirden dann beyde
Bedenklichkeiten wegfallen. Aus diesen Griinden, so weit ich die Sache fir
jezt iibersehe, scheint mir daher eine kleine Anderung ndthig zu seyn, die

sich leicht anbringen liesse. —
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Ihre Darstellung des wirklich sinnreichen u. einfachen Beweises von D’ ALEM-
BERT ist fast etwas zu gedringt ausgefallen, so dass es dem Leser, der die Ab-
handlung nicht selbst hat, schwer seyn méchte, sich sogleich darein zu finden.
Vielleicht liessen sich die Hauptpuncte, worauf es dabey ankommt (nehmlich
der Ausdruck von # durch eine convergirende Reihe nach X, fiir kleine Werthe
von X, u. der Schluss von kleinen Werthen auf gréssere) etwas fasslicher her-
ausheben. Inzwischen ist mir noch eine Bedenklichkeit bey p’ ALemBERTS Beweis
aufgestossen. Wenn nehmlich nach BoucaAINVILLE eine allgemeine algebraische
Gleichung zwischen # u. X angenommen wird, so lasst sich zwar (mit Hiilfe
des NEwtonschen Ffogramms) # durch eine Reihe nach Potenzen von X dar-
stellen, aber fix die Coéfficienten dieser Reihe ergeben sich ofters selbst
héhere Gleichungen, daher jene auch unmoglich ausfallen kénnen, wo
dann nicht ohne Beweis vorausgesezt werden diirfte, dass sie von der Form
a+by—1 sind. So miochte der Beweis in seiner Allgemeinheit sogleich
vorgetragen eine Art von logischem Zirkel enthalten. Doch liesse sich auf
diese Einwendung vielleicht noch antworten. — Eben indem ich diesen Brief
schreibe, bin ich, da ich mir p’ALeEMBERTS Beweis auf eine andre Art ent-
wickeln wollte, noch auf eine Schwierigkeit gestossen, ich habe aber jezt
nicht Zeit, der Sache weiter nachzudenken. Doch lisst sich vielleicht schon aus
folgendem einfachen Beyspiel iibersehen, worauf es ankommt, u. was ich da-
mit meyne. Es sey nehmlich die quadratische Gleichung: y = A2 — Ba?®, so wird
2 durch eine convergirende Reihe nach y dargestellt (u. zugleich moglich)
wenn %<-4—4—£2—‘. Nun kénnte man neue Werthe von y u. # annehmen, nehm-
lich ¥ = y+4v, &' = 2+, u. zwey Gleichungen formiren, die eine zwischen
¥ u. z, die andre zwischen n u. y. Da nun fir die erste, y die vorerwahnte
Grenze hat, u. fir die andere v, auch eine gewisse Grenze, so konnte man
schliessen, y 47 = y’ werde eine grossere Grenze haben, als die vorige, u.
so immer weiter. Dieser Schluss wire aber natiirlich unrichtig, wie sich auch
ergibt, wenn man die Gleichung fiir % entwickelt.

Sie ist:

1 = (A—2Bax)y— By’
also ist die Grenze fiir sie:

n (A —-2Bx?*
y Ny
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Aber aus der ersten Gleichung ist

A A Y
A L J[AL_y
‘”"23*\/(432 B)

also
mithin

woraus weiter nichts folgt als
14+L a4 L< s,

die vorige Grenze. Uberhaupt ist die Kleinheit der Werthe von &, fiir welche
die Reihe convergirt, nicht absolut, sondern hingt von den Coéfficienten ab,
und diese andern sich mit der Gleichung. Die allgemeinere Entwicklung
dieser Bemerkungen u. ihres niheren Zusammenhangs mit 0’ ALemBeRTs Schliissen,
worauf sie sich beziehen, kann ich jezt nicht iibernehmen: inzwischen wiirde
es mich freuen, wenn Sie solche (so wie die vorige Einwendung gegen D’AL.
Beweis) einer weiteren Uberlegung werth hielten. —

Ich hatte den Band der Berliner Memoires von 1772 gerade im Haus,
aber die Abhandlung von La GraNeE iiber die unmégl. Wurzeln noch nicht
gelesen, an dem Post-Tag, da mir gemeldet wurde, dass Sie solche zu sehen
wiinschten. Wegen des fiir Sie wichtigen arithmetischen Inhalts wollte ich
Sie nicht warten lassen, u. las also gleich den Aufsaz von La GraNGE so weit
durch, als néthig war, um die Haupt-Momente deutlich zu ibersehen, be-
sonders da die Sache mit vieler Klarheit vorgetragen ist. Sie werden aus
dieser Abhandlung sehen, dass L. Grance die Liicken in EuLers Beweis aus-
zufiillen sucht, besonders was theils den von FonceNex als nicht evident be-
merkten Saz, theils die Bestimmung moglicher Werthe von a, B ec. durch »
(§ 7 Ihrer Dissert.) betrift. In Riicksicht des 2%® Punctes mochte es noch
darauf ankommen, ob die Size von der Elimination in der fritheren Abhand-
lung von La Granee (die bekanntlich auch von MicaersEN deutsch iibersezt
ist) vollig streng erwiesen sind. Besonders ist mir dabey folgende Bedenk-
lichkeit eingefalien: Wenn r Gleichungen fiir » unbekannte Grossen %, a, 3, . . .
A, p... gegeben sind, so lassen sich im allgemeinen immer a, STy VT
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rationell durch » ausdriicken (wie unmittelbar aus dem Verfahren der Elimi-
nation folgt), aber es konnen die Werthe dieser Grossen unbestimmt a = &
werden, nicht nur fiir gleiche Werthe aus der Gleichung fiir %, sondern fiir
jedes w (wo man dann eigentlich keine Gleichung des ersten Grads fiir a
erhélt). Doch mdchte eine nahere Betrachtung der Elimination fiir den Fall,
der hier zundchst in Betracht kommt, diese Bedenklichkeit heben.

Ich habe Sie schon zu lang mit diesem Brief aufgehalten. Ich will also
nichts weiter beyfiigen, als dass mir fernere Nachrichten und Mittheilungen
von Thnen jederzeit sehr willkommen seyn werden, u. dass ich mit der auf-
richtigsten Hochachtung verharre

Thr
Helmstedt, ergebenster Freund
8. Jul. 1799 J. F. Prarr.

N.S. Sollte in Braunschweig oder Wolfenbiittel CreYNE’s Methodus fluxio-
num[¥)] zu haben seyn, so wiirden Sie mich durch dessen Mittheilung auf kurze
Zeit verbinden. H. Hfof]r[ath] ZmMMERMANN bitte ich mich geh[orsam]st zu emp-
fehlen, wie auch H. Bergrath Vorckmar, dessen ndhere hier kiirzlich gemachte
Bekanntschaft mir sehr angenehm gewesen ist. Noch féllt mir eben jezt fol-
gendes bey, das vielleicht doch auch eine Erwigung verdiente. Die Gleichungen
T=0 u U= 0 nach # u. y entwickelt gédben eliminiert Gleichungen fir
u. fiir y, deren jede eine mdogliche Wurzel haben miisste. Sollte diess nicht
aus bekannten Sizen von den moglichen Wurzeln bey Gleichungen vom 2r%®
u. 2r —1%*" Grad herzuleiten seyn? Indessen mochte doch der Beweis vielleicht
nicht leichter seyn, als bey Foncenex’s Verfahren. Ubrigens wire eine nihere
Betrachtg. der Gleichungen fir # u. y immer gut. Bey FoNCENEx muss %
nicht moglich seyn, aber hier miissen # u. y moglich seyn. Doch ich will
Sie nicht linger mit fliichtigen Gedanken aufhalten.}

[*) GrorGE CHEYNE, Fluxionum methodus inversa sive quantitatum fluentium leges generaliores,
Lond. 1704.]
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(5.

Gavuss an DrosiscH.

Wohlgeborner Herr
Hochzuehrender Herr Professor.

Vor einigen Tagen ist mir das, durch Euer Wohlgeboren giitiges Schreiben
schon einige Wochen frither angemeldete Werk aus der Dierricaschen Buch-
handlung zugekommen, und ich eile nunmehro, Ihnen fiir beides meinen ver-
bindlichsten Dank abzustatten. Dieses schédtzbare Werk wird gewiss dazu
beitragen, in Deutschland die Liebe zu feineren mathematischen Forschungen
mehr zu verbreiten.

Es ist mir umso angenehmer gewesen, zu bemerken, dass Sie in die von
mir vor einigen Jahren zuerst in nuce bekannt gemachten[¥)), obwohl schon
seit fast 40 Jahren gehegten Grundansichten iiber die imagindren Gréssen ein-
gegangen sind, da im Allgemeinen wenige fiir die Aufklarung der Metaphysik
der Mathematik Sinn zu haben scheinen, und namentlich die meisten soge-
nannten Philosophen von Fach, wenn sie sich auf Mathematik einlassen, uns
nur aegri somnia fiir Philosophie verkaufen. Nur ist die Darstellung der
imagindren Grossen in den Relationen der Puncte in plano nicht sowohl ihr
Wesen selbst, welches hoher und allgemeiner aufgefasst werden muss, als
vielmehr das uns Menschen reinste oder vielleicht einzig ganz reine Beispiel
ihrer Anwendung. Ich habe ofters meine Theorie mindlich vorgetragen, und
dann gefunden, dass sie sehr leicht aufgefasst wird, und gar nichts abstruses
behalt.

Von Fouriers Werk habe ich in den hiesigen gfelehrten] A[nzeigen] 1833
Februar p. 321[**)] eine Anzeige gegeben, indem ich darin dem was darin
eigentlich verdienstlich ist Gerechtigkeit widerfahren lassen, habe ich zugleich
eine wenngleich nur leise Andeutung dessen was ich davon tadle gegeben.
Ich habe dort absichtlich mich iiber die captiose Phrase, dass die fehlenden
Wurzeln imagindr werden, welche Phrase im Grunde ist, was die Englénder

[*) Anzeige der Theoria residuorum biquadraticorum, Comm. secunda, 1831, Werke II, S. 174 ff))
[**} Werke ITI, S. 1101ff]
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unfair nennen, nicht weiter ausgelassen; aber ich kann auf das klarste be-
weisen, dass ein Zusammenhang zwischen den einzelnen imagindren Wurzel-
paaren mit bestimmten Stellen, wo Wurzeln ausfallen, nicht Statt findet,
und behalte mir vor, diess bei einer andern Gelegenheit zu entwickeln.

Es ist mir angenehm gewesen, dass Sie die Einfachheit und gleichsam
Directheit meines ersten Beweises die Wurzeln betreffend von 1799, aner-
kennen. Auch bin ich weit davon entfernt zu ldugnen, dass mein zweiter
Beweis weitldufig ist. Mein Zweck dabei war hauptsachlich mit, nachzuweisen
was eigentlich den durchaus illusorischen Versuchen, mit denen selbst Geo-
meter ersten Ranges frither sich selbst getiauscht hatten, fehle, und wie es
erginzt werden miisse, und diess konnte nicht ohne Ausfiihrlichkeit geschehen.
Hingegen kann ich den Vorwurf der Weitldufigkeit nicht zugeben, wenn Sie
ihn auch auf den Dritten erstrecken. Diesen halte ich fiir den kiirzesten
und einfachsten von allen dreien. Auch ist derselbe im héchsten Grade sinn-
lich zu machen was ich aber dort fiir ein hors d’oeuvre hiatte halten miissen,
wo ich alles in rein algebraischer Form darstellen wollte. Ubrigens aber finde
ich den Caucryschen Beweis in seiner Grundidee eben so elegant, und mdchte,
wenn ich mich auf Einen beschrinken sollte, selbst diesem den Vorzug geben.
Aber am lehrreichsten ist es wohl beide Grundideen zu entwickeln, wo in
der That die Betrachtung der gleichsam geometrischen Bedeutung beider fir
den Verstand etwas recht ergdtzliches hat. FEine concentrirte aber durchaus
alles wesentliche enthaltende Darstellung meines dritten Beweises hatte ich
in den G.G. A. 1816 p. 338£.[¥*)] gegeben.

Unter Bezeugung meiner ausgezeichneten Hochachtung und Exgebenheit

habe ich die Ehre zu beharren
Ew. Wohlgeboren

Gottingen den 14. August 1834. gehorsamer Diener
C. F. Gauss.

H. Prof. Mosius bitte ich unter meiner besten Empfehlung um die bal-
dige Mittheilung der magnetischen Beobachtung am 6., 7. d. zu erinnern, die
wir hier umso begieriger erwarten, da hier am 7. ungemein auffallende Ano-
malien beobachtet sind.

[*) Werke 111, 8. 107
14%*
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(4.]

(Gauss an SCHUMACHER.

Géttingen, 1840 Juni 20.

Beigehend, mein theuerster Freund, schicke ich Thnen den Crausexschen
Aufsatz zuriick. Ich habe ihn mit Vergniigen gelesen, wenn gleich derselbe,
seinem wesentlichen Inhalt nach nur eine analytische Einkleidung desjenigen
Princips ist, welches ich im letzten (24.) Artikel meiner Schrift von 1799[%)]
in geometrischer Form anged®utet habe, sowie ich auch dort (Ende des 23.
Art.) bemerkt habe, dass der Nerv davon eigentlich mit dem p’ArEmBERTISchen
Princip coincidirt. Indessen macht die Tournure, die Hr. Crauvsen ihm ge-
geben hat, ihn der Aufnahme in die A.N. zweifelsohne vollkommen wiirdig [**)].
Ganz befriedigend und dem Rigor antiquus geniigend ist iibrigens die Aus-
fihrung nicht, indem daraus allein, dass eine Grosse [sich] unaufhérlich in
einerlei Sinn #ndert, z. B. wie bei CLAUSEN eine reale negative, die immer
noch weiter (absolut) abnehmen kann, noch nicht evident ist, dass sie jeden
auf dem Wege liegenden Werth wirklich erreichen kann, also im CrLausex-
schen Falle den 0 Werth erreichen. Ich habe diesen Umstand in den letzten
Zeilen jener Schrift selbst angemerkt, so wie zugleich, dass er sich allerdings
heben lisst, aber gerade weil diess, im Geiste des Rigor antiquus, nicht
ohne einige Umstédndlichkeit geschehen kann, habe ich spéter dieses Verfahren
nicht selbst ausgefiihrt. .

[¥) Werke III, S. 29.]

[**) Der vom 16. Juni 1840 datierte Aufsatz von THoMAS CLAUSEN, Beweis, dass die algebraischen
Gleichungen Wurzeln von der Form a--bi haben, ist abgedruckt in den Astronomischen Nachrichten 17
(1840), Spalte 325 ff]
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[5.]

Gauss an MoBius.

Hochgeschitater Freund!

Fir die jetzt {ibersandte Abhandlung sage ich meinen verbindlichsten
Dank. Ich habe freilich die genauere Lectiire auf freiere Zeit zuriicklegen
miissen. Der Gegenstand gehort einem Felde an, dem Sie schon manche
schone Friichte abgewonnen haben. Ich méchte Threm Nachdenken noch
einen analogen Gegenstand empfehlen, zu dessen eigner Bearbeitung mir schwer-
lich in langer Zeit Musse gegeben sein wird. Ich meine die verschiedene Ge-
staltung und Kreuzung der Linien 7= 0 oder U = 0 in meiner Schrift von
1799 [*)] nach Massgabe der Ordnung der betreffenden Function. Ich meine
die Enumeratio aller verschiedener Fille fiir die Configuration der unendlichen
Aste. Anderes damit verwandtes hat mich vielfach beschiftigt, und ich
wollte erst zu meiner neulich in der Societ. gehaltenen Vorlesung[**)] die Dar-
stellung der Hauptmomente jener Untersuchung als 3ten Theil bestimmen;
aber ich wiirde zur Ausarbeitung dieser Darstellung einer viel grosseren Musse
bedurft haben, als mir zu Gebote gestanden hat.

Ihrem freundlichen Andenken empfehle ich mich angelegentlich und er-
gebenst

C. F. Gauss.

Gottingen den 13. August 18449.

BEMERKUNGEN ZUM VORSTEHENDEN BRIEFWECHSEL.

Dag Gaussarchiv besitzt im ganzen zwanzig Briefe von JoHANN FRIEDRICH PPAFF an Gauss. Die
Briefe von Gavss an PraFF sind bis auf einen, vom 21. Mérz 1825, nicht aufzufinden gewesen. Dieser
eine ist abgedruckt in der Sammlung von Briefen gewechselt zwischen Joh. Friedr. Pfaff und . .. andern,
herausgegeben von Dr. CABL PrarF, Leipzig 1853, S. 277ff. Die vorstehenden beiden Briefe von PFAFF
werfen ein interessantes Streiflicht auf die Entstehungszeit von GAuss’ Inauguraldissertation.

*) Demonstratio nova etc., Werke III, S. 1; siehe besonders art. 17, 8. 10.)
[**) Beitrdge zur Theorie der algebraischen Gleichungen, vorgelesen in der Sitzung der Konigl. Ge-
sellsch. d. Wissenschaften am 16. Juli 1849, Werke II1, 8. 71.]
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Der Brief von GAuss an DRoBISCH, der hier nach einer im Gaussarchiv befindlichen Abschrift ab-
gedruckt ist (die Urschrift ist in Privatbesitz), ist durch die Wertung von Interesse, die GAUss darin den
verschiedenen Beweismethoden fiir den Fundamentalsatz zu Teil werden 148t. Das Werk von MORITZ
‘WILHELM DBOBISCH, von dem darin die Rede ist, fihrt den Titel: Grundziige der Lehre von den hoheren
numerischen Gleichungen nach ihren analytischen und geometrischen Figenschaften, Leipzig 1834, XXX 4
341 8. mit 2 Kupfertafeln; es gibt S. 94, den Beweis der Wurzelexistenz nach der Inauguraldissertation
von Gavss. Die Bemerkung, die Gavss in dem Briefe in bezug auf seinen zweiten und dritten Beweis
macht, ist durch eine auf S. 94 des Buches von DROBISCH befindliche FuBnote veranlaBt, in der es heift:
»Desgelben berihmten Geometers dem. nova altera etc., Gottingae 1816 [Werke III, S, 31] und demonstratio
tertia, ibid. eod. ao. [Werke III, 8. 57] wirden sich theils wegen der Weitliufigkeit des Beweises, theils
wegen der dabei gebrauchten Halfsmittel hier nicht benutzen lassen«. Den von CaUCHY in der Analyse
algébrique, 1821, S. 329 (Oeuvres, 2. série, t. III, 1897, S. 274) gegebenen Existenzbeweis*) entwickelt
DROBISCH a. a. 0. S. ss8ff.; bekanntlich muf aber dieser CAucHYsche Beweis im Sinne des 4. Einwands, den
GAUSS 1799 gegen den Beweis von D’ALEMBERT erhoben hat (Werke III, S. 10}, vervollstindigt werden, vergl.
was GAUSS in dem Briefe [4.] #ber den Beweis von CLAUSEN bemerkt. Gauss selbst hat in einer Vor-
lesung, die er von Neujahr bis Ostern 1840 iber die Theorie der imaginiren Grifen gehalten hat, neben
seinem ersten und dritten Beweise, den gedachten Beweis von CAUCHY vorgetragen. Eine Ausarbeitung
dieser Vorlesung von E. HEINE (vergl. Werke VIII, 8. 330, 345) befindet sich im GaUssarchiv. In beaug
auf die Bemerkungen, die GaUss fiber das Werk von FOURIER und seine Anzeige macht, vergl. die weiter
unten abgedruckten Stellen aus Briefen von GAuss an SCHUMACHER., Der von GAUSs gebrauchte Ausdruck
aegri somnia (8. 106, Zeile 17) stammt aus HORAZ, Ars poélica 7, wo es von einem Buche heiBt: »cuius
velut aegri somnia vanae fingentur speciesc.

Der Brief an SCHUMACHER vom 20. Juni 1540 fehlt in der von C. A. F, PETERs veranstalteten Aus-
gabe des Briefwechsels GAUSS-SCHUMACHER. Er ist die Antwort auf den im dritten Bande, S. 379 abge-
druckten Brief Nr. 697 ScEUMAcHERs. Die Urschrift befindet sich im Gavssarchiv.

Der Brief an A. F. MOBIUS befindet sich mit noch mehreren andern von GAuss an denselben Emp-
finger gerichteten im MoBIUsarchiv der XK. S. Gesellsch. der Wissensch. zu Leipzig **); die Abhandlung, fiir
deren Zusendung Gavuss dankt, ist wohl die Uber die Grundformen der Linien dritter Ordnung (Abhand-
lungen der mathem.-phys. Classe der K. S. Gesellschaft der Wissensch. 1, Leipzig 1852 **¥), §. 1, MoBIus’

Werke H, 8. 89). 8
CHLESINGER.

¥) Man fithrt diesen Beweis neuerdings auf J. R. ARGAND zuriick, sieche die anonym erschienene

Schrift Fssai sur une monitre de représenter les quantités imaginaires, Paris 1806, § 31 und Annales de
mathématiques pures et appliquées 5, 1815, 8. 201, beides neu herausgegeben von J. HoUEL, Paris 1874.

**) Vergl. H. LIEBMANN, Aus dem Mibiusarchiv, Berichte der math.-phys. Klasse der K. S. Gesellsch.
d. Wissensch. zu Leipzig 32, 1910, 8. 198; der hier im Auszug abgedruckte Brief ist erst nach dem Er-
scheinen dieses Aufsatzes aufgefunden worden, auch ist zu bemerken, daB der Brief von Gauss an MOBIUS
vom 17, Oktober 1843 sich gegenwirtig im Gaussarchiv befindet.

**¥) 1852 ist das Jahr der Fertigstellung des ersten Bandes der Abhandlungen, die M&BIussche Ab-
handlung selbst ist bereits 1849 ausgegeben worden.
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[UBER DIE KREISTHEILUNGSGLEICHUNG.]

(L]
[UBER DIE PERIODEN VON 271 UND 2.1 GLIEDERN.]

(1]

{Eintragung im HELLwIG ¥), letzte Einbandseite.]

Aequationes pro summis periodorum subtriplarum *“y/1.

3¢ =2—1
3 —
7. Pra—2w—1=7,—2:—1 T EEPE
3 —
13. BLat—dwt1l=2—392165 Zv 394_-3253¢ 8
(2.]

[Eintragung im LEISTE, 8. s.]

Ad solutionem aequ: @ = 1 aeq: conditionales:
secundi gradus
zx+x—n=0 | pro p=4n-+1
2x+x+n=10 | pro p =4n—1

[*) Gemeint ist das Exemplar von J. CHR. L. HELLWIG, Anfangsgrimde der allgemeinen Mathematik
%. 8. ., Braunschweig 1777, in das GAuss mehrere wissenschaftliche Bemerkungen eingetragen hat.]
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tertii gradus

P aequ. 1. aeq.2. e prima 2 = 3241 | Radicum binae partes
T @t 20—1=0 |2 — 21z2— 7T =0 |y( 7TE21y—3):2
13 | 42— 4241 =0 ]2 — 3921 65 =0 |(—65L239y—3):2
19 | 2’ a2>— 62—7=0 |2 — 572—133 =0 | 133£57y/—3):2
31 | B+ —100—8 =0 | 2* — 932— 4.31 =0
37 | 42— 122+7=0 | 22 —1112z1+11.37=0
Aequationis secundae forma generalis
2—3pz—kp Rad. = yJ(kp £ 1y—3): 2
k determinatur hoc modo: l=plttu
sit
p=tt+3uu
et erit
k= TtL3u
3]
[Aus Handbuch 18, Bd, Oktober 1x05, S. 147.}
Cubaus.
Es sei

4p = aa—+27bb.

Man mache
by27

Jip — Sib ¢

a
—— = CO0S @,

Dann ist der Period von 4(p—1) Gliedern
= —}+%)cosipyp.

Biquadrat.

Es sei
p = aa-+4bb,

2. — cos 26 sin
Vo ¢ Vp ¢
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UBER DIE PERIODEN DER KREISTEILUNGSGLEICHUNG.

Der Period von 4(p—1) Gliedern

=—%++typ+4ypcosty
=1l

T}’ ” m +b\/ 4
[0l — [ —l1” = p. / SEPV=2.

BEMERKUNG.

Zu den Aufreichnungen [1.} und {2.] vergleiche man die Tagebuchnotizen Nr. 39 vom 1. Okt, 17