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Uber das quadratische Reziprozititsgesetz.

Von G. Frosexius.

Die vom (iavssischen Lemma ausgelienden Beweise des Reziprozitiits-
gesetzes erfordern cine Abzihlung von Gitterpunkten, die sich durch
Zerschneiden und Zusammensetzen von Figuren in dhnlicher Weise
ausfiihren laBt wie die zahlreichen Beweise des pythagoreischen Lelu-
satzes. Die groBte Bewunderung hat mit Recht die Art erregt, wie
Zereer (Monatsber. 1874, S.846) diese Abzihlung ganz direkt aus-
filhrt.  Aber auch seine Schliisse lassen sich noch durch passende
Anwendung jenes Verfahrens und konsequentere Benutzung seines
Symmetrieprinzips vereinfachen. Fiir die Behauptung, daB

= :(,J—I)(q'|)+l+}l

gerade ist, erhilt man so einen iiberaus anschaulichen und der geome-
trischen Deutung unmittelbar zuginglichen Beweis, der die Vorziige
des fiinften Beweises von Gauss mit denen des dritten vereinigt.
Seine von keiner Reclmung getriibte Durchsichtigkeit it deutlich
erkennen, daB der Schlull, der in den meisten Darstellungen als der
Nerv des Bewcises crscheint, fir die Herleitung des Reziprozitits-
gesetzes selbst ganz iiberflilssig ist. Notwendig ist er, um zu zeigen,
daB % dureh 4 teilbar ist, was noeh nirgends bemerkt worden zu sein
seheint. Jene Behauptung begriinde ich niilier dureh Vergleichung des
Beweises mit dem fiinften und dritten Beweise von Gavss.

Voraus schicke ich einige Bemerkungen itber die Definition, dic
Zovorarerr fiir das Jacomsche Zeichen gegeben hat.

§1I.
Das Zeichen von ZovoTaArerr.
Ist p eine positive ungerade Zahl, so bezeichne ich mit R(r) den

kleinsten positiven Rest der ganzen Zahl x (mod p). Ist ¢ relativ prim
zu p, so stimmen die Zahlen

(1) R(g). R(29), -~ R((p—1)g)
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abgesehen von der Reilienfolge mit den Zahlen

(2.) 1,2, p=1
iiberein, bilden also cine Permutation derselben. Je nachdem diese
gerade oder ungerade ist, hat das Jacowr-Leeesnresche Zeichen (;)

den Wert 41 oder 1. Diese Definition hat fiir den Fall, wo p eine
Primzalil ist, Zovoraxerr gegeben in einer Arbeit iiber das Reziprozitiits-
gesetz, Nowe. Awi. (2} tom. X1, p. 354, Dariiber habe ich in den Fort-
selwitten der Mathematik, Bd. 3 (1872), S. 75, berichtet, und ich habe
Jene Definition schon damals auf den Fall ansgedelnt, wo p irgend-
cine ungerade Zahl ist.  Die Ausdelmung, die ich wiederholt in meinen
Vorlesungen vorgetragen habe, ist seither auch von Leren und anderen
gefunden worden.  DaB das Jacomsehe Zeichen ein Grappencharakter ist,
tritt. durch diese Definition am deutlichsten in Erselieinung.  Dabei
wird der Umstand hennizt, daB sich jede Gruppe als Gruppe von
Permutationen darstellen 1iBt. Ist ¢= r (mod p), so ist

1-()

Die Permutation {1.) ist gerade oder ungerade, je nachdem darin
die Anzahl 2 der Inversionen gerade oder ungerade ist. Sind .« und
zwet verschiedene Zahlen der Reihe (2.), so entstehit ¢ine Inversion, wenn

(4.) r<y, R(zrq)>R(yq)
ist. Ersetzt man ¢ durch -g¢, so enthiilt die Permutation
R(-9), R(-2¢9), - R(=(p=1)7)
5 (P=1)(p-2)~x

Inversionen, und folglich ist, weil p-2 ungerade ist,

(5 (52) = nien(g)

und insbesondere fir ¢ = |

(6.) (—"l) = (=1)i-0),

Fiir g — 2 enthillt die Permutation
2,4y 'p=1,1,8, - p-2
1 ]
L3 8 4 ===ieEEE] ) = = (p=1)

Inversionen, und mithin ist

(7.) (I) = (~1)dr-n,
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Ist allgemein '
so ist auch
R(xg)+R(y'q) = p.  R(yg)+R(z"g) = p.
Unter den Bedingungen (4.} ist auch
iyl N(a'g)=Ny'y).

r+y' =p, y+& =p,

Demmach kénnen die Inversionen cinander paarweise zugeordnet werden,
und wenn die heiden Inversionen cines Paaves verschieden sind, so
kionnen sie unberiteksiehtigt bleiben. weil es nur daranf ankommt, oh
» gerade oder ungerade ist.  [ix braueht also nur die Anzahl 2 der
Inversionen gezithlt zu werden, wofitr x = &', also auch y = y" ist.
Fiir solche ist
r+y=p . NRirg)+NR(yg) = p,
und folglich nach (4.)
1 I
<P » Rixg)>5p.
Demnach ist
9 — (1

(8.) (p) = (1),

wo 2 angibt, wie oft der kleinste positive Rest von

I
g+ 2.5 (p-1)g  (modp)
ardBer als _’p, oder der absolut kleinste Rest negativ ist (Gavss,

J
ScuerING).
Aus dieser Figenschaft des Zeichens von Zovoranere ergibt sich

(§ 2) das Reziprozititsgesetz

(9.) (Z) ({;) = (=)}t DG,

In Verbindung mit (,l,) 1 gendigen die Formeln (3.), (5.) und (g.) voll-

¢ " + r
stitmelig zur Bereehmung des Zeicliens ( ” ) Naeh (3.} ist ( II' ) - ‘)l")
wo +r der absolut kleinste Rest von ¢ (mod 2p), also r << p und un-
gerade ist.  Ist dicser Rest negativ, so fithrt (5.) das Zeichen aul
('*’")' und dann (9.) auf (’r') zuriick. DBei Fortsetzung dieses Ver-
fahrens werden Zihler und Nenner immer kleiner, bis man nuf( l,) 1

kommt. (Auf diesem Wege findet man auch (;") ("l;""-) Da nun

das Jacomsche Zeichen dieselben Eigenscliaften besitzt, so mul es mit
dem Zeichen von Zoworarery iibereinstimmen.



338 Gesammtsitznng vom 19, Felrnar 1914,

§ 2.
Das Reziprozititsgesetz.

Sei x eine Verinderliche, deren Bereich auf die Werte

1
1,2, - T"(P—l)

()

beschriinkt ist.  Der absolut kleinste Rest von g (mod p) ist g —py,
falls ¥ so gewdhlt wird, daB diese Differenz zwischen - 1 P und + : P

liegt, was stets und nur in einer Weise miglich ist. Demnach gibt

2 an, fir wie viele Wertepaare x, y

1
0 >qt—py>—?p

()

ist. Hier entspricht nieht jedewm der _l,( p-1) Werte von « ein Wert

von y, sondern nur 2 von ilmen, und jedem dieser 2 Werte nur ein

Wert . Da fiir diesen
1 1 1
PY=qr>0, py<gr+ p< .2'”"*‘ o ¥
ist, so kann y auf dic Werte
1
1,2, - 5 (g=1)

beschriinkt werden, deren Bereich ich mit (y) bezeichne.
Ebenso gibt u an, fir wieviel Stellen

">P!I—‘l"'>—'.:'l

ist, wenn x die Werte 1,2, .- :(p-l) und y die Werte 1, 2, -

durchliiuft. Solcher Wertepaare x, y gibt es
= _l’(p—lH([—li.

deren Bereich ich mit (x, ) bezeichne.
Fiir jede dieser o Stellen ist entweder

1
(1) Py—9=>3p
oder
1
(2.) :p>py—q:;\n
oder
1
(3.) 0>py—gq=>—2¢
oder

(4.) - >py—9qz.

(y)

(1)
1
s (2-D

(3)
(»)
(1)

(¢).
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An keiner Stelle ist' py - ga = . Der Bedingung (1.) migen 4, der
Bedingung (4.) 4" Stellen geniigen. Dann ist

(5.) p=Atp+i+d.
Nun ist aber
(6.) ¢ = 3.

Denn die Ungleichheit (1.} geht dureh dic Substitutionen
(72 4‘=~.;—(p+l)—=’ ) y=:;(q+l)-y’
in (4.) diber, und wenn = die Werte 1, 2, ... ;— (p 1) durchliuft, so

durcldituft " dieselben Werte.  Ehenso stimmt der Bereieh (y) mit (4')
iiberein.  Mithin ist

(8. f,’)(ﬁ) = (enyttr e

DaB fiir ebenso viele Werte p(2y ~1) = ¢ 2 ist, wie p 2y < q(2z-1)
erkennt wan noch wnmittelbarer, wenn man die Substitutionen (7.)
auf die Gestalt

(9) 2 =p-@r-) ., 2y =g-('-1)
> 2r—1 = p- 21 y 2y—1 = g— 2y
bringt.
0 : . -~y &
B E.
| R e
—'.— - o -.L/, —_1 -
P I
: = = I
| : - ~ [
e A (P .
L~ A 7 - |
A || i i
el it I
,,.f ‘_.v",: | _/ ] |
T P T
e 1
L/.‘_’$-'7.'/_ _______ E o= e el as
05__" s h—— et e — P

! Haben p und ¢ den griBten geweinsamen Divisor d, so sind hier noch die
; (d-1) Lisungen der Gleichung py = gx 2u beriieksichtigen, = = p’, 2p‘. ...

(d=1)p", wo p == dp’ ist (vgl. Fievos, Amer. J. Bd. 13, S.159).
Sitzungsberichte 1914. 2
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bie geometrisehe Bedeutung dieser Sehliisse st klar. In der
Figur ist p = 11, ¢ = 7. R hat die Koordinaten } (p+1), - (g +1),
L, L', M, M sind die Mitten der Sciten der betreffenden Quadrate.
Die 3 parallelen Geraden 00°, LL', MM’ haben die Gleichungen

1 1
Py = gx\ Py = qrigp. Py = gr-q.

Die Substitution (7.} ordnet je zwei Punkte ecinander zu, die zum

Zentrum € des Rechtecks
| 1

symmetriseh liegen.  Ieh werde sie symmetrische Punkte im Reehteck
nennen.

[nnerhalb des Rechtecks O PQR liegen ¢ Gitterpunkte, 2 zwischen
00" und LL', » zwisehen 00" und M. Entfallen é Punkte auf das
Dreieck LL'Q, so entfallen auf das kongruente Dreieck M P ebenso
viele, und mithin ist

(10.) P = A+pu+0.

Diesen anschaulichen Beweis hiitte man lingst gefunden, hiitte niclhi
Easexstrsy (Crernes Journal Bd. 25, S. 216} seine Nachfolger irre ge-
fithre dureh Zeichnen cines Rechtecks OP'Q R’ worin R’ die Koor-

dinaten l. P ' ¢ besitzt, also auf 00 liegt. Ubrigens hat Eispssteis

nicht, wie hilnfig gesagt wird, durch geometrische Betrachtungen das
Reziprozititsgesetz hewiesen, sondern nur die Formel (135.) aber nicht
die Formel (6.) oder (16.).

U die Beziehungen des obigen Beweises zu anderen Darstel-
lungen klaver darlegen zu konnen, bringe ich ibn noch auf folgende
Form. Wenn an 2’ Stellen des Bereiches (x,y)

(11.) py—gr <0 (V)
ist, so ist nach (2.) an 2 + 2’ Stellen
! ’
{12.) py—qr < p (A +24").

Auf diese Weise wird (lie Grenze 0 {die Grenzlinie 007) entfernt, die
allein die volle Symmetrie der Figur stort. Wenn an w«’ Stellen
(13) ry-q= >0 (u)

ist, so ist nach (3.) an w4« Stellen

1 '
(14.) gr-py <9 (4 u').
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Da py—-qa an jeder der ¢ Stellen entweder positiv oder negativ ist.
s0 ist nach (11.) und (13.)

(15} Mep' =,
Weil die Bedingung (12.) dureh die Substitutionen (7.) in (14.) diber-
gelit, so ist

(16.) A4 = up.
Mithin ist

A+p:k’+y'=%(p—l)(q—l) (mod 2).

Macht man in der Ungleichheit (12.) nur die eine der beiden
Substitutionen (7.), so erkennt man, daB A 42" = u+4 " die Anzahl
der Stellen ist, die der symmetrischen Bedingung
2z 3y
3
geniigen; oder auch der Bedingung

2x-1  2y-1
18, - + = sl
§5=) F q
Nun kann man aveh dem Beweise von Zeweer eine Form geben,
die seinem Mangel an Symmetrie abhilft.  Nael (2.) und (3.) ist 2 4«
die Anzahl der Stellen &, y, die der Bedingung

> 1

(17.)

| !
TP pYy=qr~=—=y (A4 u)
weniigen'.  Diese aber gehit durelr die Substitution (7.) in sieh selbst
fiber. Gehort x,y zu den 2 4 u Stellen, so gehért daza auch x', y'.
Daher ist A + u gerade, aulier wenn

X =g = '1p|l) y y=g'= '(']-H)
i +
ganze Zahlen sind, wenn also p und ¢ beide von der Form dn-1
sind. Dann und nur dann ist 2+ @ ungerade.
Liegt der Punkt ., y auf dem Streifen zwischen L L' und MM’
(dem Sechseck OLL'RM' M, oder dem  Parvallelogramm L1 MM,
dessen Diagonalen sich in € schneilden}, so liegt der symmnetrische

' Erst nach AhschluB dieser Arbeit ist mir die Mitteilung von Droexixe fiher
die urspringliche For des Zruvemschen Beweises in der Festschrift fiir Heixnien
Wesen zu Gesicht gekommen.  Bis zn dieser Stelle stimmt dieser Bewels mit dem
obigen @iberein, nur daB p < ¢ vorausgesetz! wird. Dies liegt daran, daB die im Anfang
dieses Paragraphen bestimmten Grenzen fie y nicht ans der Ungleichheit (2.), sondern
ans :. pPEpy-qr> -r;-p erhalten sind. DaB y:=- 0 ist, kann wman aber darans nur
sehlieBen, wenn p < 2y ist.
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Punkt 27, »" auch darauf. Dieser Streifen nebst allen seinen Gitter-
punkten kommt durch cine halbe Undrehung um den Mittelpunke €
des Rechtecks mit sich selbst zur Deekung. Daher ist die Anzahl
A+ wu diecser Gitterpunkte gerade, auBer wenn das Zentrum der Sym-
metrie

.= %(p-&-l) e %(.,H)

selbst ein Gitterpunkt ist.  Bei diesem Beweise ist die Ilinzunahme
fremder Gitterpunkte ginzlich vermieden worden.

§ 3
Der fiinfte Beweis von Gauss,

Gauss benutzt in seinem dritfen Beweise ebenfalls die Zahlen
A2 und w4 ', die er in § 7 mit L und M bezeichnet. Leider ist
ihm die Bezichung L - W entgangen; sonst hiitte er uns viele Be-
weise des Reziprozititsgesetzes erspart.  Statt dessen zeigt er, daB
I = »+ 2 geeade ist.  Aus denselben Griinden ist auch p 4 1’ gerade,
und mithin ist

Ad+p=d4p' =p (mod2).

Demmach konnen die Beweise in zwei Klassen geteilt werden,
je nachdem sie darauf ausgehen zu zeigen, daB L = M ist, oder daB
L gerade ist. Den letzteren Weg halte ich fiir einen Umweg. Eine
dhmliche Einteilang macht Seuxwne (Gatt. Nuchr, ISTH, S, 217), der in
dieses Gebiet nach Gavss am tiefsten cingedrungen ist.

Aus dem Prinzip der Symmetrie abzuleiten, daB 2 + A" gerade ist,
ist mir nur dureh die Deatung gelungen, die Gavss in seinem fiinften
Beweise fiir diese Zahl entwickelt hat.

Er ordnet dort jeder Stelle u, v eine Zahl = zu, die zwischen
- I pq und + .l, pq liegende Zahl, die den beiden Kongruenzen
s=u{modp) , ==1v (modg)

gendigt,  Unter den Zahlen =, die den z Stellen ., y entsprechen, seien
« positiv, 4 negativ. Unter den Zahlen =, die den ¢ Stellen - x, y
entsprechen, seien © positiv, 4 negativ. Dann ist

P o+0 = S5+7.
Ist x eine bestinonte der Zahlen 1, 2, - —_l'—(p— 1), so sind T:‘(Q" 1)
der Zahlen 1, 2, - .l' (py - 1) kongruent —x (mod p), nimlich

X p, C42p, o J’-"(’I Hp.
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jener L (pg—1) Zallen (mod p) kongruent. Von diesen ¢ Zohlen sind
3 \PY

B irgendeinem der Werte von » (mod ¢) kongruent, & irgendeinem der
Werte von —y, und 2 sind == 0 {mod g). Dies sind die 2 Zahlen aus
der Reilie :

i
v 29,5 (p-1)g,
die einem —r (mod p) kongruent sind.  Daher ist
P -SHhod+h=y4ctpn.

Aus diesen vier Gleichungen crgeben sieh die Formeln

2a = p+A+p, a=hr4N=yp4p", LLP=MMNCQ,
(1) 2B=p—A+p, B=V , OO'P .
Ty =p4h=pg, y=p . 00'Q -
90 = p—A=p, ¢ = N=p=p'—a, LL'Q=MMP.

In der ersten Spalte stehen die Formeln von Gauss, die Bedeu-
tung der beiden anderen Spalten erliuteve ich unten.  Jede der vier
Formeln beweist das Reziprozititsgesetz.  Ganz besonders deutlich
zeigen sie, wie unndtig es fiie den Beweis dieses Satzes zu wissen,
dal « gerade ist.

Der fiinfte Beweis von Gavss ist (aber nicht in der Darstellung
von Kroxrexer) ebenso einfach wie der des § 2, aber nicht so durch-
sichtig und anschaulich.  Dafiic hat er den Vorzug, dall man aus der
darin benutzten Definition von « leicht erkennen kann, daf « ge-
rade ist.

Ist das Zentrum der Symmetrie
] |
R ,D E— L
a ‘(,;-H) ' LA
vin Gitterpunkt. soist p 4 <1, also pg 1 (mod 1), und folglich ist
1
5 vy =1)
c 3 (g =1)

die ihm entsprechende Zabl =, und diese ist negativ.
Entspricht aber dem Punkte r, y eine positive Zahl z, so ent-
spricht dem symmetrischen Punkte &', 3" nach (7.) § 2 die Zahl

(2.) = :(/-r/ +1) = 2.

die ebenfalls positiv ist.  Folglich zeriallen die 2 pasitiven Punkte ., y .

. sas . sl y
(denen cin positiver Wert von = entspricht), in - = Paare symmetri-
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scher Punkte. (Ist = negativ, so ist 2’ = —%( pg—1)—= ebenfalls ne-

gativ.)

Die zweite Spalte der obigen Tabelle erhilt man, indem man die
Formeln von Gavss mit den Relationen (15.) und (16.), § 2 vergleicht.
In der dritten Spalte habe ich mit OO'P und 00'Q die beiden Fi-
guren bezeichnet, in die das Rechteck durch dic Gerade 00" geteilt
wird. Der Punkt O° liegt niimlich auf der Seite PR oder QR, jeo
nachdem p > ¢ oder p < g ist. (Ist also p > g, so ist 2’ <u’ und
2> w) In dilinlicher Weise bezeichme ieh die Figuren, in die das
Rechteek durch LL" oder MAI' geteilt wird. Demmaeh ist LL'P das
Fiinfeek OLL'RP, und enthillt « Gitterpunkte.

Mit voller Absicht labe ich hier das Zeichen und den Begriff
der grofiten ganzen Zahl unter einer gegebenen GriBe vermieden, weil
er den Sim der Beweise des Reziprozititsgesetzes mehir verdunkelt
als erhellt. (Vgl. z. B. den Beweis von Hacks, Acte Math. Bd. 12,
S. 709, der mit dem Beweise in § 2 nahe verwandt ist.) Dieser An-
sieht scheint auch Depexisn zu sein.  Dagegen werde ich mich im
folgenden einer Zeichensprache bedienen, dic eine Vereinfachung der
von Senrmixe benutzten ist.  Sind die Variabeln & und y so beschriinkt
wie ohen, so bezeieline ich die Anzalil der Stellen des Bereiches (., y),
an denen f{x,y) << glx,y) ist mit [fle,y) < g(r,y)]. Ist nirgends
Sflx,y) = glx,y), so ist, wie in der Formel (15.) § 2

(3.) [l y) <gle )+ flx,0) > g(x.0)] = ¢
Die Zahlen 2, &', 2, 1 sind dann dureh die Gleichungen
(4.) A= [py < g¢z] . Cow = lpy > g2),

(5.) A+N = [p(2y—1) < q22] = p+p' = [p2y>q2x-1)]

definiert, die Zahlen von Gavss durch

a ll’(ﬁy -1} « ']'_'ll = l}'!.’/ - ‘,(2_'_”].
6 B = IP2!’ < q'.)"l = l,,(-.jy_” >q(2r—l)].
6) © =P b fm (

y = [p(2y=1)<g(2x=1)] = |p2y¥y > g2x],

¢ = lr2y <gq(2e-1)] = [p(2y-1) > q2x].

Die zweite Formel geht jedesmal dureh die Substitution (9.) § 2 aus
der ersten hervor.

Die Verteilung der o negotiven Punkte im Rechteck liBt sich ge-
nauer beschreiben: Ist £, » ein soleher (im lanern oder auch am
Rande des Rechtecks, aber die 4 Ecken 0, P, Q, R ausgeschlossen), so
ist der entsprechende negative Wert = = Z-py = n-guo.  Die Zall o
ist die Anzahl der Losungen der Gleichuny

(7.) pPyY=qx = §=19,
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wenn jeder der beiden Punkte x, y und Z. 7 das Innere des Rechit-
ecks durchliinft.

Die Bedingung hiingt nur von Z-x ab. Ist also Z',#" c¢in Punkt
des Rechtecks, fiir den Z'—»" = Z-x ist, so ist er auch ein negativer
Punkt (dagegen ist Z = ) (p=1), n =, (g-1), = = L (pg-1) positiv,

-

und £ = -:; (p+1), n' = %(74- 1), 2’ =~ %(pq-l) negativ). Daher
braueht man nur die negativen Punkte auf dem Rande zu suchen (mit
AusschluB der Ecken). Sei wieder .- auf das Gebiet (x), y aul (y), § 2
lieschriinkt. Von den absolut Xleinsten Resten der Zahlen -y (mod p)
[bzw. - py (mod ¢)] seien  [u] positiv, £, &, - & [, %, - 0.
Man nehme auf’ OF die A Punkte mit den Abszissen 2., 2., - £ und
aul’ OQ die 1 Punkte mit den Ordinaten », . %,, --- #,, und ziche durch
jeden dieser 7 + u (negativen) Punkte cine Parallele zur Geraden y = .,
die den Winkel POQ halbiert.  Die Pankte im ITnnern des Reehtecks,
die auf diesen 2+« (zu € symmetrischien) Geraden liegen, sind die
4 negativen Punkte.

Ist p>q, so ist 2> u und
(8.) ;l;(q»~l);‘k+y;'- I, (p=1).

Beide Grenzen werden erreicht, z. B. die untere fiir p~2 = ¢ = dn 41,
die obere fir p~2 = ¢ = 4n-1. Denn die A+ u positiven Zahlen

Ey-or By, oo m, sind alle untercinander verschieden, die Zahlen
1 - . .
| T (y=1) kommen alle unter ilmen vor, von den Zallen zwischen

t ¢ und %p fehlen v = ;-(p—l)—}\- . Sind dies 7, 7y, -+ 7., S0 ist
(9.) r.+r.‘:.'g+-‘.-.=-~——,;'()’+q)-

" " . . 1 1
und in derselben Beziehung stehien div zwischen © g und | p liegen-

-

den Werte unter den Zahlen £, %,,--- 5. Denn ist py—qgx = £, so ist

qx < py < Tl,—(r, -)p < |. (p-1q, also x < 1'; (p—23). Daher ist auch
1
(10) & — p(j(”"l)"”)_q(’l (l’—l)“—') - l, (p+g)-&
eine der Zahlen £,,--- 5. Wenn : (p+q) eine ganze Zahl ist, so

ist sie ein Z oder 7, d. h. ist die Gleichung py - gz = l‘ (p+ q) mog-
lich oder nicht, je nachdem ¢ I oder 41 (mod 4) ist: und das-

selbe gilt fiir :‘I“ q).  Aus dicsen Uberlegungen kann man nach
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Zewier sehlieBen, daB A+ w nur dann ungerade ist, wenn p ~ g == =1
(mod 4) ist. Man hat aber immer wnstindliche Betrachtungen anzu-
stellen, wenn man sich, wic in Gleichung (10.) einer anderen Sym-
metrie bedient, als der durch (7.}, § 2 ausgedriickten. Solcher Sym-
metrien kann man iibrigens leicht noch andere aufstellen, wenn man
P > mygq voraussetzt.

Ist £, >5,>--->7Z und 5, >» > -9, so ergeben sich mit
Hilfe von (7.), § 2 die Relationen

(11} Gi=p= ' =L=n =ELut+bh =ELnt+th, = = 2‘?'9)-

>

demnach 2 > ' (p-y)>Z.,,. Endlich fibrt die am Ende des § 4

-

hesprochene Methode von Donemer (vgl. Depexisn o, a. O. S, 33) zu
den Gleichungen

(12) 4(B+&+ - +E) = pA+p)=p, 4(n+m+ - +0) = g(A+p)—p.

Da die 2-u versehicdenen Zahlen £, -+ 5, < %-(p—q) sind,

80 ist

(13.) A—p < 1,(/“9). _5(;'--!)—1::»—;'(.;—1)—,‘.

Zum SehluB erwiihne ich noch eine Dentung der Formel (17.),
§ 2 in Verbindung mit den Formeln (11.) und (13.), § 2. Ordnet
man jeder Stelle w, v eine Zahl ¢ zn, den absolut kleinsten Rest von
=po=qu= ~{p 4 q)z (mod py), so sind unter den Zahlen, die den
g Stellen a, y entsprechen, = positiv und ¢ negativ; und unter den
Zallen, die den z Stellen - ., y entsprechen, € positiv umd y negativ.

¥4
Der dritte Beweis von Gauvss.

Durehliiuft &, die geraden, z, die ungeraden Werte von x, so ist
der Bereich (a) = (x,) -+ (x,) und analog (y) = (y,) + (). Istp=4nk1,
so durchliiuft x, die » Werte 1,3, ---2n-1. Dann gibt Gavss in
seinem dritten Beweise § 4, VI, die Formel

: .
L(A+¥) = —(g=1)n—[py<gx].

Ilier muB also unterschieden werden, ob p die Form 4n 41 oder
L 1 hat. Diesem Schimbeitsfehler ist aber leicht abzuhelfen.  Es

ist niimlich ‘ (g=1yn die Anzall der Punkte im Reehteck, deren Ab-
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zisse ungerade ist. Dalier exbiilt man, indem wan das Rechteck durch
00" teilt, die Relation

%(AH’) = [py > gqa] = [py = q(22-1)].

Denn wenn ¢(2x~1) < py <%pq ist, so ist 2r-1 <—:—p. gehirt also
dem Bereiche (x,) an.

Nimmt man dazu die Gleichung 2 -+ A" = p+ u, s0 erhilt man
die folgenden Siitze (vgl. Scuerive, Sitzungsber. 1885, S. 116 u.117):

(1) %tk’—l) = lpy <921 = [2py <9<]
ist die Auzahkl der Punkte in OO'P mit geradem y.

() %(F"F) = |py > gx0| = |py > 2gx|
ist die Anzahl der Punkte in 00'Q mil geradem .

(3) %"““’3 = lpy > 9=l = [py > g(22-1)]

! '
=g p+u) = [pn<gr] = [pQy-1) <gr|

ist die Anzahl der Punkte i OO P wit ungeradem y wnd zugleich die An-
zahl der Punkte in O0°Q mit ungeradem x.

Nach der Methode des § 2 lassen sich diese Sitze so erhalten:
Durchliiuft » die Werte 1, 2, -« ¢g~1, so ist der Bereich

te) = (29) + (29-1) () +1g9-y)
und entsprechend ist [po < ¢2x] gleich
[p2y <q2x]+[p(2y—1) < q2r) = [py < q2=] +[p(g—¥) < g2=].

Ersetzt man in dem letzten Ausdruck 2x duarveh p—(2.r-1), so geht
erin |py = q(2x-1)] dber. Wendet man ferner auf” zwei jener Aus-
driicke die Formel (3.) § 3 an, so erhilt man

p=lpy > g2l +p(2y-1) < g2r] = c~[py > q22| +[py > q(2r-1)]
oder nach (12.) und (13.), § 2

lpy = g(22=1)]=[py > g2¢] = A+ N -p'".
Durchliuft « die Werte 1, 2, -« p-1, so ist

lpy > q@x=1)|+[py = q2x| = |py > qu] = [py = qx] = p'.
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Denn wenn qu<py<-;-)u[ ist, so ist u<%p. gehort also dem
Bereich (x) an.  Mithin ist

—;—(A +¥) = [py > q(2x-1)].
Die Gleichungen
(4) (2 +%) = [p(2y—1) < g22], -:;(AH') = [p(2y=1) < q1]
lassen die interessante geometrische Deutung zu:

Das rechtwinklige Dreieck LL'S mit den Katheten % p und %q

wird durch scine Mittellinie LT (deven Gleichung p(2y-1) — g ist)
in zwei Drciecke geteilt, die gleich viele Gitterpunkte enthalten. Wind
dagegen die Ordinate P'R" des Punktes R’ in V lalbiert, so enthilt

nach (1.) das Dreicek OV nur —:. (#'=2), das Dreieck OVR' aber

1 (2" 4 2} Gitterpunkte, so daB 2 Gitterpunkte auf dem Streifen zwi-
s-cln-n den beiden Pavallelen LT und OV liegen, J. Ii. von den absolut
kleinsten Resten der Zahlen
9 29, ‘ (p=1)y  (mod 2p)
sind 7 negativ, :
Zu eincr anderen Deutung der Zahl l, (24 2") fiibrt der Beweis,
den Dimucmrr in scinen Vorlesungen (-ntw-ickelt hat:

Unler den .+ 3 Gitterpunkten in der Figur LL'P gibt es ebenso viele,
an denen die Zald py - qa gevade ist, wie solche. an denen sic wngerade ist.

Denn durchliuft x, y die Stellen, fiir die p(2y-1) < ¢2x ist, so ist
3 (~1yr-re = 0.

Ist niimlich g () die Anzahl der Werte von g, die cinem bestimmten
Werte x entsprechen, so ist

rg(e)—qx = k',

wo ' zugleich mit x die Werte 1, 2, ... : {p-1) durchliuft (Gavss,

Beweis des Lemma).  Dann st die Partinlsumme

—

S (-1 = L((—l)“"»l).






