Sur I’équation y* = o’ — Az - B dans les corps p-adiques.

Par Mademoiselle Elisabeth Lutz & Strasbourg.

Introduetion.

Dans I'étude des points rationnels situés sur une courbe algébrique, & coelficients
rationnels ¢’est plutét le genre, que le degré de la courbe qui intervient. Poincaré?)
a montré qu'une courbe de genre 1, qui admet un point rationnel peut &tre ramenée
par une transformation birationnelle & coefficients rationnels & la forme canonique
y* = 2* — Az — B. On uniformise habituellement la courbe, au moyen de la fonction
de Weierstrass, par les formules = = pu, y = } p'u. Nous savons d’autre part que les
arguments elliptiques u des points a coordonnées rati lles situés sur la courbe forment
un module par rapport & 1'anneau des entiers ordinaires, et que celui-ci est de base finie 2).

11 en résulte, que sur les courbes de genre 1, les points rationnels peuvent se déduire
par des opérations rationnelles d’un nombre fini d’entre eux.

* Mais si I'on considére les solutions (z, y), dans un corps k quelconque, de 1’équation
y* = 2* — Az — B d’une cubique de genre 1 (A et B appartenant au corps k), tout ce
qu’on sait en général, c'est que ces solutions forment un groupe abélien G *). Nous donne-
rons dans ce travail quelques résultats relatifs au cas ol le corps k est un corps
p-adique ky. Suivant I'usage ), on désignera par p = (x) I'idéal premier du corps k;, par
p le nombre premier rationnel qui est multiple de p; on aura (p) = p*, ¢ étant 'ordre de
ramification de p dans ky; si de plus N(p) = p, le degré de k, par rapport & k, sera
d = ¢f. Soit ¢ la valuation p-adique dans ky, déterminée par exemple par la condition
@(x) = w et on sait que 'on a w < 1. Alors, A et B étant des entiers de k; tels que
2% — Az — B ait son digcriminant + 0, nous étudions la courbe y* = 2® — Az — B, qui
est de genre 1. Nous appellerons point rationnel sur la courbe tout point (z, y) de la courbe
dont les coordonnées sont dans k,, ou bien le point & I'infini de la courbe; ces points
forment un groupe qui sera appelé G.

A tout point rationnel P de coordonnées (z, y), on fera correspondre le plus petit
entier naturel n = n(P) tel que za®™ et ya® soient entiers; si P est le point 4 V'infini on
pose n(P) = + co. Nous démontrerons d’abord que les points P pour lesquels n(P) = m
forment un sous-groupe G, de G, et que ce sous-groupe est d’indice fini. En introduisant,
pour les points de G,, une représentation paramétrique convenable, nous ferons voir en-
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suite que, dés que m est assez grand (et plus précisément, dis que 4m > ¢), G est iso-
morphe au groupe additif des entiers de k,; en méme temps, nous démontrons que n(P)
satisfait aux relations:

n(pf P) = n(P) + »e n(lP) = n(P) pour ! premier & p
valables dés que 4n(P) > e.

De ce qui précéde résulte en particulier, que le point P ne peut étre d'ordre
fini (dans le groupe G) que si 4n(P) é e. Sien particulier ky se réduit au corps p-adique ky
(d'ott d = e = 1), tout point d’ordre fini est & coordonnées entiéres. 1l est intéressant
d’observer qu'on déduit immédiatement de 13 le méme resultat pour le corps des
nombres rationnels, si A et B sont des entiers rationnels, tout point rationnel P d’ordre
fini sur la cubique y* = 2* — Az — B de genre 1 est & coordonnées entiéres.

Dans la deuxiéme partie nous retrouvons une partie des résultats précédent en
définissant d’aprés A. Weil dans le corps p-adique, des fonctions analogues aux fonctions
elliptiques de 'analyse ordinaire 5).

Aprés avoir généralisé aux corps p-adiques le théoréme de Cauchy sur I'existence
des solutions d'un systéme d'équations différentielles, nous définissons au moyen d'un
tel systéme les fonctions dont il s’agit. Elles permettent de démontrer 4 nouveau I'iso-
morphie du groupe G, avec le groupe additif des entiers p-adiques dés que m est assez
grand; et méme la limite qu'on obtient pour m par cette méthode, est plus précise que
celle que fournit le raisonnement direct; dans le cas o0 p = 7.

Qu’il me soit permis d'exprimer ici ma sincére reconnaissance & M. A. Weil, pour
'aide qu'il m'a apportée au cours de ce travail.

§ 1. Etude algébrique du groupe G.

Le groupe abélien G formé par les points rationnels peut &tre défini de la maniére
suivante: & deux points rationnels Po(zg, %), Py(%,, ¥,) nous ferons correspondre le point
Py(2q, y,) symétrique par rapport 4 Ox du troisitme point d'intersection de la droite
Py P, avec la cubique et nous éerirons P, = Py + P;. On trouve facilement les coordon-
nées du point P, en fonction de celles des points P, et P;; on a en particulier:

— g\t
= (25 — (a4 50,
Si P, se confond avec P, on prendra au lieu de la droite P P, la tangente en P,
a la cubique et 'on écrira 2P, = P,, avec
3§ — A\®
- z,=( o7 ) — 2z,.
Le point — P, sera le point de coordonneds (x,, —y,) et le point 4 l'infini de la courbe
étant considéré comme point rationnel, sera 1'unité de notre groupe G.

Tout point rationnel P sur la courbe a des coordonnées de la forme (§x—", f—5) *
n étant un entier rationnel = 0, &, » étant des entiers de ky, premiers @ p si n > 0. En
effet soit (z, ) un point rationnel: si z est entier p-adique, y I'est aussi. Si d’autre part
@(z) > 1, on aura
o(2°) = [¢(2)] > ¢(Az) et ¢(a%) > @(B) done @(y*) = ¢(#* — Az — B) = ¢(2%),
en ce point nous avons done:

@(z) =w"  @(y)=w, n=>0
de sorte que les coordonnées z, y sont bien de la forme
z = fin Y = e
4) A. Weil, Sur les fonctions lliptiques p-adiques, Comptes rendus Ac, des Sciences Paris 208 (1936).
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avec £, n entiers premiers & p; et &, 5 satisfont A I’équation:
7 =& — Afa' — Bate,

A tout point P correspond ainsi un entier n = 0 bien déterminé qu'on désignera
par n(P); si P est le point & l'infini on posera n(P) = oo,

Théordme 1. Les points P pour lesquels n(P) = m forment un sous-groupe Gy, de G,
d'indice fini dans G, quel que soit Uentier m > 0.

Soient en effet deux points rationnels P, et Py, et Py == P, P,; et supposons
d'abord que n(P,) > n(P,) donc n(P;) > 0. Nous pouvons écrire la formule d’addi-
tion sous la forme:

='A (7o + 1) + 2§20 + 2§27, + 24, y.:i ";v

Ta

(@9 — ,)*
d’ont
pla) = P — ()
et par suite:

n(Py + Py) = min [n(Py), n(Py)] si n(Py) = n(Py).
Nous aurions de méme
n(Py— Py) = min [n(Pg), n(P)] si n(Py) #+=n(P,).

Supposons maintenant n(Pg) = n(P,); nous pouvons éerire Py = Py, — Py;

si n(Py) # n(P,) on aura

n(Py) = min [n(Py), n(Py)]
done n(Py) = n(Py). On a donc en tout cas:

n(Py) = min [n(Py), n(Py)]
ce qui montre bien que G, est un sous-groupe de G.

Pour démontrer la seconde partie du théoréme, nous devons examiner & quelles
conditions deux points P,, P, de G doivent satisfaire pour que P, — P, soit dans Gy,
c'est-d-dire pour que n(P, — P;) = m; nous pouvons supposer que ni P, ni P, ne
soient dans G,; alors, on devra avoir, tout d'abord, n(Pg) = n(P,) = n'<<m. Soient
(Eom", nom—™) et (&7, n,7w—") les coordonnées de P, et P,, avec:

=& — Afymw'® — Ba', i = & — A§,n'* — Bai~.
11 est clair, d’aprés la formule d’addition, que la condition nécessaire et suffisante
pour que n(P; — Pg) = m, si n(P.) = n(P,) < m, est que l'on ait:

—To (== 0 mod p~);

yl U+ Yo
c'est-a-dire:
fh - L3 =0 (mod pm—+).
Or on a:
G —& _ Th— e

m+ne &+ &&+ & — AW
Une condition nécessaire, pour que n(P, — P,) = m, est donc que
§H=1&, m=n (modp=—)
et méme cela est suffisant si n > 0, car alors, si p 4= 2,
' M+ o= 21, % 0 (mod p)
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et si p £ 3,
&+ &oéy + & — Aa* =385 =0 (mod p).
11 g’ensuit en particulier que Gu_y/G, est un groupe fini, si m > 1, done déja que G,, est
d’indice fini dans G,. Reste & examiner G/G,. Pour cela, nous allons faire voir que si
n(Py) = n(P,) =0, on peut trouver r assez grand pour que n(P, — P,) = m dés que
les congruences
fy ==&y, = (mod pr+=)

seront satisfaites.

En effet, si elles le sont et que n(P, — P,) < m, on devra avoir, d’aprés ce qui
précéde:

it =0, H+&E&H+H—A=0 (mody).

29=0, 3§ —A=0 (modp).

On en déduit:

Mais on a l'identité:
4A% — 21B* = (2 — Az — B) P(z) + (32* — A) Q(z)

ou: P(z) = — 184z + 27B et Q(x) = 6A2® — 9Bz — 4A* sont des polyndmes & coeffi-
cients entiers; en y faisant z == &, on voit donc que

2(4A* — 27B*) == 0 (mod p).
Si done on désigne par p® la plus haute puissance de p qui divise 2(44* — 27B%), on
voit que les congruences

§r=4&, M= 1 (modyp+=)
entrainent bien que n(P; — Py) = m, pourvu qu'on ait pris r > A. Le théorime est
ainsi complétement démontré.

Pour aller plus loin, il est utile de se servir d’une représentation paramétrique de

la courbe; nous considérons la suivante:

x—-:‘-, y-.g).

ol ¢(t) est défini par
6(t) = (1 — At — B =1 4 3y &
avee y, = — A2, y3 = — Bj2, etc. Il est clair que 8i £ = 0 (mod p=) et si la série «(t)
est convergente, les formules ci-dessus définissent un point P de la courbe, et que ce
point appartient & Gg.
Or on sait que dans la série
A4ut=1+tu—ju+fgud—---
les dénominateurs des coefficients ne contiennent pas d’autre facteur premier que 2,
et que le dénominateur du coefficient de " divise 2”. Il en résulte que la série ()
converge, si p 2, dés que t = 0 (mod ), et, si p = 2, dés que t =0 (mod p*), u étant
le plus petit entier plus grand que -%; 8i p # 2 nous poserons u = 1, de sorte qu'en tout

cas les formules ci-dessus définissent, pour t==0 (mod p*), un point de G,. Mais réciproque-
ment, tout point P de G, correspond ainsi & une valeur de ¢, définie par les formules

t=

la série étant convergente pourvu que P appartienne a G,.
Journal flr Mathemstik. Bd. 177 Heft & 31
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Soient maintenant P,, P; deux points de G,, correspondant aux valeurs f,, t,, du
paramétre t; posons e = &(t,), & = £(t;). Désignons encore par t, le paramétre du point
Py = P, + P,; nous allons calculer ¢, en fonction de &, t,. On a d’abord:

o ab—ed STAHOEERET R g4 dds
@ =2 lhlo— h) tota(t — £5) tohilta + 1)

en posant:
-— ‘0
6= 2 Yo —— ™
Alors la formule d’addition pour z sorit:
1 “
=5 1 — 21t 1yt U] .
a=a= “)g[ ot + toty + ) 0+ 54 67
L’ambiguité de signe pour t, e léve aisément en considérant aussi y,; et I'on obtient:
= 1= 2666 + o+ ) 0+ 44 07

le second membre réprésentant le développement en série qui lui correspond au moyen
de la formule du bindme, pourvu que ce développement soit convergent: il en est évi-
demment ainsi pour p # 2, car alors 0 est entier, et 1'on obtient, dans ce cas:

l +l =1 (mod pw-)*ﬂ’.))

en supposant par exemple n(Pg) = n(P,). On a donc & fortiori, pour p # 2, chaque
fois que P,, P, appartiennent tous deux & Gy:

ty =ty + t; (mod p*)
et en particulier, par récurrence sur I:
U{LPy) =1 -1(P,) (mod p*)
d'on, pour I = p, et 8i n(Py) = n:

t(pPo) —
PH(Py) =1 (mod p**—)

et par récurrence sur v:

UPPo) _ 1 (mod p—)

PriPy)
donc enfin, en combinant les résultats ci-dessus:
HIPy) =1 (mod pir—e)

WPy =
quel que soit I. Il en résulte en particulier que, si 4n(P,) > ¢, 1’on aura, si p* est la plus
haute pui de p contenue dans [: -

n(lPg) = n(Py) + ve.

Soit done, pour p % 2, « le plus petit entier plus grand que 4 ; de ce qui précéde

rés ulte évidemment que, si P, appartient & G,, et si la suite d’entiers ordinaires k con-
verge p-adiquement vers un entier p-adique L, les nombres t(/; Py) convergeront p-adi-
quement vers une certaine valeur de ¢: le point de la courbe qui correspond a celle-ci
sera désigné par L - B et I'on voit ainsi que G, peut étre considéré comme un module
par rapport & T'annéau des entiers p-adiques.
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Pour p = 2, on a des résultats semblables, mais un peu moins précis. Une évaluation
facile montre que 1'on a, si P, et P, appartiennent & Ga, et pourvu que m = e:
ty= 1o+ 1, (mod p=—%)
résultat qu'on pourrait d'ailleurs encore améliorer quelque peu. On en déduit, comme
plus haut:
((IPg) = Ut(Pg) (mod p—=)
H2Pg) _ Pyt
(P = 1 (mod p* )
t(1P,y)
U(Py)
et si 2' est la plus haute puissance de 2 qui divise :
n(lPg) = n(Py) + ve
pourvu que n(Pg) = e. En posant x = ¢ pour p == 2, il en résulte, comme plus haut, que
G, peut étre considéré comme module par rapport A 'anneau des entiers p-adiques. De
1a on déduit auvseitdt la structure de G,; plus généralement, on a le théoréme suivant.

Théoréme IL Soitﬁunemicr>£,sip4=2, et Zesip=2 Alors Gy est iso-

=1 (mod pinPa-3r)

morphe au groupe additif des entiers p-adiques.

11 suffit de faire voir que G, posséde une base de d = ef éléments indépendants par
rapport & I'anncau des entiers p-adiques. Pour cela, choisissons, parmi les valeurs de ¢
qui sont = 0 (mod p”), f valeurs £{”, £”,...,44” formant une base minima de y’/p"**; et de
méme choisissons pour p=1,2,...,e —1, des valeurs £%,¢% ... 1 qui soient
= 0 (mod p***) et formant une base minima de p**4p*****, Soient P/ les points corre-
spondant & ces ef valeurs de ¢; et soit t°** la valeur ¢ du paramétre, qui correspond au
point PE* = p* PP, Soient P, un point quelconque de Gp, et t, son paramétre; il
y aura des entiers n{, bien déterminés mod p, tels que

ty= Z n’t? (mod p*’);

alors le point P, = Py — Zni® P{” appartiendra & Gp,1, et, 8'il correspond & la valeur
t, du paramétre, il y aura des entiers n{", bien déterminés mod p, tels que
= P (mod P*;
en continuant ainsi, on voit que le point
n—1
Py=Py— 3 Znf PP
appartient 4 GM‘;‘E et I'on a done:
e—1 f =
— ' pie) (e+ve) v
r=Z 30| Enier],
on voit en méme temps que cette expression de P, est unique, de sorte que le théoréme
est démontré.
Une éq! intér te des résultats ci-dessus, ¢’est qu'un point P de G ne
peut étre d’ordre fini dans G #'il appartient & Gy; en particulier, si e = 1, un point P
d’ordre fini dans G est d coordonnées entiéres.
Si maintenant nous idérons les solutions, dans le corps des nombres rationnels

ordinaires, d’une équation y* = 2® — Az — B 4 coelficients entiers rationnels, elles
31*
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forment un groupe qui est contenu dans le groupe des solutions p-adiques de la méme
équation, et cela quel que soit p. Une solution en nombres rationnels ne peut donc étre
d’ordre fini que si = et y sont entiers dans tout corps p-adique, ¢’est-d-dire 8'ils sont
entiers rationnels. Cela étant, la détermination effective de ces solutions est fournie par
le théoréme suivant:

Théordme IIL Soit y* = 2 — Az — B une cubigue de genre 1 a coefficients entiers
rationnels. Tout point P(z,y) d coordonnées rationnelles, et d’ordre fini dans le groupe
des points rationnels sur la cubique, est @ coordonnées entiéres, et tel que y* soit égal 4 0
ou @ un diviseur de 4A® — 2752,

La premiére partie étant déja démontrée, idérons le d point. Si P est
d’ordre fini, il en est de méme de 2P, qui doit donc &tre aussi & coordonnées entiéres
'l n’est a l'infini; ce dernier cas se présente si y == 0; 8'il n’en est pas ainsi il faut et
il suffit, pour qu'il soit & coordonnées entitres, que l'on ait:

328 — 4 =0 (mod 2y).

Mais on a l'identité:
(32 — A)? (32 — 4A) = — 4A* + 278 (mod 2®* — Az — B)
et par conséquent, dans le cas présent:
— 4A% 4 27B* =0 (mod 3*)
ce qu'il fallait démontrer.

§ 2. Les fonctions elliptiques p-adiques.

On peut obtenir une partie des résultats précédents par une autre méthode en
utilisant les fonctions elliptiques p-adiques définies par A. Weil #). Nous allons reprendre
cette définition, en I'étendant au cas p = 2.

Nous définirons d’une fagon formelle la dérivée d'une fonction développée en série
entiére: par le développement dérivé, ceci est possible puisque ce développement est
convergent dans le corps p-adique dés que le premier I'est. Dans ces conditions les
propriétés habituelles de la dérivation sont encore valables.

Nous commencerons par donner une démonstration générale du théoréme d’existence
des solutions d'un systéme d'équations différentielles dans le corps p-adique, théoréme
que I'on peut énoncer de la maniére suivante.

Théoréme IV. Soit un systéme d’équations différentielles

0 e P24 Y 1) (i=1,2...n)

les F; étant des séries de puissances en z, ¥y, . . ., y, & coefficients dans ky convergentes dans
un certain voisinage p-adigue de x = y, = 0. Ce systéme admet une solution et une seule
de la forme y; = f;(z) telle que f,(0) = 0, les f; étant des séries de puissances de x conver-
gentes dans un certain voisinage de z == (.

Posons en effet:
F‘(’v Ypr ooy !I,.) =2 a‘(,‘zl...'.
les coefficients a étant des nombres de k.

Le deuxiéme membre, série entitre par rapport aux puissances positives croissantes
de x et des y,, est supposé convergent dans le corps p-adique dés que:

(2) z=0 (modp"), y =0 (modp%).

SR
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Dans chacune des séries F;, tous les termes, sauf un nombre fini d’entre eux, sont
des entiers p-adiques dés que x et y satisfont & (2), ou en d’autres termes les nombres
() "»ﬂ+v|ﬁ|+-~~+v.ﬁ.

Bryrry
sont entiers & I'exception au plus d’un nombre fini d'entre eux; et par suite on peut
trouver g, tels que ces nombres devi t entiers si on les multiplie par =%,

Faisons alors dans les équations proposées la transformation:
r=wz', .y =a"y.
Les coefficients des nouvelles équations seront
(7 r—ﬂ.+w+-,ﬂ, Tt tbog iy

Guv,vy...vq
et ils seront tous entiers si 'on prend pour y le plus grand des nombres «, 8, + o,.
Nous sommes donc ramenés au cas ot tous les coefficients des séries F; sont entiers.

Or les équations (1) nous permettent par différentiations successives de calouler
formellement les dérivées d’un ordre quelconque de y; par rapport & z pour z = 0, qui
seront des polyndmes & coefficients numériques entiers par rapport aux coefficients

al® des séries F; les séries
CLRIRL ™ ‘ L
dy, d‘y‘) Ty d‘y‘) o
@) (dz)‘*(dz- at g et
satisfont formell t aux équations (1). Mais elles convergent en méme temps que

la série exponentielle c¢'est-d-dire pour z=0 (mod p*) 8i p > p_i_i Le théoréme est

done démontré.

Ce résultat va nous permettre de définir dans le corps p-adique k, des fonctions
analogues aux fonctions elliptiques de 1'analyse ordinaire. Habituellement on exprime
les coordonnées z,y d'un point de la courbe y* = 2z® — Az — B par les formules
z = pu, y = } p'u; pour obtenir une représentation semblable dans k, le plus commode
sera de se servir de la fonction auxiliaire t(u) = (pu)~% qui n’est pas autre chose que le
paramétre ¢t dont nous nous sommes servis au § 1; en analyse ordinaire cette fonction
satisfait & 1'équation différentielle

"—‘ = (1 — A1t — B},

Plag int t danc le corps p-adique, et considérons 'équation diffé-
rentielle ‘
dt 1 -
=~ At =B =t +'§;y_r".
D’aprés le théoréme IV, cette équation définit une fonction t(u) telle que #(0) = 0, déve-
loppable suivant les puissances entiéres de u:

d't
t(u) = 2’ l(du'),“ =u— 10“‘—1—4" +-

le développement étant convergent dans un voisinage de u = 0 qu'il est facile de déter-

miner. En effet, soit o, comme plus haut, le plus petit entier > = T si p + 2 1'équa-

tion différentielle est & coefficients entiers, et la série #(u) converge pour u =0 (mod p*);
8i p # 2 on transformera I'équation différentielle en une équation A coefficients entiers
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par le changement de variables t = n%’, u = =*u” si 1 est le plus petit entier = ;—, done

la série ¢'(u') converge pour u’== 0 (mod p¢), et t(u) converge pour u =0 (mod pe+?).
De plus, considérons, pour p # 2, la série

t(u) o dde\
= —i=2 71(47 v
on vérifie facilement que tous ses termes sont == 0 (mod p) pourvu que == 0 (mod p'),
o' désignant le plus petit entier tel que
R
R VIR
! ’
et de méme, pour p = 2, la série '_('I“,l — 1 a tous ses termes ==0 (mod p) si u'=0

(mod p¥'), o" étant le plus petit entier > gc Désignons done par o l'entier p"si p + 2

8
et I'entier p” 4 A 8i p = 2; on voit qu'en tout cas, si
u=0 (mod p°)

la fonction t(u) est définie et telle que
t—(::—) =1 (mod p).

A partir de cette fonction {(z), nous pouvons maintenant, pour u == 0 (mod p°),
définir les fonctions
1 N [
P =gy PR T Puydu
qui eatisfont évidemment & 1'équation
%—p"u = piu — Apu — B
de sorte que le point
z=gpu, Y= %p’u
est un point de la courbe y* = z* — Az — B, et plus précisément un point du groupe
Gu siu=0 (mod p™) et m = o. Et réciproquement, tout point de G,, correspond ainsi
& une valeur de u et une seule; car on a vu dans le § 1 qu'a tout point P de G, correspond,
8im = pu (avec u =1 pour p 4 2 et u étant le plus petit entier > —;—sip=2) une
valeur de t bien déterminée, = 0 (mod p™); alors u est déterminé au moyen de ¢ par
I'équation
du -
4 = (1 — At — Bey
d'olt
wlt) = f (1 — At — BSybdt = ¢ + g+ Ba,...
4 14

et 'on vérifie immédiatement que la série u(t) est convergente, et a tous ses termes, &
partir du second, == 0 (mod p°), pour ¢== 0 (mod p).
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Enfin, considérons le théoréme d'addition auxquelles satisfont, en analyse ordi-
naire, pu et pu: ce théoréme s’exprime par des identités algébriques auxquelles satisfont
les coefficients du développement en série de t(u), coefficients qui sont des polynémes en
A, B A coefficients numériques rationnels; il reste donc valable en analyse p-adique. On
en déduit que si les points Py, P, de G correspondent aux valeurs ug, #, du paramétre u,
le point Py == P, -+ P, correspond & uy, = uy + uy. Il y a donc isomorphie entre G, et le
groupe additif des nombres u = 0 (mod p=): c’est 1d un résultat moins précis que celui du
théoréme 11 pour p == 2, 3, 5, mais plus précis dés que p = 7.

Eingegangen 28. Dezember 1986,



