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SEANCE DU 12 FEVRIER 1031. H8n

THEORIE DES NOMBRES. — Sur les approximations diophantiennes linéaires
P-adiques (1. Théorémes généraux. Note (*) de M Evisasers Lutz,
présentée par M. Paul Montel.

Soient Z I'ensemble des entiers rationnels, P un nombre premier, O, le
corps des nombres P-adiques, pour ze Q,,;a, » la valeur absolue P-adique
(avec 'P|,=P~'), E, 'ensemble des entiers P- -adiques; on utilise dans Q la
mesure invarianie par translation avec mes (E2)=1. Une fonction & valeurs
réelles> o sur Qj sera dite une forme hyperconceze si f(tx)=/|tl, f(x) pour
toul t€ Q, et si flx+ y) ZMax(/(z), f(y)).

Soit alors U(c¢) la mesure de I'ensemble défini par f(2)-Zc et z€E}. On
démontre que l'inégalité f( ). c définit un sous-groupe G de 1, de dimension
linéatre n et de déterminant m(G)=U"(c). S ' €E;, f(z+x)Zc
définit dans 1" une classe par rapport ¢ G.

Soient R 'ensemble des nombres réels et g(y) une norme sur R, V la mesure
de Pensemble J défini par g(y)<1, n la densité maxima des empllementb
d’ensembles congrus 4 J par les translatlons d’un réseau de R". On a alors les
résultats suivants :

Il existe x € 7" tel que

i

Slz)=e, o< g(z) =2V~ e))n,
Il existe n éléments linéairement indépendants ', ..., x de 7 tels que :
flxty=—e¢ (1-2=(.Zhn), 2" (n I VU(e) )yt (2’-"')....{.9‘(;1‘”)if:z”t\-’[](n))"'.
Pour tout x'® € kg, il existe v €7 tel que :

Sl —r9y_e et gloey ol (glxt)—+~...—wlx")).

Il existe x* € E; tel que :

Ne+rtyZe et glay<a glon)—

-

7 1

‘,_res.p.( rr) < An VU {e)) 51_?)

n'aient pas de solution en x €1", ¢ constante ne dépendant que du choix de g
avee ¢ =o' (gle, ) +...+ g(e,) (ey, ..., e, désignant les vecteurs unitarres sur
les axres).

Sid 'y a pas de solution en x€l" a f(x)Zc, o< g(x)Le, et pas de
solution en x €71 a4 f(xr4x")-Ze, g(x)=Ze, pour quelque " €E!, alors :

T ey < 2t (VU (e))0,

(*) Séance du 5 février 1951,
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Ny . = o s . .- * - . *
Soient L) =Na;:x;, 1277 n, 1= ] pdes formes linéaires P-adiques
J jLdy Vo O Ty < J =P . q
(a;€(),) en nombre quelconque et }; des entiers rationnels. Posons

S(z)— Max L;(.x) P,

¢’est une forme hyperconvexe pour laquelle U= U(1) = min det(D) 3" ot D
décrit tous les mineurs de rang n du tableau des n 4 p formes z,, ...,
z,, Li(2)P~", ..., L,(x)P~"*. Sile systéme des L;(x) est de rang p, pour
des %, assez grands (le systéme restant fixe), on aura U = m P~ =" ol m ne
dépend plus des &;. On se servira de ce fait pour traduire les énoncés preéce-
dents en théorémes sur les solutions de

Li(x) Ipé,P—}\f (resp. 'L;j(ar) + ") pZ P, 2% e ki)

en x € Z" assujettis & 0 < g(x) < c (resp. a g(x)=<"c).

On peut d’ailleurs généraliser les énoncés initiaux (et par conséquent ceux
relatifs aux formes linéaires) au cas ou l'on considére simultanément plu-
sieurs nombres premiers P,, ..., P, et des fonclions hyperconvexes /; ()
sur chaque Qi & partir du fait que les inégalités fp(x)="cs, définissent
sur Z* un sous-groupe G de dimension - linéaire n et de déterminant
m(G)Z U (e,) ... Ut (e,,) (avec égalité si les P; sont distinets) (*).

Bornons-nous pour simplifier 4 un seul nombre premier P, 4 un systeme
canonigue de formes linéaires & coefficients dans E;, Ly(z)=x,+ Za, 2.,
1 2iLq, 1] Zp, p+ q=net aux inégalités « & un parameire » relatives
3 1a norme réelle H(x) = Max |z, 1Lk n. Onpose L(x) =Max|L;(x)l.
Dans la suite % désignera toujours un entier rationnel >o. On a alors en
particulier les énoncés suivants :

Pour tout 7. L(x) =P " a une solution en x € " avec

o< H() g Prra

et n solutions linéairement indépendantes en x e avec

Pr(nl)y~' ZH(zt)... H(z") < P

St L;(x) est un systéme nron annulable (L(z) >~ 0 pour tout x € 1" et Z0)
alors L(z)PH(x)" £ 1 a une infinité de solutions en x € L primlifs.

S¢ pour un k et un x'* €E; il n'y a pas de solution en x € 7na L(2) =P,
o<l H{(x)Le, Py nia L(x+a'") < P, H(z)<Zc. P""onac} 'c;27"n.

Appelons régulrer un systéme L;(z) tel que pour un ¢ >0 convenable et
une infinité de valeurs distinctes de A L(2)ZP~*, o< g(ax)LcP"” " n'alt

(') Cf. pour certains de ces énoncés dans le cas ot g(x) = Max | L} (2)| les L} () étant
n formes lindaires indépendantes a coefficients réels : K. ManLeg, Jahresh. D. M. V., &4,
1934, p. 230-255.
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pas de solution en weZ". Si L;(z) est régulier alors pour une constante ¢’ > o
convenable et pour tout ' €K}, L« + 2 Y H(x)'.Zc' a une infinité de solu-
tions en t €71.".

ANALYSE MATHEMATIQUE. — Nouveaux théorémes pour l'intégrale de Laplace.
Note de M. Huserr Devaxe, présentée par M. Paul Montel.

I. Préliminaires. — Dans tout ce qui suit, V(¢) est une fonction réelle de Ia
variable réelle positive ¢, de la forme V(#) =L(¢), ot ¢ est un nombre réel
et Li(2) une fonction positive définie pour ¢ positif assez grand et possédant la
propriété suivante :

Quels que soient 7, et », satisfaisant & 0 < &, < &, quand ¢tend vers -+ =,
L(~t)/L(¢) tend uniformément vers 1 pour A,__ %2 %..

E désigne un ensemble quelconque de nombres réels positifs, supposé non
borné supérieurement, et & une variable réelle positive.

() étant une fonction réelle ou complexe de la variable réelle ¢, définie
pour > o et bornée sur tout I'intervalle fini, on pose

wylz, B, )= lim — [} Sup x0'y—a(l) J

bz \(/) '.-:-ﬂ;:.f——’.!
{eR

wv(%, E, &) peut prendre une valeur finie positive ou nulle ou la valeur + =,
et c'est une fonction non décroissante de A.

On désigne par sv¢(2, /) la valeur de wy(a, E, /) pour E égal 4 I’ensemble
de tous les nombres positifs.

Ou bien wy(2, h)=-4» quel que soit /& positif, ou bien ¢ (a, hY< +
quel que soit & positif.

Dans ce dernier cas, quand A tend vers zéro, w,(=, ) tend vers une limile
linie wy (%, 4+ 0) et, quel que soit E, a(a, B, 4) tend vers une limite finie
wy(e, E, 4+ o).

De plus, on a aussi ou bien wy(«, /) >0 quel que soit A positif, ou bien
wy(a, h)=o0 quel que soit A positif.

Dans le cas ol1 (7) est réelle, on pose

l-t}e-l-E:c
et
. — I . L. .
wv(z, B, /1)y =ilim ——1{ Su 2(F)y—z2(H)]1.
\( y 1y 1t) [E++z\l{()’f—'fl£g£f[ (L) \ )]‘
el

@y(, E, /) et @ (=, E, #) sont positifs ou nuls et finis ou non, et ce sont
des fonctions non décroissantes de h. On désigne par o,(«, /) leur valeur
commune pour E égal a I'ensemble de tous les nombres positifs.

“



