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20 | ACADEMIE DES SCIENCES.

CORRESPONDANCE.

M. le Secriraire pereiTurL signale parmi les piéces imprimées de la
Correspondance :

Les douze premiers volumes du Recuetl des Traveux de U Institut de Chimie
biologique de la Faculté de Médecine de Sti asbowg, dlrlge par M. MAUR[CE
Nicroux.

THEORIE DES NOMBRES. — Les solutions de I'équation y* = x° — Axr—B

dans les corps p- adzques Note de M" Ewrisapera Lutz, présentée par
M. Elie Cartan.

Les points & coordonnées rationnelles situés sur une cubique de genre 1,
y*=ua’—Ax—1DB, A et B étant des nombres rationnels, forment, en
vertu -des formules d’addition des fonctions elliptiques, un groupe ahé-
lien G; Mordell a démontré d’ailleurs que G est de base finie (). Si, plus
généralement, on suppose que A et B appartiennent a un corps quel-
conque £, et qu'on veuille étudier les solutions (x, y) appartenant a. £,
celles-ci formeront encore un groupe abélien G (?).

Nous donnerons ici quelques résultats relatifs au cas ot le corps 4 est un
corps de nombres p-adiques ky; comme d’habitude, on désignera par
p=(mn) I'idéal premier (unique) du corps kyp, par p le nombre premier
rationnel qui est multiple de p; on aura (p)=1y¢, e étant 'ordre de rami-
fication de p dans 4Ay; nous supposerons p = 2. Nous supposons, d’autre
part, que A et I3 sont des entiers de £y lels que #* — Ao — B n’ait pas,
dans 4y, de racine double; la courbe y* =z —Ax— 1 est alors de
genre 1. Les points sur la courbe dont les coordonnées sont des nombres
de ky seront appelés points rationnels sur la courbe; et 1'on considérera
également comme tel le point & I'infini de la cubique.

[Le groupe abélien G formé par les points rationnels peut étre défini de
la mani¢re suivante : & deux points rationnels P, Q nous ferons corres-
pondre le point R symétrique par rapport 8 Ox du troisiéme point d'inter-
section de la cubique avec la droite PQ, et nous écrirons R=P 4+ Q; 51 Q
se confond avec P, on prendra, au lieu de PQ), latangenteen P & la cubique,

(Y Mowbptir, Proc. Cambridge Phil. Soc., 21, 1922, p. 179; ef. aussi A. Wgi,
Bull. Sc. Math., 2° serie, 8%, 1930, p. 132.
(%) Gf. B, Hasse, Hamb. Abhandl.. 10, 1934, p. 325,
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et 'on écrira R == 2P. L’unité du\groupe’ (5 est le point al'infinidela courbe.
Les formules donnant les coordonnées de R au moyen de celles de P et ()
ne sont autres que les formules d’addition (ou, si P et Q se confondent de
duplication) des fonctions elliptiques. | |

- On démontre facilement que tout’ pomt rationnel. P sur la courbe a des
coordonnées de la forme (En—2", vy=—?*), n étant un entier rationnel >o,
et £, v étant des entiers de ky premiers @ p st n5# 03 a tout point P corres-
pond ainsi un entier n 2o bien déterminé, qu'on désignera par n(P);si P
est le point & P'infini, on posera n(P) == o . Cela posé, il résulte des for-
mules d’addition que les points P pour lesquels n(P)2ni. forment un sous-
groupe G, de G quel que soit Pentier m > 0. En exprimant [es condilions
auxquelles doivent satisfaire P et Q pour que n(P — Q)2m, on trouve de
plus que le groupe-quotient GJ(x,, est fini quel que soit e > o.

Pour aller plus loin, il est commode de se servir d’une représentation
paramétrique du groupe G,. Soit P=(=x, ¥) un p'oint de G,; on
aura x=—~tn"", y-=1mn" *‘”,, ol n21 et &, 7, sont premiers & P; on aura
donc 72 =&" — Af"'- m__Brtr d’ot = 2 (p*"); £ est donc résidu quadra-
tique modulo p, et, puisque p % 2,1l y aura un entier p-adique < (et un seul) .

tel que *=¢, FF=7(p"). Si alors on pose zzﬁ”/*’-', on aura x==("
ety =¢*(p*); 4 tout point P de G, correspond ainsi un entier ¢ et un seul,
qu'on désignera par ¢(P); et a tout enlier £=o(p) correspond un point

de G,. On déduit alors des formules d’addition les congruences suwantes

1° sl n([’)_n n(Q)zn,

t(P—I—Q)
t(P) -+ 1{Q)

—

(pH)s
2° sin(P)=n, -
| t(kP)=khe(P) (p""’”) quel que soit A;

3° s1n(P) = n,

=1 (p"¢) quel que soit &.

1 en résulte en particulier que si 47(P) > e, l'on aura n(AP)= n(P)
pour k premier a p, et n(p'PY=n(P) 4 ve; et qu’alors, si les £; forment
une suite d’entiers ordinaires convergeant p~adiquément vers un entier
- p-adique K, les ¢(£;P) convergeront p-adiquement vers un entier T : le
point correspondant & T sera désigné par KP. Soit alors @ le plus petit
entier naturel tel que 4a > e; on déduit facilement de ce qui précede la
structure du groupe G, : G, peut en effet étre considéré comme module par
rapport au groupe des entiers p-adiques, et, comme lel, on trouve qu’il
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posséde une base de «/ éléments, o étant le degré de %, par rapport au corps
p-adique ,; autrement dit, (3, est un produit direct de d groupes isomorphes
au groupe additif des entiers p-adiques.

De ce qui précéde résulte en particulier que le point P ne peut étre
d’ordre fini (dans le groupe G) si 47(P) > e. Si en particulier ky se réduit
au corps p-adique £, d’olt d = e =1, tout point d’ordre fini est a coordon-
nées enticres, 11 est intéressant d’observer que le méme résultat subsiste
pour le corps des nombres rationnels : si A et B sont des entiers -
rationnels, tout point rationnel I d’ordre fini, sur la cubique de genre 1
Y=’ — A.,v — B, est & coordonnées entiéres; en appliquant ce résultat a
lafoisa P et a 2P, on trouve que pour un tel point 'entier y doit étre un
diviseur du discriminant 4A°—27B? d'ou I'on déduit aisément, pour
toute équation donnée de cette forme, la détermination compléte des
solutions d’ordre fini. |

THEORIE DES NOMBRES. — Sur les fonctions elliptiques p-adiques.
Note de M. Anpri: WEIL, presentee par M. Elie Cartan.

On peut retrouver une partie des résultats contenus dans la Note
ci-dessus de M" E. lutz par une autre voie, en uniformisant la courbe
y'=a"— Ax — B, dans le corps p-adique, au moyen de développements
en série formellement identiques & ceux des fonctions elliptiques en
analyse ordinaire. On uniformise habituellement la courbe au moyen de la
fonction de Weierstrass, par les formules o = pu, y=p ‘uf2; mais ces
fonctions se prétent mal & des développements en série autour de | origine
qu’on puisse aisément généraliser au cas p-adique; et Pon a vu dans la
Note de M" Lutz comment I'étude arithmétique du probléme conduit i

. 1 _
mtroduire le paramétlre z—=x *. Nous allons doric montrer comment on

1
peut étendre aux corps p-adiques la définition de la fonction o(u)=[pul *;
cette fonction satisfait & I’équation différentielle

. s de AT R
(o | dlu)= - =y1— Agi—Bes,

Ooun encore
dg
2
VI— Agr— Bcp“

(2) elee —

et au moyen de celte fonction les coordonnées #, y d'un point de la courbe



