POSITION RELATIVE DE DEUX VARIETES LINEAIRES
FERMEES DANS UN ESPACE DE HILBERT

PAR

JACQUES DIXMIER

E principe des images, dd & J. vox Neumany [9], est
spécialement utile dans I'étude des opérateurs
linéaires fermés. Il raméne, dans une certaine

mesure, les problemes relatifs & ces opérateurs, a des
problemes concernant la position relative de deux
variétés linéaires fermées. Jurma [3] a montré que cette
derr_xiére question joue un role capital dans plusieurs
cas intéressants. Dans cet article, on donnera : 1° une
étude de la figure constituée par deux variétés linéaires
fermées (') ; 2° en application, des démonstrations sim-
pl'iﬁées de certains résultats connus (notamment la
décomposition canonique des opérateurs linéaires

fermés), et quelques propriétés algébriques des opé-
rateurs.

NOTATIONS

Abréviations :

opérateur : op.
fermé : f. <

: variété : var.; linéaire : 1.;
Nous ne précisons pas les notations classiques et universelles.
A. UBetANB désignent respectivement la réunion et l'inter-

section de deux ensembles A et B: A < B signifie I'inclusion au

sens large de A dans B.

_l’ar espace de HiLBERT, on entend un espace vérifiant les
axiomes A, B, G de [10] (sans restriction concernant le nombre
de dimensions de I'espace).

Dans 76, espace de Hisert, on désigne par { b} et[MW] la plus

p.etile var. L. et la plus petite var. 1. f. contenant un ensemble Jb.
8i V, et V, sont deux var. 1., on pose

V.-I-V,:{V,UV,}, VieVa= [V, Va}

On désigne par o la var. 1. réduite & 'élément nul. Deux var. 1.

Vi, V, sont dites disjointes si V, \ V, = o.

On d’eSEgne par Py (resp. Sy) I'op. de projection sur V (resp.

Symétrie par rapport a V, ¢f., p. 388).

Deux var. 1. f, Vi, V; sont dites compatibles (Niconym) si

Py, Py, = Py, Py,.
SlAA est un op., on désigne par D4 son domaine dexistence,

f!?r ; ;i s;mssiomame des valeurs, par A son plus petit prolonge-

= en B - 51 A et B sont deux op. auto-adjoints bornés, on écrit :
PP- B quand toute var. 1. f. réduisant B réduit aussi A.

la

(1) Cette étude est entre
auquel je renvoie de tem
sont invariantes que vis-a

Prise aussi dans le premier chapitre de [1]
Ps & autre. Les propriélés envisagées ici ne
- } -vis c'i:as transformations unitaires de l'espace
que certaines des propriétés de [1] sont invariantes vis-d-vis des

:.rn‘nsl'ormuttom « affines » (transformations biunivoques de I'espace en
ui-méme, bornées dans les deux sens),

I. — RAPPEL DE RESULTATS CONNUS.

Sauf mention expresse du contraire, on utilisera
seulement des résultats élémentaires, qu'on va rappeler.

1. On utilisera les propriétés contenues dans les
pages 1 a 18 de [10], notamment I'existence et l'unicité
d’une racine carrée positive B pour un op. auto-adjoint
positif A, et le fait que B pp. A. De la on déduit
comme on sait, que : :

@) Si A est un op. auto-adjoint borné sans zéros non
nuls, il existe deux var. 1. f. orthogonales complé-
mentaires, V, W, telles que :

(@) (AX,X)>0 s  X=V- (X ;:)!
®) AX,X)<o si X&W (X=o)
() Py pp. A, Pw pp. A.

Vet W sont les var. 1. f. dans lesquelles A induit ses
parties positive et négative, res_pectivemeht.

Lemve 1. — Soit A un op. aulo-adjoint borné sans zéros
non nuls. Soit M et N dewx var. L. f. orthogonales complé-
mentaires telles que :

(o) (AX,X)>o0 pour XM
® (AX,X) <o X&N
&1 M et N réduisent A.

(X # 0);

pour (X = 0)s

Alors M et N sont les var. I. f. dans lesquelles A induit
ses parties positive et négative respectivement.

[On a ainsi un résultat d'unicité, bien que ¥’ soit
plus faible que ¥]. ) e

Démonstration : y' et y entrainent que Py et Py per-
mutent; comme M [\ W = o, i cause de a et B, on a
(d’apres les propriétés des projecteurs permutables)
M V. Deméme, N W. Comme M et N sont complé-
mentaires, M—=V, N—=W.

b) Si A est un op. 1. borné partout défini, sans zéros
non nuls, avec A, partout dense, on a A = UK, avec
U unitaire et K auto-adjoint borné positif. U et K sont

définis univoquement par A [il suffit de considérer
(A*AY2] ' :
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2. Si un op. 1. borné partout défini S posseéde deux
des trois propriétés suivantes :
(=) 8§8* = 8*8S =1 (S unitaire);
B) S =8¢
) Sti=—7 (S involutif),

(S auto-adjoint);

il possede la troisiéme. S est alors une symétrie. Soit V
I'ensemble des vecteurs X tels que SX =X, W l'en-
semble des vecteurs Y tels que SY——Y: V et W sont
orthogonales complémentaires, et S est la symétrie
« par rapport a V », Sy, c’est-a-dire que

SX = S(PvyX + PwX) = PvX — PwX.
On a ainsi :
Sy=Py—Pw=2aPy—1, P\’=;(Sv+l), Sy = — Sw
(¢ [4)-

Lemme 2. — Soit M et N deux var. l. f. Les faits sui-
vants sont équivalents :

(2) Su(N) = N;
(8) Sx(M) = M;
() SxSu = SmSx;
(@) PyxPy = PyPx.

Démonstration : « signifie que la transformée de Sy
par Sy est Sy, c’est-a-dire que

SuSnSM' = Sy, dou ¥.
De méme, B et y sont équivalents. Enfin, & et y sont
équivalents a cause des relations

SMy —aPy—1, Sy=2aPy—1.

Lemume 3. — Soit (M, M) et (N, N') deux couples de var.
l. f. orthogonales complémentaires. Les faits suipants sont
équivalents : o) Sy (donc Sy') échange N et N'; B) Sy

(donc Sy') échange M et M'; y) SySy = — SxSu.
Démonstration : « signifie que la transformée de Sy
par Sy est Sy' = — Sy, c’est-a-dire que
SuSxSM = —Sy, ‘dou ¥.

De méme, B et vy sont équivalents.

3. Dans tout ce qui suit, V, et V, étant deux var.
1. f. de #6, espace de HiLERT, on pose :
¥ov,=Y, 6oV, =V
Vi Va= v, Ve (Y Na=04n
ViN Vs =oun, ViNVi=ven,
Pyv,Vi=Dy, Pyv,Vi=Dyw, Py, Vi=D,
Pv,Vi=Dyy, Py, Va= Dy, R
H=30 (vis ® v1or © #11 ® vu1a1),
W,=V,N\H, W,=V,NH, W,=ViNH W,=VinH

On aura besoin de diverses notions et remarques,
d’ailleurs fort simples, de [1], chapitre I, § 2 et 4. Rap-
pelons notamment ceci : V; et V, sont dites : a) en
position p' si ¢ =¢/s=—o0; b) en position p’ si
vip = 'y’ — 0; ¢) en position p si

Vis == Pils == Pya! == P41t = O.

LEMME 4. — @) Les var. L. f. ¢, 04, 01's, 04'a', H sont
deux a deux orthogonales el soustendent ¥6.

b) Vi=W,® vie ® ¢1o': 1 =W @ oy @ var/;

Vi=Wi@e:@ey; Vi=Wo@ oy @ ooy

¢ Wi=HEe W,; We=H o W..

d) W, et W, sont en position p avec Wy et W, dans H.

Ce lemme permet de ramener 1'étude de V, et V,
dans le cas général a I'étude de var. 1. f. en position p.

L’angle o (X,,X;), compris entre o et w/2, de deux
vecteurs X, X; non nuls, est défini par :

cosa(Xy, Xo) = | Kol K o] (X, Xo) .

Etant donné deux var. 1. f., V,, V., on pose :

(Ve Va) = "125 a(X;Pu,X)t BN, Va) = \52? (X, Py X).

II. — SYMETRIE ECHANGEANT DEUX VARIETES
FERMEES EN POSITION p'.

1. — Existence des symétries.

Soit V,, Vs en position p. Cherchons les symétries
de 76, s'il en existe, qui échangent V, et V,. Soit S une
telle symétrie.

Soit J un op. isométrique, fixé une fois pour toules,
tels que Dy = Vi, A; = V,. Il en existe puisque dimen-
sion V, = dimension V, (¢f. [1], loc. cit.). S transforme
isométriquement V, en V,, donc il existe un op. isomé-
trique U, avec Dy = Ay = V;, tel que S —=JU dans V.
D’ailleurs, la donnée de U définit parfaitement S ; car,
si Y est un vecteur de V,, qu'on peut mettre, de
maniére unique, sous la forme Y = JUX, avec X <V,
on a 8Y = S—'Y — X; si maintenant

Y=X+JUXY Xe&V,XcV)
est un vecteur quelconque de V; -V, (Y définit uni-
voquement X et X' parce que ¢ =— 0), on a :
(1) S(X + JUX/) = $X =+ SJUX! = JUX + X/,
et enfin S est définie par continuité dans tout 76,
puisque V; -V, est partout dense.

A quels op. U correspond-il ainsi une symétrie S?
Il est nécessaire que

() IX+JUXP=|TUX+ X} XSV, XEV).

Cette condition est aussi suffisante, car, si elle est
remplie, I'op. défini par (1) dans V, 4 V, transforme
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bi.univoquement Vi+V, en V, 4+ V, de facon isomé-
tl‘lql'le, donc est prolongeable & # en op. unitaire S.
Toujours d'aprés (1), on a $* = 1 dans V, + V,, donc

(’1ans tout 76, de sorte que S est bien une symétrie qui
échange V, et V,.

Transformons cette condition (2). Elle s’écrit :
IXP+ X'+ a®(X, JUX!) = | X |t + | X' | + aRIUX, X/)
ou
R(X, JUX!) = RIUX, X),
pour tout couple X < V,, X'<V,. D'ou, en changeant
Xen iX :
3(X, JUX!) = 3(JUX, X/).

Done
(X, JUX!) = (JUX, XN
ou
(X, Py, JUX!) = (Py,JUX, X/)
ou

Py, JU auto-adjoint dans V,.
Ainsi, toute décomposition

3) Py,] = KW

de Py,J en auto-adjoint K et unitaire W (il s'agit d’op.
dans I'espace V,) fournit un unitaire U= W~ conve-
nable. 1l existe de telles décompositions, parce que,
Vi et V. étant position p, Py, J est biunivoque et a un
domaine des valeurs partout dense dans V,. K est une
racine carrée, définie positive ou non, de (Py,J)* (Py,J)
(¢f. [3]). 1l y a ainsi des symétries S (*). Nous préci-
serons I'ensemble de ces symétries au chapitre III, § 6.

Si maintenant V, et V, sont en position p', les
symétries S, si elles existent, conservent Vi et 097, done
aussi H, et elles induisent dans H des symétries qui
échangent W, et W,, lesquelles sont en position p
dans H. La symétrie S la plus générale s’obtient a
partir d'une symétrie quelconque dans ¢, d’une
symétrie quelconque dans ¢y, et d’une symétrie dans H
échangeant W, et Wo.

: f.lem’a.r(.;ues :1° 8i Vyet Vs, ne sont pas en position
P, il n’existe pas toujours de symétrie S. Exemple :
¢as ot Vi V,. On voit d'ailleurs aisément que la

condition nécessaire et suffisante pour 'existence de S,
est que dimension ¢,y — dimension ¢,',.

2" Viet V, étant en position D, soit V la var. 1. f.
lieu des vecteurs invariants dans une symétrie Sy échan-
gea{nt .V. et Va. Vest le lieu des vecteurs Z -+ SvZ quand
Z déerit 36. Donc, quand Z décrit Vi -+ Vs partout dense
dans 36, Z + SyZ décritune var. 1. partout dense dans V.
Autrement dit, quand X et Y décrivent Vy, le vecteur

SV(X + SvY) + (X + SyY) = (X + V) + Sy(X + Y)

(") Ce résultat est annoncé dans [2).

décrit une var. 1. partout dense dans V. Donc
V=[8v + 1) (V)] = [(Sv + 1)(Va)] = [Py V] = [Py V3].

D’ailleurs, comme Szev — — Sy échange aussi V, et
V., on a, de méme,

6 V=|Ssov + 1) (V] = [(Sseev + 1) (Va)).

Lemme 5. — Soit Sy une symélrie qui échange les var.
L. f., Vi, Vs en position p. Alors V et Vy (et aussiV et V)
sont en position p.

Démonstration : Si X<V, (\ V, on a

X=8SyXEV,, donc X&V,N\Vs, X=o.
SiXeV,N\ (#eS V), on a
X=—8vX&V,, donc X&V,N\Vs, X=o.

Bv+1)(V)) =PvVy et (Szov+ 1)(Vi) = Prov Vs

sont partout denses dans V et 3 & V respectivement
d’aprés la remarque précédente. D’oui le lemme (¢f. [1],
loc. cit.).

2. — Symétries intérieure et extérieure.

Cherchons si, parmi les symétries Sy qui échangent
deux var. 1. f., V;, V. en position p, il en existe pour
lesquelles (SvX, X) > o quel que soit le vecteur X non
nul de V, (ou de Vs, ce qui est équivalent). Reprenant
la méthode de recherche des Sy, nous sommes conduits
a la condition suivante, relative a U :

(UX,X)>0 X<V, X o0),
(Pv,JUX,X) >0 (X&V,, X # o),
X =0 XV X#0)

Donc lUauto-adjoint K doit étre positif (et c’est suffisant).
Il existe une seule décomposition Py,J — KW répon-
dant a cette condition, celle pour laquelle

K = [(Py,J)(Py, Iy F.

Nous désignerons par Sy, la symétrie (unique) corres-
pondante. Donc :

TuforiME 1. — Etant donné deux var. l. f., Vi, Vs en
position p, il existe une symélrie Sy, et une seule de ¥
qui échange Vy et Vs, et qui est telle que

Sv,X,X)>0 pour X&V,UV: (X #o)

Pour des raisons.évidentes, V, s’appellera la bissec-
trice intérieure de V, et Va; Sy, s'appellera la symélrie
intérieure de V, et V,. Soit Vo= # SV, : Vo s'appellera

la bissectrice extérieure, et Sy, — — Sy, la symétrie exié-
rieure de V,, V,; cette symétrie est caractérisée par le
fait que

Xeviyy,

(SviX, X) < o

pour (X = o).




390 POSITION RELATIVE DE DEUX VARIETES LINEAIRES

Remargques : 1° La formule V, = [(Sv, + 1)(V,)] peut
alors se préciser. En effet, pour X< V,, X540, on a

(%) v, + )X =[Sv,X |2 +[X|* + 2&(Sv, X, X)
=3[ [X[* + Sv. X, X)) > 2| X[

Donc l'op. Sy, + 1, considéré dans V;, est, non-seu-
lement borné, mais d'inverse borné; donc son domaine
des valeurs est fermé. Comme ce domaine est partout
dense dans V,, il est identique & V,. Donc

Yo = (Sv, + 1) (Vi) = (Sv, + 1)(Va) = Py, V; = Py, Va.

En particulier, on voit que Vo< V; -+ V,. [Ces résultats
ne sont pas exacts en général pour toutes les autres
symétries Sy.]

2° Proposition 1 : Soit Vo, V les bissectrices intérieure
et extérieure de V4, V4 en position p.

a) Pour X €V, (ou X&V,) et X52£0,0na
2| Py, X >XP, 3| PiXpP<<|X|n.
b) Pour X&Vy,, X0, 0na
3| Py, X[t = a| Py, X[t > [X [
pour X € Vg, X£0,0n a
3| Pv,X|P = 2| Pv,Xp < | X}
Démonstration : D’aprés (4) et Sy, + 1 —2Py,, on a
2| Py, X[ > X ]
En combinant avec
[X[F =[Py, X[ +[Pv; X[,

on obtient a. Puis b se déduit de a en échangeant dans
a les roles de Vy et V, (ou de V, et Vy), ce qui est pos-
sible, puisque, V; et V, étant en position p (lemme 5),
il y a des symétries de #6 qui les échangent.

3 Soit Vi, Vs en position p’. Soit Wy, W; les bissec-
trices intérieure et extérieure, dans H, de W, et W, (en
position p dans H). Par définition, les bissectrices inté-
rieure et extérieure, V, et Vg, de V., V,, seront les
variétés

Vo= W, B ¢ya, Vo = W, @ ¢ugr.

Elles sont encore définies de maniére unique, et ortho-
gonales complémentaires dans H. On a encore -

Sv.X,X) >0 pour X&V, (X o);

mais, dés que ¢y 3£ 0, il y a plusieurs symétries Sy
(échangeant V, et V,) qui possédent cette propriété :
toutes celles définies par V= Vo @ ¢, ott ¢ C ¢yryr.

Cela posé, on a le :

TuéortMeE 2. — Soit V,, Vs, en posilion p'. Les bissec-
trices intérieure et extérieure, V, et Vi, de V,, Vi, sont

respectivement les bissectrices extérieure el intérieure de
Vi, Vs

Démonstration : D’aprés les définitions précédentes
et le lemme 4, il suffit d’établir le théoréme quand
Vi, Vs sont en position p, ce que nous supposons donc.
Soit: A = Py, + Py, — 1, auto-adjoint borné. Si X < V,,
X 5£0, Py, X et Py, X sont symétriques par rapport & V,,
donc

AX = aPy Py, X —-X&V,,

de sorte que V, réduit A. De plus,
(AX, X) = (aPv,Pv,X, X) —[X[* = 3| PvX|* —|X[* >0,
d’aprés b de la Propos. 1. On montre de méme que
(AX,X)<o pour X&V, (X3#o)
Donc (lemme 1) A induit dans V, et V; ses parties

positive et négative. Soit alors S une symétrie échan-
geant V, et V; (en position p) donc aussi

Vi=%0OV, e V,=%OV;

S échange la bissectrice intérieure N, de V,,V,, et la bis-
sectrice intérieure de Vi, Vi. D’autre part :

SAS-t= S§(Pv,+Py,—1)§-t =Py, +Pv.—1

=1—Py,+1—Pyy—1=—A,

donc S échange les parties positive el négative de A, el
par suite V,, V. Donc V, est la bissectrice intérieure
de V3, Vi.

Dans la suite, nous désignerons par V°, V° respec-
tivement la bissectrice intéricure et la bissectrice exté-
rieure de V., V{ (donc la bissectrice extérieure et la
bissectrice intérieure de V,, V).

III. — ANNEAU ENGENDRE PAR DEUX PROJECTEURS.

Soit V4, Vy, deux var. 1. f. Etudions 'anneau engendré
par Py,, Py, en commencant par des op. particuliers
de cet anneau.

1. — Etude de A = Py, + Py, — 1.

A est auto-adjoint borné. On a aussitot :

AX =0 pour X&¢n® o,
AX=—X pour X&un.

AX =X pour X<,

Donc ¢, 0107, 0112, 0172, H réduisent A, et, pour X< H,

on a
AX = (Pw, + Pw, — 1)X.

D’aprés le lemme 4, on est ramené & étudier le cas o,
initialement, V; et V, sont en position p dans 76, ce
que nous supposerons désormais.

D’aprés la démonstration du théoréme 2, A est dans
le cas p, et induit dans V,, V; ses parties positive et
négative respectivement. Comme toute symétrie échan-
geant V, et V; change, on I'a vu, A en — A, le spectre
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de A est symétrique par rapport 2 o, compte tenu de
la multiplicité.

Borne de A : on a, pour X &V, |X|=1.
(B, AX) = (X, Pv.X) - [X, Py, %) — 1 — (X, Pr. %) — 1.
Remarquons que

(X, Py, Py,X) = (Py,X, Py, X) = (X, Py, X)

= (Pv.X, Py, X) = | Py, X
et que

(X, Pv,Py,X)* < [Py, Py, X2

ou

(X, Py, X < (Pv,Py, X, Py,Py,X) = (Py,Py, X, Py, X).
On en déduit

(X. AX) < 2(Pv, Py, X, Py, X)(Pv,X, Py, X)! — 1
= ((aPv, — 1)Py,X, Py, X)| Py, X |
= (Sv,Py,X, Py, X)| Py, X |—*
= (Pv,X, Py,X)| Py, X |-!| Py,X |-* = cosa(Py, X, Py, X)
< cosa(Vy V).

Comme M, est la borne supérieure de (X, AX) pour
X & Vo[ X|=1, on voit que

Ma = cosa(Vy, Va).
D’autre part, pour Y=V |¥]l—"r ona
. AY — Py Y:
donc, pour ¢ >0 et Y bien choisi,
[AY|=|Pv,Y| = cosa(V,, Vi) —e:
d’onr
Ma = cosa(Vy, V).

Ainsi :

Proposition 2 : Soit V,, V,, en position p :

{\ = Py, + Py, — 1 estauto-adjoint borné dans le cas p.
el m.dait dans V,, V,, ses parties positive et négative res-
Ppectivement. Le spectre de A est symétrique par rapportd o,
comp{e l_c_'na de la multiplicité. On a My = cos o (V,, Vs).
OnSmt A = A8y, =Sy,A: X est auto-adjoint borné.

a

AX s x ey

Xev,, AX=—AX s XV,

de sorte que A est positif. D'ailleurs

A= ASV,A = As;
done

A= Vm;

Enfin, on peut montrer facilement que A est réduit,

non-seulement p: ! . $ '
Yo i par Vi. Vi, mais aussi par V,,V,, V], V).,

A = ASy,

2. — Etude de B — p\"I —P\rx.

L’étude de B se raméne a celle de A, car

B = Py, — (1 — Py)) = Py, + Py, — 1.
Ainsi
BX —o, pour X &y @ vy BXee— X7

BX =—X, pour X&¢n; BX =(Pw,— Pw,)X, prur X&H.

pour X& g

On est ramené au cas. que nous examinons désor-
mais, ou V, et V, sont en position p dans 3. B est auto-
adjoint borné dans le cas p, réduit par V°,V?, ou il
induit respectivement ses parties positive et négative.
Toute symétrie échangeant V,, V,, change B en — B,
le spectre de B est symétrique par rapport a o, compte
tenu de la multiplicité. On a Mg =sin B(Vi, Vs)
(nombre qui renseigne donc bien, comme on devait
s’y attendre, sur la « distance » de V; et V).

Soit B = BSys = Sy B. Comme pour A, on voit que
Bestauto-adjoint positif, et que B = \/B*. B est réduil.
non-seulement par V°, V?, mais aussi par V,, Vs, Vi, Vi,
Vo, Vo (par exemple, si X < V,, Py, X et Py, X sont symé-
triques par rapport a Vo, donc BX < Vi, BX & V,). B fait
jouer un roéle symétrique a V, et V,, car, sil'on échange
V, et V, dans la définition de B, on obtient I'op.

(Py, — Py,)Syr = (Py, — Pv,)Syo = B.
Proposition 3 : On a

B s~ A%ihys, A (s = PRy,
Démonstration : On a

A! = A* = (Py, + Pva — 1* = Py, Py, + Pv,Py, — Py, — Py, + 1,

B*—=B:= (Py,—Py) = Py, + Py,— Py, Py,— Py,Py;

done
At + Bt =— 1.
Comme A et B sont positifs.
R (e, Bfn—308

D'ot la proposition, d’aprés la définition de A et B.

3. — Etude de C = i(Py,Pv, — Pv,Py).

Comme C* = — i(Py,Py, — Pv,Py,) = C, C est auto-
adjoint borné. Son intérét est de représenter le défaut
de permultabililé de Py, el Py,.

On voit aussitét que CX =0 pour X & ¢p\J oy
\J o1r2 \J ¢4191, done pour X €01 @ viar @ 112 @ ¢yro. Done
H réduit C, et, dans H,

CX = i(Pw,Pw, — Pw,Pw,)X.

On est ramené a étudier le cas ou V; et V, sont en
position p dans 6, ce que nous supposons désormais.
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Introduisons d’abord certaines variétés. Soit
V= (r+iSv) (Vo) VI — (1 — iSv) (Vo).
Soit deux vecteurs X, Y, dans V,. On a
((r + iSv)X, (1 — iSv0)Y)
= (X, Y) + (iSvX, —iSve¥) = (X, ) — (X, Y) = o.
Donc V et V' sont orthogonales. De plus,
(r + iSve) X + (l — iSy)X = aX,
(1 + iSv)X — (1 — iSv)X = 2iSwX,
de sorte que V - V/ contient V, et V;. Ainsi V et V/ sont
orthogonales complémentaires dans #. D'ailleurs
V. = (8ve+ i) Svo(Vo) = Sve + ) (V;) =  i(x — iSw)(Vi),

VI = (Svo — i) Sve(Va) = (Svo — ) (V}) = — i(x + iSve) (Va)s
de sorte qu'on a aussi
V=_(—iSy)(Vi), V= (1 -+ iSy)(Vi).

[On peut aussi échanger, dans ces formules, les réles
V, et V°, et montrer que
V=(—i8v)(V), V' =(1+i8v)(V),
ou
V = (1 +iSy)(V), V' —(1— iSv)(V).]
Cela posé, remarquons que

Sy, CSy. = Sy, i(Pv, Py, — Py, Py,)S¥, = i(Py,Pv, — Py,Py) =—C.

Sy, transforme C en — C, de sorte que le specire de C
est symétrique par rapport a zéro. De méme,
SveCSve = Sve i(Py, Py, — Py,Py,)Sve

= i(Pv;Pv; — Py, Py;) = i(Py,Pv, — Py,Pv) =—C.
Si X + iSyeX = Y(X & V,) est un vecteur de V, on a

CY = CX + iCSyvsX = CX — iSv.CX
= l'Svo(— iS\’qu) -+ (— iSwa) = X'+ iS\ruX'_

ou X' = — iSywwCX appartient a V,; car, pour X £V,,
Py, Py, X et Py,Py, X sont symétriques par rapport a V,,
done CX €V,.

Done CY &V, de sorte que V el V' réduisent C. Sy,,
qui change C en — C, échange V let V' : on peut le
voir directement, mais cela résulte aussi de ce qui
suit. On va montrer en effet que G induit dans V et V'
respectivement ses parties posilive el négative. Pour cela,
prouvons que

(X + iSvX, C(X + iSyX)) >0, pour X&V, (X3o)
On a
(X + iSysX, C(X + iSveX)) = (X, iCSvX) + (iSw X, CX)

= (X, {CSveX) + (X — i8vCX)
—45(X, iGSwX),

Nous sommes ainsi conduits & étudier 'op.
C = iCSye = (Py,Pv, — Py, Py,)Svs,

qui est auto-adjoint, car
G — — iSWC* = — iSyC — iCSye — C.
On a

G(Vo)) = C(Vo) T Vs, G(Va) = C(V) T Vi,

c'est-d-dire que V, et Vi réduisent C. Nous allons
montrer (ce qui établira le résultat annoncé) que les
parties induites correspondantes sont respectivement
les parties positive et négative de C.

On a
(Pv, + Py, — 1)(Pv, — Pv,)Sv» = AB

= (Py, — Py, Py, + Py,Py, — Py, — Py, + Py,)Sv» =,

C=Af A, Gk — AR B,

Le résultat annoncé résulte alors de 1'étude de A.

Remarque : Pour évaluer le défaut de permutabilité
de Py,, Py,, on peut chercher la borne de C, donc de

C=AQ —A")'%. L'étude de A montre aisément que
c'est

Mg = sina(Vy, Va) cosa(Vy, Vo) = % sinaa(Vy, Vy),

dés que

a(Vy, Vi) = %

Si
B(Vi, Vi) < =,
=

on a

a(Vi, Vi) 2
et I'on remarque que

G = — i(Py,Pv, — Pv,Pv);

de sorte que
Mc = % sinaa(V}, V;) = % sin2B(V;, Va).

Dans le cas général, le calcul de Mg nécessite une
étude plus précise de la position de V, et V..

4. — Anneau engendré par deux projecteurs.

Dans ce paragraphe et dans le suivant, nous utilise-
rons des notions, résultats et notations de [6] et [8].

Etudions I'anneau M = R(Py,, Py,, 1) engendré par
Pv‘, Pv., I.

Un op. 1. borné T avec Dr = # appartient a M si et
seulement si tout unitaire U tel que

UV)=V,, UVy)=1,,

transforme T en lui-méme ([6], p. 141). Cela montre
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que ¢, 011, 11, 0119, Wi, Wo p M (6], p. 141). Done

M = R(P,,,, Por. Por, Py, Pw,, Pw,) ().

De la méme facon, on voit que tout op. de M est
réduit par ¢y, 0y, 0y1g, 0yer, H, induit dans V12, V1l y V1'a, Prral
des op. multiples de I'identité, induit dans H un opé-
rateur de R(Pyw,, Pw,). On peut donc se borner au cas
ou, initialement, V, et V, sont en position p dans 76,
C¢ que nous supposons désormais. Comme V, et V.,
,].ouent alors un réle symétrique, il faut traiter la ques-
tion symétriquement en V, et V,.

Nous avons déja étudié des op. particuliers de M (A, B,
C., A,B,T). AbordonsI'étude générale de M—R(Py,, Pv,)
anneau qui contient 1.

i

Tl-lé()-Rl‘iME 3. — Soit V4, V, en position p. A et V° ayani
les significations anlérieures, on a

R(Py,, Py,) = R(A, Svq).

,Déxfmnstz-ation :Ona A &M (cest évident), et Sye= M
(d’a'pres le critere déja utilisé); done R(A,Sy) M.
Réciproquement, on a

] S{-n < R(A, Syo)
et

B = (1 — A%tSys € R(A, Syo).
Done

A+1=Py, +Py,ER(A,Sv). B=Py, —Py,=RA,Sve);

d’on
Py, & R(A, Svo), Py,&R(A, Svo)
M CR(A, Syo).

Remarque : Sy ne fait pas Jjouer un réle parfaite-
ment symétrique a V,, V,; mais I'ensemble V°, V* res-
pecte la symétrie de Vy, V,; or Svs — — Syre.

Lorsque H est séparable, on a :

TuforimE 4. — Soit V,,V, en position p. R(Py,,Py,)
est l'ensemble des opérateurs F(A) + SwG(A), odr A, VO
o.nt les significations antérieures, et oi F, G, sont des fonc-
tions mesurables B bornées quelconques.

Démonstration : En remarquant que
A=A"Syo= Sy0, Se = Syo, ASye = — SyoA,

on voit aussitdt que I'ensemble r(A, Sy), engendré

algébriquement par A, Sy ([8], p. 398) est I'ensemble
des op.

P(A) + SveQ(A),

ou P et Q sont des polynémes quelconques. La ferme-
ture (dans la topologie forte ou faible) de I’ensemble
dt:s P(A) est 'anneau abélien engendré par A, c’est-a-
direl’ensemble des fonctions mesurables B bornées de A.

() Cetanneau contient foreément 1 i
» PUISqUE ¢ya, Vyq7, Vyre, Virar, Wy, W,
sous-tendent 36 ([8], Satz 6). e

Donc, la fermeture (forte ou faible) de r(A, Sye), c’est-
a-dire M, contient 'ensemble & des op. F(A) + SyeG(A),
ou I et G sont des fonctions mesurables B bornées
quelconques. Si I'on montre que cet ensemble est for-
tement fermé, on en déduira que F — M.

Soit donc T un op. fortement adhérent a F.

PyoTPye + Py, TPy}
est fortement adhérent a ’ensemble des

Py, (F(A) -+ S\'UG(A)) Py, + Py (F (A) + S\‘OG(A)) Py, = F(A),

donc est lui-méme de la forme F,(A) (F; mesurable B
bornée). PywTPy; + Py; TPy, est fortement adhérent a
I’ensemble des

Py, (F(A) + SvoG(A)) Py} + Pyj(F(A) + SvoG(A))Py, = SyeG(A),

donc est lui-méme de la forme SyeGy(A) (G mesurable
B bornée). Donc

T = Py, TPy, + Pyv; TPy, + Py, TPyvo + Py TPy,
=Fi(A) + Sve G, (A) = F.

Proposition 4 : L'anneau R(Pv,,Pv,), ou Vi, V. sont
en position p, s’obtient en adjoignant a r(Py,, Pv,), ensemble
des polynomes en Py, Py,, toules les limites fortes de suites
extrailes de r(Py,, Py,).

[Ce résultat s’étend au cas out V4, V, sont quelconques|.

Démonstration : F(A),G(A) sont limites fortes de
suites de polynomes en A ([8], Satz g), donc en Py,, Py,.
Comme V?est une variété spectrale de B,ona Sy» < R (B),
et Sy est limite forte d’'une suite de polyndémes en B,
donc en Py, Py,. Donc, si T&M, on a

T = lim fa(Py,, Pv.) + [}"_m gn(Pv,, Pv,)] [.l.im ha(Py,, Pv,)].
ol fn, Jus htn sont des polyndmes.

Remarque : J. von Neumany a démontré que, si A
est auto-adjoint borné, R(A) est I'ensemble des limites
fortes de suites extraites de r(A).

On ne sait si ce résultat est exact quand on remplace
A par un ensemble b quelconque d’op. Nous voyons
qu'il I'est si b est I'ensemble de deux projecteurs.

5. — Opérateurs qui permutent avec deux projecteurs.

Soit Py, Py, ces deux projecteurs. Les op. cherchés
(on se limite aux op. 1. bornés définis dans #6) forment
I’anneau

(Pv., Prv.) = (R(Pv” Py,)) =M.

Un op. T quelconque de M' est réduit par ¢y, ¢y,
¢y12, ¢yrar, H; les parties induites par T dans ¢, 0101, 0419, 041y,
sont quelconques, et la partie induite dans H permute
avec Pyw,, Pw,. Nous sommes ramenés au cas, que nous
examinons désormais, ott V,, V. sont en position p.




394 POSITION RELATIVE DE DEUX VARIETES LINEAIRES

TuéoriME b. — L'op. borné fermé T est réduil par V,
et Vs en position p, si et seulemenl si : a) T est réduit par
Vo: b) La partie induite par T dans V, permute avee A ;
¢) Syo échange les parties induites par T dans V, et V.

Démonstration : Les conditions «), b), ¢) expriment
exactement que T permute avec A et Sy, donc que T
appartient a R(A, Sy)) = M.

L’étude de M’ est donc ramenée a l'étude, dans
I'espace V,, des op. qui permutent avec A. Ceux de
ces op. qui sont auto-adjoints sont toutes les fonctions
des op. auto-adjoints dont la décomposition de 'unité
est plus fine que celle de A.

Proposition 5 : La var. l. f. la plus générale compalible
avee Ny, Vs en position p s’oblient en prenant une variélé
w  V, réduisant A, el en formant w & Syo(w).

C’est un cas particulier du théortme 5.

6. — Symétries qui échangent V, et V, en position p’
(étude compléte).

Nous savons qu'une symétrie S, échangeant V, et V,,
est réduite par ¢y, ¢y, H, et s’obtient a partir d’'une
symétrie quelconque dans ¢, d'une symétrie quel-
conque dans ¢yor, et d'une symétrie de H échangeant
W, et W,. Nous sommes donc ramenés au cas, que
nous examinons désormais, ot V, et V, sont en posi-
tion p dans J6.

S conserve 'ensemble V,, V,, done conserve V,. Par
suite (lemme 2).

SS\F ——l S\,GS = .

°

D’ailleurs. ¢ est une symétrie, car
6 = Sy.5T = Sy.5 =0,
6 i =8g 851 =8y 5 =ua,
et 'on a S — ¢ 8y, = Sy,a. Soit ¢ la variété telle que
o — S,. Les conditions relatives a S :
S(V)=V., S(Vi)=V,,
deviennent :

SySv, (Vi) = Sp(Ve) = Vs, Sy Sy, (Va) = Sy(Vi) = V.

Ainsi ¢ doit (condition nécessaire et suffisante) étre
compatible avec Vi, Vo. Il suffit alors d’appliquer la
proposition 5. Mais montrons qu'on peut achever cette
étude par des moyens élémentaires. S, doit conserver
V, et V,, donc aussi Vi, Vs, Vo, V§, V2, V. Donc :

1) ¢ est compatible avec Vo, Vs :

v=w@w, ou wTVwCV,

2) Syo conserve ¢ (lemme 2), doncw’ = Sy (w). D'autre
part, S, doit transformer A en A, donc ¢ réduit A,
donc w réduit la partie induite par A dans V,. Réci-

proquement, soit w <V, une variété qui réduit A ; soit

W =Syww WCV) et v=woduw.

Montrons que ¢ est compatible avec V, et V,. Puisque
Syo échange les parties induites par A dans V,, V),
w' réduit A, donc ¢ réduit A; P, permute avec

Pv,+ Py, = A+,
et aussi avec Sy, donc avec
1
(e —AM Sw— B — Py =Dy

Donc P, permute avec Py, et Py,.

La symétrie Sy = Sy, S, estla symétrie générale cher-
chée. V est I'ensemble des vecteurs invariants dans
Sy, S,, ce qui donne aisément

V=w® Svi(V, & w).
Donec :

Tugoreme 6. — Soit Vi, V, en position p. La symélrie
Sy la plus générale échangeant V, et V, s'oblient en pre-
nanl une variété wCV, réduisant A, el en formant
V=w® Sn(VoOw).

IV. — APPLICATIONS AUX OPERATEURS.

1. Soit U une symétrie de #6 échangeant V, et V|.
Vs, en position p avec Vi, est I'image, par rapport a
Vi, Vi, U(*), d'un op. L. f. A de V, dans le cas p ([1].
loc. cit.). Cherchons si, pour un bon choix de U. A
peut étre auto-adjoint.

Soit

vV, = Sv.(Va) = Sv! (V).

Vi et 36 © V, = V, sont aussi symétriques par rapport
a V, et Vi; donc on peut définir V, par

Vi = Sy, (Vi) = Sv!(Vi).

V; est I'image de — A*—', V; I'image de A*—!, U(Vy)
I'image de A* ([8], et[1], loc. cit.). A est auto-adjoint si
et seulement si U(V3) = V,. Donc une symétrie U (s’il
en existe) doit (condition nécessaire et suffisante) échan-
ger V, et V{ d’'une part, V, et V; d’autre part (donc
aussi V; et V,). Soit Vla variété telle que U= Sy, et
V' =3 V. D'aprés le lemme 3, Sy échange V, et V;,
si et seulement si Sy, échange V et V'. D’ou les condi-
tions caractéristiques que voici : &) Sy échange V, et V;:
B) Sv,(V) = V.

Poursuivons la recherche de Sy dans un cas plus
particulier, en imposant & A d’étre positif. Pour tout
vecteur Z & V,, on doit avoir aussi

(5) (Pv,Z,APy,Z) = (Pv,Z2,UPy!2) = o

(les conditions déja imposées a U entrainent que ces
produits scalaires sont réels, puisque A est auto-adjoint).

(1) Cf. [1], chapitre I, § 8.

R
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Soit Z'=UZ, qui appartienta V}. Puisque U échange
Viet Vi, on a

Py|Z' = UPv,z, Py,2' = UPy|Z;
done

(Pv,Z, Py, 2) — (Pv!Z', Py, Z)
ou, puisque ces produits scalaires sont réels,
(Pv, Z, Py, Z’) =(Pv]Z; PV:Z').
Or

(2,2') = (Pv,Z, Py, 2) + (Pv!Z, Py! Z');
Vdonc

(2,2) = a(Pv,Z, Py, 2) = a(Py, Z, UPy! Z).
(5) devient alors

(6) (Z,2)=(z,8v7) = o
pour tout Z <V,

: Soit alors Vi, V. les bissectrices intérieure et exté-
rieure de V,, V; (*). D’aprds (6) et la condition «, on
doit avoir

V=Vi®v,. oo e¢cVinv,

(¢f- p. 390). Or Sy, échange V, et V, d’une part, Vi et
V: d’autre part; donc

Sv‘ (v) = SV1 (vi @ V) =\ (&) SV.(V]

(d’aprés le théorame 2), ol
Sv,(¢¥) < Va ) Vi

A[.)pliquons alors la condition B qui exige que V, @ Sy, (¢)
soit complémentaire de V, @ ¢: on voit qu’il faut que

¢v=o0, donc V=V,

On o’ht.ient ainsi a la fois I'existence et 'unicité de la
symétrie U — Sy cherchée.

2. Applications. 1) Soit A un op. L. f. dans le cas p
d:a V.. Cherchons a le mettre sous la forme A — WK,
o K est auto-adjoint positif et W unitaire. Soit V.
l’unage de A par rapport & V,,V;,U, la symétrie U
echa’ngeant Viet Vi. Soit Uyla symétrie échangeant V,
et Y,.pour laquelle V, est I'image d’un op. auto-adjoint
Positif K par rapport a V,, Vi, U,. Soit X <Dy, et Z le
vecteur de V; tel que X — Py,Z. On a

AX =UPy/Z, KX = U,Py!Z.

Done
AXN=TU,KX;

et UU est, dans V,, un op. unitaire W.

(*) Vs et V, sonten position p’, c'est-a-dire queVa\ Vo=V N\ V' —o.
;lomrons par_exemple que V, \ V, —o. Soit XV, f\' Vo Bn a
xv,xev. N Vs, donc X + Sy, X &V, () V,; mais X + Sy, X € V,, donc

+8 XEV,NVy=0, X + Sv,X = 0. Cela entraine X = V|, d’on
X = o puisque V; /\ V, = o.

Un raisonnement réciproque analogue montre qu’il
y a équivalence entre la recherche de U, et la recherche
des décompositions A — WK. Done

TnéoriMe 7. — Soil A un op. L. f. dans le cas p. 1l
existe une décomposilion A — WK el une seule, avec K
aulo-adjoinl positif et W unilaire.

[Le cas des op. 1. f. quelconques se traite alors aisé-
ment. |

Ce théoréme est habituellement déduit de la repré-
sentation spectrale des op. auto-adjoints non bornés et
de la théorie des fonctions d’op. Nous I'obtenons ici
en partant uniquement du principe des images et des
théorémes 1 et 2.

2) Refaisons le raisonnement précédent, dans I’hypo-
thése ot A est auto-adjoint dans le cas p (mais pas for-
cément positif). U est alors, d’aprés le § 1, une des
symétries qui échangent V, et V); donc UU, est une
symétrie (¢f. chap. IIl § 6) réduite par V,; la partie
induite par UU, dans V,, ¢’est-2-dire W, estune symétrie.
Dong, si A est auto-adjoint dans le cas p, on a A — WK,
avec K auto-adjoint positif (dans le cas p) et W symétrie.
Alors

AL = KW KW Ay

donc W et K permutent. Posons W — Sy; V réduit K.
On a AX =KX, pour X&V, et AX= — KX, pour
XV, & V. Les considérations précédentes montrent
aussi l'unicité de K et V avec ces propriétés. Si enfin
une var.l. f. M réduit A;, Sy permuteavec A : SyASy'=A;
d’ou, d’apres l'unicité, Sy VSy' =V : M est compa-
tible avec V. D’ou ce résultat, bien connu par d’autres
voies moins élémentaires :

TukorkmMe 8. — Soit A aulo-adjoint dans le cas p. Il
existe une var. l. f. V et une seule réduisant A, telle que
la partie induile par A dans V soit positive, et la partie
induite par A dans la complémentaire de V soil négalive.
Toule var. l. f. qui réduit A est compalible avee V.

A partir de 13, et d’'une maniére qui est classique
dans le cas des op. 1. . bornés (ef. par exemple [10],
p- 23), on obtient la décomposition spectrale des op.
auto-adjoints.

3. Etant donné deux var. L. f. V,,V, en position p,
on a établi au § 1 I'existence d’au moins une symétrie
U telle que

U(Vi) = Vi, U(Vs) = Sv,(V3), U(V3) = Sv,(Va).

Considérant le produit Sy,U, on voit que (résultat
annoncé dans [2]) :

TutortME . — Soit deux var. L. f. V4, Vs en position p.
On peut trouver un unitaire U, produit de deux symélries,
tel que

UNVI=Vis UVF=V, UN)=V, U=V,
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V. — PROPRIETES ALGEBRIQUES DES OPERATEURS.

Nous allons grouper dans ce chapitre plusieurs résul-
tats dont certains sont déja connus:; la plupart se
rattachent aux considérations précédentes. Il semble
intéressant de les envisager du point de vue algébrique,
puisqu’ils sont valables, non-seulement dans 'anneau
de tous les op. 1. f. bornés, mais aussi dans des sous-
anneaux de cet anneau.

Dans ce qui suit, M désignera un anneau d'op. (au
sens de [8]) quelconque contenant r.

1) Soit un op. 1. f. borné tel que Dy —=#. On a la
décomposition

A = H, + iH,,
avec H;, H, auto-adjoints. Il suffit de prendre
1 . 1 .
H=—A+4%), H=_—A—A1)
Si, de plus, A €M, alors H; &M, H, < M (résultats trés-
connus).

2) Soit A un op. auto-adjoint borné de borne My = 1.

On a la décomposition

= %(U. S

avec Uy, U, unitaires; il suffit de prendre
U=A+ii—AY, U,=A—i@sz—As

(si A est auto-adjoint borné quelconque, on peut appli-
quer cette décomposition & Mz!-A). Si, de plus, A &M,
alors Uy M, U, <M ([7], p. 239). Si My est I'ensemble
des unitaires de M, on voit ainsi que M = r(My).

3) Soit A un op. L. f. borné tel que Dy = #6, avec
My § 1(si My > 1, on peut raisonner sur M3'-A). Nous
allons donner, d'un résultat dt a Jucia [3], une démons-
tration plus rapide (mais au fond équivalente).

Soit V, W deux var. 1. f. orthogonales complémen-
taires, ayant le méme nombre, infini, de dimensions
(ce qui suppose le nombre de dimensions de #6 infini).
Soit I et J des op. isométriques tels que

=% =Y, B=¥% A5=W.
Définissons un op. B tel que Dg =V, Ag < V, en posant
que, pour tout Y=JX, on a BY =JAX. B étant

considéré dans I'espace V, soit B* son adjoint, opérant
aussi dans V. Posons, pour Y&V,

D) UY = BY + I(z — B*B}Y.

JUYJ = |BY |+ (1 —B*BFY|* =|BY | +(Y, (1 —B*B)Y)
=]Yp.

Donc U transforme isométriquement V en une
variété V fermée. Dailleurs, d’aprés (7),

B Y_': PyUY.

Posons J'=1UJ; J' transforme isométriquement
#en V. On a, pour tout X <76,

AX —=J-1Py TN,
Done

®) A =J-1Pyl.

Comme J' et J=! opérent isométriquement, on voit
que le comportement de A se déduil de la position rela-
tive de V et V (cf. [3)).

Remarques : Le résultat est établi sans restrictions
concernant le nombre infini de dimensions de 6.
D’autre part, si A<M, on peut effectuer la décompo-
sition (8) avec J&M, J'&M, VM, VM, dés qu'on
peut trouver J&M et I&M avec les propriétés indi-
quées (en effet, on peut alors effectuer les constructions
de V et J! de facon invariante vis-a-vis des unitaires
de M'). Lorsque #6 est séparable, il en est ainsi, en
particulier, si M est un facteur du type I, II,, ou

1L, (4]).

4) Soit V,, V, deux var. 1. f. orthogonales complé-
mentaires dans #6, ayant le méme nombre de dimen-
sions (ce qui suppose le nombre de dimensions de 76
infini ou pair). Soit, dans l'espace V,, D un op. auto-
adjoint tel que o<D < 1. Soit £ une symétrie de 76
qui échange V, et V,. Soit V; I'image de D par rapport

a V,, Vo, £; V, et V, sont en position p dans #6. Soit

V,=Sy,(V), Vi=#OV,. V=30V,

D’aprés une démonstration déja faite (¢f. note, p. 395),

Vi et V, sont en position p”. Montrons que V, et V, sont

méme en position p, c'est-a-dire que ¢y — ¢4y — o,

par exemple que ¢’ — 0. Si X €V, était orthogonal a

Vo, X et Sy, X seraient orthogonaux, ce qui donnerait
I Pv,X | = [ PviX| = DPy,X|,

ce qui est impossible, puisque D < 1.

Vi est 'image de — D*'= — D' par rapport a
Vo, Vo, Z. Done, étant donné Z <V, sa décomposition
suivant V, et V| est de la forme

7= ([X -IDY) LY —DY K=V, Y=V

= X DY LN DX+ Y.
Donc
DX +Y=o0, Z=X—DY=X-+DX=(+D)X.
D’ailleurs
Py,Z =X + IDX.
Donc
Py Pv,Z =X = (1 + D)-'Z
ou, en reprenant la notation A — Py, + Py, — 1,
A+1)Z=2a(1+D)1Z
AZ=[a(1 +D*"'—1]Z = (1 — D (1 + D) Z.
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Utilisons maintenant la théorie des fonctions d’op.
On retrouve que 0<_A <1 dans V,. Dailleurs, tout
Op- Aidel'espace Vo, auto-adjoint est tel queo << A, << 1,
s'obtient de cette manigre, car il suffit de choisir D

(vérifiant les conditions imposées plus haut) de facon

que
~ =Dt
hstEs

ce qui donne

o — 1— A, .} -
= 1+A,) (onaurab1eno<D<1).

Drailleurs, la partie induite par A dans V) est unitai-
rement équivalente, on I'a vu, & la partie induite par
— A dans V,. Donc, utilisant le fait que le spectre avec
sa multiplicité convenablement définie [11] est un sys-
téme complet d'invariants unitaires, on a :

TrEoriME 10. — Tout op. aulo-adjoint A dans le cas p
tel que — 1 <"A <1, dont le spectre (compte tenu de la
multiplicité) est symétrique par rapport a zéro, est de la
forme Py, + Py, — 1, o2t V,, V, sont en position p. [On
suppose dimension # infini ou pair. | 7

[Cette décomposition n’est pas unique. |

Si V, et V; ne sont plus en position p, 1,—1, 0
peuventappartenirau spectre ponctuel de Py, +Pyv,—1,
comme on I'a vu au chapitre I1I; de sorte que, sans
restrictions sur dimension 76 :

Tout op. auto-adjoint A, tel que My = 1, dont le
spectre (compte tenu de la multiplicité) est symétrique
par rapport a I'origine, est de la forme Py, + Py, — 1.

Pa'r une généralisation immédiate, on a le théoreme
sulvant :

TuforiME 11. — Tout op. auto-adjoint borné dont le
Spectre (comple tenu de la maltiplicité) est symélrique par
rapport a un point, est de la forme a (Pv, +Py)+Db
(a, b, nombres réels).

Si enfin A est un op. auto-adjoint quelconque, on
pe'ut trouver deux var. 1. f, orthogonales complémen-
laires ayant méme nombre de dimensions et réduisant
A.. soit Vo, Vo (& la seule condition que le nombre de
dimensions de 76 soit infini ou pair). Considérons I'op.
A dans Vy; on peut le prolonger & # au moyen d'un
Op. dans V; unitairement équivalent 3 — A dans V.
et lui appliquer le résultat précédent. Donc :

Proposition 6 : Tout op. auto-adjoint borné A peul se
mettre sous la_forme

A =[a(Pv, + Pv)) + b]Py, - [c(P¥, + PY,) + d]Py}
(a,b, ¢, d, nombres réels).

8i lon a V,, V, orthogonales complémentaires dans ¥,
Vo =8y, (Vy), Va=3sy, (V).

[Il existe une infinité de telles décdmpositions.
On vérifie aisément que la proposition est exacte si le
nombre de dimensions de 6 est impair. |

Si la dimension de #6 est Ny, et si A & M, on peut choi-
sirla décomposition de fagon que Vo, Vg, Vi, Vi, Vi, Vo M,
lorsque M est un facteur de n’importe quel type sauf
du type I, (le point central étant la détermination des
var. 1. f., V,, V; échangées par une symétrie de M).
D'ou la proposition suivante (immédiate directement
pour les facteurs du type I,,) :

Proposition 7 : Soit M un facleur dans un espace de
HiLeerT séparable. Soit My U'ensemble des projecteurs de
M. On a M = r(Mp).

[Pour tout anneau M, on sait ([8], Satz 2) que
M = R(Mp)].

La restriction de séparabilité est d’ailleurs faite
uniquement parce que les facteurs n’ont été définis
jusqu’ici que dans un espace de HiLBert séparable.

5) Soit U un unitaire réel (c’est-a-dire de matrice
réelle par rapport & une base orthonormale). Nous
utilisons, encore ici, toute la théorie du spectre. Le
spectre de U (sur le cercle |z|=1) est symétrique
(compte tenu de la multiplicité) par rapport a l'axe
Jz = o. 1l existe donc une symétrie Sy de # telle que

S\TUS;‘! =U"= U1,
On a alors
(SyUp =1,
de sorte que l'unitaire SyU est une symétrie Sy. Donc

U = SvySw.

Le comportement de U dépend encore de la position
relalive de V et W.

Proposition 8 : Tout unitaire réel est un produil de
deux symétries.

6) Revenant a des procédés trés-élémentaires, soit
V,, Vi, ayant le méme nombre de dimensions, ortho-
gonales complémentaires dans #. Soit A un op. L. f.
dans Vy, V, son image par rapport a V,, Vi, U, ou U est
une symétrie échangeant Vy, Vi. Supposons A dans le
cas p (dans V) pour simplifier; V; et V, sont alors en
position p. Soit J (resp. J') un op. isométrique tel que

Dy =7V, A= Ny):

Ay=V, - (resp. Dy = Vi,

@) Soit Z un vecteur quelconque de V,. On a
A(Pv,Z)— UPY(Z.
Done, en posant

X=Pv 2, = Y=127,

X — Py, J-1Y, AR = UPyll~'Y;

Py, J—1 et UPy;J—" sont des op. 1. f. bornés dans le cas
p, dans V,, soit A, et A,. On a ainsi

(9) A = A ATl

[Ce résultat et cette démonstration se trouvent dans|[3].]
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b) Donnons une autre décomposition du méme type.
En projetant I'égalité Z — Py,Z + Pv!Z sur Vy(Z < V,),
on obtient

o = Py,Pv,Z + Py,Pv,Z.

Soit Y=1J'Py:X. On a
Pvi:X =Py Pv,Z — )Y — — Py.Pv.Z — — Py . UAX,

donc
Y = — J'PyUAX.

J'Py; et — J'Py.U sont des op. 1. f. bornés dans le
cas p dans V,, soit A,, A,. On a ainsi

(r0) A =A7'A,.

[On peut passer de (9) a (10) en considérant les
adjoints]. Naturellement on peut démontrer (g) et (10)
par I'emploi de la décomposition canonique des op.
1. f. et de la représentation spectrale des op. auto-
adjoints, mais c’est un procédé beaucoup moins
élémentaire.

(10) présente sur (9) 'avantage suivant : si I’on prend
deux op. L. f. bornés dans le cas p, A, et Ay, l'op. 1.
K = A;'A, est f.. On ne peut en dire autant a propos
de la formule (9). On examine dans [1] les problémes
suivants : 1) étant donné A, quelles sont toutes les
représentations du type (10) ou (9); 2) quels sont les
op. représentés par une formule du type (9).

VI. — INVARIANTS UNITAIRES DE LA FIGURE
CONSTITUEE PAR DEUX VARIETES FERMEES.

1. — Réduction du probléme.

Soit Vi, Vs, Vi, V, quatre var. 1. f. de 36. Posons
369?«:{';- \Ti N Vlz‘ju’
S’il existe un unitaire U tel que

UV)="Y,, UV)=V
on aura

UM =V. - UV)H=V;
U(pss) = 01,  Ulpae) = 619, U(pws) = a1, U(parer) = 0urars

UE)=H UW)=W,; UW)=W,

Donc ¢4 et ¢ ont méme nombre de dimensions; de
méme ¢y et G, vrs et Gura, vyra et Gy, H et T; et il
existe un op. isométrique U (la restriction de U a H)
qui transforme W, en Wi, W; en W,.

Réciproquement, si les conditions précédentes sont
vérifides, il est immédiat qu’il existe un unitaire qui
transforme V, et V, respectivement en V, et V..

Nous sommes donc ramenés a chercher les condi-
tions d’existence de U, c¢'est-a-dire les invariants uni-
taires de W, et W, dans l'espace H. Or (lemme 4), W,
et W, sont en position p dans H. Nous supposerons
donc désormais que V, et V, d’une part, V, et \7'9 d’'autre
part, sont en position p (dans #6).

2. — Cas o V, et V, sont en position p (ainsi que V, et V,).

Proposition 9 : Pour que la figure conslituée par V, et
V, en position p soil unitairement équivalente & la figure
constiluée par Vi et Vs en posilion p, il faut et il suffit que
les op. A el A soient unilairement équivalents.

Démonstration : a) La condition est nécessaire. Si

UV) =Y, UF)=T,,
pour un unitaire U, on a
UAU— = A.

b) La condition est suffisante. Supposons I'existence
d’'un U tel que UAU—' —= A. La restriction J de U 2 Neos
qui transforme isométriquement V, en V,, transforme
la partie positive de A (induite par A dans V,) en la
partie positive de A (induite par A dans V,). Définis-
sons un op. J, qui transformera isométriquement
Vi;en Vi, en posant, pour tout X &V,,

3(SyeX) = S§u(IX).
[On sait que Sy échange V, et Vi, et que Si» échange

Vo et Vg]. J et J' définissent dans tout #6 un op. unitaire
U', qui, par construction, est tel que

U!'Sye = St U,
dans V, et V,, donc dans tout #6. Donc
(11) UISyoUl—1 = S
D’autre part :

Sye transforme la partie positive de A en la partie négative de A

St — — A — e

J - — A — positive de A.
Done :

I! transforme la partie négative de A en la partie négative de A.
Donc U’ transforme A en A :

(12) UrAU— = A;

(11) et (12) donnent, d’aprés la proposition 3,

(13) U'BU-* = B;

(12) et (13) donnent

UPy U t=Py,,  UPy U-'=TPy,,

ou
o) =V, U V)=V,

[L’introduction de U’ est nécessaire, car on peut
montrer qu'en général on n’a pas :

UV)=V,, UV,)=Va]
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g Tukonime 12 : Pour que la figure constituée par V, el
Vs en position p soit unitairement équivalente a la figure
constituée par V, el Ny en posilion p, il faut et il suffit que
le spectre de la partie posilive de A soit identique (comple
lenu de la multiplicité) au spectre de la partie positive
dfz A. Ce spectre constitue done un systéme complet d’inva-
rants unilaires de la figure considérée.

'Démonstra.tion : La condition est évidemment néces-
saire. Elle est suffisante, car, si elle est remplie, le
spectre de A est identique, compte tenu de la multipli-

cité, au spectre de A, puisque Sys (resp. S{s) échange
les parties posilive et négative de A (resp. A); donc A
et A sont unitairement équivalents d’aprés la théorie
de 'équivalence unitaire des op. auto-adjoints bornés
(que nous devons donc utiliser ici); il suffit alors
d’appliquer la proposition g.

Remarque : Le théoréme 10 montre que le spectre
introduit dans le théoréme 12 peut étre choisi arbitrai-
rement sur I'intervalle ouvert |o,1[.

(manuscrit regu le 5 april 1948)
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