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La résolution des problémes de cheminement dans les graphes se
m-

ble @tre liée & celle d'un probleme plus élémentaire : trouver un chemin

entre deux points a et b du graphe,

Dans les ''Nouvelles annales de Mathématiques"! 14, 1895, larticle

de G. Tarry "Le probléme des labyrinthes" décrit un algorithme de che
mi-

nement que Monsieur Berge résume ainsi :

‘Ne jamais parcourir deux fois la méme aréte dans le méme sens ; sion

est en x, ne prendre l'aréte qui nous a conduit la premitre fois au
 carre-

four x, que lorsqu'on ne peut pas faire autrement",

Dans son livre "Programme, jeux et réseaux de transports" [5} , Monsieur

Berge donne un algorithme trés voisin , Sous le nom de régle de Trémeaux :

'' 1°) On part de a, et l'on suit un chemin quelconque aussi loin que possi-

ble ; on marque toujours d'une croix un arc parcouru, et l'on n'utilisera plus

jamais un tel arc (du moins dans le sens de son orientation) ;

2°) Si l'on arrive au fond d'une impasse, on rétrograde, en marquant

d'une deuxitme croix l'arc parcouru en sens inverse ;

3°) Si l'on arrive par un arc non encore parcouru A un sommet déja ex-

ploré, on rétrograde comme si l'on était au fond d'une impasse ;

4°) Si on arrive en rétrogradant en un sommet ay, on repart par un arc

non encore utilisé s'il en existe un; ou sans cela, on rétrograde par l'arc,

marqué d'une croix, qui nous a conduit la premiere fois en a,j on arréte

la procédure lorsqu'on arrive au sommet b, ou lorsqu'on ne peut plus conti-

nuer",

Cette méthode, tres simple et connue depuis longtemps donc, est pratique-

ment tombée dans l'oubli depuis le développement du calcul électronique,

par manque d'un outil mathématique apte a le représenter,

Liétude de Monsieur PAIR : "Etude de la notion de pile, Application

& l'analyse syntaxique" [44| a précisé cet outil déja utilisé en théorie des

langages : une pile, La formulation mathématique commode qui en est donnée

et étude des applications A l'analyse des ramifications ont permis, 
bien

que ce ne soit pas objet de cet ouvrage, de retrouver sous une form
e
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exploitable la régle de Trémeaux, Monsieur EMOND [18] ena déja étudié

deux applications sur ordinateur pour le probleme de détermi
nation de la

fermeture transitive d'un graphe et celui de la recherche des 
chemins

élémentaires; Des essais d'application a d'autres problémes qui
 semblaient

liés au cheminement ont donné naissance & de nouveaux algorithme
s, basés

sur la méme méthode d'explotation du graphe : seules différent les opéra-

tions a effectuer lors des sorties de la pile, Il restait A étudier cette re-

lation,

On trouvera dans PAIR [45] une étude formelle détaillée de la fag
on

dont ces problémes sont liés au cheminement, De chacun des
 algorithmes

de cheminement il devient alors possible de déduire immédiateme
nt des

algorithmes, nouveaux ou déj& connus, traitant divers problémes parmi

ceux de ; recherche du préortre associé & un graphe, de plus courtes dis-

tances et de plus courts chemins, de plus longues distances et
 de plus

longs chemins, de nombre de chemins, de chemin le plus probla
ble, de

passage d'un point & un autre etc...

Ce travail consiste & faire le point de ces diverses idé
es recues, en

étudier les applications et les diverses méthodes qui en découlent, 
et aussi

A effectuer des comparaisons entre les algorithmes obten
us, On trouvera

également diverses applications de Ualgorithme utilisant une
 pile,



CHAPITRE 1

(oo

| DEFINITIONS

D.1 GRAPHE KONIG _[36)

On appelle graphe un couple (E, Co) o&@ E est un ensemble

de points et [1 une relation binaine dans E.

0.2 MATRICE ASSOCIEE A UN GRAPHE | 4]

La matrice associée & une rckation binaine R_ dang E est
eae Sel. Ce Se sr on ee aw wee ree Ge on eee se

une matrice carrie booLtenne do dont Le tenme ne vaut 1 b4, et

seulement si, @; R CF

0 sinon | pour tout @,, 7 & €.

La matnice assocdée au gravhe (E, mt ) est La matnice associbe

a La relation

On notera fT (x) L'ensembLe } y, x Th y et Ff La négation de tt,

0.3 Feameture transitive

_La_feameture transitive de La rekation mf est une applica-

tion (de X dans x définic. par

Aad) abu t bo tig Urine

f Le produit des relations ayant Le sends habdtuel en algébre,

L' application

ried tx) rin)... est appelée feametune tran-

sitive striote de La relation [* .

Note : 1 est Le préordre associé au graphe.

PASTS Cea THT ete caret Cot eT
D.4 RELATION D'EQUIVALENCE assocdée & un graphe, classe d'équtva-

Lence définie par Le prtordnre 1 ‘ ;.

XY o> x Tf gy et y rx,

quand, dans La sudte, on pantera de classe d'équivalence, LL

stagina d'une classe pour cette rekation. C'est aussi une composante

fontement connexe du graphe [4]

0.5 ANCETRE, TESCENDANT, PREVECESSEUR, SUCCESSEUR

Si xh y on dit que x est un ancétre de y et y est un

a ee eee
descendant de x.

Si x My on dit que x edt un predecesseur de y et y un

suceesseur de xX.

—— - |



0.6 FEUILLE, NOEUD, RACINE ;

x edt appelée feuikle ou point deSi — (x) = 9

Si Ff (x) 4 9 x est appele noeud sontde,
Si Artx) = 6 x edt appelé racine ou point :

= d' entrée,

0.7. CHEMINS, CIRCUITS D'UN GRAPHE [E, [7 ) BERGE [4]:

Un coupe (xy) tek que x My est appelé anc du gnaphe. ;

On dit que Le sommet a est son extnemété initiate (ou onrigine) 4

et que b est son extnemité terminale. i

Sixn=y {xy} est une boucke. {
On appette chemin d'un gnaphe (E, fF ) une séquence (Ay, Poel
d'ance telle que L'extremité teraminale de chaque anc coincide ave

Liextremité initiale de L'arc suivant. Un chemin est simple s'il ©

niutilise pas deux fois Le meme are et composé dans Le cas con- —

atnaine, ;
Sé un chemin rencontre successivement Les sommets x), XpresXpe

Xpas On peut aussd Le noten pA = [x), Rares pepe] 3 ke i

point x, Sera eppelé onigine Lu chemin 1 , Xeat extremité du $

chemin ~.. Un chemin qué ne rencontre pas deux fois Le meme :

sommet est dit ELbmentaine 3 un chemin peut etre find ou ingint.

Un etrcuit est un chemin find pe * [ep Korver sey | dans LequeL ©

Le sommet initial x,caincide avee Le sommet terminal x, 3 Un cin-

cuit sera encore dit Clémentaine Sd tous Les sommets qu'ik ren-

contre sont distincts (excepté Le sommet initial et Le sommet i

teaminak qui coincddent).

D.8 GRAPHE COMPLET

Un gaaphe (E, {71 ) est dit complet sé

(Vx GE) (Vv y €€) (Poy oes y Mx.)

D.9 GRAPHE ANTISYMETRIQUE

Un graphe (E, (7 ) est dit antisymétrique si

(Vx ee) (ye E) (OM ygety x = > xe y)

D,10 GRAPHE SYMETRIQUE

Un gnaphe (E, M7 ) est dit symotnique sé

("20 Ere)

dD. 11 MONOIDE LIBRE
Une suite finie X= (49, Byres @y] d'éLéments d'un ensem-

be E edt appelé mot sun E 3 ntl = | om [est sa Longueur. Si a,=b

nous dinons que 4 est une occurence de b dans % et que b possede

une occurence dans x.

Ltensemb£e E* des mots sur L'ensembLe E est mund d'une Lod de com-

position interne : concaténation, tefle que

(ay, Ayy+++4,) ; (by, bree by) 2 (agreeerdyr bgrby yb,

E* est un monoide. On dit que c'est Le monotde Libre déduit de E.

Le mot vide, not® A est ELément neutre de é*,

Si Xk, (B,¥X 4 sont des mots tels que

ad 0.5.8
nous dinons que (2 est facteur gauche, ¥ facteur droit de .

Exemple : Un chemén d'un graphe est un ELEment du monodde Libre

déduit de L'ensemble des ancs du graphe. L' élément neutre de ce

monoide est © chemin vide. Nous conviendrons que pour tout mint

x du graphe e fodnt x a x.

D0. 12 PILE. PAIR

On appelle pike sun L'ensemble E toute suite finie

We (ug, Upreee Uy) d’éL8ments du monodde Libre E* telle que
1) ug = 4, eN

2) pour i= 1,2,...0

~ Uzi, est facteur gauche de u;

et heal = f4ea| +7

ou - Ww; est facteur gauche de Oey

et [Hal = | 42-1] - 1,

PAIR [44]

n dent Les Etats de fa pike et Le dernier

bLément de E dans Le mot u; est Le sommet de £'état u, de La pike

Exemples :

E =

D.13 SOMMET DE LA PILE

Wgr Myr very &

fa,b,e,d }
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BP byi nae * i i On a ajouté & L'ensembLe E un point 2» tel que (V x EE) ax
aes “t ” et x a, ceed pour qu'aucun point du graphe (E, [') ne soit

Bas. Ist : Hg ee ondgine d'un des étatsa de La pile, c'est-a-dine d'un chemin. Une
ee a i Tee pile attachée &@ un graphe (E, } est done une pile simple sur
ug #06 ty # @ Hee LiensembLe des ancs de (EU {2 j , Tt} telle que :
up * & up sabe a) 6iu 1-2-2

oe oT eS ih atetrdiea ; , sevenemtte
U, Fa Ug = a be S'4k existe un point x de E tek qu'aucun are d'extrimité

ug = @ Ug = @ x niatt d'entate tnfdraceure &@ i, 4 edt Lientnaée de L'ara

fodgnant 2&2 x 3 sdnon a; 4, edt Le dernier état de ka pile

b} 44 4-1 est Lientnde dea :
b'AL existe des ancs dont L'onrigine est Llextrimité de of

et 44 Lentrée d'aucun d'eux n'est inferteure a 4, 4 est

dans 1) uz = a bo est un Etat de La pile a est Le sommet de cet

état de La pike. reer eraser inetd ental en hein
D.i4 ENTREE, SORTIE DE LA PILE : Lrentrée d'un tek are ; sinon 4 edt La sortie den.

al up, e6t facteur gauche deu, et juz] = [ozs 4y ' c) 44 d-1 est La sontio dex et u, 1 4 @ :
bignifie quiik existe e GE et u;, = 4, 7. & On dit que i est une : , de mé . 9 5
anenea FE ce. a“ a ip ee @ mene onigine que “ie ‘ : pa

B] ui, Ost fackeun gauche de up 2° et! fugl = eee) 9 signé vlna tat te sontte le , EEE IS, ty; 9 d . ; sfie quidh exdste 2 € E et Mey F Ue On dit que 4 est une j :

Sortie de e. ! eee *
Boars Lexempke 1 (D. 13) @

1 est une entrée dea, 3 une entrée dec, 6 une autre al.

entreé dec, # une sortie de c. ; a1.14

Dans Liexemple 2 1,2,3,4 sont des entrées A1.14,45

5,6,7,8 sont des sorties. \ 41.14.45, 51
”A1.14.45

0.15 PILE SIMPLE n1.14

Une pile U sur un ensemble fini E est simple Lorsque tout nl.

éLément de E posside une entrée et une seule dans U,. n1.16

Dans D. 13 Liexemple 2 est une pile simple, mais non al. fe

Llexemple I. (ae a deux entrées).
La Suite ci-contre est une des piles

0,16 PILE ATTACHEE A UN GRAPHE (E, 11) [PAIR 45] attachéies au graphe neprésenté ci-dessus
C'est une pile simple sur L'ensembLe des ances du graphe 5 Une autre pile attachée pourrait etre

(EU ja } , Tt). Les états de La pile sont des chemins du graphe ‘ obtenue en faisant entnenr d'abord x2,

(Zes chemins du graphe sont des éléments du monotde Libre déduit ‘

de L'ensemble des ancs, cf{ @. 10). ,

* ptt, = » ae,

pan exemple, au Lieu de xl.
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n2.21 3) si i-1 est une autnae entrée de x:

n2 alons i est une sortie de x.

42,23 Note : Nous avons vu (cg 0.7) qu'un chemin défind comme une suite

42.23.34 d'anes peut aussi Etre neprésenté pan La sutte des points

n2,23 j quiik nencontae. On peut done obteninr une pile annexe & un

22.23.37 } graphe en remplacant tout état d'une pile attachée & ce gra-

n2,.23.37.78 f phe pan La suite des points du chemin [saug he point nr) qué

22.23.37 constitue cet état.

pee Exemple :

ee Déenivons La pile annexe au graphe racpresenté en D.16 déduite

g t de La pike attachée citée :
ng

29.95

no,

e 1
Sr 15 & 77

0.17 PILE ANNEXE A UN GRAPHE LEMOsen 44444 6 1 6333333 5
Chest une pile V = [a,, a,, «0. \‘ak a p (ag, &%, a) sun Liensemble E des AlLITPIT Pir p A22222222222 AVIAN

points du graphe, telle que L'on passe de Létat v, ; & Ll ttat I

Vi par Le processus Sutvant : * : 0.18 ENTREE ET SORTIE VRAIE DE LA PILE ANNEXE :

On appelle entrée vaaie de x et on note €(x) La premierea) Si Vey 2 A:

entrée de x dans La pike V. (entrée de La pointe vers % dans laukonrs 4 edt Lientrée du premier z CE n'ayant pas d' entrée

dngérieure @ i, sik exdate, b4 . ! ( :; ; , Sdnon vz _, est L'btat final de pife attachte [45] ).

" 0 elle sortie vnaie de x et on note (x) Lianstant

b} sé v;_, #A e€ a pour sommet x : tek " i ° = =e = i * oe o
i)si 4-1 e6t une S0atie de y : eee ne E(x) 41 — ee

-~ bh y n'est pas Le deanier éLament de (x), alors 4 est 0.19 FERMETURE DE CIRCUIT :

une entrée de z qué suit y dans | {x}, Si un point x possede une sortie ingtrieure & ba sortie

~ bh y ebt Le dernier ELément de 7 (x), 4 est une sortie unade, on dina que x est fermeture de cincudt.
Cette notion est Lide au choix de La pike attachée @ unde x.

2) 4 i-1 est La premitne entate de x: graphe (ou de La pile annexe).

- si 7 (x} = g, 4 edt une sontie de x.

- si M(x} ¢ §, 4 edt une entrée du premier eLément de

P(x).

. ~



nes

FTES
ia

- 10 -

Exemple : Pour fa pile annexe décrite en 0.18 pour Le graphe de

D.17, 1 est fermeture de circuit car vg est une sortie de I

Anférieure & ba sontie vaaie {vi,).

Pan contre pour Le meme graphe, et pour fa pile annexe suivante :

5 8

6 444 4 77?

1?yridg 1 3333 3 3 3 5

A555555555 AN 2222222222 AGVIIAN

:
i

c'est Le point 5 qué est premier de cincuit (pour Le meme eincuit).—

0.19 DIFFERENTES REPRESENTATIONS DU GRAPHE

On peut absocier aux difftrnents algorithmes des xepndsentat ion

différentes du graphe. Nous avons défini en 0.2 La matrice adssociée

au graphe.

wert
D.19.1 MATRICE D' INCIDENCE : [BERGE 4]

Désignons par Uy, Ups UY, Les ancds d'un graphe G, par

Kye Xgpere yk, Sed sommets,et posons :

+7 bh x; est Liexvtnrimité initiale de ut ge :

: 1 bd x; est Liextrtmité teraminale de u '
0 bh x; n'est pas extnéimité de Us

s = (s*) S'appelle La matnice d'ineidence aux arcs du graphe G.

Ltencombrement en mémoine est de MXN, N étant Le nombre de sommets

M celud des ances.

D0. 19.2 FILE DES SUCCESSEURS DES DIFFERENTS SOMMETS :

A chaque sommet du graphe on associe une partie de cette

file contenant Les noms de tous Les successeuns du sommet envisage,

Cette technique est bien adaptée & La nreprtsentation des graphes

sans cincuits., L'encombkement en mémoine est seukement de N+M, N

étant Le nombre de sommets M cekud des arcs.

= yf =

0.19.3 DOUBLE FILE DES SUCCESSEURS ET DES PREDECESSEURS DES

DIFFERENTS SOMMETS :

A chaque sommet du graphe est assocdé une pantie de cette

fife contenant d'une part La suite des noms des suceesseurds de ce

zommet, d'autre part La suite des noms de 4.4 predecesseurs. bene

combrement en mémoine est alors de 2N + 2M. Notons qu'on peut ausse

stnucturer ced files en Listes pour obtenir une Aeprbsentation par

des Listes de successeurs des sommets ou par des doubles kistes de

suceesscenns et de prddecesseurs.

- ~ a



CHAPITRE II

ALGORITHMES ETUDIES

Soit F Le monokde Libre déduit de L' ensemble des ares du graphe,

. 2a concaténation dans F (D. 10), e@ L'éLément neutre de F pour.

- ou chemin vide - F contient Les chemins du graphe (D. 10, exe-

exemple).

Appelons FX Lensemble des suites finies de chemins 
,c'est-a-

dine Le monoide Libre déduit de F, Ufa Loi de composit
ion interne

dans FX déginis par ¢

(a), Ayyeee Ay) UE pes a’) = (appre r Ayr t! provera dy)

et A L'éLement neutae de F* pour U. (A est La suite vi
de).

DEfinissonds encore ¢

© produit, par

(a,,..,4,) o (at gree rt! gl = (aye Oy eB gree r ye aly,
ay Al pyre ehy + a")

ty Ke Ft) (kK On=AOK= A)

E un ensemble muni de deux Lode de composition interne + et x

et Tl un homamorphisme de (F*,U, ©) dans (E,+,%)

TK UK!) = (K) + TK) sg TIK K'} = TT(K} x WK").

ALons [45] , de tout algorithme de constnuction de suites de

chemins, procédant par néunions et produdta, on peut dédu
ine un

algonithme de construction de Leurs transformes par TH: 
42 bug get

de traduine Ven + et @ en%

1 - PROBLEMES POUVANT ETRE AINSI ABORDES :

Nous nous bornons ick & une énuménation de ces probl
emes, on

pourra trouver une étude plus approfondie dans [PAIR 45].

1) Existence de_chemins

E = (RAT, FAUX }; 44 KEF*, TTIK) = YRAT 44, et seukement

ai, KENG FeU KHAN,

E = ensemble des entiers naturels, X et + sont La multipli-

cation et Liaddition usuetles.



ou Ylassocie 2 toute suite K de chemins géndratists [ef 45] Le cou~
ple de son pkusd court ELément et de son second plus court, 4 K con-

tient deux tLéments distinets, et (a, w) 44 K ne contient que a,

(w, w) sé K est vide. ;

On peut génénaliser de La méme fagon & p pkus courts chemins.

+ nbtundon dans E, x défind par

i Lxt=WL@lt).

( T(K) assocée & toute suite K, La sous sudte de ses chemins
(resp. chemins et circuits) ELEmentaines. (on pourra étendre dans certains cas 2 R)

nt_un_ condition C.
ath = Min (a,b)

} 12 faut alors faine L'hypothese : axb = |at + IbI

i C {a.a') =e Cla) A Cla’)

i oi Cla) signifie "Le chemin a vérigie La condition C",

i

I

| E+ Uj-=}

/ Chaque ane du graphe possede une Longueur qué est un nom-|
i bre nbek ; on définit La Longueur lal d'un chemin a comme La
|

i éomme des Longueurs de ses arcs, Le chemin vide e ayant pour Lon- ; ath = max(a,b) ; axb * axb
gueur 0. Nous conviendnrons que, dans une suite K de chemins, a est :

i plus court que b sé jal & [b] ou sé fa} = Ibl mads une occurnenet

! de 2 snieleee he jefe occurrence de z E= [o,f] u{reo} 3 arb = min (a,b) ; ae o ane
i E est icé L'ensemble F auquel nous adjoignons un éLément ceed n'a de send que pour des ghaphes sans circuits.
i we TA), en posant wi =. 11) Probabivité de passage d'un point 2 un autre +
Mi a+be= SI jai 2 bl alors a sinon b avec £ < pour tout roel 2, E = fo, 1] , + et xX Sont Les opérations usuelles
i aX b+ a.5 en convenant que a.w=wa =w

i Remaxque : ‘ II - ALGORITHMES DE RECHERCHE DE CHEMINS :
! Lonsqu'on cheache Le plus court chemin (ou plus Long, ou plus Nous utilisenons Les notations sudvantes définissant certaines

) probahle..) de tout point x a un point y donné, iL suggit de con- suites de chemins associées aux couples x,y de points de E :

naitne pour chaque x, Le second point z du chemin can Lance xz dok I(x,y) = ST x=y ALORS (e) SINON A
1 étre suivi du phus count chemin de z a y. I(x,y) = ST xry ALORS {arc xy) STNON

| Cette remanque permet de réduine considérablement L' espace néces-_ J'{x,y) = TI (x,y) Uv Ilx,y)-

Saine au stockage.

6} Reche

- K(x,y,0) = 1(x,y) pour tout y € X

~ pour 4H1,2,..497 + Kixsysd) » U [k(x,z,4-11@J(z,y)]
Zax

|

i ,
‘ Afgorithme 1 : Chemins dep aucé de x fixe &@ y guelconque

‘t

+ p #2. }

:

i

pour tout y EX ;

Cet algorithne demande pn? @ et pn” opérations U .

On peut berine un algorithme analogue pour cheracher Les chemins

de p arcs de x quelconque @ y fixé.



Pa |

Algorithme 2 +: Chemins de x fixt & y queLconque, dont Le nombre

d'ancs est compris entre p, et p.

x - K' (x,y,p;) = K(x,y,p,) pour yEX ; (fournd par L'algorithy

- (pour é=p,#1, p,#2,.--p) ( VEX) (Kx, yd) = ’

U fk" (x,z,é-1) @ J (2,By f x,2,4-1)) © (2,y)])

En appLiquant cet algonrithme au probleme du plus court chemin

on obtient 2 algorithme de Bekkman-Kakaba [cf 3] +: pour La new

chenrche de fa Longueur du plus court chemin d'au plus p arcs joss

gnant x Ay i

- k (x,y,0) = ST X=¥ ALORS 0 SINON @ ;

~ {pour 4=1,2,..,p) (k(x,y,4) = min [elx,z,2-11 © §* (Z,y)|

xEX

rmin(0, lane zz} ) sd Ze¥ et 277

0 sBhi=V et (mon zz)

larc zy] bh ze yetzry

vsiz#é yet (non ze? y)

avee j'(z,y)=

En Aemarquant que :

Ui fk tuner) @ Jay] v Kix,z,61) @
zEXxzeEXx

[tlzejy) U Fiz,yi) = K x,y, 4-1)U[U K(x,z,11] ©
ZEXxX

J(z,y)]

on peut Eoxrine, pour Le mame probleme (Longueur généraliséc)

Ltatgorithme :

k (x,y,0) = SI x=y ALORS 0 SINOW

(ist,..p)(k (x,y,4) = min [kix,y,d-1), min [k(x,z,é-1) @ flz,

avec jlz,y) = ST zy Agons fare xy} 7©* siwoNe .

TL slagit de L'akgorithme de Ford [ef 20] .

Les suites obtenues peuvent prtsenter des rbpétitions : L'algo-

nithme 2 est donc inutilisable pour Le cakeuk de nombre de chemin

de x &y ou de ka probabsélité de passage dex & y.

Biase
- Kix, y,o) = I(x,y) pour x€X et y EX |

- (pout 4=1,2,...,q) (pour xEX, yEX)
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(K(x, y,4) © i [ktx,2,4-1) © xlzga-tl |)

Pour étudier Les Bisel de p' ancs, p' ntétant pas une puissance
de 2, on pourra combiner £es algorithmes 1 et 3.

En posant 2%ep, Les algorithmes issus de celui-cd demandent n

Logo P muktiplications et ne (n-1) tog, P additions. Nous verrons

(cf chapitre 10) que pour Led graphes symetriques on peut ramenen

2:
n_(n°-1)

Log, p et Z

3

nu? (nt)
ces nombres a Logo p.

Algorithme 4 : Chemins d'a plus 2% ancs de tout point x a tout

point y.

- K {x,y,0) + J" (x,y) pour x EX et yEX;

- (pour é=1,2,...,9) (pour x€X, yeX)

(Kix,y, 4) WY, Kx,z,4-1) © Klz,y,4-11)

/ K(x,y,4) est fonmé, avec rdpetitions, des chemins d'a1 pkus

2* anes joignant x & y, y compris Le chemin vide sd xy. On peut

faine Les memes remarques que pour Lialgorithme 3. dans Le cas des

graphes symétniques ou dans Le cas od p', nombre d'ancs, n'est pas

une puissance de 2.

Aégorithme 5 +: Suites contenant 2c chemins et cincuits eLémen-

taines de tout point x & tout point y.

On ordonne Les points du graphe : Z,> Zoo Zareeerdye

~ (¥xEX) (VyEX) (K feyy,d) = J" [xy]

-(pour i#1,2,..,n) (VxEX et VyYEX)

(K (tél = K (yet U [Koyzpd-1) O Klee tl |)
Appliqué au probLime de La recherche du prbordre associé

&@ un ghaphe on retrouve La méthode exposée dans [WARSHALL, 58] . On

peut cependant trouver dans [PATR, 45] une démonstration beaucoup

plus simple : "Par nécurrence sur 4, K(x,y,4) contient tous Les

chemins et cincuits ELémentaines foignant x @ y et ne passant par

aucun point d'indice supérieur & d, saug peut-eine x et y (42 con-

tient aussi d'autnes chemins) =: en effet, un tee chemin passe par

Zas AL b'bcrit a. at, ob a joint xa Zys a’! joint z,4y, nianiat

ne passant par un point d'indice supérieur a i-1 autne que 4ed



= T} =

extnim{tés, pudsque a.a' est bLomentaine. Kix,y,n) contient done ©

hes chemins et cincuits bLémentaines dexay.

Le fadt que K{x,y,4) ne contienne pas que des chemins et cin-

cuits ékimentaires empiche d'utiLiser cet adgorithme pour certains

des probLimes posts (nombre de chemins, chemins Lémentaine, ete),

Pan contre 44 Le graphe est sans cincuits, on pourra Lappliquer

& tous Les probLemes.

Ces algorithmes demandent n? multiplications et n? additions.

(nt+1]

1

On peut namener ces nombres & nm dans Le cas des graphes
Ssymetriques [ef chap.10]. j

Tk est possible encore de diminuer notabLement ee nombre en i

utilisant La varkante suivante :

- (¥ x€x) (¥yex) (kK [x,y,0] = J' [x,y] )
- {pour é=1,2,...,n) (Vx)

(SE K{x,z,,4-1] #A ALORS

(VYyEX) (K [x,y,d] © Klx,y,4-1) U [Ki zp eT) @ Klz,,y,4-1|
Le test K(x,z;,4-1]) #A penmet d'éviten Lorsqui if répond 'NON',

n optrations,

On verna au chapitre viz, L' importance de cette modification.

Akgsrithme 6 : Nouvel algonithme pour La xecherche des chemins et

circuits entre tout couple de points du graphe.

TL sera décrdit au chapitrze TII.

Adgonithme 7 : Chemins de tout point x &@ un point y 44xb, dans

Le cas des graphes sans cincuits.

Cet algonithme utilise une pile et sera décrit au chapitre 1 Tt

Algorithme & : Chemins de tout point x & tout point y du graphe. ©

Cet algonithme utilise une pike et sera déctt au chapitre IV,

Les algorithmes dicrits peamettent de constuine des sud-

tes de chemins contenant Les chemins et cincauits ELémentaines mats

aussi eventuelkement d'autres chemins. 1£4 pournont done etre

utihisES pout Les probLimes ne nécessitant pas d'écarter Les che- |

mind non @Lémentaines : plus countes distances et phus courts che-

mins, plus Longues distances, matrice de fermeture transitive eteu |

mais ne pourront etre uti£ists pour Les probLimes de recherche de

nombre de chemins ou de probabi£ité de passage que si Les suites —

constuites sont sans nrépéitition.

:

CHAPITRE IT]

| ALGORITHNES 6 ET # UTILISANT UNE PILE. |.

: CHEMINS DE TOUT POINT x A_UN POINT y FIXE

D'UN GRAPHE SANS CIRCUIT.

1 - ALGORITHME 6

1-1] METHODE :

Soit fl La neLation définie dans L'ensemble des arcs du

graphe par : 
-

rt Mass, et seulement si, Liextrdmitd de x est L'onigine de

fo. Dans La suite m désigne Le nombre d'anrcs du graphe. Supposonds

Les ancs ordonnés en Ay» Koree+ Xn de maniére que

(1) ox ft bo]‘ A = ye

ce qud n'est Evidemment pas possible si Le graphe possede un

cincuit, Désignonds par Ww; Lionigine de xX; et z; Son eneNenete.

ALons Ltalgonithme suivant donne Les chemins de tout point x & un

point y :

~ K (x,y,0} = 1 (x,y) pour xEX

{1 dégind au chapdtre IT)

> pour 4 = 1,2,...,m. _

(* (way 2 = K (agg dT) U [a @ Kiz,.y,4-1)|
K (x,y,4) = K (x,y,4-1) pour x 4 W ps

K (x,y,4) est une sudte sand appetition fonmée de chemins foignant

x ay (récurrence).

Montnrons pan rAécurnence sun i que K (x,y,4} contient tout chemin

a dex ay, vide ou dont Le premter anc est %, avec Rega:

bLa=e ounk <4 a edt dans K(x,y,4-1) |

bikes a, X= W;, a= oa" tags Lequek a! edt vide ou

commence par x, teL que &, PA, (f cst).

Done a' appantient &@ K leat et a appartient a
K (w4o4) ctest-a-dine K (x,y,4}. .

Pour écantern Ze chemin vide if suffit de modifier Li initiabLit cteon

en K (x,y,o) = J (x,y) (ef chap. 2)

On obtéent de méme un algorithme qui donne Les chemins de x f4xb B

y quetconque :



1

- K (x,y,0} = I {x,y} pour yeXx

- pour d =m, m-1,...,2,7 :

ee = K (x,z,,m-4) U [k(x,w,,m-41@ (oa)

K(x, y,m-4+1} = K(x,y,m-4) pour y 4 Ze

On en dédust des algorithmes demandant m multiplications et m

additions : comme m, nombre d'arcs est au phus gal, dans un

graphe Sans circudt a ce = ist et en’ général bien infirieur
ces algonithmes Lonsquiils s'apphiquent, sont meikleurs que tous

ceux qué prdcédent.

Notons que 44 on Les anplique pour tous Les couples x,y du point ©

du graphe, 4245 nécessitent mn, soit ean t opéxations. On
tnouvera au chapitne VII, £es algonithmes cornespondant & La re-

cherche des plus Longs chemins et des companadsons aux autres ak~

gorithmes, et au chapitne XI,une application aux réseaux PERT i

dans Laquelle on ne détenmine Liondnae des points qu'une seule fork

et of on uti£ise Led deux formes eitées ci-dessus. }

12 - DETERMINATION D'UN ORDRE DES ARCS SATISFAISANT A L'HYPOTHESE

Encore faut-Lk que Les ances Sodent ordonnés comme if a

été dit. Pour cela on utilisena Liondre de sortie des ancs de La -

pile attachéie définie en 0.16.

12 est démontné dans PAIR [45 ] que £L'ordne de sortie des ances de

La pike attachée rnbpond &@ Lihypothtse {1}. Soit Ty» Soe Om

ha sutte des scaties de La péke.

Le nombre d'opérations nécessaines pour constauine 2a pile est

proportionnel au nombre d'ances ; 44 Le nombre de points du graphe

est grand et s4 on tnaite tous £es couples de points du graphe, i
Ak devient nigligeablLe vis & vis du nombre de multiplications et ;

d'additions.

f

TII - UTILISATION DE LA PILE ANNEXE :

En rxemplacant tout état d'une pile attachée &@ un graphe

par La suite des poinst de E situbs Sur ce chemin, on obtient

une pike sur Liensemble E : La pike annexe définie en 0.17.
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Chacune de ces deux pikes déteamine L'autrze. Si Les arcs sont ar-

donnts en 2;, Z,+++,Z, de mandere que z; lz. entaaine inj ik

sugset d'ordonner Les arcs sudvant Leur onigine pour satisfaire

Qihypothese (1).

Les algonithmes utitisant La pile annexe semblent plus facifles &

metthe en oeuvre quand iL sont explLoitéis immediatement. Cependant

gi on désine déterminer L'ordne des anes pour effectuer plusieurs

exploitations, ou pour une exploitation digfferte on doit utiliser

ga pike attachée.

On obtient avee La pile annexe L'algonithme suivant :

1) K(x,y,0) = Ilx,y)

atest-a-dine = ane (x,y) six My

2) si 6 & edt une Sontie de z. e Le sommet

K le,y,4) = Kle,y,é-1) U [le,z) © Kiz,y, 4-11]

On trouvera au chapitne VII, L'application de cet akgordthme au pro-

blame du plus Long chemin .

IV - EXEMPLE

Pour Le graphe neprbsenté ci-dessous une pile annexe rtpondant a La

déifinition est La sudvante :

A

1

12

123

1237

12376

123768

12376

12378

1237

123

Liondne de sortie vaaie des points de

La pike est akons Le sudvant :

124 8,6,7,3,554,2,1,9

Riondne des arcs sur Lesquels portent

12 Les opérations

68,76,37,23,45,46,24,12, 97°
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1 premier tkLiment Z

n'ayant pas d'entrée vaaie

jun tea éLement y

aad FIN

de {' {e}

[=e a

Atea élément y qué
suit e dana oi (e')

@

Je non entre

encore

dans La pile

feuile e|

slz

ERREUR

(eiacuct)

K (e’,y,4) = Klet,y,4-1]U

[le',e) . Kle,y,-1)]
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VI - PROGRAMMATION "

Le graphe est neprbsenté sous forme de sa matrice associ€te

(tabZeau A).

La pdfe est un tabLeau a une dimension P [T:N+1] ;

La position du sommet est reperte par son indice k. Comme i£ ne peut

extster simultanément dans un @tat deux ances ayant mame ordgine, et

comme on obtient La pike annexe en xempLagant tout état de La pike

atzachée par La suite des points de E situés sur ce chemin, id ne peut

exister simultanément deux occurrences du mime sommet dans La pike.

L'existence de deux oecuarences du mame sommet dans La pile

canactinise un cincutt (cf chap. 1X } done une erreur.

Les situations des sommets (non entre, entnt, soiti, feudiie) sont

cahacténdisis pat un dndicateur (tableau T [Pew] }.

pour Lequee T(1) = 1 Sagnifie 1 non encore entnré

T{I}) = 2 I déja entnrb, non soati

T(I) = 3 T est sontdi et n'est pas une

feuthle

T(I) = 4 T est so0rté et est une feuille

La distinction entre "feutlles” et non feuilies" peamet d'éviter

centaines optrations ( U et 3) ce qué peut Etre interessant si ces

opbrations sont Longues et s'ik existe beaucoup de feutlles, ou sd on

veut £es chercher. (cf chap. VIT ).

L'opénation "Initialisation" consiste done &@ donner Les valeurs

k= 1, (initialise La pile & son btat vn )

T [t} = 1 WI {aucun point n'est entré).

On trouvera au chapitre VII, des applications de cet algorithme.
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TI - ALGORITHME 7A. CHEMINS DE TOUT POINT x A TOUT POINT y Du

GRAPHE(E, [*) ,UTILISANT UNE PILE.

On utilise La suite des sorties de La pike annexe du graphe

(E, ). Dans ha suite :

E(x) désignera L'entrée vaaie de x dans La pile

2 __(x] eekud de La sortie vaaie de x (0.18)

o(x) ceelut de La premitne sortie de x.

II - 1. ALGORITHME

1} Initiakisation

[Vx€E] (Wyee} (K [x,y,0] =A).

2) e@ étant Le sommet et r désignant Le nombre des sorties de

La pike, (pour is1,2,...,4)

a} b4 ©, < > (z):

K(e,z,4) = K le,z,é-1) U {e,z)

b) S40 est une sortie de z>d (z) oulsé o, = 2 (z) et |

Z non fermeture de cincutt : (ef 0.19)/

(VyeE, y # z) (K [e,y,éJ = K fe,y,4-1] U [le,zh. ktz.y, <-f

e) 64 yi =) (z) et z feameture de cincutt :

(YP xEE et vénifiant E(z)< P(x) Z Viiz)) (V yee}

(K feoyd) = K [x,y,é-0U [Kk [x,z,2-1] . k [2,y,é-i]]]
Pour tout coupke x,y non défind ci-dessus

K [x,y,4] = K [x,y 4-7]

TI - 2. JUSTI iCATION :

TL s'agit de Liakgorithme décrit dans PAIR [45 | utilisant

une pile annexe au Lieu de La pile attachée. Nous L avons done 26-

Berit, en hud faisant subin La transformation qui nous peamet de

passer de La pike attachée & La pike annexe : tout chemin (suite

d'ancs) constituant un état de La pike attachée est nepresenté

par La suite des points par Lesquels iL passe 3 La soathe d'un

ane de La pile attachée est neprtsentée par La sortie d'un sommet

de fa pike annexe. 12 est possible d'&erine une démonstratéon

complete de La méthode (ou d'une variante) sous cette forme.
Shee ae
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Nous nous contenterons de signater Les phases essentielles de

cette démonstration. Pour plus ample détai£, on pourra consul-

tern notre rAbférence.

Lemme 1 Si & est inférieur a La premiere sortie de y,

¥x, Kix,y,d) = %

Lemme 2 Si xy, une sortie de y précéde La sortie vaaie de x

et x est Le sommet Lords de cette sortie.

Lemme 3 Sott 4 une Sortie de y, e Le sommet de La pike Lord

de cette sortie. Si La sortie vaaie de y, 2. (y) est
posténieure @ i et st y a une sontie inférdeure ou

Sgete a i, Doty) > 2_le).

est pabsent en & stDefinition Un chemin Yo, Yp+++¥
n

42 (1eLen} tel que

- Yo ree Ye EK [Yor Y4or4] :

- 2=n ou ly, est feametune de cincudt et Slyp)>4)

Théondme : Un chemin (ou cincudt) eLementaine Yo---Yy, est prt-

sent en tout 4 > LAYg) = is

Consequence : Si p est Le numero de La dernitre sortie, tout

chemin ou circuit GLomentatre Yo---Y, appantient &

K [YgrYyoP | . En effet 42 est prdsent en p et au-

cune sortie Zly,) nest supérieure a p.

II - 3 VARIANTES DE LA METHODE :

1I-3a} Les bouckes (D. 7) peuvent etre négkigtes sands modifier

foes chemins éLémentaines ni Les cincudts ELementarres.

11-3b}) Le Lemme 1 nous permet de n'egfectuer hes optrations

2.5 et 2.c que pour Les points y ayant une sonkle An-

férieure & Oy
- - Kw

[I-3c) Si z est une feudeee (0. 6 } K [z,y,4] =

pour tout y et pour tout 4. 12 est done inutile d'eg-

fectuer Liopénation 2b Lors de 2a sontie de tels points

Ze
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TI-3d) On peut remplacer dans 2.0 L'ensemble des x tels que

€(z) <2 (x) <2 (z) par des ensembles plus grands,

chaque suite K(x,y,4) contiendrza toujours Les chemins

quiefle contenai£ et EventuellLement d'autres.

Cet ensemble fx, €lz)< 2 (x) < Zz) } pouvant etre

délicat &@ déLimiter on pourra utiliser L ensemble

{x, L(x) < F(z}.

On pourrait ausdi effectuer L'opération 2°¢ pour tout

L'ensemblLe des x appartenant a E.

11-3e} On peut aussi diminuer encore cet ensemble et egfectuer
L'opéazation 2.¢ pour L'ensemble des x teks que

E(z)< Li(xd< Viz) et K [x,z,4-1] FA.

En effet La concatination des chemins de K(x,y,4-1} et

de K [ z,y,4-1] n'apporte aucun chemin @ La suite

K [x,y,4] sik [x,y,é-1] =A

11-34] S& on se Limite en outrae, aux x tele que

e(z} 2 2 (x) < Diz} et K [x,z,4-a4] # Net K [z,y, 4-1] #A,

Les suites obtenues contiendront toujours Les chemins

et cinceudts GLéimentaines ; AL est alons possible d'im-

poser aux points x d'étre equivalent a z. 9

Nous vernrons au chapitne 7, Llutilisation de certaines ©

de ces vardantes.

'

4

t

TI - 4 ORGANTGRAMME

Voin page 26, L'organigaame théonique de Lalgonithue

7A. a

11 - 5 PROGRAMMATION

On nedécrina ick que La programmation de La gestion de

La pile et non Leds optrations 2b et 2c qué vanient avee Leds pro-

bLemes,

Le gaaphe est supposé neprtsenté par sa matrice associée Al a, 4]

La pife est un tableau &@ une dimension P [tiN+1] 3 La position

de son sommet est repirée par son indice k. (ef I.VT). Nous

uti£&iserons encore des indicateurs (tabLeau T [is] } peamettant

>

Pane Abita |

BA premien themeonl By j
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de connaitrze La situation de chaque sommet :
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TK iaktootion

Wad Tess VE

T [1] = » - non encore entrée -~t—<1

2, déja entrxé non soati

3] os Ta eu une sortie et est geuscture de circuit

4 T a eu une sortie mais n'est ni premier de

cinaudt ni une feuille

5 ; Ia eu une sortie ex edt une feuclle

T sera 2@serve pour désigner Le sommet,

Initialisation : Vi, T Li] =1, K = 1 et on effectue L'opéxation 1.

Tlet:ed

74
ina kat

Al premier ELément z niayant pas d'entrzbe vaaie ?

On cherche Le premier ELément z teL que T [1] = 1. S'ée

en exdste 3 dinon tous Led arcs ont Ett Etudiés ef £2 tra-

vail cst Leaminé.
16 TLL) ]

ge F

Vs41 premier ELément y de {e) ? :

Dans La Tidme Ligne de A, on cherache Le premier J tek que

A [1,3] #A. J entnena alors dans La pike.
bo ws L a

Tests sur La situation dee:

On utiLisera en fait un acguilkage ATG [7 [1] }avee
AIG := TEST, NOTP, SOR, SOELSIM, SOR ;

e's peut @tre effectué en cherchant si K = 1. 5 Oprol con

Ceci nous peamet de donner une autre forme de cet organi- — 2. &

ghamme qui sera uti£iste dans nods programmes. (voir orga- 4
u

nignamme page 28) -~ Jaganignanne pratique pour Lialgorithae |

7A,

ITI - ALGORITHME 7B. - CHEHINS DE TOUT POINT x D'UN GRAPHE QUEL-

CONQUE A UN POINT Y FIXE :

Pour La recheache des chemins ELomentaines d'extrtmitéis y

L'optnxation 2b ne fait intervenin que des chemins ELimentaines d'ex-

tnomitéis y.et des arcs. Par contre Llopéaation 2.c fait alors in- 2

teavenir des chemins diextratmitéis y (K [z,y,i-1] }) mais aussi des

cheming d’extrémité z jcrmetune 4eincuit. IL est done possible de

n'egectuer Les cpération 2b et Ze que pour Les points y et Les

ferametures de circuit. Dlaprts Le Lemme 1, on peut affiamer qu'sh

4
A, +tAr

Dis, At Qenmerak dyes

pk @ howe Ke’)



est inutile de Les effectuer pour Leds fermetures de cincuit

avant Leur praemdtre sortie. Dot L'algorithme suivant :

1) Initialtsation

{Vx GE)

2) a}

b)

e)}

~ 29 -

(K [x,y,o] = A )

b4 OnE < > (z):

K fe,z,é] = K [e,z,4-1] U (e,z)

bi oo, edt une sontie de z >> (z) ou si [ ST = Zz) et Zz

non ferameture de circuit)

pour v = y ef pour v = VyrVorss

tels que o-l(v.}< 2Iz)

K fev dl = K feowt-t} U [lezl. KL z.y,é-1]|
si oj = 2_(z) et z fermetunre de cincutt : :

([VxEE et vérifiant Clzj< F (xle Dlz)) (pour Les

memes y)

(K [x,u,é] = K [x,u,d-1] U K [x,z,é-1] .K [z,y,4-1 J |,

Cet akgonithme a un intértt certain si Le graphe envisage i
n'a pas trop de cincuits pantioulitnement si on veut cher-

cher Les chemins entne tout point x du graphe et plusieurs
points extréimitts, ce qui est impossible & zbakliser avee

Les autres algorithmes autrement quien recommencant pour

chaque extrimtté dif férente.

+p feameturzeds de cincutt |

dt ant feb iain 5
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Nous @orirons ict deux procédures pour L'akgordthme 7A.

PROCEDURE ALG?PILE [A,N) 5

COMMENTAIRE Cette procédure assure ka gestion de la pike

La procédure IGAMMAT est bookéenne et prend La valeur

vrai quand if exdsde un are de 1a J. La procédure OPE2B

nbakise Llopénation 2B et OPE2C L'opéxation fe.

DEBUT ENTIER 1,J,K,R 5 ENTIER TABLEAU T [7:N] , P [Tenet] ;

AIGUILLAGE A1G:= TEST, NOTP, SOR, SOELSIM, SOR ;

POUR i:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE T [ZT] +1 3

Kiel ;

INIT : POUR T=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE

SIT [1] =1 ALORS ALLERA INIP ; ALLERA EXIT ;

INIP : P lil t= 1; :

TEST : POUR J:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE

ST TGAMMAJ ALORS DEBUT TL 1] +2; ALLERA ENTR FIN ;

~

T [i] s=5 ; ALLERA SOR ; i

NOTP : T [i] :=3 ; ALLERA SOR ;

ENTR : Ke=K+t 5 P [K] :#5 3 Tt=J 3 ALLERA AIG (r fl]:
SOR : $1 K=1 ALORS ALLERA INIT ; KeeK-1 5

SUIT : Rte Tet 5 Ite P KK)

POUR J:=R PAS 1 JUSQUA N FALRE

ST IGAMMAS ALORS ALLERA ENTR 5

st T [1] +3 ALORS. ALLERA SORTER ;

SOELSIM : ST K=1 ALORS ALLERA INIT 3 Je= P [K-1] 3

OpE2ZB ; 7 [E] :=4 3 ALLERA SOR ; :

SORIER : POUR / PAS 1 JUSQUA N FAIRE _
SI T[R1| > 3 ALORS OPZC 3 ALLERA SOELSIM ;

EXIT : FIN ;

Cette version nbalise L'optration 2c pour L'ensemble des x teks

que OT y) < Y'(z) qué nous semble Le plus factke a réalisenr.,

La version sudvante (qui est celke décrite dans ce chap. tne}

semble plus aéLicate a mettne en oeuvre.

ix
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PROCEDURE PILE?7MOTSORTIE (A,N) = ENTIER TABLEAU A ; ENTIER N ;

COMMENTAIRE Cette procéidure assure La gestion de la pike.

La procédure IGAMMAS est bookéenne et prend La vakeur vaad

quand ik existe un ane del a J.

La procédure OPEZB ndakise Liopération 2.b, OPE2ZC réalise

L'opénration 2.¢.

DEBUT ENTIER 1,J,K,R,E,V 3 ENTIER TABLEAU S,T [Ii] , P fisneZ) 5

AIGUILLAGE AIG:=TEST, NOTP, SOR, SOELSIM, SOR ;

POUR I:=1 PAS 1 JUSQUA W FAIRE T [T] #1 ;

Kes 3 EseN+2 ;

INIT: POUR I=] PAS 1 JUSQUA N FAIRE

SI T [1] +1 ALORS ALLERA INIP ; ALLERA EXIT ;

INIP: P [ff] s=T ;

TEST: POUR J:=1 PAS 1 JUSQUA N FATRE

SI IGAMMAJ ALORS DEBUT T [1] +=2 3 S [I] :=E , ALLERA ENTR

FIN 3 T [I] s=5 3 ALLERA SOR ;

NOTP: T [I] :+3 ; ALLERA SOR ;

ENTR: Ki=K+l 3; P Ik) t=J ; ITt=J3 3; ALLERA AIG fr (1}] 3
SOR : SI K»1 ALORS ALLERA INIT 5 KieK-1 ;

SUIT: Ri=1#1 3 Tt= P [K] ; POUR J:=R PAS T JUSQUA N FAIRE

SI IGAMMAJ ALORS ALLERA ENTR ;

SIT [1] =3 ALORS ALLERA SORIER ;

SOVRAT : P [E] t=1 5 EzsE-1 ;

SOELSIM + SI K=1 ALORS ALLERA INIT ; Jz= P [K-1] 5

OPE2B ; T [I] :=4 j ALLERA SOR ;

SORIER : POUR J:= $ [I] PAS 1 JUSQUA E-1 FAIRE

DEBUT Vi=P[ J} ; OPE2C ; FIN ;

ALLERA SOVRAT ;

EXIT + FIN ;

La partie haute de La pile edt rbsenvée pour y indiquer La sut-

te des sorties vraaies ; nous avons vu que dans un état de ta pike

ne peut exister qu'un seul point ayant déja eu une sortie, ik Sbug-

f4t done de ntl Elements pour contenin La pile et sa partie haute.

L'opération NOTP penmnet d'indiquer que I est un premier de

cincuit ; Pour connattre L'ensemblLe des x tels que € (z)< X (x)

Z5(z) 42 gugfit de noter & chaque entrée vaaie (dans TEST}

Le niveau atteint dans La suite des sorties vaaies : $ [I] tE.



CHAPITRE_1V

ALGORITHME &

1 - PRINCIPE DE LA METHODE

Etant donné un gnraphe (E, M), E = {1,2,00.yn} , soét (S,,17)

un sous-graphe de (E, 17), S, = {1,2,.+.,k} 5

Cheachons & condtruine Les chemind eLémentaires de Sy & partir

de ceux de S$, 4°

a) Soit une chemin éLémentaine de Spe PLusieurs cas peuvent se

prtsenter :

1°) 12 ne contient pas k : clest alors un chemin ELémentaine

de Spot Bs

2°) IL ak pour extrdmité : puisquiil est ELémentaine, iL

est obtenu par concaténation d'un chemin éLémentaire

de Spey d'extrémité fj et de Liane (jk) ;

3°} 12 ak pour onigine : pudsquiél est GLémentaine, iL est

obtenu par concatéination d'un ane (kL) et d'un chemin

éLémentaine de Spe d'origine 2 5

4°) 12 contéient k qué n'est ni Son onigine, ni son exthimd ~

4%: pudsquiihk est EhLéimentaine if ne contient k qu'une

seule fois 3 ik est done obtenu par concatéination d'un

chemin d'extrimité k (décnit au 2°) et d'un chemin d'oni-

gine k (déersit au 3°).

b) Envisageons un circuit ELémentaine (XooXpreeer ky) Les memes

cas Se prbsentent :

1°) TZ ne contient pas k : c'est alors un circuit ELémentad-

ne de S,_, 3 (42 ne peut Etre en particutien une bouche).

2°) Xp = Rt Xy,.04%q edt donc un chemin ELementaine de

3S, d'extrémité k iL a été obtenu pan a) 2°). Le cia-

eudt XgeeeXy est obtenu par concaténation d'un chemin

éLémentaine de Sp (non plus Sp_4) et d'un are d'oricinw

k. (a 3°)

4°) IL contient k, qui n'est pas xy? pudsqulik est t2bmen-

taine ik ne Le contient qu'une seule fois, ik edt donc

obtenu par concatination d'un chemin bLémentaine Xgeek

de S, (décrit en a)2°) et d'un chemin éLémentaine k...x

de S, (décrit en a)3°).
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TI ~ ALGORITHME

12 décrit La facon d'obtenin des suites de chemins contenant

Les chemins ELémentaires ainsi distingués.

1) (Wxee) (VyeE) (KK x,y] te 7 [x,y]

2) (k= 2,...,n]

a) (£-1,.,.k-1) (V f€S, 4)

(kK [k,2j- Y (kf) © K G2] )

b) (£e1,...,k-F) (VG ES, 4)

(kK [ek] = UK (2 fJ@ (f,k))
4

e) (ViES, ,) (VFES,_, et f # A)

(K [ej] = K [9 ulkK Ck] ~ « [esl] )
Les suites de chemins ainsi obtenues sont Sans r€péititions :

4d, & L'itéination k on ajoute un chemin <£ contient k, i2 ne pou-

vait done yas figuraen dans cette suite a L'ditdnation prtcédente ;

de pkus 42 ne peut y avoin de népétitions entre Les chemins obtenus

&@ Ldtdration bh, 2es types de chemins déicrits étanta incompatibles.

Notons que seule L'opénation c apporte dans ces suites des chemins

non ELémentaines.

TII - VARIANTES DE L' ALGORITHME

TII-1 Suites contenant 224 chemins et chreuits tELémentaines

du_graphe.

Pour obtenin Les cizcuits @Limentaines ik faut recliser

Les opérations permettant d'obtenin Les cincutits déicrits en b)2 4

pantin ded chemins de a)2, ainsi que 2es cineutts déicrits en 6) 3.12

buggit de néaliser 2}b pour £-1,2,...R et 20} pour (Vi €S,_,)+

111-2 TESTS :
L'algonithme ainsi néidigé nédcessite n(n- 1)* operations

néunion et produit (voty § ITI-3). 12 est cependant possible d'évi-

ten des opbrations qui néalisent des concaténations entre ELimente

dont L'un peut etre vide. On pourra adopter La rbdaction suivante.

1) (Vx€E) (WyEE) (K [x,y] = 1 Ex, ¥} )

2) (k=2,3,.+.,%)

a) (WV fES,_, et tek que kf) tpour Le1,..,f-1,ftl,..k-T)

(K [re] eK fe eh U {lkefl o kK 2] ty)

Unset |) aie

b} ( Wy €S,_, et tek quefrk) (pour £-1,..,f-1,ft+l,..,k-1)

(K [e,k J, = K [ee J, VU KIL © (s,k)I} )

e) (vies, “et tee ae K [i,k] #A) (WiES,_ yp f # 4)
2K rea) -K [44] U {kK (&klo Kf,

Chaque test effectué en a,b ou co permet d'éviter k opérations

a L'étbration d'onrdne k. 12 est nremanquable que Les tests a et b

ne portent que sun Les anes et non sur Les chemins du graphe, en

ce Send quiils sont plus faciles & faine (on peut pan exemple uti-

Lisen une Liste des ances) et quiifls pexmettent d’éviten des opéna-

tions beaucoup pkus souvent que ceux portant sur Les chemins ( (i, 4)

=/\ plus souvent que [4,7] ).

Nombre _d! opéxations

a) Faisons Le ooneee pour La vakiante cherchant

aussd Led cincuits

IT1-3

1 faut pour a) [k-1) {(k-2) opénations

pour 6) [k-1) (k-2)}

ce) (k-1)?
bb’) (k-1)

Soit au total

n

i (k-1]my (k-2) + (h-T)(k-2) + (e-t) + (k-1)" = w (n-1)2

b]) Pour-La variante de 111-2. (n-1)? Aeprbsente
un maximum dont on Sena d'autant plus Loin que Le graphe sera moins

plein,

Si on effectue Les tests pour £e4 optrations a,b,c on peut ne

pas Le faire pour ec, qui est La moins favorable , 4£ faut compter

& chaque itérxation sun k 3(k-T) agate au total

- sit-1) > ont - 3 : PP
~on- 9 42645 SoLt environ ga

Notona bab pour Catal 5 AL en faut n.
On trouvera au chapitre VII, une comparaison expérimentale de

ces nombres d'opéxations entre Les diverses méthodes. Notons aussi,

que pour cet algonithme, on ne peut plus parter de couples qui

opérent”, on comptera done Les opbrationds explicitement.



= 36-

111-4 Importance de L'ordne des sommets

Chaque test peut permettne dléviter (k-1} opéxatdions

additions et multiplications . 1k est done peus Antéinessant

d'évitern des opérxations vers Les derncercs iténations. Liordae des

points est done important, mais 42 est facile de trouver un ondne

favorable alors que pour Lialgorithme 5 on ne connait que Li ondne

fournd par La pile + on peut prendre Liordre des sommets pan degre
décnoissani.

On ne peut pas agfirmer que ce soit L'ondne optimal, ean dans

L'optnation b Les test portent sur Les arcs entazants du sommet k,

dans c ifs portent sur £es chemins entrants de k et dans a Sur Les

ares Sontants du sommet k, et i n'y a pas un nombre egal d' opénza-

tions avitées dans chaque type.

Néanmoins on peut dine, surtout si on n'effectue pas hes tests

ec), que Liondre des sommets pan degre décrcissant est une bonne

approximation de Liordre optimal.

En utilisant cet ondnre ik est sands doute inutife d'effectuer

des tests pour Les premiines iterations. On ne commence done qu'au

dela d'un ordae hk’ déterariné empiaiquement.

1V - PROGRANMATION

Les programmes néalisés acceptent Le grtaphe sous forme de 4a

mathice associée. (tab£eau A}.

Ce tabfeav. peut aussi senvin de support a La matrice des dis~

tances mais pas aux caleuls intermédtaines :

- Les bLements A{i,k} et ACK, f) n’ont jamats ett modifse

avant Liitéination k. Au début de cette iténation La kitme Ligne et

La kddme cofonne sont done eekles de La matrice assocdée.

-~ 2es arcs d'axtnimités k ne sont utiles quia 2 itération k

~ Led bLéments Ali,j), & k, f & reprdsentent des distan-

ced

Th gugfit done d'uti£iser des mémoines de travail neprbsentant

La khitme Ligne et La ki®me cokLonne peadant Liittnation k. noLe des

tableauw B et C . On trouvera page 37 Le programme ALgok CAE 510,

eornespondant au probleme de La plus courte distance. TL stagit

de fa variante du § IIT-2.

-37-

" PROCEDURE ' PCDDANTZIGCN, JA); 'ENTIER'N; fENTIER' ITAL ‘A
IDERUT! TENTIERS iTABLEAU'B, C.C1iND 3; TENTRRETE. § Eothe PE
*POUR TIS L'PAS' L'JUSQUA'N' FAIRE! DEBUT! we ee
MPOUR UEE'PAS TL JUSOUAINTFAIRE!

'STTAGCT, JD. TEGALTOTALORS'A.CI,u).=10000 ;

A.C1,1).20 'FIN' 3 O20; ,
"POUR TKEL'PAS' 1" JUSQUA'N FAIRE ' "DEBUT!

TPOURTTZI'PAS' 1" GUSQUATK=L'FATRE' DEBUT!

B.Ctd.2C.C1),=10000 'FIN';

"POURTS=LEPAS' 1 SUSOUATKSL FAIRE!

TSTTA.CK, J). INF'10000 ALORS!

"POUR TLEL'PAS'L' JUSQUATK-L'FAIRE' 'DERUT

'STTALCK, gS) 4A. CU, L). INF 'B.CLD. PALORS!

B.CL).2A.CK, J). tA.CU,L).3 OF041 'FIN';

POUR fU=1'PAS' 1" JUSQUA'K=1'FATRE'

‘STA. CU, KD. INF'1O000 ‘ALORS?

"POUR TLSL'PAS' 1" JUSQUA'K-1'FAIRE DEBUT!

O=Q413 'ST'A.CU, KD. 4A. CL, U). INFIC.CLD. "ALORS!

C.CL).=A.CU, KD. 4A. CL, U). TFIN';
"POUR T=1"' PAST 1" JUSQUA'K=1'FAIRE!

"STYA.CE, KT INF'10N00 TALORS!

Se Le Ee

ST'A.LCT,K).4A.CK, JU). INF TASCI, J). 'ALORSTA, = < ;

02041 "FIN; PORN ones nominee oe
A.CK,L).=A.CLI.3 ALCL, KD.=C.CLD. 'FIN' 'FIN';
EXEC6,); IMPR; ,
'STICLECH) ALOPS* 'POURTI=1'PAS'1"GUSQUA'N'FAIRE!

‘DEBUT "POUR "U=1' PAST 1L'JUSCUA'h "FAIRE "EXECS A. CI,u).)3
TMPR 'FIN' 'FIN' PCDDANTZIG; , oe



CHAPITRE_5

COMPARATSON DES DIVERS ALGORITHNES |

Dans ce chapitne nous essaienons de companen Les difftrents

algonithmes sous divers points de vue : nombre théorcque d'opéra-

tions & effectuen, temps de calcul, place occupée en mémoine...

Tous Les essais mentionnés ont été effectuds sur Le probleme de La

hecherche de La plus courte distance, Les conckusions que L'on pour-

na en tinen nestant valables pour Les autres probLomes,pudsque seule

différe La nature ded opérations & effectuer et non Leur nombre.

1 - ALGORITHMES CONSTRUISANT DES SUITES DE CHEMIN ENTRE LES POINTS

x DU GRAPHE ET UN POINT y EXTREMITE :

Rappefons que £'on peut bcrine des akgonithmes analogues pour

un point x f4x@ et tous Les points du graphe.

On peut utiliser Les algonithmes 2 (vaniantes de FORD ou de BELLMANN

KALABA) et 7B pour Les graphed quelconques et L'akgonrithme 6 si Le

graphe est sans cincurt.

Encombrzement :

L'écaiture des programmes pour Lialgorithme 2 est contuine-

ment plus facile que pour L'algonrithme 6 et Le programme obtenu

plus count. De plus Lialgorithme 6 nécessite 2 tableaux de n ila-

ments en plus de La matnrice associée et des emplacements prtyvi’ pour

Les ntsultats.

Nombre d'opérations :

Pour L'algorithme 2, p étant Le maximum des nombres d'ancéd des

différents chemins et cincutts éLimentaines du graphe, Les algonri-

thmes déduits par homomonphisme de L'akgorithme 2 demandent pnt
muktiphications et pre additions {au bens du chapitae ral , est
a@-dine un nombre de L'ordne de n? (p est en ganérak assez voisin

i den). Les tests Jf z,y,i-1] # A permettent d'en Gviter certaines.

| On a vu que L'akgonrithme 6 nécessite exactement m (nombre d'arcs

du ghaphe) opérations ; c'est-a-dine un nombre inférieur a ne, Le
nombre d'opérxations nécessaines & La gestion de La pike Etant tut

{ aussi proportionnel & m, cet algorithme est incontestabLemene Le

plus intéressant pour Les graphes sans cincuit D'autne part 4d on

veut faine Le mame calcul pour plusieurs points extrémitéis on peutba teas
:
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faine Les operations pour tous ces points & chaque sortie de La

pide sans LecommencerA unc gestion complete, né une exploitatio
n du

graphe , ce qué edt un avantage supplémentaine pour Liakgontthme 6.

Essads

La counbe t = &lm) située page 39’ reprgsente Les variations

du temps de cafeuk pan Les deux méthodes, Lordqu'on augmente L
e

nombre d’are d'un graphe.

Les essais ont 60 effectués aur une série de graphesd'ondre 20 : on.

passe d'un graphe au sudvant en ajoutant ded arcs.

Cette courbe montre :

- La disproportion entre Les temps de caleuk par La méthode

de FORD (ce serait La méme pour La méthode de Belfmann-Kalaba] et

cokle utilisant un pile Alg. 6]

- L'impontance pour L'akgonithme 2 du test J Cz,y 4-1] #a qué

est tne inténessant pour Les graphes assez creux. Sans ce test 
Le

temps de caleuk serait pratiquement indépendant du nombre d' arcs
.

- La proportionnalité du temps de ealeuk .au nombre d'arcs

pour Lakgorithme 6 .«

Algorithme 2

Seule change par rapport au cas préicédent La propor-

tion des tests pour Lesquels J {z,y,4-1] =f, que devient beaucoup

plus faible.

ALgorithme 7.B :

Notons que 44 Le graphe est sand cinouit if effee-
Sint ster bam

tue exactement Les memes operations que kiakgonithme 6.

Wed PeeEncombrement :

12 devient plus dmportant que pour L'akgorithme 6 ; Le pro-

gramme est phus Long et surtout iL faut stocker plus de résultats 2

intermédiaines (Les chemin d'extnrémeté Les fenmetures de cincudt}. —

Nombre d'onénations q
12 est plus délicat a estimen : i

q étant Le nombre de fermetures de cincutt (qn) 42 reste de L'oa- 3

dre de qn’ et,en général, bien inférteur + on ne commence & faire des

opérations pour une feamecure de cineutt quiapr®s La premiere sor~ 
a
i

tie de celke ed. 
3

if

#e Ym

R
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Essats

De nombreux essais ont &L6 ndalists sun des gnraphes d'ordnre 20

et sur des graphes d'onrdnre 30 en fadsant varienr Le nombre de cin-

cudts.

Pour caleuler une Ligne de La matnice des distances if faut de

2,5 [quand ££ y a beaucoup de cincudts |] & 10 fois [quand id n'y

a pas de eineutt| plus de temps par L'algonithme 2 que par 2’ akgo-

nithne #B. Pour £es graphes d'ondne 20, de 4a 14 fois pour Les

graphes d'ordne 30.

On aura donc dans tous Les cas, internet & utiliser Les algonithmes

uti£isant une pile 6 quand on sadt que Les graphes étudiés sont sand

cineutt., #B dans Le cas général).

Il - ALGORITHMES CONSTRUISANT DES SUITES DE CHEMINS ENTRE TOUT COU-

PLE DE POINTS DU GRAPHE.

On peut uti£isen Les algonithmes 4,5,7,8, ou kes algorithmes

1,2,6,78 en prenant successivement tous Les points du graphe

comme point extrémité.

Les algonithmes 1,2,7B demanderont alors un nombre d' operations de

L'onrdne de a; nous Led écartenons.

L'algonithme 6 demanderait un nombre d'opénrationsde L'ordne de

mn et n f04s La gestion de La pile : ik est plus inténessant de ne

La faine quiune fois et de tnaiter tous Les points extnimttis a

chaque sortie de La pike (44 £0 gnaphe est sans cincurt}.

L'algonithme 4 demandant n°Log yp optrzations, p étant £e maximum

des nombres d'ancg des chemins éLémentaines du graphe, nous L'écar-

tenons egalement.

Seuls rnestent Les algorithmes 5,7,8 :

Les algonithmes 5 et & demandent exactement n° operations chacun
i on nieggectue aucun test. Si on en effectue ifs peuvent comme

L'akgonithme # résoudne ce prcbLame en mois de n? operations.

TI-1 Comparaison théorique des algorithmes 5 et F.

Nous avons vu (af chapitnre 11) que pour ces deux akgorithmes,

L'ondne dans Lequel sont rangés Les sommets du graphe est impor-

tant [pour Liakgonithme 7 if existe de nombreuses pikes annexes au

méme graphe}, on pourra done obtenin des rtalisations différentes
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de ces algorithmes selon Lordae choisdi,et des nombres d'optrations

nécessaines, Egalements différents.

Nous appelerons couple qué opeae, un couple de points du graphe

xz pour Lequel on effectue une opération du type :

K(x,y,4) = K(x,y,4-1)U[Klx,z,4-1@ Kiz,y,4-9] 3
Wye.

Dans L'akgorithme 5 :

K (x,y,0) = J (x,y)

pour 4=1,...,Kn

a) 4a K (x,2;,4-1] # Net x 42;

Kix, yd) = Kix,y,d-1) UL Kix, 2,,4-1) © Klzgy, eT]

b) sinon

K(x,y,4-1) = K (x,y,4-T)}

Les couples qui operent sont Les couples (x,z;).

Dans La méthode de La pike :

K(x,y,e) = J (x,y)

a) Tid 2 (z;) Wy &E, on effectue

Kle,y,4) = Kle,y,4-thy [ lez) @Klz,g,é-1)]

@e étant Le somnet

b) Sie Llz,) ferameture de ctrcutt :

Kixy, 2) = Klxyg,4-1) y (Kix, y, 2-1) © Kiz,,4,4-1)]
WyEE et Wx tek que E(z;) < dilx) € Elz,}

et K{x,2;,4-1) 49

£es couples qui operent sont Les couples (e,z) pour L'opiration a)

et (x,z,) pour Liopéxation b).

Proposition | :

Le nombre d'opénations pour L'algonrithme 7 n'est pas toujours

ingénieur au nombre d'opérations nécessaines, quelque soit

L'ondne des sommets, pour L'algonrithme 5.

TL sufftt pour Le démontner de donner un exemp£e en précisant

L'ondne des sommets utilisé dans chaque algonithme :
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oxdne 1,2,3

On peut reprtsenter Le fonctionnement

de la pife :

3

1 222

33333338

Tryr1rrdid

numénos de sortie : 1 2345

couples qud operent :

Afgonithme 6: I: 3,1 Algorithme 7 sortie couple

2: 3,2 1

£ 3: 1,3.2,3 7 2

3 3,2 (a)

4 1,3(a).2,3(b)

5 2,1(b}.3,1(6)

Proposition 2 :

Si Le graphe est plein, iL y a autant de couples qui operent

pour Les deux algorithmes 5 et F.

Si Le graphe est plein, pour tout couple (x,2;), Klx,z;,4-1) #

TL y a donc n(n-1) couples qué operent dans L'akgordithme 5.(On peut

en effet ne pas tenin compte des couples x,x}.

Pour Lialgorithme 7 :

Etant donné un couple (x,z}, x #23 9 x/'z.

a) sic. {z) < 2x), a La sortie de Llane xz, z n'est pours
dans La pike (sinon on aurait ¥ (x) < Viz), La sontie de x can-
nespondant & Liane xz est suptrieure ou égale & ¥(z) : Le couple

(x,z) opere par a}.

b) sé x (x) < lz) Llane x,2 40At avant D(x) (Lemme 2, chap.
TIT). z est alors feameture de cincuit et Elz)< 5 (x) < D(z) : Le

couple xz opere par L'opération b.

Dans tout couple (x,z), x 4 z opeae. Notons cependant quiik y a

davantage d'opénations annexes dans L'algorithme 7 (gestion de La

pile).
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Paoposition 3 :

Si Le gnaphe est sans cincudt, Le nombre de coupled que

openent pour L'algonithme 7 est egal a m, nombre d'ancds

du graphe. La pdfe peamet de trouver un ondne des sommets

pour Lequel Le nombre de couples qué openent pour L'akgo-

nithmne 5 est aussi Egal am. Pour Les autneds onxdnes, ce nombre

est Supérieur ou egal & m.

Pour 2a pile La démonstnation est immédiate : tous Les cou-

ples openent par L'oponation a) et y am sonties de La pile.

Pour Liakgorithme 5

que K{x,z;,4-1] fA et souvent plus. Mortnond quidh existe un ordre

des sommets tel que pour Lalgorithme 5 correspondant, exactement

: 42 ya au moins m couples (x,2;) teks

m couples operent :

Soit un ondne total $ tek que xf y= > ySx (L'onrdne des

bontics vaaies de La pike nempLit cette condition, cf chapttne 111}.

K(x,z,,4-1]) #A => un chemin de x @ z, dont aucun point inté-

nieur nia d'indice au plus bgakl & t.

On sd ce chemin a un point intérateur v, 2; Sv, ce qué est impos-

sible : donc v niexiste pas et xIz;

K(x,z,,4-1) iN =>

TL y a done exactemant m couples que operant pour Liakgonithme 5
x Fz,

a4

dans Ce Case

Nous dinons qu'une classe C peut étne atteinte en un point y C

bh Ax EC tek que xl y.

Paoposition 4

Si pour chaque classe d'éiquivatence, Les points de cette clas-

be ne forament qu'un cincutt GLémentaine, quels gue soit Les or-

dnres de sommets utilises, Lalgonithme 7 nécessite un nombre

de couples qué optrent au plus egal a cedud de L'akgonithme 5,

et inférdeur dds quiil existe un classe pouvant étne atteinte

en deux points.

Pour Liakgorithme 5

1. Kx,z,4) #Asd x2

2, Soit z, Le dernier ELiment d'une classe :

ke
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bi xz, et x #z,, exdste un chemin de xa Zz; dont Li indice

de tout premier point intéinicur est inférteur & 4 (pudsque z; est

fe dernier de fa classe) donc K(x,z;,4-1) fA. S& La chasse contient

p points i2 y a p-1 points teks que x.

3. Pour tout point x tek que xl umz, on a aussi

K (x,z;,4-1) #A

Soit m nombre d'arcs (x,z) x # z

c £e nombre de chasses

a’ Le nombre de cLasses & plus d'un pont.

n Le nombre de points.

12 y am couples pour Lesqueks K(x,z,4) #Apar 1, 4b y en ane

par 2, Les couples communs @tant Les couples X,2; teks que

xevz et xf z., z dernier de classe + pour toute chasse comportant

plus d'un point, i2 y a au moins un de ces couples. Dlapats L'hy-

pothise, i2 y ena un et un seul : sdk y on avait deux x,z et x',z

42 y aunait deux cineutts dans La chasse 72...X2 ef z...x'Z.

12 ya done au moins mtn-e-c' couples qué operent

12 y ena plus bik existe une classe ¢ pouvant étne atteinte en

deux points :

Ju, wee u#@u' et x,x'#c teks que xu et x' fu’.

K(x,z,4-1) ¢aet K{x',z;,4-1) #/

et un chemin de x &@ z 5 contient u et un chemin de x! az; contient

u'. Au moins un de ced chemins n'est pas un are canu # ul.

G) Pour La pike

Siz edt fenmetunre de cincudt, ik existe un cincudd pour Lequel

z est Le premier point entré (cf chapitne TIT Lemme 3) . z edt

donc base de classe (cf chapitnre 6) pudsqu'une classe ne contient

quiun cineudt.

Les couples qué operent sont Les couples

- 0, 2, GA Z)lz,)-

we Dlwly os ydAz) z; non base de chasse

Ou Ose Wh 2;

Réctprcquement

= Gaye MZ 5 =e OL Siz ;) (c4 ehapitre ITT Lemme 3)

~ GazalZ; at z; non base de classe eed >hitz,)
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Ces couples sont au nombre de m-c'.

- a IS , ‘wz. :H,Z, 8 Ze base de chasse et xz; (x # z;)

128 opérent @ Liinstant i = O{z;).

12 y en a n-e.

Le nombre de coup£es qué operxent est donc bgat a mtn-e-e'. Clest-

a-dine inférieur ou egal au nombre obtenu pour Liakgonithme 5. On

netnouve m quand Le graphe est sands cincudt : n=c. c'=0.

Notons que dans ce cas Le nombre ne dépend pas de La pile

choisie.

Cas général :

Les companaisons sont plus complexes et tL est difficile de

donner des résultats valab£es dans tous Les cas. On peut cependant

étudien des couples qué operent :

a) Les couples xz tes que x/'z operent dans Les deux cas.

- évident pour algonithme 5 can .(x,z,0) #A

- pour La pike

sh =(xz) p¥(z) Le couple xz optrc

gi (xz) < Blz) alors x~z, Elz)< E(x) <Xl(z)

et K{x,z, S(z)-1) conttent (x,z).

Done Le couple xz opére aussd

b) Aucun autre couple xz, tek que xz n'opere pour ka pile

akons que pour L'akgonithme 5, 4£ en exite nécessainement dans Le

eas plusdeurs ancs manent &@ une classe non néduite a un point.

(cg. Lemme 4). On peut cependant réduine Leur nombre 44 on orxdonne

Les points du graphe de telle sonte que :

xée, x'ee’, effet =e x. 31 x?

oi ec et c' sont deux classes distinctes, |, est La relation du

graphe des ckasses (cf chapitne IX)

En effet dans ce cas, sik extste un chemin de x @ Zz; Lk

possede un point inténieur YP zs y suit z, be chemin’ K(x, z 4-1)

ot {iix,z,,4-1) = . Les seuls couples restants sont teks quiil exis-

te yr et x ry, Mais cet ordre ne peut etre obtenu directement.

La med&feune méthode (cf chapitne ©) semble etre celle utilisant

une pile qud détermine Les classes : Liordne de sortie des bases

de elasse détermine Llordne cherché sur Les classes. C'est d'ait-

Lours Le seul nbLe joue par La pike dans Le cas des graphes sans

cincuits. Pour Les autnes cas Leds comparaisons théoriques ne per-

mettent guere de conclusion.

pdm p00 |! ge—
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11-2 ESSAIS

Courbe 1 (page 48) sans tests.

Les essais ont 646 effectués sur des graphes sans cineuitn

d'ondne croissant de 10 a@ 32.

Cette courbe montne bien L'akkure en ne de cette fonction.

Courbe 2 (page 49)

Ce graphique montne L'évolution du nombre de couples qui ape-

nent d'une part, du temps de cafeuk d'autne part en fonetion du

nombne d'anes. A chaque couple qui opere correspondent n operations.

Les graphes sont tous sans circuit d'ondne 20 et on passe d'un ex~

ample au sudvant par adjonction d'anrcs.

12 montne bien Ll importance des tests permettant d'éviter des opé-

nations sans tests. Ce maxdimun qud est n> dans Le cas géninak est

2

a (nctt dans fe cas dea graphes sans adncautts.

Courbes 3(page 50)

EfLes montrent une comparadson entre Les differentes méthodes

peametiant de caleuler La matrice des distances. 12 stagit encore

de graphes sans cincudd d'ordne 20, pour Lesquels on fact varienr

Le nombre d'anrcs.

On peut y constater L'avantage de L'algorithme 7 (ou 6 dans ce cas)

comme on L'a dit au § I de ce chapitnre, ainsi que L'amélionation

apportée & L'algonithme F en utilisant Le mime support pour La

matriae associde et La matnice des distances (cf chapitne 7,8 111.3)

Courbes 4(page 51}

On y compare Le nombre d'opérations (nombre de couples quit

openent multiplLié par n pour Les algondithmes 5 et 7) pour Les 3

algonithmes 5,7,8. IL stagit d'un graphe d'ondne 20, & 49 ancds Sur

Lequek on enée des cincutts en afoutant a chaque got8 un are d'ex-

trémitée non encore feameture de eincudt.

Le nombre d'opérations pour L'algonithme F n'est pas strictement

enotssant, can Le nombre de fermeture de cincudts n'est pas Le

seuk facteur qui intervient.
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Pour chaque classe d'équivatence de ces graphes, Les points de La

classe n'appantiennent quia un cincudt. Dans ce cas 4k sembLerait

que La méthode de Dantzig (algorithme 8) soit avantageuse, ce n'est Px
pas toujours Le cas (counbe 6). On peut cependant nemarquer La

stabilité du nombre d'opérations pour cette méthode.

Courbes 5(page 51-1)

12 s'agit encore d'un graphe d'ordne 20, pour Lequek on aug-

mente progressivement Le nombre de fermeturcs de cincuit . Cette

fois Les points de tous Les cincudts créés appartiennent a La

méme classe d'équivalence.

On peut constater avee ced deux exemphes que Liakgorithmes 7 reste

Le pkus avantageux tant que Leos graphes ne deviennent pas trop

complexes : 15 feametunes de circuits dans un graphe de 20 points

Aeprtsente un graphe tr2s complexe.

Counbes & (page 51-2) Description des graphes

ELLes montnent bien que Lialgorithme 7 est aussi plus Anté-

nessant que L'atgorithme de Dantzig dans Le cas de graphes ne pos-

sedant pas beaucoup de cincuits (jusqu'd 25 feametures de cinceurts

diggérentrs sur 30 points).

Les courbes 4,5, et 6 permettent aussi de constater que Les

nédactions prposied pour Les trois algorithmes permettent de that-

tern Le probleme avec des nombres d' operations bien inférieurs & n?
qué vaut & 900 pour 4 et 5, 27 000 pour 6.
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CHAPITRE VI

EXISTENCE DE CHEMINS ENTRE TOUT COUPLE DE

POINTS DU GRAPHE

RECHERCHE DE LA MATRICE DE FERMETURE TRANSITIVE.

On utilise L'homomoaphisne défini au chapditnre-1I pour Lequel

E = {VRAT, FAUX }s 44 KEF*, WTIK) = VRAT bi, et Seulement si,

K#A3 + = VU, X 2A,

Trois akgonithmes peuvent @tre retenus pour ce probLime : 5.7.8.

Nous Etudierons ick La forme qu'ils peuvent prendre et Les ame~

Liorations qu'on peut Leur apporter pour traiter ce probleme.

I - ALGORITHME 5 :

PROCEDURE METALGS (A,N) ; ENTIER N ; BOOLEEN TABLEAU A ;

DEBUT ENTIER 1,J,K ;

POUR I:+1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE

POUR J:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE

St A [3,1] ALors
POUR K:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE

A [3,k] := A [J,K] ou A [1,K]

FIN ;

On peut constater que La redaction de Llakgorithme 5 devient parti-

culdirement simple.

L' opération

pour d= 1,2,...0n

(WxEE et K (x,z,,4-1) 4 #1 (VyeeF)

(K (xyy,dl = Kxyyé-1) Ul KU 2,,41) © Kl yge-1] |
devient, Les points z,€F étant notés 1,2,... n :

pour 4=1,2,...4n

(VxEE et K(x,i,4-1) = VRAT') (Wy EE)

(Kix,y,d) = Klxyy,é-1) V [KU 2, 4-1 NK (Gy, 4-1) )
qu'on peut Ecrine aussi

pour 4=1,2,...9"

(VxEE) (W YEE) |

K(x,y,4) = SI K(x,4,4-1) = VRAT ALORS K(x,y,4-1)

SINON K(x,y,4-T)NKli,y, 4-1).

as




