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INTRODUCTION

La résolution des problémes de cheminement dans les graphes sem-
ble &tre liée 3 celle d'un probleme plus élémentaire : 1rouver un chemin
entre deux points a et b du graphe,

Dans les "Nouvelles annales de Mathématiques'' 14, 1895, 1'article
de G. Tarry "Le probléme des labyrinthes' décrit un algorithme de chemi-
nement que Monsieur Berge résume ainsi :

“Ne jamais parcourir deux fois la méme aréte dans le méme sens ; 8i on

est en x, ne prendre l'aréte qui nous a conduit la premi2re fois au carre-
four x, que lorsqu'on ne peut pas faire autrement",

Dans son livre '"Programme, jeux et réseaux de transports" [5] , Monsieur

Berge donne un algorithme tres voisin , sous le nom de régle de Trémeaux :

1 1°) On part de a, et 1'on suit un chemin quelconque aussi loin que possi-
ble ; on marque toujours d'une croix un arc parcouru, et I'on n'utilisera plus
jamais un tel arc (du moins dans le sens de son orientation) ;

2°) Si l'on arrive au fond d'une impasse, on rétrograde, en marquant
d'une deuxigme croix l'arc parcouru en sens inverse ;

3°) Si l'on arrive par un arc non encore parcouru 3 un sommet déji ex-~
ploré, on rétrograde comme si l'on était au fond d'une impasse ;

4°) Si Von arrive en rétrogradant en un sommet a,, on repart par un arc
non encore utilisé s'il en existe un; ou sans cela, on rétrograde par llarc,

marqué d'une croix, qui nous a conduit la premiere fois en a s on arrete

la procédure lorsqu'on arrive au sommet b, ou lorsqu'on ne peut plus conti-

nuer";
Cette méthode, tres simple et connue depuis longtemps donc, est pratique-
ment tombée dans lloubli depuis le développement du calcul électronique,
par manque d'un outil mathématique apte 3 le représenter,

L'étude de Monsieur PAIR : "Etude de la notion de pile, Application
3 l'analyse syntaxique" [44] a précisé cet outil déja utilisé en théorie des
langages : une pile;, La formulation mathématique commode qui en est donnée
et 1'étude des applications 3 l'analyse des ramifications ont permis, bien

que ce ne soit pas 1'objet de cet ouvrage, de retrouver sous une forme
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exploitable la régle de Trémeaux, Monsieur EMOND [18] en a déja étudié

deux applications sur ordinateur pour le probleme de détermination de la

fermeture transitive d'un graphe et celui de la recherche des chemins

Des egsais d'application 2 d'autres problémes qui semblaient

élémentaires;
basés

1iés au cheminement ont donné naissance 3 de nouveaux algorithmes,

sur la méme méthode d'explotation du graphe : seules différent les opéra-

tions 2 effectuer lors des sorties de la pile; Il restait 3 étudier cette re-

lation,
On trouvera dans PAIR [45_] une étude formelle détaillée de la fagon
dont ces problémes sont 1iés au cheminement, De chacun des algorithmes

de cheminement il devient alors possible de déduire immédiatement des

algorithmes, nouveaux ou déja connus, traitant divers problémes parmi

ceux de : recherche dupréorre associé & un graphe, de plus courtes dis-

tances et de plus courts chemins, de plus longues distances et de plus

longs chemins, de nombre de cheming, de chemin le plus problable, de
passage d'un point & un autre etc...

Ce travail consiste a faire le point de ces diverses idées regues, en

étudier les applications et les diverses méthodes qui en découlent, et aussi

3 effectuer des comparaisons entre les algorithmes obtenus, On trouvera

également diverses applications de l'algorithme utilisant une pile,
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CHAPITRE 1

[ oEFINITIONS |

D.1 GRAPHE  KONIG [3¢6]
On appetle_ghaphe un couple (E, ) ot E est un ensemble
de points et 1 une netation binaire dans E.

0.2 MATRICE ASSOCIEE A UN GRAPHE |[4]

La matrnice associbe & une relation binaine R_dans E est

....................................... A R

une matrice carnée boolLtenne s dont Le teame n} vaut 1 &4, et

seulement 84, e, R ej
0 sinon pour tout e,, e; & E.

La matrice assocife au gravhe (E, ) esit La matrice asdsocile
a La relation T

On notera I (x) 2'ensemble § y, x 1 y'} et T La négation de 1.

0.3 Fermetuhe Zransitive

tion i de X dans X définic. par
Mx) = o M Ky TRV CI VRS
Le produit des nelations ayant Le sens habituel en algébre,
L'application
rix) v r‘z(x)\J r*3[x) N est appelie fenmeture than-

sitive sinicte de La nekation .
Note : I est Le préordre assccdl au graphe.

0.4 RELATION D'EQUIVALENCE associie & un graphe, classe d'équiva-
Lence diéfinie par Le priondre T . .

X Yy = x ™y et y .
quand, dans La suite, on parlena de classe d'squivalence, il

s'agina d'une classe poun celte relatdion. C'est aussi une composanie
fontement connexe du graphe [4]
D.5 ANCETRE, TESCEHDANT, PREVICESSEUR, SUCCESSEUR

sé x P y on dit que x est un ancétre de y et y esi un

descendant de x.
Si x My on dit que x est un predecesseur de y et y un

successeun de x.
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0.6 FEUILLE, NOEUD, RACINE
St M {x) = 4 x est appelt 5euL e ou point de 0. 11 MONOTDE LIBRE
84 ﬁ’(x) # ¢ x est appell noeud Sikdae Une suite finie = [ao, Ay an1 d'eléments d'un ensem-
SL [ ix) = # x est appelé racine ou pgf:ﬁtnée ble E est appelé mot sur E ; n+l = | o |e4t sa Longueur. Si a;=b
) nous dinons que £ esit une gccurence de b dans ! et que b goAAed

D.7. CHEMINS, CIRCUITS D'UN GRAPHE [E, ) BERGE [4]
Un couple (xy} tek que x I y est appel? arc du graphe. 5

On dit que fLe sommet a est son extremitd initiale {ou origine) ! i 7 L, ,

8% wque: b el won wxlanlidl e, | position intenne : concatination, telle que

Séx =y {xy} est une boucle. { (aO' a,,...an) : (bO' bz"" bp] g (“o""’“n' bo'b1v-'bp)

On appetle chemin d'un graphe (E, [ ] une s&quence (fegs fogse | E* est un monoide. On dit que c'est Le monolde £ibre déduit de E.

d'ancs telle que &'extnemité texminale de chaque axe coineide avee: Le mot vide, notd A est &lement neutre de EX.

une occurence dans X .
Ltensemble E* des mots sun £'ensemble E est muni d'une Loi de com-

L' extremits initiale de £'arc sudivant. Un chemin est simple 4'if S& &, 3, ,0 sontdes ﬁfté tebs que

n'utilise pas deux fois Le méme anc et composé dans Le cas con- | K= 0.5

AT ! nous dirons que (3 est facteur gauche, Y facteur droit de oX .
S4 un chemin rencontre successivement Les sommets Xy, 12""xké Exemple : Un chemin d'un graphe esf un &Lément du monoide Libre

Xppps OB peut aussd Le notern ft = [x,, XZ""’xk’xh+1] ; Le : déduit de £'ensemble des arncs du graphe. L'éLiment neutre de ce

o podnt x, dera eppeld ondging iu chemin v, LI extrhemite du § monoide est © chemin vide. Nous conviendrons que pour toui pwint

chemin .o . Un chemin qui ne rencontre pas deux fois Le méme g x du graphe e foint x & x.

sommet est dit ELémentaire ; un chemin peut &tre gind ou Anfind. | -

Un cdreudt est un chemin find po = [X,, Xgpoo xk1 dans Lequel 0. 12 PILE. PAIR F44J) ' _ o

Ze sommet initial xjcoincide avee Le sommet te:anal x,, 5 Un cdn- On appetle ﬁi&% sun £ Z"AQMb£e~E to%te buita finde

cuit sena encone dif ElEmentaire 84 tous Les sommets qu'ilf ren- U= lug, ug,eee,u,) d'2lements du monolde Libre E™ felle que

contre sont distincts (excepté Le sommet initial et fLe sommet 1 ug = uy =A

2) pour L= L2Z,...n

teaminal qui cofneddent).
u;_; est facteun gauche de u

i

D.8 GRAPHE COMPLET et ug = fugg] ¢

Un graphe (E, (™ ) est dit complet &4 ou - u, est gacteur gauche de u; ,

(V x EE) (V y €E) (xT y . y Mx.) i

= 3 et fuy ‘ui_,l 1.
D% ORAPHE ANTISYHETRIOCE D.13  SOMMET DE LA PILE _ PAIR [44]
= ; ; - ;

Un graphe (E, [t} est dit ﬂﬂéﬁéﬂﬂéﬁﬁi%%% 44 Uy, Uy, «ov, U, dvnt Les Etats de fa pile et Le derndienr

(V xetl (Vye E) (T getyl x > x * yl tlément de E dans Le mot u; est Le sommet de L'état u; de La pile
D.10 GRAPHE SYMETRIQUE . : Exemples : ‘

Un graphe (E, M) est dit symitrique &4 E = §a,b,c,dj

(V x € E)

L
d




4] - 6 -
1) u; =@ 7) uy = |
u; = a Uy =
u, =a b u, =a b
us; =a b c ug = a b ¢
uy = @ b o ug = a becd
ug = a ug = a b e
u, = ac u, = ab
6 A 6 L7
e

ug = a b ¢
e

dans 1) us = a b ¢ est un gtat de La pile ¢ est Le sommet de cet
état de La pile.

D.14 ENTREE, SORTIE DE LA PILE

al u;_y est facteur gauche de u; et fu,f = fui~1] "
sdgnifdie qu'il existe ¢ € E et Ug = Uy 4. & On dit que 4 est une
entrée de e.

b) u; est facteur gauche de ugog et |ug = Iui-tl .y ddgndi-
fie qu'il existe ¢ € E et Ui = Uze@ On dit que 4 est une
sontde de e. !
Peas £'exemple 1 (D, 13) t

T est une entrée de a, 3 une entrie de ¢, b une autre ﬁ

entrnet de ¢, 7 une sontiec de c.

Dans £'exemple 2 1,2,3,4 sont des entnées
5,6,7,8 sont des sontdes. !

D.15 PILE SIMPLE

Une pife U sun un ensemble fini E est simple Lonsque tout
ELément de € posside une entrie et une seule dans U.

Dans D. 13 L'exemple 7 est une pile simple, mais non
L'exemple T.(c a deux entnses).

D.16 PILE ATTACHEE A UN GRAPHE (E, 1 ) [PAIR 45]

C'est une pile simple sun L'ensemble des arcs du graphe
(Eu §2 ), ). Les etats de La pile sont des chemins du graphe
(Les chemins du graphe sont des EfLéments du monoide Libre deduit
de £'ensemble des arncs, cf{ U. 10).

RVERLY §

On a ajout? a L'ensemble E un point n Zel que | ¥V x €E) ntlox
et x 11 n, ceed pour qu'aucun point du graphe {E, ') ne s0it
ondgine d'un des etats de La pile, c'est-a-dirne d'un chemin. Une
piLe atiache a un graphe (E, I ) est done une pile simple sun
L'ensemble des ancs de (E U {.n ; , 1) telle que :

8" 48 exdiste un point x de E tel qu'aucun arc d'exiridmité
x n'ait d'entrie Linférieune a £, L est L'entrie de £'arc
fodgnant n & x ; sinon a;_; est Le dennien état de La pile
bl 84 4-1 _est Llentrie de o ¢ .
8'4L existe des ancs dont L'ondgine est R'extrimité de o
et 84 L'entnée d'aucun d'eux n'est inférnieure a L, 4 est
Llentrnée d'un tel arc ; sinon £ est La sontie de o( .

e} &4 4-1 est La sontie de X et u, ; £ ¢ ¢

'L existe un arc de méme onigine que o qui n'a pas
d'entrie infénieure a& £, 4L est L'entrte d'un tel arc ;
sinon 4 est La soniie de o .

Exemple :

el

nl. 14
nl.14.45
nl.14,.45.5]
nl.14.45
nl.14

nl.

rl1.16

nt,

La suite ci-contre est une des piles
attachtes au graphe reprnisents ci-dessus
Uine autre pile atiachie pourrait Etre
obtenue en faisant entren d'abord 12,
par exemple, au Lieu de xl.



e‘ |
n2 |
n2.21 j
12, ]
12,23
n%.23.34
n2.23
n2.23.3%
ne,23.37.78
72.23.37
r2.23

n?

e

19

r9.95

n9.
e

T (> = S

D.17 PILE ANNEXE A UN GRAPHE [EMOND 181

. C'est une pile V = (ao, Ay vne an) surn L'ensemble E des
points du graphe, felle que L'on passe de L'état vig @ L'etat
v; par Le processus suivant :

a) ﬁé—xi-I = A
awlons 4 est L'enirée du premier z € E n'ayant pas d'entrie
infénieune a £, 8'iL exdiste, sdinon Vi.p @8t b'etat final de
v.
b) 84 Vit # A et a pour sommet x ¢ E
1)84 £-1 est une sortie de y ¢
- 84 y n'est pas Le dernien ELément de 1 (x), alons 4 st
une entrde de z qui suit y dans T (x). :
- 84 4 est Le dennden Elément de T {x), 4 est une soxntdie

s —— e L it g

i

de x.
2) 44 4-1 est La premiire entrie de x :
- &4 M {x} = §, i est une sontie de x. :
- 84 Tx) 4 #, i est une entrée du premien élément de ‘
" Gl ;

= 9 =

3) 84 i-1 est une autre entrde de x :
alons i est une sontie de x.

Note : Nous avons vu leg D.7) qu'un chemin défini comme une suite
d'eres peut aussi Etne neprésentl par fa suite des points
qu' il nencontre. On peut done obitenir une pile annexe & un
graphe en remplagant tout &fat d'une pile attachie @ ce gra-
phe par La suite des podints du chemin (saud Le podint n)qud
constitue cet état.

Exemple :

Déenivons La pile annexe au ghaphe rneprisenté en D.16 deduite
de La pile attachie cilie :

1 &
5+ ton. 15 $ 77
44444 6 1 3333333 5

Ald11111111 ANz22222222222 NI N
D.1§ ENTREE ET SORTIE VRAIE DE LA PILE ANNEXE

On appelle entrie vhraie de x et on note €{x) La premizre
entnde de x dans La pile V. (entnie de la poinie vers x dans La
pile atitachie [45] )

On appelle sortie vraie de x el on note Y _(x) £'instant
et 4 est une sontie.

L tel que V&(x) = Uj__1

D.19 FERMETURE DE CIRCUIT :
S4 un point x possede une sontie inféndeure & sa sorntie

vrnaie, on dira que x est fenmefure de cincudt.
Cette notion est Lide au choix de lLa pife attachie @ un

graphe (ou de La pife annexel.
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Exemple : Pour £La pile annexe dierite en V.18 pour Le graphe de 3
D.17, 1 est fenmetune de circuit car v, est une sontie de 1 ]
Anfenieune & sa sontie vrade vy e

Par contre pour Le méme graphe, et pour La pile annexe suivante :

5 1
6 4 4 4 4 777 3
1111111 1 3333333 5
A555555555 N 2222222222 AN999A

I
i
c'est Le podnt 5 qui est premien de cincuit (pour Le méme cincuit).
D.19 DIFFERENTES REPRESENTATIONS DU GRAPHE :

On peut assocdiern aux différents algorithmes des heprisentations
différentes du graphe. Nous avons défini en D.7 La matrice aAAociée;
au graphe. ¥

e

MATRICE D'INCIDENCE : [BERGE 4]
Désignons pan Uy, Uy, W Les ancs d'un graphe G, pan

D.19.1

Xys Xgyevesk, beb dommets, et posons :

84 X; est L'extnemite indtiele de “j'
34 X, est Llextrémite tenminale de “j
84 X, n'est pas extremitié de uj.

S = (49 s'appelle La matnice d'incidence aux arcs du graphe G,
L'encombrement en mémoine est de Mx N, N étant Le nombre de sommets
M celui des arncs.

D. 19.2 FILE DES SUCCESSEURS DES DIFFERENTS SOMMETS :

A chaque sommel du graphe on associe une partie de cette
file contenant Les noms de Zous Les successeurns du sommet envisagé,
Cette technique est bien adapiée a La reprisentation des graphes
sans cdrcudts. L'encombrement en mémoire est seulement de N+M, N
éfant Le nombre de sommets M celud des axncs.

A TEE

0.19.3 DOUBLE FILE DES SUCCESSEURS ET DES PREDECESSEURS DES
DIFFERENTS SOMMETS

A chaque sommet du graphe esi assocdl une partie de cette
{ike contenant d'une part La suite des noms des successeuns de ce
commet, d'autre part La suite des noms de 4.4 predecesseunsd. L'en—'
combrement en mémoire est akons de IN + 2M, Notons qu'on peut aussi
structuner ces files en Listes pour cbtendin une représentation par
des Listes de successeuns des sommets ou par des doubles Listes de

successcnns et de prédecesseurns.




CHAPITRE_11

FLconzruues ETUDIES

Soit F Le monoide Libre deduit de 2'ensemble des ares du ghaphe,

. fa concaténation dans F (D. 10), o X&'ELément neuire de F pour.

- ou chemin vide - F contient Les chemins du graphe (D. 10, exe-
exemple) .

Appedons FX L'ensemble des suites findes de chemins c'est-2-
dire Le monoide Libre deduit de F, (U La foi de composdtion interne
dans FX deginis pan :

lay, az,...,anl L](a',,... a' ) = (a,,..,an,a'1,...,a'p),
et A L'éLEment neutre de F* pour U. (A est da sudite vide].
DEfinissons encore :
@ produit, par
{ag,0e0a,) 0] (a’,,...,a’p) = (a,.a',,al.a'z,...,al. a'p,
a, - APPRERL a'p)
(v K €FY) (K Brn= ABK=N)

E un ensembfe muni de deux £ois de composition dinterne * et X
et TT un homomoxphisme de (F*, U, @) dans [E,+, %]

Tk u K'Y =T (K} +TT(K") 5 T IK @ K'} = TTIK) x T(K").

Alons [45] , de tout algorithme de construction de suites de
chemins, procidant par rnéunions et produits, on peut dédudine un
algonithme de consinuction de Leuns transformiés par TT : il suffdit

de traduire Uen + et @ enx

1 - PROBLEMES POUVANT ETRE AINSI ABORDES :

Nous nous bornons Led & une énumération de ces problemes, on
pourna frouver une stude plus apphrogondie dans [PAIR 451 .

1) Exdstence_de_chemins

E - {URAI, FAUX }; &d K€ FX,TT(K) = URAT 84, et seulement
si, K#A; +=U, X=h,
7) Nombre_de_chemins

£ = ensemble des entiens natunels, X et + sonit Ra multipli-

cation et &'addition usuelles.
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£l F*, *  rtundon dans E, X défini par
LxL=T{LgL). y
T{K) associe a toute suite K, La sous suite de ases cheming
(nesp. cheminsd et circuits) GlLémentaines.

1L gaut alors faine 2'hypothése :

C (a.a') = Cla) A Cla') 5
ol Cla} signifie "Le chemin a verigie La condition C",
5) Recherche de_plus courts chemins g

Chaque arc du graphe posside une Longueur qui est un nom-.
bre néel ; on définit La Longueur lal d'un chemin a comme La ]
somme des Longueuns de ses arcs, Le chemin vide e ayant pour Lon-
gueurn 0. Nous conviendrons que, dans une suite K de chemins, a esl
plus court que b 84 \a] & b ou 84 |a) = Ibl mais une occan&endg
de 2 précide £d premiere occurrence de b.

E est icd L'ensemble F auquel nous adjoignons un eLément
W= T{ A}, en posant 1wi =,
a+ b= ST fal & Ibl alons a sinon b avec £ £ o pour tout néel L)
a Xb=a.b en convenant que a.w = w.a = w, :
Remarque : '

Lorsqu'on chenche Le plus court chemin [ou plus Long, ou plus
probaife..) de touz point x & un point y donng, il suffit de con-.
naitrhe pour chaque x, fe second point z du chemin car L'arc xz doé
ethe suivi du plus cournt chemin de z & y. T
Ceiie nemanque permet de néduire considénablement L'espace néces-
baine au stochkage. :

.p =2, [

E = ensemble des couples (a,b) d'élLéments de FU wi i

tefs que.  af £ lbl et (a # boua =b =w) ; :
{a,a’) + (b,b'}) = T {a,a',b,b'}

(a,a'} X (b,b') = 7T(a.b,a.b’,a’.b)

ol Tassocdie a4 toute suite K de chemins génénalises @ﬁ 45] Le cou~

ple de son plus cournt ¢Lémenit et de son second plus cour, 84 K con-

tient deux eléments distincts, et {a, o) 84 K ne contient que a,
{ew, w) 84 K est vide. '
On peut géntraliser de Ra méme fagon & p pLus counts chemins.

£t Vi)
atb = Min la,b)
axb = |ab + bl

{on pourra étendre dans centains cas 4 Rl

E =R Uf-}

E = [o,ﬂu&w} ; atb = min (a,b) ; a x b = axbh,
cecd n'a de sens que poun des graphes sans circudts.

11) Probabilit? de passage d'un_podint & un_autre :

E=[0,1] , +et x sont Les opirations usuelles

11 - ALGORITHMES DE RECHERCHE DE CHEMINS : '
Nous utilisenons fLes notations sudivantes définissant certadines
suites de cheminsd assocites aux couples x,y de points de E :
I(x,y} = ST x=y ALORS {e) SINON A
Jix,y) = ST xr'y ALORS [arc xy) SINON A
I (x,y) = T (x,y) 0 J(x,4).

Afgonithme 1 : Chemins dep arcs de x f4ix¢ & y guelcongue
- Kix,y,0) = T{x,y} pour tout y € X
- pour d=1,2,...,p ¢ Kix,y,4&) = %g [K(x,z,i—llC)J(z,y[
pour tout y € X zZ "X
Cet algonithme demande pn2 @ et pnz opsrations U .
On peut ferire un algorithme analogue pour cherchen Les chemins
de p ancs de x queleonque a4 y §4xE.
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d'ancs est compris entre py_et p.

N - K" (% 4,pp) = Kix,y,py) pour yEX ; (fournd par £'algordthpll
1

= [pour ":’P'f”r P,*z:---Pl [ v yeX) [K'(x,y4,4) =

UK (x,z,4-1) @ I' (2,
A [ x,2,4-1) © ( yﬂ}

En appliquant cet algonithme aw problame du plus court chemdin
on obtient L'atgonithme de Belfman-Kafaba [ef 3] : pour La xe-
cheache de £a Longueun du plus ceunt chemin d'au plus p arcs joi%
gnant x a y : 3

-k (x,¢,0) = ST X=V ALORS 0 SINON -
- (powr d=1,2,..,p) (klx,y,4) = min [klx,2,i-1) @ j* (z,gﬂ
reX
rmdn {0, Jare zzl ) &4 Z=Y et 2712
0 &4 7 =Y et (non zrz)

lake z y| 44 z # yet z My

sl z # y et (non z 0 y)

avee §'(z,yl=

En remargquant que s

U [k -1 7 = YU w (-
c P [ (x,2,4-1) @ (x,y)] Se K'(x,z,4-1) @

N EmaRsEe St

[1(z,9) U J(z,9)] = K" (x,4,4-1)U[V K (x,2,é1)] o

ze X
Iz,
on peut Tendre, poun Le mEme probfeme (Longueur géndrafisée)
£'algorithme ¢
B (x,y,0) = 8T x=y ALORS (0 SINOW <=

{i=1,..p) [k 1x,4,8) = min [Rix,y,4-1), min [kix,z,i-1) @ jlz, 4
avee jlz,y) = ST z ™y Akons farc xy} * R T i

12 s'agit de L'algonithme de Ford [ef 20] . é
Les suites obtenues peuvent prdsenten des ngpititions : £'abgo-
nithme 2 est donc Anutilisable pourn Le caleul de nombre de cheming

de x 2 ¢ ou de La probabifité de passage de x a y. |
1

Sl e et e s

Algonithme 3 : Chenmins de 29 ancs de fout point x a tout point g;?

- Klx,u,0) = Jlx,y) pour x€X et y € X ; E
- fpour L=1,2,...,q9) (pour x€ X, yE€ X} 1

k) NS

Kix,y,4) = z(.J)< [klx,2,e-1) @ klz,y,a-1) ] )

Poun Btudier Les chS;LnA de p' arncs, p' n'étant pas une puissance
de 2, on pouwrna combiner fLes algonithmes 1 el 3.

En posant 2q=p, Les akgornithmes issus de celudi-cd demandent n3
Log, P multiplications et n? (n-1) Log, p additions. Nous venrons
{c§ chapitre 10) que poun Les ghaphes symétriques on peut ramenen

? 2
ces nombres a —ﬂ—fiﬂill— n_ln

-1
Zog2 p ek ———3————l Eogz p.
AlLgonithme 4 : Chemins d'a plus 2% ancs de tout point x a tout

point y.
- K {x,4,0) + 3" {x,y) pour x € X et yeX ;

- (pour 4=1,2,...,q) (pour x€X, y&Xi

Kix,g,4) = U Kix,z,4-1) © Klz,y,4-11)
X

' Kix,y,4) est fonmé, avec hgpétitions, des cheminsd d'au plus
7% anes joignant x & y, y compris Le chamin vide 84 x=y. On peut
daine Les m@mes remarques que pour L'algorithme 3 daﬁa 2e cas des
graphes syméiniques ou dans 2e cas ol p', nombre d'arcs, n'est pas
une pudssance de 2.

Suites contenant Les chemins et circudlts tLémen-
tairnes de tout point x & toul poinit Y.

Algonithme 5

On ondonne Les points du ghaphe 21, 22, 23,...,2n.
- (YxeX) (VyeX) (K [x,y,0) = I [x,y]
-{pourn i=1,2,..,n) {VXEX etV y€EX)
(K (%,4,4) = K (x,0,4-1) U [Kix,z;0d21) @ Kizgpg,4-1) ])
Appliqué au probleme de Za necherche du priordre assocdl
a4 un graphe on heirouve La méthode exposie dans [ﬁARSHALL,Sx] . On
peut cependant trouver dans [PAIR,45] une démonstration beaucoup
plus simple : "Par angcurnence sur 4, Kix,y,4) contient tous Les
cheming et circudits ELémentairnes jfodgnant x & y el ne pasdant par
aucun point d'indice supérieun & 4, sauf peut-eire x et y (4L con-
tient aussi d'autres chemins) : en effet, un fel chemin passe par
Z;s il 8'8enit a. a', ol a fodnt x & ;s a' joint z; ay, ni a ni a'
ne passant par un point d'indice supénieun & 4i-1 autre que ses




= TF =
extnimitts, puidque a.a' est élEmentainre. K(x,y,n) contient done
Les chemins et circuits ELémentaires de x & y .

Le fait que K{x,y,4i) ne contienne pas que des chemins et cir-
cuits elémentaires emplche d'utifiser cet algonithme poun certains
des problemes posts (nombre de chemins, chemins éfLémentaine, ete),
Parn contre 44 Le ghaphe est sans circuits, on pourna L'appliquen
a tous Les problemes.

Ces algonithmes demandent n? multiplications et n? additions.

2
On peut namener ces nombres @ —11—715111—

dans Le cas des graphes ?
symétniques [cg chap.10].

e

1£ est possible encore de diminuer notabfement ce nombre en &

utilisant La variante sudivante :
- (¥ xex) (VyeX) (K [x,4,0] = T [x,y])
- {pour £=1,2,...,n) (V)
(ST Kix,z;,4-1) £ A ALORS

- |
(Vyex) (K [ou,4] = Kix,y,4-1) O [Kix,z,,i-1) @ Klz;,y,4-1]}

Le test Klx,z;,4-1} # A penmet d'8viten Lonsqu'il adpond 'NON',

n opérations.

On venra au chapitre y1y, £'importance de cette modigication.

ALgondithme 6 : Nouvel algonithme pour La recherche des cheming et
cireudts entre tout couple de points du graphe.
12 sena déenit au chapitre I11.

Algonithme 7 : Chemins de Zout podnt x & un point y §4ix&, dans
Le cas des graphes sans circudits.
Cet algonithme utilise une pile et serna décrit au chapitrelll]

Algonithme & : Chemins de tout point x & tout point y du graphe.
Cet algonithme utilfdise une pile et sera décit au chapitre xv.i

Les algonithmes dicrits penmettent de constuire des sud- i
tes de chemins contenant fLes chemins et cirncuits eLeémentainres mais
aussd Eventuellement d'autres chemins. 128 pournont done Etre

utifises pour Les problemes ne nécessitant pas d'écanter Les che-
mins non €Lémentaires

'
: plus countes distances et plus cournts che—i
mins, plus Longues distances, matrice de femmeture transitive e.»tcnF
mais ne pourront iire utilisés poun Les problLimes de recherche de l
nombre de chemins ou de probabilfite de passage que 44 Les suites

constudites sont sansd ripétition.

CHAPITRE 111

{AALGORITHMES 6 ET 7 UTILISANT UNE PILE. I_

CHEMINS DE TOUT POINT x A UN POINT y FIXE
D'UN GRAPHE SANS CIRCUIT.

T - ALGORITHME 6 :

1-1 METHODE :
Soit M La nelation difinie dans £'ensemble des arcs du
graphe par : o
d\r“pai, ot seulement 84, L'extrnémité de o est L'ondgine de
. Dans La suite m désigne Le nombre d'arcs du graphe. Supposons
Les ancs ondonn®s en Xy, ohg,... Ky de mandignre que

(1) o i
' 0% =3 4>

ce qui n'est tvidemment pas possible 84 Le graphe posside un
cineudit, Designons par w, L'onigine de o, et z; son exfoMLte.
Alons £'algonithme suivant donne Les chemins de tout point x & un
point y ¢
- K {x,4,0) = 1 (x,4)
{1 defini au chapitre 11}
- pour £ o= 1,2,...,m. ~ ‘
(K tog.4) = K togou,i-11 U flat) 0 Klzgu,4-1)]
K (x,4,4) = K (x,4,4-1) pour x # W
K (x,4,4) est une suite sans appatition gonmée de chemins joignant
x & ¢ (récurnencel. ‘
Montrnons par ndcunnence surn L que K (x,4,4) contient Zout chemin
a de x & y, vide ou dont Le premier arc esi = avec kg4
sia=¢e ou b L4 a est dans  Klx,y,4-1} ;
{ { = of.a' £ a' est vide ou
di k=4, x=w, a o&.a ' da?A Lequekl a
commence par o tel que X, N, [§ £ 4i-1).
TDone a' apparniient d K (zi,y,i-1{ et a appaniient &
K (w;,y,4) ctest-a-dine K (x,y4,4). )
Pour Ccanten Le chemin vide il suffit de modifien L' indtialitriion
en K (x,y,0) = J {x,y) (ef chap. 2}
On obtient de méme un algonithme qui donne Les chemins de X §4ixe a

y quefeconque :

pour X € X
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- K (x,y,0) = 1 {x,y} pour ye X

- pour £ = m, m-1,...,2,1 .

{'K(x,zi,m~é*1) = K (x,zi,m-i)\l {K(x,wi,m-i)ﬁ) (ckiﬂ

Kix,y,m-L+1) = K{x,y,m-£) pour y # ;.

On en déduit des algorithmes demandant m multiplications et m
additions : comme m, nombre d'arcs est au plus égal, dans un
graphe sans circuil d Ci o , et en’ général bien infEndiewr
ces algonithmes Lorsqu'ils &'appliquent, sont meilleurs que tous
ceux qui précédent.
Hotons que 64 on Les anplique pour tous Les couples X,y du point.
du graphe, i£s nécessitent m n, soit —le%ﬂlll— optrations. On
trouvera au chapdtrne VI1, £es algonithmes correspondant & La ne-
chenche des plus Longs chemins el des comparadisons aux autres al-
gonithmes, el au chapitre X1, une application aux réseaux PERT
dans faquelfe on ne détermine L'ondre des points qu'une seule §oid
et oll on utifise Les deux formes citées ci-dessus. ;

11 - DETERMIMATION D'UN ORDRE DES ARCS SATISFAISANT A L'HVPOTHESE;
Encone faut-il que Les ancs sodent orndonnés comme i a

¢t dit. Pourn cela on utilisena £'ondre de sontic des arncs de La |

pile attachie définie en V.16,

12 est demontré dans PAIR'[45] que £'ondre de sortie des arcs de

La pile attachie népond & L'hypothlse (1}, Soit 1y s 6

La sudite des rcnties de Za pile.

Le nombre d'opérations nécessaines pourn construire La pile est
proportionnel au nombre d'arcs ; 44 Le nombre de podnts du graphe
est grand et 84 on thaite fous Les couples de podints du graphe,
il devdient négligeable vis & vis du nombre de multiplications et
d'additions.

111 - UTILISATION DE LA PILE ANREXE :

En remplacant tout état d'une pile attachie & un graphe
par La sudite des poinsi de E situs sur ce chemin, on obiient
une pile sur L'ensemble E : La pile annexe définie en D.17.
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chacune de ces deux piles déteamine L'autre. $4 fLes ancs sont oh-
donnds en zg, Zg,...,2, de manidre que z; Mz, entraine 4 >§ 4L
sufgit d'ondonnen Les arcs suivant Leun ondigine poun satisfaire

L' hypothese (1),

Les adgonithmes utifisant La pile annexe semblent plus gaciles a
metine en ceuvie quand {Ls sont exploditis immidiaiement. Cependant
54 on désine détenminer L'ondne des ares pour effectuer plusdieurs
exploitations, ou pour une exploitation diffenie on doit utiliser
La pile attachie.

On obtient avee La pile annexe £'algorithme suivant :
1) Kix,y,0) = I{x,y)
atest-a-dine = arc (x,y) 44 x My
2) 84 64 st une sontie de z. e Le sommel
K le,y,4) = Kle,y,4-1) U Bc,z) (0] K(z,y,&-l[
On trouvera au chapitre VI1, £'application de cet algorithme au pro-

bieme du plus Rong chemin .

1V - EXEMPLE
Poun Le graphe nepr@sentlé ci-dessous une pife annexe rdpondant 4 fa
définition est La sudlvante :

N
1

12

1123
1237
12376
123768
12376
123%%
1237
123 i . . .
12° L’ 2'ondne de sontie vradie des points de
;gzs ‘ La pife est alors Le sudvant :

124 8,6,7,3,5,4,2,1,9

;gﬁé L'ondre des ancs sur Lesquels porfent
12 Zes opérations

68,76,3%,23,45,46,24,12,97"

> oo
-
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¢v1 - PROGRAMMATION
Le graphe est neprésenté sous forme de sa matrice associie
(tableau A}.
La pike est un tableau & une dimension P [1:+1]
La posdition du sommet esi nepende par Sbn indice k. Comme L ne peut
existen simulianément dans un etat deux anrcs ayant méme orndigine, et
comme on obtient La pile annexe en remplagant tout dtat de La pike
atiachie par La suite des points de E situés sur ce chemin i£ ne peut
exdsten simultaniment deux occurrenced ‘du méme sommet dans La pile.
L'existence de deux occunnences du méme sommet dans La pile
caractinise un cincudt (ef chap. IX ) done une eaneux,

Les situations des sommets (non enthe, entrd, soidi, feudille) sont
caractinis&s par un dndicateur (tableaw T P:#] e

pour Requel T(I) = 1 s4dgnifie 1 non encore entré
T(I) = 2 1 déja entrs, non soniti
T(I) = 3 1 est sonti et n'est pas une
feuditle
T(1) = 4 1 est sonti et est une feudille

La distinetion entre "feuilles” et non feuilles” peamet d'dviten

centaines opérations { U et 5l ce qud peut &tre interessant 84 ces

optrations sont Longues et s8'Lif existe beaucoup de feuifles,

veut Les chenchern. (cf chap.VIT }.

L'opération "Initialisation" consiste donc & donner Les valeurs
k=1, {inditiakise La pile & son &tat A )
T[] =1 V1 [(aucun point n'est entné).

On trouvera au chapitre VIT, des applications de cet algorithme.

ou 44 on
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IT - ALGORITHME 7A. CHEMINS DE TOUT POINT x A TOUT POINT y DU
GRAPHE(E, ) ,UTILISANT UNE PILE.

On utilise fa suiie des sonties de fLa pile annexe du graphe |
[E, ™ ). Dans La suite :
€(x) designera £'entrte vraie de x dans La pile
> {x) celudi de La sontie viaie de x (D.18)
¢ (x) celudl de La premitre sorntie de x.
IT - 1. ALGORITHME
1} Initiakisation
(Vx€E) (VyeE) (K [x,4,0] = N).
Z) e &tant Le sommet et n désignant Le nombre des sonties de
La pile, (pourn i=1,2,...,1)
al _Ai._b"/é < 2 (z) :

Kle,z,4) = K (e,z,i-1) U (e, z)

b} &4 o7 st une sontie de z2>% lz) oulsd o = 3 {z) et
z_non fermeture de circudt : {ef D.19)7 7

(Vy€EE, y # z) (K [e,y,4] = K [a,y,,(,-)] U [(e,z)._ K[z,y,,é-ﬂ}&

e) &4 57 =3 (z) et z fenmeture de circuit : :

(V x€E et verifdant € (z)< ) (x) L ) {z]) (VyEE] |
(K [, 4,41 = K [x,4,4-1]U [k [x,2,4-1] . & [z,y,i-iﬂF
Poun tout couple x,y non difini ci-dessus 3
K [x,4,4) = K [x,y,i-l}
I1 - 2. JUSTI ICATION :

1L &'agit de £'afgonithme decnit dans PAIR [45] utilisant
une pile annexe au Lieu de £La pile attachie. Nous L£'avons donc ns- i
Berndt, en Lui faisant subir La transformation qui nous peamet de |
passen de La pile attachée & La pile annexe : tout chemin (suifte
d'arncs) constituant un @fat de La pile attachie esi reprdsenti

par La suite des points par Lesqueds LiL passe ; La sontie d'un !
are de La pile attachie est représentie pan La sortie d'un &ommet 1
de fa pile annexe. 12 es% possible d'Eenine une démonstration
complite de £a méthode (ou d'une variante) sous cette foame.
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Nous nous contenteronsd de signalern fes phases essentielles de
cette démonstration. Pour plus ample détail, on pourra consud-
ten notfre néférence.

Lemme 1 S& 4 est inférieurn a Za premiene sontie de y,
Vx, Kix,g,4) = N
Lemme 2 Si x Ty, une sontie de y pricide fa sontie vhaie de X
et x esi Le sommet Lois de cette sontie.
Lemme 3  Soit 4 une sontie de y, e Le sommel de La pile Ronrs
de cette sontie. Si La sortie vraie de gy, 7 ly) est
postinieune @ 4 et &4 y a une sontie Anféndieure ou

sgete 2 4, 2 ly) 2 2 le).

Définition Un chemdén yy, Yq---4, est prtsent en Lrbi

32 (1 ¢lgn) tel que
- .‘/0 Shons, ye €K [Uol Ue,’i_'] )
- L= n ou (ye est fermeture de circudt et §:(y£)>4)

Théoneme : Un chemin (ou circuit) ElLémentaire Ygoo Yy est pri-

sent en fout 4 2>§Ely0) = g

Constquence : Si p est Le numdno de La deanilre sontie, toul
chemdn ou circuit €lémentaire yu...Y, appartient &
K [ya,yn,p] . En effet il est présent en p el au-
cune sontie Z ly,) n'est supiriewre & p.

11 - 3 VARIANTES DE LA METHODE : '
11-3a) Les bouckes (D. 7) peuvent &tre ngligies sans modifien
les chemind Elémentaires ni Les circudlils élémentaires.

11-3b) Lo Lemme 1 nous peamet de n'egfectuer Les opérations
7.b et 2.c que pour Les poinis y ayani une sontie An-
fenieurne a 6 ;-
- . _/\
11-3c) Si z est une fewikle (0. 6 )} K [z,4,4] =
pour tout y et pour tout L. 11 est done inutile d'ed-
fectuen £'opiration 2b Lors de fa sontie de tels points

z.
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11-3d) On peut nemplacer dans 2.c L'ensemble des x tels que
€lz) < Z_(x) <Z_({z) par des cnsembles plus grands,
chaque suite K(x,y,i) contiendra Zoujouns Les chemins

qu'elle contenait et Bventuellement d'autres. ev= LAl

Cet ensdemble {x, € (z)< 2 (x)< Zlz)} pouvant Etre <

déticat a défimiter on pouwrra utiliser £'ensemble I E‘;‘I

foe Zluh 2 202 }o By, ftigie § }——‘]

On pourrait audsi effectuern L'opération 2-c pour tout | do T &) f'—&a

L'ensemble des x appartenant 2 E. :
11-3e} On peut aussdi diminuer encore cet endemble et e“ec/tu.aa.‘- == —

o oy

‘ e ok wae _ oy
: o et
e o wiﬂl

Lloperation 2.c pour L'ensemble des x tels que
Elz) < Z (x) < 3 (z) et K [x,z,4-1] # A

En effet La concatination des chemins de K(x,y,4i-1) et
de K [ z,4,4-1] n'apporte aucun chemin a La suite
K [x,4,4] 84K [x,4,4~1] = A

PREISVP YR, VIV
NoT P eox P»LL

de encusd J<:' 1% de conenidd

1

11-34) S4 on se Limite en outre, aux x tels que

€lz) < 20x) < Pfz) et K [x,z,4-2] # A et K [z,4,4-1] #N,

Les suites obtenues contiendront toujouns Les chemins

et cincudts élLémentairnes ; LL ¢4t akons possdible d'im-
poser aux points x d'étre Equivalent 2 z.

Nous verrons au chapitre 7, L'utilisation de certaines '

de ces variantes. il

|

|

I1 - 4 ORGANTGRAMME

Vodir page 26, L'onganigramme ’Cl‘téalu;q“g de L'akgonithaie
74. 8

1T - 5 PROGRAMMATION
On ne déenirna 4Lci que La proghammaiion de La gestion de
La pile et non Les opérations 2b et Zc¢ qui varient avec Les pro-
bLemes. 1
Le graphe est supposé reprisenté pan sa mathice associie A[i.,j]i
La pile est un tabfeau & une dimension P [1:4+1] ; La position |
de son sommet esi nepeiie par son Aindice k. {ef I.WT). Nous 1'
utiliserons encore des indicateurs (tableau T [1:N]) penmettant '

de connaitre La situation de chagque sommet : |
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S N ARG S
W=, T(xiz4 VX

e : rI-: 1
T o A% B ) N
pan  of eubi etoua

T [1} =1 , I non encore entrié

2 5 déjd entrné non sontd

5 & T a eu une sontie et est (eusctune de cireudt
4

3 1 a eu une sortie mais n'est ni premier de

cincudt nd une feuille
5, I a eu une sontie ex est une feuille
T sera nésenvé pourn désdgner Le sommet.

Initiatisation : ¥4, T [4] =1, K = 1 et on effectue £'opiration 1.:

31 premien élément z n'ayant pas d'entrée vhaie ?
On chenche Le premier ehiment z tel que T [1] = 1. §8'it
en exisie ; sdnon tous Les arcs ont Bté Etudiés et P2 tra-
vail csit tenminé,

31 premien Ehémenit y de  {e) 7 :
Dans La TiZme fLigne de A, on chenche Le premien J tel que
A[1,7] #A. 7 entrena alons dans La pile.

L

Tests sun La situation de e :
On utiliserna en §ait un alguillage AIG [T [I]]avec
AIG := TEST, NOTP, SOR, SOELSIM, SOR ;

e' = A  peut Etre effectut en cherchant 4 K = 1.
Cecd nous pemmet de donnen une authe forme de cetf organd-
ghamme qui sera ulilisée dans nos programmes.(voir onrga-

nigramme page 28} - Yrganigramie pratique pour 2'algoriilhiie
. 9 ‘ h

A

ITT1 - ALGORITHME 7B, - CHEMINS DE TOUT POINT x D'UN GRAPHE QUEL-
CONQUE A UN POINT Y FIXE : F g a=phy 1
Pour La nrecherche des chemins éfémentaines d'extrémités y f
L'opération 2b ne gait internvenin que des chemins Zlémentaires d'ax-w | J*“‘132Q6~u&wkj . L
w. themites y.et des ancs. Par contre L'opération ?.c fait alors in- ik @ dowe Me’)
T tervenin des chemins d'exinémités y (K [z,y,4-1] ) mais aussi des
i chemins d'extn@mite : jowunetune d@incuit. 1£ est donc possible de
il n'efectuen Res opération 2b et Zc que pour Les points y et Les
feametunes de circuit., D'apris Le Lemme 1, on peut affinmen qu'il {
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est inutile de Les effectuen pour Les fenmetures de eirncudl
avant Leur premilnre sorntie., D'ol L'algonithme sudvant :
1) Indtialdisation
{(Vx €E) (K [x,4,0] = N )
2) a) 84 oo, < T z)

K {e,z,i] = K [e,z,4-T] U {e,2)

Nous Gerinons ici deux procédures pour R'algorndithme 7A.
PROCEDURE ALG?PILE [A,N) 5 ;
COMMENTAIRE Cette procddure assure £a gestion de la pile
La procidure IGAMMAT est booléenne et prend La valeur
viai quand 42 exdiste un are de T a J. La procidure 0PEZB
néalise L'opdiration 2B et OPEZC L'opration Zc.
DEBUT ENTIER 1,J,K,R ; ENTIER TABLEAU T [1:N] , P [1:n+1] 5
AIGUILLAGE AIG:= TEST, NOTP, SOR, SOELSIM, SOR ;
POUR i:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE T [I] :=1 ;
Ki=1 ; d :
INIT : POUR T:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
SI T [] =1 ALORS ALLERA INIP ; ALLERA EXIT ;
INIP : P il =1 ; :
TEST : POUR J:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE .
ST TGAMMAJ ALORS DEBUT T[ 1] :=2 ; ALLERA ENTR FIN ;

b) 84 o, est une sontie de z > 2 (z) ou 84 [ 67 = Flz] et z",‘
non fermeture de cincudt)
pour v = y el pour v = vy,V,,...,Vy fermetures de cireudit |
tets que ¢ (v.) < 2 (z)

K [e,0,4] =K [e,u,i-1] U [ le,2h. K[ 2,4,4-1]] ).

c) sd oy = 2 (z) et z fermetune de circudt : -

[ VXEE et vinifiant € (z)< F (xl< $.(z)) (pour Les
mémes y)
(K [%,0,4] = K [x,0,4-1] U K [x,2,é-1] K [z,0,4-1 ] 1o

i
{

Cet algonithme a un £intérét centain 44 Le graphe envisagé | NOTP ::_- gﬁ: :Z: ’ —i-::tizi 222 ’ ‘ |
n'a pas trop de circuits paatigaliaemant 84 on veut chen- ENTR K'=K+7.' p’ [K:I I:=5 ; .1-:_1 ; ALLERA AIG [T [ﬂ] ¥
chen Les chemins entre tout point x du ghaphe et pZuAiemaq SOR ST K=1 :\LORS ALLE?A) INIT -'K'=K—1 . ) '
points extrdmitls, ce qui est impossibLe a ndalisen avee SUIT : Ris 1+#1 3 1:2 P K o ’

: § = J .= » \

R
; POUR J:=R PAS 1 JUSQUA N FAIRE
_i- SI TGAMHAJS ALORS ALLERA ENTR ;
: S1 T [1] =3 ALORS ALLERA SORIER ;
SOELSTM : SI K=1 ALORS ALLERA INIT ; J:= P [K-1] ;
i OPE2B ; T [1] :=4 ; ALLERA SOR ; :
SORTER : POUR R:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE

ST T[R] > 3 ALORS 0P2C ; ALLERA SOELSIN ;

EXIT : FIN ;

Les autrnes algordithmes autrement qu'en recommengant pour
chaque extrémité différente.

Cette vension nialise L'opdration Zc powr £'ensemble des x tels
J que Gy < S7(z) qui nous semble Le plus facile d rlalisenr.

La vension suivante (qudi est celfe décrndite dans ce chapitne}
semble plus delicate 2 meitre en oeuvie.
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PROCEDURE PILE?MOTSORTIE [A,N) : ENTIER TABLEAU A ; ENTIER N ;
COMMENTAIRE Cette procidure assure La gestion de La pile.
La proctdune 1GAMMAJ est boolienne et prend La vafeur vrad
quand il existe un anc de 1 a J.
La procédure OPEZB nialise L'opération 2.b, OPEZC rialise
L'opération 2,c.
DEBUT EATIER 1,J,K,R,E,V ; ENTIER TABLEAU S,T [1:4] , P [1:4+2) ;
ATGUILLAGE AIG:=TEST, NOTP, SOR, SOELSIH, SOR ;
POUR T:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE T [I] :=1 ;
K:i=1 ; E:=N+2 ;
INIT: POUR T:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
S1 T [I] =1 ALORS ALLERA INIP ; ALLERA EXIT ;
INIP: P 1) =1 ;
TEST: POUR J:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
SI TGAMMAJ ALORS DEBUT T [I] :=2 ; S [I] :=E , ALLERA ENTR
© FIN ; T [1] :=5 ; ALLERA SOR ;
NOTP: T [1] :=3 ; ALLERA SOR ;
ENTR: K:=k+1 ; P [K] :=J ; T:=3 ; ALLERA ATG [T [1]]
SOR : SI K=1 ALORS ALLERA INIT ; K:=K-1 ;
SUTT: R:=I+1 ; T:= P [K] ; POUR J:=R PAS 1 JUSQUA N FAIRE
S1 IGAMMAJT ALORS ALLERA ENTR ;
ST T [1] =3 ALORS ALLERA SORIER ;
SOVRAT : P [E] :=1 ; E:=E-1 ;
SOELSIHM : SI K=1 ALORS ALLERA INIT ; J:= P [K-1] ;
OPEZB ; T [I] :=4 ; ALLERA 30R ;
SORIER : POUR J:= S [I] PAS 1 JUSQUA E-1 FAIRE
DEBUT V:=P[ J} ; OPEZC , FIN ;
ALLERA SOVRAT ;

= 3% =

La partie haute de fa pile est nisenvie pour y indiquern La sui-
te des sonties vhaies ; nous avons vu que dans un &fat de La pile
ne peut existern qu'un seul point ayant déjd eu une sortie, L& sug-
§4it done de n+1 LEments pour contenin La pile et sa partie haute.

L'opénation NOTP pemmet d'indiquen que I est un premier de
edncuit ; Pour connaitrne £'ensemble des x tels que £ (z)< 2 (x)
<51z} 4L suffit de noter & chaque entrée vradie (dans TEST)

Le niveau atteint dans La suite des sonties vraies : S [I] :=E.




CHAPITRE IV

ALGORITHME &

1 - PRINCIPE DE LA METHQDE
Etant donné un ghaphe (E, '), E = {I,Z,...,n} , 804t (Sk,l*)
un sous-graphe de [(E, 1}, S, = {1,2,...,k} =
Cherchons & construire Les chemins tlLémentaires de S, a parntin
de ceux de sh-t.
a) Soit une chemin eLémentaire de Sh' PLusieuns cas peuvent se

présenten :
1°) 12 ne contient pas k : c'est alons un chemin ELémentaire
de S, _, »

2°) 1L a k pour extr@miti : pudsqu'il est ELémentaine,il
est obtenu par concaténation d'un chemin éLémentaire
de 3,4 d'extrémite § et de L'arce (fk) ;

3°) 12 a k pour ohigine : puisqu'il esit ELémentaire, il esi
obtenu pan concatination d'un arc (kL) et d'un chemin
tlementaine de S, _;, d'origine £ ;

4°) 1L contient k qui n'est ni son origine, ni son extrimi-
12 : pudsqu'il est Elémentaire iL ne contient k qu'une
seule fods ; AL est donc obtenu par concaténation d'ur
chemin d'extrémité k (décrndit au 2°) et d'un chemin d'oni-
gine k (déernit au 3°).

b} Envisageons un circuit ELémentainre (XO’KI""’xn}' Les mémes
I cas se présentent :
! 1°) 1L ne contient pas k : c'est alons un circuit tlémentad-
3 re de Sy 3 (42 ne peut Etre en panticuldier une boucle).
§ 2°) X, = kot XppeniXy 82 done un chemin &Lémentaire de
% Sk d'extnémite k il a @te obtenu par a) 2°). Le cin-
cudt XgeooX, €82 obtenu pan concaténation d'un chemin
Elementaire de S, (non plus S, ;) et d'un are d'ondgirw
k. la 3°)
5 4°) 1L contient k, qui n'est pas x; : puisqu'il est tf3men-

taine il ne Le contdient qu'une seule fois, il est donc
! obtenu par concaténation d'un chemin éLémentaire xo..h
de Sy (deenit en a)2°) et d'un chemin &Lémentaire k...x

il de S, (deenit en a)3°).
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11 - ALGORITHME
12 déenit La fagon d'obienir des suites de chemins contenant
Les chemins ELEmentaires ainsi distinguis.
1) IVx€El (Y y€E) (K [y} t= T [x,4] )
2) (b = 2,...,n)
a) (2=1,...k-1) (Vjésk_1)
(K [k, &4= YV (k) © K [F.,2])
b) (L=1,...,k-1} |V § €S8, 4
(K [e,e] = U K [1,§] 0 (4,k))
) (Vies, ;) ‘f\-fjesk_, et § # i)
(K [4,4] = K [0 u[K [4,e] . K [&,5T] )

Les suites de chemins ainsi obtenues sont sans répétitions :
b4, & L'itération k on ajoute un chemin L{£ contient k, il ne pou-
vait done pas figurer dans cette suite a L'itération précidente ;
de plus &L ne peut y avoir de r@pEtitions entre lfes chemins obtenus -
a L'itdration h, Zes types de chemins décnits Etants incompatibles.
Notons que seule L'opération c apponte dans ces suites des chemins
non ELémentaires.

111 - VARTANTES DE L'ALGURITHME
111-1 Sudites contenant Les chemins et circudils ElLémentaires
du graphe. I
Pour obtenin Les circudifs €Lémentadines AL faut récliscn J
Les optrations permettant dlobtenin fLes cdrcuizs décndts en b)2 a
pantin des chemins de a)?, ainsi que Zes cirecuits déendits en b)3.1L
suffit de néalisen 2}b pourn £=1,2,...k et Ze} poun (V4 Esk_zl.

I1171-2 TESTS :

néunion et produit {(voir § I11-3). IL est cependant possdible d'Evi-
ten des opérations qui hialisent des concatinations entre Eléments
dont L'un peurt &tre vide. On pourna adopter La rédaciion sudvante.
1) (Vx€E) (Vy€EE) (K [x,4] = T [x,4) )
2} (k=2,3,...,%)
a) (V¥ jEiSk_; 2t tel que ki'{) lpourn B=1,..,4~1,5+1,..k-1)
(K Uz,q, = K [k,z]j_z U {He,j) o K [£.4] })

b} (Vy €3, _; et tel quejrk) [pour £=1,..,§-1,4+1,.. k-1)
(K [2,k 7; = K e,k Jj-1 v Kle,/] o li,k)} )
el (V4€S, ; et tel que K [4,k] #A) (Vjésk_,, i # 4
C(K[4,4) = K [4,4]V {K [, k]o Ko, 7] })

Chaque test effectul en a,b ou ¢ pemmet d'Bviter k opérations
a L'itenation d'ondre k. 1L et nemarquable que Led tesis a et b
ne portent que sun Les arcs et non sur Les chemins du graphe, en
ce sens qu'ils sont plus faciles & faire {on peut par exemple uti-
Lisen une Lisie des ancs) et qu'ils penmettent d'éviten des opéra-
tions beaucoup plus souvent que ceux portant sur Les chemind ((4,f)
=\ plus souvent que K [, ).

111-3 Nombre d'opdrations
a) Faisons Le compte pour La variante cherchant
aussd Les circudts :

1L faut pour a) (k-1) (k-2) opérations
pour b} (k-1) (k-2)
el (k-1)*
bt} (k-1)

Sodit au fLotal
7
kZZ (k=1) (k-2) + (k-1)(k-2) + [(k=1) + (k=117 « n (n-1)?

b) Pour La variante de 111-2. (n~7)2 repriésente
un maximum dont on sena d'autant plus Loin que Le graphe sera moins
pledin.
S84 on effectue Les tests pourn Les opérations a,b,c on peut ne
bas Le faire pour ¢, qui est La moins favorable , il faut compten
4 chaque {tfiration sun k 3(k-1) tests s0it au toital

f&- 3{k-1) = g e g no- 9 tests soit envinon % nz.
Notons %Eé pour L'algonithme 5 AL en faut nl.

On trouvehra au chapitre VII, une comparaison expérimentale de
ces nombres d'opérations entre Les diverses méthodes. Notons aussdi,
que pour cet algorithme, on ne peut plus parlfen de coupfes qui
operent”, on comptera donc Les opErations explicitement.
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111-4 1Importance de L'ondre des sommets :
Chaque test peut penmettre d'Eviter (k~1) opBrations
additions et multiplications . I esi done plus intirnessant
d'dviten des optrations vers Les denndires iténations. L'ondre des
points est done important, mais il esi facite de trouven un ordre
gavorable akors que pour 2'algonithme 5 on ne connait qua‘i’ondae

founni par La pife : on peut prendre R'ondre des sommels pan deght

décnodissant.
On ne peut pas affirmer gue ce 804 2'ondnre optimal, car dans

£'opération b Les test pontent sur Les arcs entrnants du sommet k,
dans ¢ i£s pontent sur Les chemdins entrants de k et dans a sun Les
ares sontants du sommet k, et i n'y a pas un nombre Zgal d'opénra-
tions Buitées dansd chaque type.

Neanmoins on peut dire, switout 84 on n'effectue pas Les Zesits
e}, que L'ordre des sommets par degri dicroissanit ¢4t une bonne
approximation de L'ondre optimal.

En utilisant cet ondre il est sans doute inutile d'effectuern
des tests poun Res premidnes iténaiions. On ne commence donc qu'ad
deta d'un ondre k' détemwini empindiquement.

IV - PROGRAMMATION

—————

Les programmes rialisis acceptent Le graphe sous fonme de sa
mathice associle. (tableau A).

Ce tableav peut aussi servin de suppont a La matrice des dis~
tances mais pas aux cafeuks intemmidiaires :

_ fes Gliments Ali, k) et AlE,f) n'ont jamais €LE modiﬂiéz
avant L'itinetion k. Au début de cette itination La kitme Ligne et
2a hitme colonne sont done cefles de La mairice associie.

- Zes ancs d'extrimités k ne sont utiles qu'a L'itiratdion k

- fes ElLEments Ali, i), 4 R, § k neprésentent des distan-
ces

14 suffit done d'utilisen des mémoires de travail nephisentant
La kitme Ligne et La ki¥me colonne peidant L' itenation k. nGle des
tabfeauw B et C . On trouvera page 37 Le programme ALgol CAE 510,
connespondant au problime de ta plus courte distance. 1L &'agit
de RLa vardiante du § I11-2.
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' PROCEDURE ' PCDDANTZIG(N,A); 'ENTIER'N; 'ENTIER''TAG 'A;
'DEBUTffENTIERf'TABLEAU‘B,&.(I&N)»; 'ENTIE;‘IBJ ;Aglieu &
'POUR'IZ1'PAS' 1" JUSQUA'N'FAIRE ' 'DEBUT" EETE

'POUR ' J=1'PAS' 11 JUSOUA M TFAIRE!
tSI'ALCT,U) . TEGAL'O'ALORS'A . (1, ). =10000 ;

ALCT,1D.20 TFIN' ; 0=0; !
'TPOURTK=1"PAS' 1 JUSOUA "M FAIRE ' 'DERUT!

TPOUR ' I=17PAST 11 JUSOUAK=1'FATRE' 'DEBUT!

R.(1),=C.(1),=10000 ‘'FIN';

TPOUR'Y=1fPAS! 1 JUSOUA'K=1'FAIRE"

'SI'ALCK, ). "INFT10000 'ALORS'
TPOUR'L=1'PAS' 1" JUSQUA'K~1"FAIRE ' 'DERUT!

PSTYALCK, ) +A (U, L) T IMNFTR. (L), TALORS!

B.(LY=AL(K,0),+A,. (J,L).; Q=041 'FIN';

'POUR 'U=1"PAS' 11 JUSOUA'K~1"FAIRE"

'SI'ALCJ, KD VINF'10000 'ALORS'
;P:U?'Lfl'?Aszl'JUSQUA'K-I'FAIRE"DEBUT'
1=0+1; 'ST'ALCU,K) . +ACL,J) TINF'C, (L), ! 25t
C.CL) . =A.CU, KD 4ALCL, 0D, TFIN'; (L)t AcoRs
'POUR® I=1'PAS'1' JUSOUA'K=1"'FAIRE"

'SI'ALCI,K). YINFT10000 'ALORS'
:Q?YR'2=1';AS'lédUSOUA'K-l'FAIRE"DEBUT'

SI'ALCE,K) (+A. (K, J) . "INF'A,CI,U) . "ALORS'A, J=As q ;
02041 'FINY; A et ] oM it L T ) et
ACK, L), =B, (L).; ALCL,K).=C. (LY. 'FIN' 'FIN';

EXE(6,0); IMPR; ’
'SITCLECH) "ALORST'POUR'I=1"PAS' 11 JUSOUA'MN'FAIRE
'DEBUT ! "POUR 'J=1"PAS' 1'JUSOUA LI 'FATRETEXECH A, CT1,U).);
IMPR 'FIN' 'FIN' PCDDANTZIG; ! e




CHAPITRE_ 5

COMPARAISON DES DIVERS ALGORITHME§]

Dans ce chapitre nous essaienons de comparen Les d&{ﬁéazhié
akgonithmes dous divens points de vue : nombre théorique d'opira-
tions & effectuen, temps de calcul, place occupie en mémoire...

Tous Les essais mentionnés ont 8% effectuds sur Le problime de La
recherche de La plus courte distance, Les conclusdons que £'on pour-
ra en tinen nestant valables poun Les auired problémes,puisque seule

differe La nature des opérations & effectuer et non Lewr nombre.

1 - ALGORITHMES CONSTRUISANT DES SUITES DE CHEMIN ENTRE LES POINTS

x DU GRAPHE ET UN POINT y EXTREMITE :

Rappelons que £'on peut Bendine des algornithmes analogues pour
un point x §4ix& et tous Les points du graphe.
On peut utiliser Les algornithmes 2 (vaniantes de FORD ou de BELLMANN
KALABA) et 7B pour Les graphes quelconques et L'algonithme 6 si Le
graphe gzt sans cincui.

1.1 Cas_des graphes_sans_circuit : Algondithme 2 ef 6.

Encombrement :

L'eernditure des programmes pour L'algordithme 2 esi cerntddire-
ment plus facile que pour L'algonithme ¢ et Le programme obienru
plus court. De plus R'algorithme 6 nécessite 7 tableaux de n ILE-
ments en plus de Pa mutrice associte et des emplacements privit” poun
Les nésultats.

Nombre d'opérations

Pour E'algorithme 2, p étant Le maxdimum des nombres d'ercs des
différents chemins et circults eleémentaires du graphe, Les algondi-

A thmes déduits pan homomonphisme de L'algorithme 2 demandent pnz
multiplications et an additions [au sens du chapitre 2] , clest-
d-dire un nombre de £'ondre de n3 {p est en génénal assez vodisdn
l de n). Les tests J( z,y,i-1) # N permettent d'en Buitern certaines.
On a vu que £'algorithme ¢ nicessite exactement m (nombre d'axrcs

du graphe) opérations ; c'est-a-dire un nombre Lingérndieuwn d nz. Le
i nombre d'opérations nécessaires a La gestion de La pile Eiant Zud
| aussd propontionned & m, cet algonithme est incontestablement £o
i pLus intéressant poun Les graphes sans cincuif D'autre part 54 on
veut faire Le mime caleul pour plusieurs poinits extndmites on peut
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faine Les opdrations pour fous ces points & chaque sontie de Za
pile sans necommencer upe gestion complite, ni une explodtation du
graphe , ce qui esi un avantage supplimentaire pout £lalgonithme 6.
Es4a4s

La counbe t = §lm) situie page 39' nepnisente Les variations
du Zemps de cafeul par Zes deux méthodes, Lorsqu'on augmente £e
nombre d'are d'un graphe.

Les essais ont &2 effectuds sur une sénie de gaaphabd'oﬂdke 20 : omi

passe d'un ghaphe au suivant en ajoutant des arcs.
Cette counbe montre :

- Ra dispropontion entre Les temps de caleul par La methode
de FORD (ce serait La méme poun La méthode de BeLfmann-Kalaba) et
colle utibisant un pite [Alg. 6]

- 2'impoxtance pour L'algonithme I du test I(z,y,4-1] #4qué
est tnes inténessant poun fes graphes assez creux. Sans ce test Le
temps de caleul senait pratiquement indépendant du nombre d'anrcs.

- 2a proportionnalité du temps de caleul .au nombre d'arcs
pour &'akgorithme 6 .

Algonithme 2
Seule change par happort au cas phiécédent La propohr-

tion des tests poun Lesquels J {z,g,i-t] =[>qui devient beaucoup
plus faible.
A&qohithe 7.B ¢
Notons que 54 Le graphe est sans cincudlt AL effec-
tue exactement Les mémes opirations que L'algorithme 6.

Encombrement :
12 devient plus important que pour L'akgorithme 6 ; Le pro-
ghamme est plus Long el suntout il faut stocken plus de nésuliais

intermédiaines (Les chemins d'extnmili Les fenmetunes de cincudt}. |

Nombre d'opirations :
12 est plus délicat a estimen :
q &tant Le nombre ‘de fermetures de circudt (g ¢n) 42 neste de £'0n-

drne de qnz et en ginéral,bien ingérieur ¢ on ne commence a faire ded

opénations pour une fermetune de cineuit qu'apres la premizne sor-

tie de celle ci.
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Essais

De nombreux essais ont 818 ndalisds sun des graphes d'orndre 20
et sun des graphes d'ondre 30 en faisant vanier Le nombre de cin-
cudts.
Pour caleulen une Ligne de £a matnice des distances if faut de
2,5 [quand il y a beaucoup de ancuLtb] & 10 gois [quand L& n'y
a pas de cineuit] plus de temps par L'algornithme 2 que par 2'akgo-
nithme 7B. Pour £es graphes d'ondre 20, de 3 & 14 fods poun Les
ghaphes d'ondre 30.
On aura donc dans tous Les cas, Linténdt & utilisen £es algonithmes

utibisant une pife 6 quand on sait que Les ghraphes studits sont sans

cineuit., B dans Le cas géniral).

17 - ALGORITHMES CONSTRUISANT DES SUITES DE CHEMINS ENTRE TOUT COU- I

PLE DE POINTS DU GRAPHE.
On peut utilisen Les akgoniihmes 4,5,7,8,
1,2,6,7B en prenant successivement tous Les points du ghaphe

ou Les algonithmes

comme. podint extrhémite.
Les atgonithmes 1,2,7B demanderont alons un nombre d'opirations de
L'ondnre de n4; nous Les caniernons.

L'akgonithme 6 demanderaif un nombre d'opéraiionsde &'ondre de
mn et n fois La gestion de La pife : 4L est plus inténessant de ne
la faine qu'une fois et de traiifer tous Les points extnemitis &
chaque sontie de La pile {44 Le graphe esl sans cdneudlz).
L'akgorithme 4 demandant nsﬂogzp optrations,
des nombres d'arcs des chemins éLémentaires du graphe, nous L'Ecar-

p étant Ze maxdmum

tenons tgafement.

Seuls nestent Les algonithmes 5,7,8 ¢
Les algordithmes 5 et & demandent exacZement n3
84 on n'effectue aucun test. Si on en effectue Li£s peuvent comme
L'aLgonithme 7 nésoudre ce probleme en mois de n” oprations.

opérations chacun

11-1 Comparaison ZhBordique des algornithmes 5 et 7.

Nous avons vu (cf chapitre 11) que pour ces deux algordihmers,
2'ondne dans Lequeld sont rangés Les sommets du graphe est impor-
tant {baua Llalgonithme ? LL exisite de nombreuses piles annexes au

méme graphe] ,

on pourra donc obtenin des réalisations difgérentes
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de ces algonithmes selon L'ondne choisd,et des nombres d'opérations
ntcessaines, tgalements différnents.
Nous appelerons couple qui opdre, un couple de points du graphe
xz pour Lequel on effectue une opiration du type :
Klx,y,4) = K(x, y,L‘I)Lﬂk(x z,4-1 @ K{z, y,&-ﬂ
VycE
Dans L£'algonithme 5 :
K {x,y,0) = J (x,y}
pour i=1,...,n
a) 84 K (x,z.; ,4 1} # Net & ¢ z;
Kix,y,i) = Kix,y,4i- I)LJ[K(x ZP ,L"l ® Klz, ,y,& 10
b) sinon

Kix,y,4~1) = K (x,y,4-T}
Les couples qud op2rent sont Les couples (x,zi).
Dans La méthode de La pile :
Kix,y,0) = J {x,y)
a) 54 4.,(2 } Yy € E, on effectue
Kie,y,4) = K[e y,i-11y [ lez) @ Klz,y,4i-1}}
e ttant Le sommel
b) & 4 = Zj(z } fermeture de circuit :
Kix,y,4) = K(x,y,4 Ny [K(x y,4i-1) © K(zL,y,A 1)]
W y€E et Vx tek que 5& ) < 2ilx) <éu1
et K(x z;,4-1) 4 ¢
Les couples qui opirent sont Les couples (e,z) pour L'opEration a)
et (x,z;) pour L'opération b).
Proposdition 1
Le nombre d'opérations poun L'algoniithme 7 n'est pas toujours
inferieur au nombre d'opérations nécessaines, quelque S04t
L'ondre des sommeis, pour L'algonithme 5.
1L sufgdit pourn Le démontren de donner un exemple en précdsant
L'ondre des sommets utilisé dans chaque algorithme :




= -

ordre 1,2,3
On peut neprésenter Le fonctionnement

de fa pife :
3
1 221
33333353
11111ttt
numéros de sontie : 1 2345
coupled qui opirent :
ALgorithme 6 : 1: 3,1 ALgonithme 7 sontie couple
2: 3,2 1
4 3:1,3.2,3 5 2
3 3,2 (a)
4 1,3(a).2,3(b)
5 2,1(b).3,1(b?

Proposition 2 :
Si Le ghaphe est plein, if y a autant de couples qui opdrent
pour Les deux algorithmes 5 et 7.

S4i e graphe est pledin, poun fLout couple (x,zi),K(x,zi,L-l) #

I y a done nin-1) couples qui opérent dans L'algonithme 5.(0n peut

en effel ne pas fenin compte des couples x,x}.

Pourn L'algordithme 7 :

Etant donné un couple (x,z), x #2; x/'z.

a) a4 ;ﬁ(z) <, ;:(x), a Za sontdie de L'arc xz, z n'est plus
dans fLa pile (sinon on aurait o (x) <‘2le), La sontie de x con-
nespondant & £'arc xz est supériewre ou fgafe a », (z) : fLe couple
{x,z) op2re pan aj.

b) ai 3 (x) < }:(z] Llare x,z sont avant }L(x) (£emme 2, chap.
IIT). z est alons fermeture de circuit et Elz)< J (x) < o (z) : Le
coupfe xz opére pan L'opiration b.

Dans tout couple (x,z), x # z opere. Notons cependant qu'il y a
davantage d'opérations annexes dans 2'algonithme 7 (gestion de La
pile).




rX)Poun 2'algonithne 5

=3 =

Proposition 3 :
Si fe graphe est sans cincudt, Lo nombre de couples qui

openent pour 2'algonithme 7 est Zgal a m, nombre d'ares
du ghaphe. La pile penmet de trouver un ondre des sommets

pour Lequel Le nombre de couples qui opérent pourn L£'algo-
rithme 5 est aussi &gal a m. Poun Les autnes ondres, ce nombre
est supbnieun ou égal a m.

Pour La pile La deémonstration est immédiate : tous Les cou-
ples opirent par L'opération a) et y a m sonties de La pile.

Pour 2'algonithme 5 : iL y a au moins wm couples (x,zi) tels
que K(x,zi,i—ll #A et souvent plus. Mortnons qu'il exdste un ordre
des sommets tel que poun L'algorithme 5 correspondant, exactement
m couples operent :

Soit un ondre total S tel que x [y => ySx (L'ordre des
sontics vraies de La pike nemplit cetie conditdion, cf chapitre 111},
K(x,zi,i-f) /N =2 Tun chemin de x 2 z; dont aucun point inteé- }
rieur n'a d'indice au plus égal a L.

o aile 19ty

Orn &4 ce chemin a un point intérdeur v, z, Sv, ce qui est impos-
sible : donc v n'existe pas et xI'z;

Kix,z;,4-1) #A =% x 'z,
1L y o donc exactement m couples qui oplrent pour L'akgonithme 5
dans ce cas.

Nous dirons qu'une classe C peut itne atteinte en un point y C.
84 3 x ¢ tel que x[y. '
Proposdtion 4 :

Si poun chague classe d'Equivalence, Les poinis de cette clas-

se ne forment qu'un cincuit elimentaire, quely que s0it Zes on-i

dres de sommets utilises, L'algorithme 7 nécessdite un nombre

de couples qui opirent au plus &gaf & celul de &'akgonithme 5,

et infenieur ,des qu'il existe un classe pouvani itrne atiednite

en deux points.

1. Klx,z,4) A4 x [z
2. Soit z; Le dennier éLément d'une clashe :

B
a}
=
=
F
i
X
3
f
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84 xevz; et x fozg, 4 exdste un chemin de x 2 z, dont £'indice
de tout premien point intérnicur est inférieurn & 4 {puisque z; esi
te denndien de La classe) done K(x,zi,i-l) #N. Si ka classe contient
p points il y a p-1 points Zels que X.

3. Poun tout point x tel que xlﬁunlzi on a aussi

K (x,2;,4-1) # A

Soit m nombre d'arcs (x,z) x # z

¢ £Le nombre de classes

¢! Le nombre de classes a plus d'un podnt.

n Le nombre de podints.
12 y a m couples poun Lesquels Kix,z,4) #Apar 1, Ly en a n-c
par 2, lLes couples communs gtant Les couples x,z; tels que
xevz et x 7z, z dennden de classe : pourn toute classe comportant
plus d'un point, il y a au moins un de ces couples. D'apris L'hy-
pothése, il ¢ en a un ef un seul : 4'4L y en avait deux x,z et x',z
il y aurait deux cireuits dans La classe z...xz (S TR AR 28
12 y a done au moins min-c-c' couples gqui opérnent
12 y en a plus 4'4L existe une classe ¢ pouvani étne atteinte en

deux points :

Fu, u€C w # u' et x,x'& c tels que x P et x' Cu'.
Kix,z,4-1) # pet K(x',zi,i-ll # A
et un chemin de x @& z; contient u et un chemin de x' a z; contient
u'. Au moins un de ces chemins n'est pas un are car u f u'.

@) Pour fLa pile

Si z est fermetune de circudt, il exdste un chreudd pour Lequed
z est Le premier point enini (cf chapitre TIT Lemme 3) .z est
done base de classe (cf chapitre 6) puisqu'une classe ne contient
qu'un cincudt.
Les couples qudi operent sont Les couples
-0z, G4 D)0z

"{‘ d
Wy sz', 2("“4‘.)>€’L 7,2(2”-:::}- z; ron base de classe
ou oy "oz,
Réciproquement
—(“i:~ZL =2 04 zszzi) {cf chapitre 111 Lemme 3)

S Gy et z; non base de classe =xed )Z(zi)




" IRs optrent a L'instant i = CTTZL).
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Ces couples sont au nombre de m-c'.
- . 2 . ~z . .
x,z; t z; base de cfasse et x vz, (x # Zx.)

I£ y en a n-c.
Le nombre de couples qui operent est done Zgal 2 min-c-e'. C'est-
d-dine infenieun ou Egal au nombre obienu pour 2'algonithme 5. On
netrouve m quand Le graphe est sans cércudt : n=c. e'=0.

Notons que dans ce cas Le nombre ne déperd pas de La pike
cholsde,

Cas général :

Les comparaisons sont plus complexes et il est difficile de
donnen des nésultats valables dans tous Les cas. On peut cependant
gtudien des couples qui operent :

a) Les couples xz tels que x 'z openent dans Les deux cas.

- gvident pour algorithme 5 can .{x,z,0) #A
- pour La pile
84 ={xz) 33(z) Le couple xZ oplre
sé e (xz) < S 1z} akons x~z, E(z)< E(x)<E(z)
et Kix,z, Si{z)-1) contient (x,z}.
Done Le couple xz opére aussd

b) Aucun autre couple xz, £fel que x9z n'opire pourn La pile
ators que pourn L'algoniithme 5, 4L en exite nécessainement dans Le
cafw$£ubieumb arcs ménent @ une classe non réduite @ un point.
(c4. Lemme 4). On peut cependant n@duire Leur nombre 44 on ohdonne
Les points du graphe de telle sorfe que :

xée, x'€e!, che = x.51x ,
ol o et o' sont deux cfasses distinctes, [1 est La nelation du
ghaphe des classes [cf chapitre 1X)

En effet dans ce cas, 4'iL existe un chemin de x a4 z; L
posside un point inténieun yyz;, y suit z; ke chemin & Klx,z 4-1)
et Kix,z;,4-1) = Les seuls couples restants sont teks qu'il exdss
te y~vz el x Fy. Mais cet ordre ne peut &tre obitenu directement.

La meiltewre méthode (cf chapitre G ) semble Etre celle utilisant
une pile qui détenmine Les classes : L'onrdne de sontie des bases
de classe déteamine £'ordnre chenché sun fLes classes. C'est d'ail-
Leuns Le seul nble joud pan La pile dans Le cas des graphes sans

circuits. Poun Les autnes cas Les comparaisons thEoriques ne per-
mettent guire de concfusion. ik
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11-2 ESSAIS

Courbe 1 (page 48) sans tests.

Los essais ont 618 effectuds sun des graphes sans cineuits
d'ondre crodssant de 10 a 32.
Cefte counbe montre bien L'allure en nd de cette fonction.

Courbe 2 (page 49)

Ce graphique montre L£'évolution du nombre de couples qui ope-
nent d'une pant, du temps de caleul d'autre part en fonction du
nombre d'arcs. A chaque couple gqud opire connespondent n opérations.
Les graphes sont tous sans cdreudt d'ondre 20 et on passe d'un ex-
emple au sufvant par adjonction d'arcs.

12 montre bien L'impontance des tests pewmetiant d'gviter des opé-
rations sans tesis. Ce maximun qui est n” dans Le cas génénal est

Z
L%ﬂf_’). dans Le cas des graphes sans elneudlts.

Counbed 3(page 50}

Effes montrent une comparaison enthe Les difflrentes méthodes
penmettant de caleuler £a matrice des distances. 1L s'agit enconre
de graphes sans circuit d'ondre 20, pour Lesquels on fait varier
Le nombre d'anrcs.

On peut y consitater L'avaniage de L'akgonithme 7 (ou 6 dans ce cas)
comme on £'a dit au § 1 de ce chapitre, ainsi que £'amélioration
appontée a4 £'algonithme 7 en wtilisant Re méme support pour La
matrice associde of £a matnice des distances lef chapitre 7,8 111.3}

Courbes 4(page 51}

On y compare Le nombre d'opérations (nombre de couples qui
opinent muliiplié par n poun Les algornithmes 5 et 7) pourn lLes 3
algonithmes 5,7,8. 1L »'agit d'un graphe d'ordre 20, & 49 arcs sun
Lequed on crée des cincudis en ajoutant a chaque §ois un arc d'ex-
trhémits non encore fermetune de circudt.

Le nombre d'opérations poun L'algondiihme 7 n'esi pas strnictement
crnoissant, car Le nombre de fermetune de edreudts n'est pas Le

seul facteurn qudi infervient.
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Pour chaque classe d'Equivalence de ces graphes, Les points de La
classe n'appartiennent qu'a un cdrcudt. Dans ce cas il semblerait ]
que Za mithode de Dantzig (akgondithme 8) s0ii avantageuse, ce n'est
pas toufours Le cas [counbe 6. On peut cependant nemarquen La
stabilits du nombre d'opérations poun cette méthode.

Courbes 5{page 51-1]

12 &'agit encore d'un graphe d'ondre 20, pour fLequel on aug-
mente progressivement Le nombre de fermefures de circudd . Cette
fois Les points de tous Les circudts créis appartiennent 2 La

:
méme classe d'écuivalence. a
On peut constaten avec ces deux exempled que L'akgonithmes 7 resie ﬁ
Le plus avantageux tant que Les ghaphes ne devdenneni pas trop i'*

=
)
|
:
N
|
:
d
-l

|

complexes : 15 fermetunes de cdrcudts dans un ghaphe de 20 points
rephisente un graphe tnes complexe.

L zc
AN

Counbes 6 (page 51-2) Descniption des graphes

Effes monthent bien que £'algonithme 7 est aussd plus intl-
nessant que L'algorithme de Dantzig dans fLe cas de grhaphes ne pos-
sedant pas beaucoup de cincuits (fusqu'a 25 fermetures de circudts
difgerentrs sun 30 points).

Les courbes 4,5, et 6 penmetient aussi de constater que £Les
nédactions proposies poun Les thois algorithmes peumetient de thai-
ten fe probime avec des nombres d'op@rations bien infenieuns & n® I
qud vaut § 000 poun 4 et 5, 27 000 pour 6. J
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CHAPITRE VI

51. 3

EXISTENCE DE CHEMINS ENTRE TOUT COUPLE DE
POINTS DU GRAPHE
RECHERCHE DE LA MATRICE DE FERMETURE TRANSITIVE.

I - ALGORITHME 5 :
¢ PROCEDURE MFTALGS (A,N) ; ENTIER N ; BOOLEEN TABLEAU A ;
DEBUT ENTIER 1,1,K ;
POUR T:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
i POUR J:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
St 4 [1,1 ALORS
POUR K:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
A[3,6] == A [3,6] 0u A [1,4]
FIN ;

£ On utifise L£'homomonphisne défini au chapitre.I1 pour Lequel

E % i E = {VRAT, FAUX }; i K €F%, T7(K) = VRAT 84, et seulement 84,
Il ; il K#A; + =V, X =A,
% i g Thois algonithmes peuvent 2tre retenus pour ce problLeme : 5.7.8.
i %; Nous Btudierons icd La forme qu'ils peuvent prendre et Les amé-
E ?; Lionations qu'on peut Leur apportern pour iraiten ce probfime.
{ ':g.

[ {

il STeetO -

On peut constater que La rédaction de £'algorithme 5 devient parti-
culidnement simple.

Wres 5 L'opération

pour L= 1,2,...n
(VX€E et K (x,2;,4-1) # 4] (Vy€E)

1 ol il _ | \ _ (K (x,4,4) = K(x,4,4-1) U[K(x,2;,4-1) @ Klzgyz.4-11] )
- ¥ iR AL s ; g devient, Les points z,€E ttant notés 1,2,... n :

pour £=1,2,...n

! (Vx€E et K(x,4,i-1) = '"VRAT') (V 4 €E)

] (Kix,y,4) = K{x,y,i-1) V [K(x,i,i-ll/\l((i,y,i—l)] )
3 qu'on peut Eerine aussd

| pour £=1,2,...n

U (¥ xEE) (Vy€EE)

: K(x,y,4) = SI K{x,4,4-1) = VRAT ALORS K{x,y,4-1)
SINON K{x,y,4-1) AKIL,y,4-1).

 Tan e







