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1. Introduction
Ce document présente une analyse détaillée de la formalisation en lean 4 d’un projet de recherche
original autour de la conjecture de Goldbach. Ce travail conceptuel s’appuie sur une structure
mathématique riche reliant la combinatoire géométrique, l’algèbre, les systèmes de réécriture et la
topologie algébrique.

2. Partie 1 : le graphe pondéré (GoldbachGraph)
Se reporter au travail effectué en avril 2026 http://denisevellachemla.eu/CG-centres-minmax-f-dvc.pdf

Cette première partie modélise le cadre géométrique des paires d’entiers (p, q) associées
à un entier n.

- SommetGraphe : une structure qui définit un sommet par deux entiers p et q, assortis d’une
preuve de validité (dans_triangle) garantissant qu’ils sont compris entre 0 et n avec q ≥ p.

- excentricite : une métrique mesurée comme le maximum entre (2n − p − q) et (p + q).
- EstCentreGraphe : un sommet est dit central si son excentricité est exactement égale à n.
- ligne_centre_implique_excentricite_n : un théorème-clé démontrant que si p + q = n,

le sommet est automatiquement un centre du graphe.

3. Partie 2 : l’involution (GoldbachInvolution)
Les mathématiciens ne perdraient pas de temps à démontrer ça mais on doit fournir à lean le
moindre détail.

Cette section formalise la symétrie fondamentale sous-jacente : l’application qui à un nombre p
associe son complémentaire par rapport à n.

- involution : la fonction simple p 7→ n − p.
- involution_involutive : prouve que l’application double de l’involution redonne le nombre

de départ (inv(inv(p)) = p).
- symmetry_about_half : démontre la symétrie par rapport au milieu de l’intervalle n/2.

4. Partie 3 : le groupe Z/2Z (GoldbachGroup)
Ici est formalisée la structure algébrique d’un groupe à deux éléments pour encoder l’action de
symétrie.
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- ZMod2 : un type inductif à deux éléments (zero et one).
- Instance Group : l’attribution explicite d’une loi de groupe où chaque élément est son propre

inverse.
- involution_action : définit l’action du groupe sur les entiers (l’élément neutre laisse p

invariant, l’élément one applique l’involution).
- action_preserves_sum : démontre que p + (n − p) = n.

5. Partie 4 : le système de réécriture (GoldbachRewriting)
Cette section implémente une machine de calcul sous forme de système de réécriture de mots.

- Letter et Word : définition d’un alphabet à 4 lettres (a, b, c, d) et des mots correspondants.
- rules : une liste de 16 règles de transformation (règles de base, paires identiques, combinai-

sons, règles longues).
- reduceWord : fonction récursive appliquant itérativement les règles pour étudier la dynamique

des séquences de symboles.

6. Partie 5 : les systèmes projectifs (GoldbachSystems)
Cette partie aborde des concepts inspirés des mathématiques supérieures pour analyser les congruences
et les cribles.

- PrimePowerPair : lie un nombre premier q ≤
√

n et un exposant k.
- U_set : définit un ensemble résiduel d’entiers non divisibles par certains produits liés à n.
- satisfies_mittag_leffler : introduit une condition de limite (typique des limites projec-

tives en topologie algébrique) pour le comportement des projections.

7. Partie 6 : tests globaux
Le code s’achève par une suite d’évaluations interactives (#eval) permettant de valider l’exécution
de toutes les structures et fonctions définies.

8. Annexe : Code lean
_
-- =============================================================================
-- GOLDBACH LEAN PROJECT - VERSION CORRIGÉE
-- Denise Vella-Chemla
-- =============================================================================

import Mathlib

-- =============================================================================
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-- PARTIE 1 : GRAPHE PONDÉRÉ
-- =============================================================================

namespace GoldbachGraph

-- n est désormais un paramètre EXPLICITE partout (le ‘variable n‘ implicite
-- ne peut pas être déduit par Lean dans ces définitions).

structure SommetGraphe (n : N) where
p : N
q : N
dans_triangle : q ≥ p ∧ q ≤ n ∧ p ≤ n

def excentricite (n : N) (s : SommetGraphe n) : N :=
Nat.max (2 * n - s.p - s.q) (s.p + s.q)

def EstCentreGraphe (n : N) (s : SommetGraphe n) : Prop :=
excentricite n s = n

def PointeTriviale (n : N) : SommetGraphe n where
p := 0
q := n
dans_triangle := ⟨by omega, by omega, by omega⟩

theorem ligne_centre_implique_excentricite_n (n : N) (s : SommetGraphe n)
(h_ligne : s.p + s.q = n) :

EstCentreGraphe n s := by
unfold EstCentreGraphe excentricite
have h1 : 2 * n - s.p - s.q = n := by omega
rw [h1, h_ligne]
simp

-- Test : n doit maintenant être passé explicitement à chaque appel
#eval GoldbachGraph.excentricite 10 (GoldbachGraph.PointeTriviale 10) -- 10

end GoldbachGraph

-- =============================================================================
-- PARTIE 2 : INVOLUTION
-- =============================================================================

namespace GoldbachInvolution

-- n explicite, même raison que pour GoldbachGraph.
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def involution (n p : N) : N := n - p

theorem involution_involutive (n p : N) (hp : p ≤ n) :
involution n (involution n p) = p := by
unfold involution
omega

theorem involution_preserves_bound (n p : N) (hp : p ≤ n) :
involution n p ≤ n := by
unfold involution
omega

theorem symmetry_about_half (n p q : N) (h_even : n % 2 = 0) (h_sum : p + q = n)
(h_order : p ≤ n / 2) :

n / 2 - p = q - n / 2 := by
omega

-- Tests
#eval GoldbachInvolution.involution 10 3 -- 7
#eval GoldbachInvolution.involution 10 7 -- 3

end GoldbachInvolution

-- =============================================================================
-- PARTIE 3 : GROUPE Z/2Z
-- =============================================================================

namespace GoldbachGroup

inductive ZMod2
| zero
| one
deriving DecidableEq

-- Table de multiplication correcte pour Z/2Z (addition mod 2) :
-- 0*0=0, 0*1=1, 1*0=1, 1*1=0 — l’ancienne table (tout produit = zero)
-- rendait a*1=a réellement FAUX, ce qui bloquait toute preuve, ‘decide‘ inclus.
instance : Group ZMod2 where

mul
| .zero, .zero => .zero
| .zero, .one => .one
| .one, .zero => .one
| .one, .one => .zero
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one := .zero
inv := id
-- On prouve par étude de cas explicite (cases + rfl) plutôt que ‘decide‘,
-- qui exigerait une instance Decidable/Fintype non dérivée ici.
mul_one := by intro a; cases a <;> rfl
one_mul := by intro a; cases a <;> rfl
mul_assoc := by intro a b c; cases a <;> cases b <;> cases c <;> rfl
inv_mul_cancel := by intro a; cases a <;> rfl

-- si "champ inconnu", remplace par mul_left_inv

def involution_action (n : N) (p : N) : ZMod2 → N
| ZMod2.zero => p
| ZMod2.one => n - p

theorem involution_is_involutive (n p : N) (_hp : p ≤ n) :
involution_action n p ZMod2.one = n - p := by
rfl

theorem action_preserves_sum (n p : N) (hp : p ≤ n) :
p + involution_action n p ZMod2.one = n := by
simp [involution_action]
omega

-- Tests
#eval GoldbachGroup.involution_action 10 3 GoldbachGroup.ZMod2.one -- 7

end GoldbachGroup

-- =============================================================================
-- PARTIE 4 : SYSTÈME DE RÉÉCRITURE (Règles de la bande rectangulaire)
-- =============================================================================

namespace GoldbachRewriting

inductive Letter
| a
| b
| c
| d
deriving DecidableEq, Repr

abbrev Word := List Letter

def rules : List (Word × Word) :=
[ ([Letter.a, Letter.a], [Letter.a]), -- 1) aa donne a
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([Letter.a, Letter.b], [Letter.b]), -- 2) ab donne b
([Letter.a, Letter.c], [Letter.a]), -- 3) ac donne a
([Letter.a, Letter.d], [Letter.b]), -- 4) ad donne b
([Letter.b, Letter.a], [Letter.a]), -- 5) ba donne a
([Letter.b, Letter.b], [Letter.b]), -- 6) bb donne b
([Letter.b, Letter.c], [Letter.a]), -- 7) bc donne a
([Letter.b, Letter.d], [Letter.b]), -- 8) bd donne b
([Letter.c, Letter.a], [Letter.c]), -- 9) ca donne c
([Letter.c, Letter.b], [Letter.d]), -- 10) cb donne d
([Letter.c, Letter.c], [Letter.c]), -- 11) cc donne c
([Letter.c, Letter.d], [Letter.d]), -- 12) cd donne d
([Letter.d, Letter.a], [Letter.c]), -- 13) da donne c
([Letter.d, Letter.b], [Letter.d]), -- 14) db donne d
([Letter.d, Letter.c], [Letter.a]), -- 15) dc donne a
([Letter.d, Letter.d], [Letter.b]) -- 16) dd donne b

]

def applyRule (rule : Word × Word) (word : Word) : Word :=
let (source, target) := rule
if word.take source.length = source then

target ++ word.drop source.length
else

word

def applyAllRules (word : Word) : List Word :=
rules.map (fun rule => applyRule rule word)

def isReducible (word : Word) : Bool :=
rules.any (fun rule => word.take rule.1.length == rule.1)

partial def reduceWord (word : Word) : Word :=
if isReducible word then

let possibleWords := applyAllRules word
if possibleWords.isEmpty then word
else reduceWord possibleWords.head!

else
word

-- Tests
-- #eval reduceWord [Letter.A, Letter.A] -- Devrait donner [Letter.B, Letter.B]
-- #eval isReducible [Letter.A, Letter.A] -- true
-- #eval isReducible [Letter.B, Letter.C] -- false

def reduceWordWithFuel (fuel : N) (word : Word) : Word :=
match fuel with
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| 0 => word
| n + 1 =>

if isReducible word then
let nextWord := applyAllRules word |>.find? (· != word)
match nextWord with
| none => word
| some w => reduceWordWithFuel n w

else
word

end GoldbachRewriting

-- =============================================================================
-- PARTIE 5 : SYSTÈMES PROJECTIFS
-- =============================================================================

namespace GoldbachSystems

structure PrimePowerPair (n : N) where
q : N
k : N
q_le_sqrt_n : q ≤ Nat.sqrt n
k_pos : k ≥ 1

def U_set (n : N) (pair : PrimePowerPair n) : Set N :=
x | ¬(pair.q x * (x - n))

def projection (k1 k2 : N) (_hk : k1 ≤ k2) : Set N → Set N :=
id -- Identité pour cette version simplifiée

-- def satisfies_mittag_leffler (n : N) (pair : PrimePowerPair n) : Prop :=
-- ∃ K, ∀ k ≥ K, (Set.range (fun x : U_set n pair => x.val)) =
-- (Set.range (projection K k (by omega)))

def IsTransverse (n : N) (pair1 pair2 : PrimePowerPair n) : Prop :=
pair1.q ̸= pair2.q

example : ∃ pair : PrimePowerPair 10, pair.q = 2 ∧ pair.k = 1 := by
refine ⟨q := 2, k := 1, q_le_sqrt_n := by norm_num, k_pos := by norm_num,

?_, ?_⟩ <;> rfl

-- Tests
#eval Nat.sqrt 10 -- 3

end GoldbachSystems
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-- =============================================================================
-- PARTIE 6 : TESTS GLOBAUX INTÉGRÉS
-- =============================================================================

#eval "=== TESTS GOLDBACH COMPLET ==="

#eval "Graphe :"
#eval GoldbachGraph.excentricite 10 (GoldbachGraph.PointeTriviale 10)

#eval "Involution :"
#eval GoldbachInvolution.involution 10 3 -- 7
#eval GoldbachInvolution.involution 10 7 -- 3

#eval "Groupe :"
#eval GoldbachGroup.involution_action 10 3 GoldbachGroup.ZMod2.one -- 7

#eval "Réécriture pour n = 98 :"
#eval GoldbachRewriting.reduceWordWithFuel 10 [

GoldbachRewriting.Letter.c, GoldbachRewriting.Letter.c,
GoldbachRewriting.Letter.c, GoldbachRewriting.Letter.b,
GoldbachRewriting.Letter.c, GoldbachRewriting.Letter.c,
GoldbachRewriting.Letter.b, GoldbachRewriting.Letter.c,
GoldbachRewriting.Letter.a, GoldbachRewriting.Letter.d,
GoldbachRewriting.Letter.c, GoldbachRewriting.Letter.b,
GoldbachRewriting.Letter.b, GoldbachRewriting.Letter.c,
GoldbachRewriting.Letter.a, GoldbachRewriting.Letter.d,
GoldbachRewriting.Letter.d, GoldbachRewriting.Letter.a,
GoldbachRewriting.Letter.b, GoldbachRewriting.Letter.c,
GoldbachRewriting.Letter.c, GoldbachRewriting.Letter.b,
GoldbachRewriting.Letter.c, GoldbachRewriting.Letter.d

]

#eval "Systèmes :"
#eval Nat.sqrt 10 -- 3

#eval "=== FIN DES TESTS ==="

def main : IO Unit := do
IO.println "Exécution terminée avec succès."
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