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1 Définitions
On note P = {2, 3, 5, . . .} l’ensemble des nombres premier.

Dans la suite, on définit une grille dont les ensembles de coordonnées sont :

Xn = {pk | 3 ≤ pk ≤ n− 3, pk ∈ P} ∪ {0, n},
Yn = {n− pk | pk ∈ Xn} ∪ {0, n}.

Fait : ∀n ≥ 6, Xn ̸= ∅, Yn ̸= ∅.

On définit un sous-ensemble R de points du plan euclidien N2 :

R = {(x, y) ∈ N2 | x ∈ Xn, y ∈ Yn}.

On nécessite une fonction f de numérotation des points de R :

f : R → N
(x, y) 7→ x+ y.Card(Xn) + 1

On associe à R le graphe (dit graphe-grille carrée) G = (S,A) avec :

S = {si, 1 ≤ i ≤ (Card(Xn))
2},

A = AH ∪ AV

où S est l’ensemble des sommets et A est l’ensemble des arêtes (horizontales et verticales) du
graphe :

AH = {(si, sj)|(f−1(si) = (xi, yi)) ∧ (f−1(sj) = (xi, yi + 1))}
AV = {(si, sj)|(f−1(si) = (xi, yi)) ∧ (f−1(sj) = (xi + 1, yi))}

On restreint le graphe carré G au graphe triangulaire épointé T = (ST, AT) :

ST = {si|(f−1(si) = (xi, yi) ∈ S) ∧ (xi ≥ yi)}
AT = {ai|(ai = (si, sj)) ∧ (ai ∈ A) ∧ (si ∈ ST) ∧ (sj ∈ ST)}

On doit étiqueter les arêtes de AT avec les écarts entre nombres premiers successifs. Pour cela,
on définit la suite séquentielle des écarts entre nombres premiers successifs (le premier écart est
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le nombre premier 3 et le dernier écart est la différence entre n et le plus grand nombre premier
≤ n− 3) :

∆n = sk(n) telle que


s1 = 3

sk = pk+1 − pk pour 2 ≤ k ≤ Card(Xn)− 2

sCard(Xn) = n−max{pk|(3 ≤ pk ≤ n− 3) ∧ (p ∈ P)}

La fonction d’étiquetage des arêtes du graphe est alors :

g : AT → N2

((xi, yi), (xi, yi + 1)) 7→ δi ∈ ∆n

((xi, yi), (xi + 1, yi)) 7→ δi ∈ ∆n

Il s’avère que la distance entre deux sommets s et s′ de S correspond à la distance de Manhattan
(ou distance de norme 1) dans le plan euclidien :

d : S × S → N+

((xi, yi)(xj, yj)) 7→ |xj − xi|+ |yj − yi|.

La distance entre 2 sommets est ainsi la longueur d’un chemin de longueur minimale menant de s
à s′ dans le graphe GT.

Soit s ∈ S. L’excentricité de s, notée e(s) est définie par :

e(s) = max{d(s, s′), ∀s′ ∈ S}.

Soit ET l’ensemble des excentricités des sommets de T :

ET = {e(s)|s ∈ ST}.

Un centre d’un graphe est un sommet du graphe dont l’excentricité est égale au minimum de l’en-
semble des excentricités de tous les sommets du graphe.

Le sommet s est un centre du graphe G = (S,A) si et seulement si

e(s) = m avec m = min{e(s′)|s′ ∈ S}.

Dans le cas du graphe particulier T qui nous intéresse, un sommet s de ST est un centre de T si et
seulement si e(s) = min(ET).

2 Assertions
Lemme : Le graphe G est fortement connexe.
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Lemme : Le graphe T (triangulaire épointé) est fortement connexe.

Lemme : L’ensemble des sommets ST et l’ensemble des arêtes AT étant deux ensembles finis non
vides, l’ensemble des excentricités des points du graphe ET est bien défini et non vide. L’ensemble
du ou des points d’excentricité minimum est bien défini et est non vide.

(Lemme : S (la source) et P (le puits) sont les points du graphe qui ont une excentricité qui est
le maximum des excentricités ; l’excentricité maximum a pour valeur 2n.)

Théorème 1 : Les centres du graphe triangulaire épointé correspondent aux décomposants de Gold-
bach de n. Le chemin permettant de parvenir à ces points depuis le point source S (de coordonnées
(0, 0) est composé d’une partie du chemin ne contenant que des arêtes verticales du graphe et dont
la somme des étiquettes est égale à p avec p un nombre premier et d’une partie du chemin ne
contenant que des arêtes horizontales du graphe et dont la somme des étiquettes est égal à q où q
est également premier.

Découle des définitions.

Théorème 2 : Le graphe triangulaire épointé contient au moins un centre.

Cela découle de l’existence d’un minimum et d’un maximum pour tout ensemble d’entiers non vide.

Théorème 3 : Tout nombre pair admet au moins une décomposition de Goldbach.

Découle des théorème 1 (d’isomorphisme entre les décomposants de Goldbach de n et les centres
du graphe GT) et théorème 2 (d’existence obligatoire d’un centre dans le graphe GT).

3 Illustrations : cas n = 16

X16 = {3, 5, 7, 11, 13} Y16 = {13, 11, 9, 5, 3}
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Figure 1 : L’exemple du carré pour n = 16. Les points correspondants aux décomposants de Goldbach de 16 qui
sont {3, 5, 11, 13}, i.e. les points (3, 3), (5, 5), (11, 11), (13, 13) sont colorés en rouge sur la diagonale ascendante.

Figure 2 : Numérotation des sommets du graphe
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Figure 3 : Étiquetage des arêtes pour n = 16. (d(A,B) = 10)

Figure 4 : excentricités des sommets.
Excentricité du centre du graphe entourée en bleu.

Excentricités des sommets correspondants dans le plan euclidien aux points de coordonnées (pk, pk)
avec pk décomposant de Goldbach de n entourées en orange.

Note : ces sommets ne sont pas des centres du graphe.
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Figure 5 : Excentricités des sommets du graphe triangulaire épointé ; les centres du graphe correspondent
maintenant aux décomposants de Goldbach du graphe triangulaire épointé.

Note : la conjecture de Goldbach est trivialement vérifiée par les nombres pairs qui sont doubles
d’un nombre premier. Dans la modélisation proposée ici, la décomposition triviale de Goldbach
2pk = pk + pk avec p un nombre premier correspond à un centre du graphe. Cependant le centre
du graphe en question n’est pas au centre “euclidien” du carré initial : il est au centre en termes de
nombre d’arêtes du graphe triangulaire épointé, c’est-à-dire qu’il est toujours situé sur l’hypothé-
nuse du triangle rectangle isocèle sous-tendant le graphe ; le chemin qui mène au centre du graphe
correspondant à la décomposition triviale 2pk = pk + pk est, comme le triangle épointé complet, un
triangle rectangle isocèle du plan euclidien.

Les triangles épointés visualisant les centres et donc les décompositions de Goldbach des nombres n
compris entre 8 et 102 peuvent être téléchargés à cette adresse. Le programme calculant ces centres
a été fourni par Gemini, suivant les instructions de l’auteure pour étiqueter correctement les arêtes,
les sommets, pour calculer les excentricités, d’abord dans les carrés et ensuite dans les triangles
épointés (on peut le télécharger à cette adresse). Il est fourni en annexe 1 ci-après, le graphe GT

correspondant au cas n = 98 est fourni en annexe 2.
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Annexe 1 : Programme d’affichage du graphe triangulaire épointé et de visualisation de ses centres.

import networkx as nx
import matp lo t l i b . pyplot as p l t

de f premier ( a t e s t e r ) :
k = 2
i f a t e s t e r in [ 0 , 1 ] : r e turn Fal se
i f a t e s t e r in [ 2 , 3 , 5 , 7 ] : r e turn True
whi l e True :

i f k ∗ k > a t e s t e r : r e turn True
e l s e :

i f a t e s t e r % k == 0 : re turn Fal se
e l s e : k = k + 1

f o r n in range ( 8 , 6 2 , 2 ) :
L=[0]
f o r k in range (3 , n−1 ,2) :

i f premier ( k ) :
L . append (k )

L . append (n)
p r i n t ( ’L = ’ ,L)
e c a r t s = [ ]
f o r i nd i c e in range (1 , l en (L ) ) :

e c a r t s . append (L [ i nd i c e ]−L [ ind i c e −1])
p r i n t ( ’ e c a r t s = ’ , e c a r t s )
po id s_f ixe s = e c a r t s
SIZE = len ( po id s_f ixe s ) + 1
G_full = nx . grid_2d_graph (SIZE , SIZE)
nodes_to_keep = [ ( i , j ) f o r ( i , j ) in G_full . nodes ( ) i f i >= j ]
G_complet = G_full . subgraph ( nodes_to_keep ) . copy ( )
f o r (u , v ) in G_complet . edges ( ) :

( r1 , c1 ) , ( r2 , c2 ) = u , v
i f r1 == r2 : # Hor i zonta l e

G_complet . edges [ u , v ] [ ’ weight ’ ] = po id s_f ixe s [ min ( c1 , c2 ) ]
e l s e : # Ve r t i c a l e

G_complet . edges [ u , v ] [ ’ weight ’ ] = po id s_f ixe s [ min ( r1 , r2 ) ]
node_iso le = (SIZE − 1 , 0) # Le co in bas−gauche
G_gros = G_complet . copy ( )
i f node_iso le in G_gros :

G_gros . remove_node ( node_iso le ) # Supprime l e noeud ET se s a r e t e s
path_lengths = d i c t ( nx . a l l_pairs_di jkstra_path_length (G_gros , weight=’weight ’ ) )
eccs_gros = {node : max( d i s t s . va lue s ( ) ) f o r node , d i s t s in path_lengths . i tems ( )}
min_ecc = min ( eccs_gros . va lue s ( ) )
c en t e r s_t r i ang l e = [ n f o r n , ecc in eccs_gros . i tems ( ) i f ecc == min_ecc ]
p l t . f i g u r e ( f i g s i z e =(10 , 8 ) )
pos = {( i , j ) : ( j , −i ) f o r ( i , j ) in G_complet . nodes ( )}
node_labels = {n : f "{ eccs_gros [ n ]}" f o r n in G_gros . nodes ( )}
node_labels [ node_iso le ] = "X" # Marquer l e noeud exc lu
node_colors = [ ]
f o r node in G_complet . nodes ( ) :

i f node == node_iso le :
node_colors . append ( ’ black ’ ) # Le po int exc lu e s t no i r

e l i f node in c en t e r s_t r i ang l e :
node_colors . append ( ’ cyan ’ ) # Les c en t r e s du " gros " sont cyan
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e l s e :
node_colors . append ( ’ l i gh t g r ey ’ ) # Le r e s t e e s t g r i s

nx . draw_networkx_edges (G_complet , pos , alpha =0.5 , edge_color=’gray ’ )
edge_labe l s = nx . get_edge_attr ibutes (G_complet , ’ weight ’ )
nx . draw_networkx_edge_labels (G_complet , pos , edge_labe l s=edge_labels ,

f ont_co lor=’red ’ , f on t_s i z e=8)
nx . draw_networkx_nodes (G_complet , pos ,

node_color=node_colors ,
node_size=800)

nx . draw_networkx_labels (G_complet , pos , l a b e l s=node_labels , f on t_s i z e=8)
p l t . t i t l e ( f " Tr iang l e {SIZE}x{SIZE} : Coin exc lu (X, no i r )

\n Centres du graphe t r i a n g u l a i r e sans po inte en CYAN")
p l t . ax i s ( ’ o f f ’ )
p l t . show ( )
p r i n t ( f "Le ( s ) c en t r e ( s ) du graphe t r i a n g u l a i r e ( sans po inte ) e s t / sont :

{ c en t e r s_t r i ang l e }")
f o r sommet in c en t e r s_t r i ang l e :

p r i n t (n , ’= ’ ,L [ sommet [ 1 ] ] , ’+ ’ , n−L [ sommet [ 1 ] ] , ’ ’ , end= ’ ’)
nomfic =’ t r i a ng l e ’+ s t r (n)
p l t . s a v e f i g ( nomfic )
p l t . c l o s e ( )
p r i n t ( ’ ’ )

Annexe 2 : graphe triangulaire épointé pour n = 98. Les 3 centres du graphe correspondent aux trois
décompositions de Goldbach 98 = 19 + 79, 98 = 31 + 67, 98 = 37 + 61.

Sortie écrite dans le terminal du programme

L = [0, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 98]
ecarts = [3, 2, 2, 4, 2, 4, 2, 4, 6, 2, 6, 4, 2, 4, 6, 6, 2, 6, 4, 2, 6, 4, 6, 9]
Le(s) centre(s) du graphe triangulaire (sans pointe) est/sont : [(17, 11), (18, 10), (21, 7)]
98 = 37 + 61 98 = 31 + 67 98 = 19 + 79
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