SUR LA THEORIE NON COMMUTATIVE DE L'INTEGRATION

Alain CONNES

INTRODUCTION

Solent V une variété compacte et F un sous-fibré intégrable du
fibré tangent ; supposons que le feuilletage.ﬂr tangent a F solt mesu-
ré. On dispose alors (en supposant F orienté) du courant C associé par
Ruelle et Sullivan & la mesure transverse ; 11 est fermé de méme dimen-
sion que F et définit une classe d'homologie [C], élément de 1'espace
de dimension finie Hp(V,R). Considérant ce cycle comme le "cycle fon-
damental” du feullletage mesuré, 1l est naturel de définir la caracté-
ristique d'Fuler Poincaré en évaluant [C] sur la classe d'Euler du
fibré F, e(F) ¢ HP(V,R). On espdre alors interpréter cette caractéris-
tique d'Euler sous la forme usuelle Z(-l)igi, ol Bi désigne la
"dimension moyenne" d'espaces de formes harmoniques (par rapport &

une structure Riemamnienne sur la feuille, dont By ne dépend pas)

By = fx dim(E(£))dA(r)

ou X désigne l'espace des feullles du feullletage. La difficulté prin-
cipale pour établir une telle formule est que, en général, dim(Hi(f)),
(ol Hi(f) désigne 1l'espace de Hilbert des formes harmoniques de carré
intégrable sur la feullle f ¢ X) est égal solt & O solt & + =, de sor-
te que, si1 1'on utilise la théorie usuelle de 1'intégration, comme la
fonction & intégrer est invariante par multiplication par 2, on a

Bi =0 ou 4+« ,

Dans cet article, nous développons d'abord une généralisation de



20

la théorie usuelle de 1l'intégration, qui, mieux adaptée & 1l'étude
d'espaces singuliers comme l'espace des feullles d'un feullletage,
1l'espace des géodésiques d'une variété Riemannienne compacte ou celul
des représentations irréductibles d'une C*-algébre, permet de donner
une valeur finle & une intégrale comme celle qui définit Bi . Nous
1l'appliquons ensulte pour démontrer la version "feullletage mesuré" du
théordme de 1'indice d'Atiyah Singer (cf No VIII). Ce résultat s'ins-
crit dans la direction proposée par Singer dans [43][44] et déja 1llus
trée par Atiyah dans [2].

Notre formalisme doit suffisamment aux idées de G. Mackey [22]
[23] et A. Ramsey [30] [31] sur les groupes virtuels, pour que 1l'on
pulsse considérer cet article comme une réalisation du programme de
G. Mackey [22]. I1 y a cependant une nouveauté, cruciale pour la théo-
rie des groupes virtuels, qul est celle de mesure transverse sur un
groupoIde mesurable. Cette notion est étroitement reliée a la théorie
des traces et des polds sur les algdbres de von Neumann. Le lien entre
groupes virtuels et algdbres de von Neumann apparalt déja clairement
dans [8) Corollaire 10 et a &té développé dans [21] [39] [38] [16] et
[17].
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Espaces mesurables singuliers et intégration des fonctions infinies

La donnée de départ en théorie classique de l'intégration (ou des
probabllités) est celle d'un espace mesurable, c'est-a-dire d'un en-
semble QO (ensemble des résultats d'une expérience aldatoire) et d'une
tribu B de partie de Q (événements). Une mesure positive est alors
une application A , dénombrablement additive, qul & toute fonction

positive mesurable v sur O associe un scalaire A(v) € [0, +w].

Bien que la théorie soit développée dans cette généralité, on
1'applique surtout aux espaces mesurés usuels, c'est-a-dire réunion
d'une partie dénombrable et d'un espace de Lebesgue. La classe des es-
paces mesuréds usuels est cependant instable par 1l'opération élémentai-
re d'image directe : sl p désigne une application de l'espace mesuré
usuel (X, A,u) dans 1l'ensemble Q on munit O de la tribu B = Bco,
p_l(B) € A} et de la mesure A = p(un) : A(B) = u(p'l(B)). Ainsi, par
exemple, si T désigne une transformation ergodique de (X, .A,u) 1l'image
de p par la projection naturelle p de X sur l'ensemble (0 des orbltes
de T est singulidre au sens ol toute fonction mesurable sur Q est

presque partout égale & une constante.

De méme, 1'espace des géodésiques d'une variété Riemannienne com-
pacte est singulier d&s que le flot géodésique est ergodique. La théo-
rie usuelle est inefficace pour étudier ces espaces car elle est basée
sur l'étude d'espaces fonctionnels qui dans les cas ci-dessus ne con-
tiennent que les fonctions constantes. La seule notion que nous aurons
a4 modifier, pour obtenir une théorie significative de l'intégration sur

les espaces singuliers, est celle de fonction.

Considérons (0 comme un ensemble, sans autre structure supplémen-
taire, et examinons la notion usuelle de fonction positive sur Q. Dis-

cutons d'abord le cas des fonctions & valeurs entidres
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f:Q—{0,1, ..., @} = W.
Définissons un entier n ¢ W comme un nombre cardinal, de sorte
que tout ensemble dénombrable Y définit un élément de

N et que deux
ensembles Y,, Y2 définissent le méme n ssi 11 exliste une bijection de

Y1 sur Y2 .

De méme considérons une fonction f : Q@ — W comme destinée &
mesurer la cardinalité d'un ensemble Y au-dessus de Q (i.e. muni d'une
application =

Y——Q avec n'l{m} dénombrable pour tout w € Q )
par 1'égalité :
f(w) = cardinalité n_l{m} v w €N

.

L'axiome du cholx montre que pour que deux ensembles (Yi,ni)

i=1,2
au-dessus de 0 définissent la méme fonction f, 11 faut et 11 suffit qu

11 existe une bijection ¢ de Yi sur Y2 telle que Ty @ =Ty .
Prenons un exemple, solt O 1'ensemble des géodésiques du tore
plat T2

et C un arc de courbe (de classe 5‘”) sur T2

Nous étudions la fonction f qul & toute géodésique d ¢ Q@ assocle la
cardinalité de d n C

Prenons pour premler ensemble au-dessus de

Q) définissant f le
sous-graphe de cette fonction, i.e :
Y= {(dn) eaxW¥ ,0<n<f(d)} m(dn)=4d.

Le deuxidme ensemble au-dessus de

Q0 qul représente également
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la fonction f est 1'ensemble Y2 des couples (d,c) o d e Q, c e C N d,

et ol 1'on pose "2(d’°) =d .

Comme une géodésique d passant par ¢ ¢ C est unlquement déterminée
par la direction qu'elle a en ce point, on peut identifier Y2 avec

C x 81 et donc en falre un espace mesurable usuel.

Montrons que sl ¢ est une biljection de Y1 sur Y2 telle que
Ty o @ =Ty, elle exhibe un sous-ensemble non mesurable de 1l'interval-
le [0,1]. Choisissons un irrationnel a et considérons le flot F de
pente a sur Tz. Assoclons & tout x ¢ T° sa trajectoire d(x) qul est
une géodésique, d(x) ¢ Q . On a, en général, Cardinalité(d(x) N C) = +=
Ainsi 1l'application x — ¢(d(x),0) est une injection de 1l'espace des
trajectoires de F dans Y2. Or, s1 1'on munit T2 de la mesure de Lebes-
gue, 1'ergodicité du flot F montre que toute application mesurable de
T2 dans un espace mesurable usuel (comme Y2) qul est constante sur

les orbites de F, est en falt presque partout égale & une constante.

Ainsi l1l'application ci-dessus de 12 dans Y2 ne peut &tre mesurable.

On voit donc que l'axiome du cholx, en donnant la méme cardinali-
té au-dessus de 0 aux ensembles Y1 et Y2 simplifie abusivement la situa
tion. Tout en conservant 1l'axiome du cholx nous définirons une fonction
généralisée (& valeurs entidres) sur O comme une classe d'équivalence
d'espaces mesurables Y au-dessus de QO , en n'autorisant comme équiva-
lence o : Yl———a Y2, Ty o ¢ = Ty Que les applications meswurables.
(La structure mesurable sur Y est supposée usuelle et compatible avec

m:Y¥Y——Qau sens o0 G = {(yy,¥,), m(yy) = n(y,) } est une partie

mesurable de Y x Y) .

S1 F désigne une fonction généralisée sur Q qul est finle, 1i.e
Card n'l{m} < @ vweO, onvolt facllement en munissant ¥ d'un
ordre total mesurable (en l'identifiant & [0,1]), que F est équiva-
lente au sous-graphe de la fonction f(w) = Card n'l({m}) . Ainsi la

distinction ci-dessus n'intéresse que les fonctions infinies, on re-



24

trouve pour les valeurs finles la notion ordinaire.

(Le passage aux fonctlons & valeurs réelles positives se falt de
la méme facgon en considérant un réel a e [0, + ©] comme la classe de

tous les espacés de Lebesgue de masse totale a ).

Prenons maintenant pour ( un espace singulier image par 1l'applica-
tion p d'un espace mesurable usuel (X, .£). Nous dirons alors qu'‘une
fonction généralisée F sur (O est mesurable si le sous-ensemble suilvant

de X x Y est mesurable;
{(x,y) s XxeX, yey, p(X) = '"(y) } .

Une mesure généralisée sur Q est alors une rdgle qul attribue & toute

fonction généralisée F, mesurable, sur Q un scalaire A(F) e [0, + «]

et vérifie :

«@© «@©
1) o-additivité : A (T Fn) = = A(F) (ot T F, est défini a
1 1
partir de 1'espace mesurable somme des espaces Yn)

2) Invariance : A(Fl) = A(Fz) si F, est équivalente & F, .

Par exemple, dans le cas de l'espace () des géodésiques du tore
12 11 existe sur O une mesure généralisée A telle que pour toute courbe

‘8‘” on alt :

f Cardinalité(Cc n d) da(d) = Longueur de C .

On peut, & titre d'exercice, démontrer que si l'espace X,.2 qui
désingularise O est muni d'une mesure p , telle que (en supposant
p'l(m) dénombrable v w € Q ) on alt : A e 2 p-négligeable = p'l(p(A))
p ~-négligeable, et si toute fonction p(y)-mesurable sur O est presque
partout constante, 11 existe alors sur  une mesure généralisée A ,

N

unique & un scalaire multiplicatif pras, telle que

3) F=0 p(p)-presque partout = A(F) =0
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De plus l'ensemble des valeurs A(F), F fonction généralisée a

valeurs entléres, est l'un des trols sulvants :
I {0,1,..., »} = W
IT [0, +=] = X

ITI {0, +=}

Le cas I ne se prodult que si @ est réunion d'un point Wg et d'un en-

semble négligeable, et on a alors A(F) = Card F(mo) .
Le cas III exclu l'existence d'une mesure généralisée intéressante.

Dans le cas II, dont un exemple est 1l'espace des géodésiques sur une
surface de Riemann compacte de genre > 1, on peut donner une intégrale
finle & des fonctlons généralisées infinies partout, ce qul signifie
que 1l'espace singulier est de masse nulle. On peut réaliser concrete-
ment un tel espace en partant de cette feullle de papler et en la

pliant en deux une infinité de fois.




26

Mesures transverses sur les groupoIdes mesurables

Pour formaliser la notion d'espace mesurable quotlient  du paragra-
phe précédent, nous partons d'un ensemble © munil d'une désingularisa-
tion, 1.e. d'un espace mesurable (X,VQ) et d 'une projection p : X— Q.
On suppose bien entendu que G ={(x1,x2), p(x1)= p(xz)} est mesurable
dans X x X, En fait la propriété cruciale de G est d'@tre un grou-

polde mesurable (cf No I) pour la composition (xl,x ) (x2,x

2) 5)
= (xl,xa) , l'application p définissant une biljection de 1l'ensemble

des classes d'isomorphisme d'objets de G avec 0 . Nous appellerons
donc plus généralement désingularisation de Q la donnée d'un groupoIde
mesurable G dont Q est l'ensemble des classes. Si G1 et G2 sont deux
groupoIdes mesurables et h: Gl——a G2 une équivalence (entre petites

catégories) nous considérerons les désingularisations correspondantes

de Q comme équivalentes.

Notre programme est alors de tradulre sur G la notion de mesure
généralisée sur Q , puls de vérifier que la théorle est invariante

par équivalence.

Dans le numéro I nous introduisons la notion de fonction trans-
verse sur un groupoIde mesurable. Dans le cas ob G = {(xl,xsz(x1)=p(x2)}
elle se rédult & celle de fonction généralisée sur Q@ , de la forme
(X,p,v), & valeurs dans [0, +w ] (ce qul explique qu'il s'agisse d'une
famille de mesures, un nombre réel étant représenté par un espace me-
suré). Dans le cas opposé, ol G est un groupe, elle se réduit a la

notion de mesure de Haar & gauche.

Dans le numéro II nous introduisons la notion de mesure trans-
*
verse de module §, sur G, ol & désigne un homomorphisme de G dans R+.

Le cas 6= 1 est exactement la traduction de la notion de mesure géné-
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ralisée sur Q, la condition de normalité (c¢f II 1) est la traduction
de la o-additivité de A et la condition d'invariance & droite (cf II 1)

traduit 1'invariance de A . Le cas non unimodulaire § ¥ 1 est important

car 11 permet de tralter le cas III ci-dessus. Le résultat principal
que nous démontrons dang II est la caractérisation des mesures trans-
verses A , de module § , par la mesure u::Jr s(é'lvx) da(x) sur G(o),
ce qul constitue l'analogue du théordme classique de désintégration
des mesures : ayant fixé la fonction transverse v (avec Vx £0 v x),
1'application A —— |1 est une bijection entre mesures transverses de
module 6 sur G et mesures p sur G(o) dont les mesures conditionnelles

sur les classes d'lsomorphisme d'objets sont proportionnelles aux

s(6~ 1) .

Dans le numéro III nous montrons comment la donnée de A permet
d'intégrer les fonctlons généralisées mesurables sur (0 , ce qul nous
permet de vérifier facilement 1l'invariance de notre notion par équiva-
lence de groupoIdes mesurables. En particulier, on peut prendre 1'ima-
ge directe d'une mesure transverse Ay sur G1 par un foncteur mesura-
ble h : Gy — G2 et A2 = h(Al) ne change pas si1 l'on remplace h par
un foncteur équivalent. [C'est ici qu'apparalt le plus clairement 1'a-
vantage de notre formalisme sur la théorle existante des groupes vir-
tuels de Mackey (cf [23] [30] [31] [21]). Dans cette théorie on sup-
pose fixée une classe de mesure sur G, ayant des propriétés de quasi-
invariance, et la notion (dégagée dans [16] et [U1]) de systéme de
Haar remplace celle de mesure transverse, Cette notion ne se transpor-
te pas d'un groupoIde & un groupoIde équivalent, chaque systdme de
Haar définit une mesure transverse (cf thm II 3) et seule cette der-
nidre se transporte. En allégeant alnsi la donnée de départ on évite
aussi toutes les difficultés 1lides & la composition des foncteurs
(cf [30] et [17])). Dans [30] on considdre G comme identique au réduit

GA ot A® est négligeable, cette notion n'a pas de sens dans notre for-
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malisme car seuls les ensembles saturés négligeables peuvent &tre dé-
finis & partir d'une mesure transverse A . Dans [30] A. Ramsey montre

que les foncteurs mesurables ne sont pas toujours composables, seules
leurs classes d'équivalence le sont. L'unique raison est l'identification
abusive cl-dessus de G avec GA; sl on ne l'autorise que pour A saturé.,
A-négligeable la difficulté disparalt et on obtient une notion entis-

rement satisfaisante de foncteur absolument continu].
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Algdbres de von Neumann et espaces singuliers.

Passons maintenant au point de vue algébrique de la théorie des
probabilités, i.e. celul qui étudle 1l'algdbre de Boole des événements,
ou ce qul revient au méme, 1'algdbre des classes de variables aléa-

tolres bornées : L™ (Q,B,A).

Les algdbres que 1l'on obtient alnsl sont exactement les algdbres
de von Neumann commutatives, et la théorie des traces (unimodulaire)
et des polds (non unimodulaire) sur les algdbres de von Neumann géné-

rales constitue la théorie non commutative de 1'intégration.

Soit M une algdbre de von Neumann et appelons M-module tout
espace hilbertien'ilnmni d'une représentation normale de M dans .
Il est clalr que les M-modules forment une catégorie t& ; ce qul est
intéressant c'est que la connailssance de la catégorie fM permet de
retrouver le genre de M (M1 et M2 ont méme genre ssl leurs produilts

tensorlels par le facteur de type I_ sont isomorphes) (cf [34]).

Dans le cas commutatif, ou M = L® (0,%,A), la catégorie Gh se

décrit comme celle des champs mesurables d'espaces de Hilbert sur Q ,

1 -
un morphisme du champ (Hm)mEQ dans (H m)mEQ étant une classe, modu
lo 1'égalité presque partout, de sections mesurables T = (Tm)meQ , ou
T, : H,— H'  estun opérateur borné ( et Ess Sup"TmH = ||T||OD dérfi-

nit la norme).

Dans notre cadre l'espace des paramdtres (0 est l'espace des clas-
ses d'isomorphisme d'objets du groupolIde mesurable ((L%) muni d'une
mesure transverse A. La notion de champ d'espaces de Hilbert sur Q
est remplacée par celle de foncteur mesurable de G dans la catégorie
des espaces de Hilbert (pour la traduction de la mesurabilité cf No IV).
Comme quand G est un groupe cette notion se réduit & celle de repré-

sentation unitaire de G on parleégalement de représentation de G.
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La catégorie E%} "duale" de (G,B,A), a pour objet des représen-
tations de G et pour morphismes les classes, modulo 1'égalité A-pres-
que partout, d'opérateurs d'entrelacement (gi T = (Tx)xeG(o) est un
opérateur d'entrelacement 1l'ensemble {x, T, =0} est saturé ; on

peut donc définir sa nullité pour A).

Contrairement au cas usuel ol ék contlient tous les champs mesu-
rables sur Q, le cas singulier nécessite de ne considérer que les

représentations de carré intégrable de (G,B).

Cette propriété de régularité ne dépend que de la structure mesu-
rable de G, et on peut la définir en disant que H est de carré inté-
grable ssi c'est une sous-représentation d'une représentation H', avec
H' <H' @ K ( < signifie 1'équivalence & une sous - représentation)
pour toute représentation K avec Kx £ 0 v X . Dans le cas oh G est
un groupe localement compact on retrouve la notion connue (cf [15]

[27] [28] [25]).

Notons que en général la catégorie g}»ne dépend que de la clas-
se de A, 1.e. que de la notion d'ensemble saturé A-négligeable.
La catégorie Ek
une algdbre de von Neumann, uniquement déterminée si on la choilsit

est de plus équivalente & une catégorie(fM ol M est

proprement infinie .

La donnée de A dans sa classe a pour duale, dans le cas unimo-
dulaire 6 = 1, celle d'une fonction dimension sur<§ , qul & tout H
associe dimA(H) = Jf dim(Hx)dA(x) (1'intégrale étant prise au sens
singulier, cf. No VI). Dans le cas d'un groupe localement compact
unimodulaire, une mesure transverse A est une forme lindaire positive
sur l'espace & une dimension des mesures de Haar & gauche, et
dimA(H) est le degré formel usuel des représentations de carré inté-
grable par rapport & la mesure de Haar & gauche v , telle que

Av) =1
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Dans le cas non unimodulaire la donnée de A définit une trace,
non sur l'algdbre de von Neumann EndA(H) commutant de la représenta-
tion, mais sur l'espace des opérateurs de degré 1, i.e. vérifiant

U('y)TxU(-y)'1 = 6(7)Ty v y: x— y (ob U(y) : H — H_ désigne

Y
la représentation de ¥ € G). Cecl nous permet d'établir une bijec-
tion naturelle entre poids aur EndA(H) et opérateurs de degré 1 posi-
tifs puls de calculer trds simplement les invariants des poids tels
le spectre du groupe d'automorphismes modulaires, son intégrabllité,

son centralisateur.

Comme corollaire de notre présentation 11 est clair que la caté-
gorle éA( et donc l'algdbre de von Neumann proprement infinie corres-
pondante) ne change pas si 1l'on remplace G par un groupoIde équiva-

lent. De plus 1l'existence surZiAd'une opération de produit tensoriel

qui n'existe pas sur la catégorie (fM permet de montrer une proprié-
té particulidre des algdbres de von Neumann de la forme EndA(H)
(cf. Corollaire VII).
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Théordme de l'indice pour les feullletages mesurés.

Soit ¥ un feullletage d'une variété V, l'espace Q2 des feullles de
& est en général un espace singulier, au numéro VII nous &tablissons
le lien entre mesures transverses sur 2 et mesures transverses A au
sens usuel [29][45][36] pour le feullletage ¥. Au numéro VIII nous
démontrons la formule de l'indice pour tout opérateur elliptique D

sur la feullle ¥ d'un feullletage mesuré (¥,A) d'une variété compacte V :

f dim(ker D) dA(f) - f dim(ker D7) dA(f)
Q Q
= ch D Td(v) [C]

Ou Df.désigne la restriction de D & la feullle f € 2, ou ch D désigne
le caractdre de Chern du symbole principal de D(cf No VIII), Td(V) la
classe de Todd de la variété V et [C] le cycle asymptotique,
[c] Hp(V,R) assoclé a la mesure transverse A par Ruelle et Sullivan.
Contralrement & ce qul se produit pour les revétements de variétés
compactes (cf [2]) 1'indice IndA(D) est, méme aprds normalisation de
A, en général irrationnel . (Soient par exemplel; et TI'; deux réseaux de €,
munissons V = ‘SZ/I,1 X C/I,2 du feullletage ¥ défini par le groupe des
translations 7;(a,b) =(a+2z, b+ 2z) (v(a,b) eV, z ¢ C) et de la
mesure transverse A assoclée & la mesure de Haar de V (en général c'est
la seule mesure transverse pour f, & normalisation prds). Soit E1
(resp. E2) le fibré complexe de dimension un sur V associé au divi-
seur {0} x C/Fz(resp ‘SZ/I,1 x {0}) , comme le fibré tangent & ¥ est tri-
vial on peut parler de l'opérateur 7E1 (resp 7E2) aglssant sur les
sections de E; (resp E2) le long de F . Pour toute feuille f =
={(a+z,b+2z), z¢ecC)}ded, le noyau HEl(f) de 3E1 s'identifie

4 l'espace des fonctions méromorphes sur € n'ayant de pdles gu'aux points

de ry-a (avec ordre < 1) et qui sont de carré intégrable (comme sec-
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—_— *
tions de El)’ Le noyau de (aE ) est réduit & {0} et la formule de
1

1l'indice donne :

f dim (HEl(f)) dA(f) = densité (1"1)

On a donc en général dim, H densité T £e.

/ dim, H, = densité I', /

S1 on prend le diviseur associé a

{0} x C/F2 - C/F1 x {0} , en supposant que

densité Ty > densité I'5 , le noyau de 1'opérateur B (correspondant

E
au fibré E = E1 ® E;) sur f, s'lidentifie & 1'espace des fonctions
méromorphes n'ayant de p8les qu'aux points de Fl-a mals nulles sur

F-b , et on a de méme

- densité I, .

f dim(HE(f))dA(f) = densité T, >

On peut montrer que le noyau de EE aglssant dans 1'espace des sectlons
de carré intégrable de E sur V (en dérivant dans le sens des feullles)
n'est formé que des sections holomorphes de E sur V (de sorte que
1'holomorphie le long des feuilles implique 1l'holomorphle sur V) das

que Fl et F2 sont en position générale. Lt'indice de EE aglssant sur

v(*) est alors nul alors que celul de 3 sur ¥ est densité ry-densité T,
ce qul montre qu'il n'y a pas en général de relations entre ces deux

indices analytiques) .

*

(*)1.e. dim(ker KE) - dim(ker( FE)) , blen que 7_ ne soit pas ellip-

E
tique au sens ordinaire, ces deux dimensions sont finles dans le

cas considéré,



NOTATIONS

Soit G un groupoIde, c'est par définition une petite catégorie
dans laquelle tout morphisme v : x—— y est un isomorphisme. Nous
notons 7_1 l'inverse de vy . Soit G(o) l'ensemble des obJjets de G, nous
l'identifions & { vy € G, yoy=7vy } . Pour vy e G, y : X—— y nous

notons x = s(y) et y = r(vy), s(y) = 7'17 est l'objet

source et r(y) = vy 7'1

l'objet but . Pour (71, 72) e G x G la compo-
sition v,eY, & un sens quand s(y,) = r(72)’ notons

G(z) = { ('yl, 72) e GxG, S('Yl) = r('Yg) } .

Pour y ¢ G(o) , 801t Y = [y e G r(y) =y} et

ny = {vyeG vy:y—y} , qul est un groupe.

La relation "x est isomorphe & y", 1i.e. 3 yeG,y: X—a Yy
est une relation d'équivalence sur G(O) que nous écrirons x ~y .
Pour tout sous-ensemble A de G(o) le saturé [A] est { x « G(o),

3y ehA, x~y1}.

Pour tout sous-ensemble A de G(o), nous noterons GA le groupolde
Gy = {7ve€G s(v) ¢A, r(y) eA }, ainsi G{y} = Gg . Nous ap-
pellerons groupoIde mesurable un couple (G,B) d'un groupoIde G et
d'une tribu de parties de G telles que les applications suivantes solent
mesurables : r, 8, vy h»y-l et o (Composition). Nous dirons que G

est séparable si la tribu B est dénombrablement engendrée,

Soit (X,B) un espace mesurable, nous noterons §f+(x)
(resp.§F+(X)) 1l'espace des applications mesurables de X dans (0, + o]

(resp. [0, +«=]) .
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I. FONCTIONS TRANSVERSES SUR G .

Soit G un groupolde mesurable.

Nous appellerons Noyau sur G la donnée d'une application X de G(o)

dans l'espace des mesures positives sur G, telle que :

(0)

1) vy e G , A7 est portée par ¢¥ = r'l({y}) ;

2) Pour tout A ¢ B, 1'application y— Y (&) € [0, + =] est mesu-

rable.

Un noyau X est dit propre si G est réunion d'une suite croissante
(An)mN de sous-ensembles mesurables de G tels que 7-——»xs(7)(7'1An)

soit bornée pour tout n € W ,

Soit X un noyau sur G, on lul associe alors deux noyaux au Sens
usuel ([33) p. 8) de G dans G, définis par :

X

R(X\) Y oh x = s(vy)

v

L(x), = (R(x) _;)" ol ~ est 1l'application vy - "' de G dans G.

v

Le noyau X\ est propre ssi R()) est propre au sens de [33] p. 8. Par
construction R()\) commute avec les translations & gauche et L(\) avec

les translations & droite.

Pour £ ¢ ¥V ( G) les fonctions R(A)f et L())f sont données par :

®RO)E) (v)

"
>

f £lyy )X  (v') vyeG, s(y)

(L)) (v)

f f(v"lv)dxy(v') vy eG r(y)=y.

Nous écrirons X * £ pour L(M)f et £ * X pour R(A)f .
84—
Solt l'espace des noyaux propres sur G.

Le théordme de Fubini montre que si xl et x2 sont des noyaux

propres sur G on a :
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~

< +
(hg* £)* Xy = * (£xX,) v £ e &)
Soit X un noyau sur G, pour toutes f « 5r+(G) notons X(f) la fonc-
tion positive sur G(o) telle que :
ME)(y) = f £y v v eal0
Pour toute q ¢ 37+(G(o)) ona x({(qo r)f) =q . r(f) .
+ y
Solent X un noyau sur G et h ¢ J "(G), l'application ¥ v— h . X

est encore un noyau sur G, noté hx . Notons que hx est propre si

X est propre.

Solent xl, xz des noyaux sur G, on définit leur produit de con-

volution xl * xz par 1'égalité :

' bd 0
\xl * xz)y =\/~(7 xg ) dxly(V) v Y € G( )
En particulier pour toute f ¢ ¥ (G) on a :
x ~
(g % 2 ¥(0) = [ o) ¥ () oY) = AV x K

Alnsi Xl * Xz

la composition usuelle des noyaux [33] p. 11, On a de méme

est un noyau et R( Xy * %,) = R(A) o R(xz) au sens de

L(A; * ;) = L(xy) e L(x;). La convolution des noyaux est assoclative

[33] p. 11, mals méme si Ay et X, sont propres 1l se peut que Xy * X

2 2

ne solt pas propre. La condition suivante est suffisante pour que

cela ait lieu :

Lemme 1 a) si Ay est borné et 1, est propre, alors Xy * xz est

2
propre.

b) S1 A, est borné et porté par B ¢ B, et si 11 existe

2

une suite crolssante (A ) A, ¢ B telle que pour tout n

nelN

v — xls(V)(y'lAnB'l) soit bornée, alors Ay * X, est propre.

2
Dém. : a) En effet, X est propre « R()) est propre ([33] p. 8),
et R(xy * "2) = R(%) o R( 2A,) ol R(x,) est borné par hypothdse.
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X', -1 =1

(v'77 yTAL) AT (y')

, d'ol le résultat. Q.E.D.

X -1
b) On a (X )" (v An) =\/~x2
< e X §1AnB'1)

Soit X un noyau sur G, nous noterons s()) (resp. r(i)) le noyau

usuel de G(o) dans G(o) tel que :

s(x)x = s(xx) VY X € G(o) (resp. r(x)x = r(Xx) v X)

Mé8me si X\ est propre 11 se peut que s(X) ne soit pas propre.

o

On a s(A\)f = x(f ¢ 8) et s Ay x xz) = s(xl) o 8 xz) car :

(s(M)f) e r , v f e 37+(G) .

D) = [(ee 0y @y = [ 1. syaden).

L(A)(f o r)

o

En effet L(X\)(f

Définition 2 : On appelle fonction transverse sur G tout noyau v

vérifiant la condition suivante :

¥ vyeG, vyviX =y .

Soilt v une fonetion transverse ; pour que vy solt propre 11 faut
Aneﬁ,

telle que X k—ovx(An) solt bornde v n € N ., (Les seules fonctions

et 11 suffit qu'll existe une suilte croissante (An)neN
trarsverses qui rious intéressent sont celles qui sont propres , au
point que nous omettons librement ce qualificatif quitte & dire que

v est impropre sinon.)

Soit v une fonction transverse , alors A = { Xx, o¥ £ 0 } est
un sous-ensemble mesurable de G(o) qul est saturé : vy : X — ¥y

X ¢ A @ y e A, Nous l'appellerons le support de v .

Lemme 3 : Solent v et A comme ci-dessus ; s1 v est propre, 11

existe une fonction f ¢ 5r+(G) telle que

v(f) =1, , f(y) >0 v oy €G
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Démonstration : Par hypothdse G est réunion d'une suite (An)neN
-1

N * _ -n
avec v(An) =C <® oWC e€R ,ainslavecg=3x2  C~~ 1, on

n +
n
a g(y) >0, vy et v(g)<1.Pourx eA, ona v(g)(x) #£0,

on pose alors f(y) = (v(g)(r(y)))™" &(y) pour y ¢ G, et f(y) = O
sinon. Q.E.D.

Nous dirons que v est fiddle si son support est égal & G(o).
Nous notons éf l'espace des fonctions transverses propres sur G, et

E'+ce1ui de toutes les fonctions transverses sur G.

Proposition U :
a) Solent v ¢ EV | ¢ egﬂlc(o)), alors (f o s)v ¢ ET.

b) Supposons (G, D) séparable . Solent VsV, € E7Y. supposons

X

que pour tout x e G(o), vy est absolument continue par rapport a

X

vy" , 11 existe alors f I (6(9)), telle que vy = (£ o 8)v, .

Démonstration :

a) L'invariance & gauche de (f o s)v est immédiate ; 11 faut véri-

fier que ce noyau est propre mals cela résulte de la finitude de f.

b) Soit (M) une suite croissante de partitions finies de G ,

neN
mesurables, engendrant B . Tout v € G est dans un unique atome E,Yn

de PP et on pose (cf [33] p. 32)

v (%) // v (B.) si v, (B) 40

1

£h(v)

1

Yip Dy _
£ (v) =0 si v (B") =0 .
Par construction fn est mesurable et pour tout y e« G(o) la sulte fn

Y_presque slirement vers dvly /dv2y .

restreinte & GY converge Vo
On pose f = lim f ( et 0 12 oh la limite n'existe pas) et on obtient

b) . Q.E.D..
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Proposition 5

a) Soit v un noyau sur G; pour que v solt une fonction transverse

11 faut et 11 suffit que
R(v)f = v(f)o T v £ eI ).

b) Soient v une fct transverse propre, X\ un noyau propre sur G

Au(f) o 8) = s(A)(v(f)) v £feFT@) .

alors v(x * f)

c) Solent v et A comme en b) et f ¢ ¥ 1(G) alors :

A * £y
Démonstration

a) ona RNM) = [ rm)at () et
v(£)(r(y)) = f £(y")dwW(y") d'ob le résultat.

(A* flv et x* v = (A(1)or)v .

b)Ona vw(A* f)e r =R(v)L(A)f = L(A)R(v)f =
L(A)(v(f) o r) d'oh le résultat.
c) Pour y ¢ G(o) et A ¢ B ona :

(o e)¥a) = [ e* e () = [[ e (e () e ()

i/(d[ f(y'ly')dxy(7) 1A(7')dvy(7') ol on peut appliquer

Fubini gréce & 1'hypothdse. Prenant f = 1 on obtient X * v =
= (A(1) e r)v d'ouc) .

Proposition 6

a) Solent v une fonction transverse et X un noyau sur G, alors

v *X est une fonction transverse.

b) Soient v et v' des fonctlons transverses propres sur G avec
Support v' C Support v , 11 existe alors un noyau propre X sur G tel

que v' = v * X\ |
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a) Soit £ ¢« F (), 11 suffit de vérifier que (R{v * 1) f)(y) ne dépend
que de r(vy), ce qul résulte de 1'égalité :
(R(v * X)f) = R(v)(R(})F)
b) Solent A = Support v et £ ¢ ¥ T(G) telle que v(¥) = 1, (Lemme 3) .
Appliquons la proposition 5¢), on a :
v fut = (v* £ = (v(F) o sy = v
car v* f =L(v)f = (ROW)T)" = (v(F) o r)” . Q.E.D.
Soit T un sous-ensemble mesurable de G(o). L'égalité

v(f)(y)=§yf(7) , v £e3%0)

définit une fonction transverse v appelée fonction caractéristique

TJ
de T. Nous dirons que T est une transversale sl la fonction transverse
Ve est propre, cela implique que s'l(T) n 6Y est dénombrable pour
tout y « G(O). S1 G est un groupe localement compact, 11 est discret
ssi G(o) est une transversale., Dans le cas général nous dirons que G
est discret si G(o) est une transversale. S1 T C G(O) est une trans-

versale le groupoIde mesurable rédult G, est discret.
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ITI . MESURES TRANSVERSES SUR G .

Solt & une application mesurable de G dans Rf+ telle que

6(7172)= 6(71)6(72) V('Yl’ 72) € G(z)

Rappelons que E& désigne l'espace des fonctions transverses pro-

pres sur G. Soit (Vn)neN une sulte croissante de fonctions transverses,

X

majorée par une fonction transverse propre, alors 1l'égalité v" = Sup v X
n

n
définit une fonction transverse v, nous écrirons dans ces conditions

v = Sup Yh et Yn t v,

Définition 1 :

On appelle mesure transverse de module § sur G toute application

linéaire A de &' dans [0, + ] telle que :

a) A est normale 1i.e. A(Sup vn) = Sup A(vn) pour toute suite crois-

sante majorée dans £V .

b) A est de module & 1.e. pour tout couple v, v' € §'+ et tout noyau

X tel que xy(i) =1 VY € G(o) on a :

vE A= v ==  A(v) = A(v")

S1 6§ = 1, la condition b) exprime 1l'invariance de A par les transla-
tions & droite dans G, agissant sur gq'. Nous dirons que A est semi-
finle s1 pour tout v ¢ ?+ on a : A(v) = Sup {A(v'), v' € v, A(v') <o}
et que A est o-finle s'1i]1 exlste une fonction transverse fiddle de la

forme v = Sup v, A(v)) <.

Dans la discussion qui suit, nous supposons A semi-finie .
+ F+4(0)
Pour tout v ¢ £ ona (f o s)uv ¢ £ pour toute f ¢ (a\¥7)y,

1'égalité Av(f) = A((f o 8)v) définit ainsi une mesure positive A, sur

G(o) qui est semi-finie d&s que A est semi-finie (Prop. 4b)).
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La condition b) montre que si v, v' ¢ £ et ¢ CF vérifient

vi=u o, ona A(v') = A (A(s7D)).

Proposition 2
Soit A une mesure transverse semi-finie de module 6§ .
a) Pour v, v' € ET et £ ¢ F7(G) on a :

A, (v (F)) = A (v(671E)) (F(v) = £ v )

b) Solent v, v' € E+, x e CF avec v! = v * & et s(A) =D

la diffusion assoclée a )\ sur G(o) alors :
A, = A, oD et Ay (vi(f)) = A (v(x * £ (5%)7)) pour toute
fe 5.
Démonstration :
a) Pour f « 5r+(G), appliquons 1'égalité
Alv * &) = Av(x(l)) ax =7y , cela donne :
Alv * 8Fv') = Av(v'(?)) .
La proposition 5c) montre que v * 8Fv' = (v(8f) - s)v' d'oh l'éga-
11té Av,(v('gf)) = Av(v'(?’)) ce qui prouve a) .
b) Pour f e¥+(c(°)) on a AV.(f) = A({(f o s)(v * &\)) = A(v * (fos)ér) =
= Av(x(f o 8)) = A, o D(f) .
Pour £ ¢ F7(G) on a Ay (v(£)) = A, (( v * an)f) = A (v(f* (8))7)) =
= A,(D (w(£*(62)7)) = (A, o v)(x * £ *(5x)7) car pour g ¢ F *(0)

on a D(v(g)) = A(v(g)e 8) = v(x * g) (Prop. 5b)). Q.E.D.

Le théordme sulvant est une généralisation du théorzme de désin-
tégration des mesures, 11 caractérise les mesures p sur G(o) de la

forme Av .
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Théordme 3

Solentv une fonction transverse propre et A son support.

L'application A +— AV est alors une bijection entre l'ensemble
des mesures transverses de module & sur GA et 1l'ensemble des mesures

positives  sur G(o) vérifiant les conditions éguivalentes sulvantes :
1) (h o v) = o v

2Pt e BF, v x a = v * At € EY — (67N (1)) = n(s" AT (1))
Démonstration :

On peut supposer que A = G(o) . Comme v est alors fiddle, toute
vt ¢ EY est de 1la forme v' = v * A, re T (Proposition 6b)) ol
A ¢ €7, on voit donc (Définition 1b)) que 1'application A - A est
injective. La proposition 2 montre que AV vérifie la condition 1) .
Il reste donc & montrer que 1) — 2) et que toute . vérifiant 2) est
de la forme A . Solt u vérifiant 1) et soit D la diffusion s())
pour » € CV . Pour toute f ¢ $1(G) on a :

HA(v(f) e 8)) = (ko v)(A* £) =8(hov) (A*f)=

(b o) (B * £)7) = (b o v)((85)7 *(&1)7) =

w((v * 63)(3f)) . Cela montre en fait que u o D

, he dépend que de

v * 5% d'ou 2).
Montrons maintenant l'existence de A & partir de p .
Tout v' ¢ £7 est de la forme v' = v * X ; la condition 2) permet
donc de définir A par 1'égalité :
Alv * 2) = u(s”Ia(1)) .
Vvérifions les conditions a)b) de la définitiion 1) :

dans £7, et £ ¢ $Y(G) telle que v(¥) = 1 (Lemme

N -1
3)onav' =v* & our =28 fu' (Prop. 5¢)). Ainsi A(v'n) =

1 1
Pour v n t Vo
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-1 -1
= 1 1 i
u(vn(é (£f)) . Or comme v n ' V'e la sulte croissante v' (£f677) de

fonctions mesurables sur G(o) a pour sup la fonction v'm(fé_i) de

sorte que u(v'n(6°1f)) t u(v'm(é-if)) d'oh a).

Montrons b). Solent v, = v * &)X ¢ Et et 2 e €T avec

v, = * 5N € é+. On a v

b =Yy o= v * 8(x * ) done A(vy) = u((rg * A)(1)) =

= u(x (1)) car (A * 2)(1) = 2 (1) , d'ob le résultat.

Il reste & vérifierque A = p , pour f ¢ 5~+(G(o)) solt » ¢ €Y

tel que Y = f(y) vy e G(O),alorséx =X, A((f - 8)v) =

ey,
= A{v * &%) = p(x(1)) = u(f) . Q.E.D.

Remarques :

1) 81 u est semi-finie 1l en est de méme pour A .

2) 81 4 est o-finie, 11 en est de méme de A , en effet si A, t A on

a v * xn tv .

%) S1 A est o-finie 11 en est de méme de A v v' o€ §'+ . En effet
sl v' = v * 86X avec X\ ¢ 84' 11 existe une suite croissante
+
LN R R E7 telle que A, (A (1)) <=, on aalors v' tv',
< o, @avec v'n =y * 6xn .

Corollaire 5

Solent v ¢ £ une fonction transverse fiddle et B un sous-ensem-
ble mesurable de G(O) te1 que s'i(B) porte ¥ , pour tout x a(9),
Soit Vg la fonctlon transverse propre sur GB qul & y e B assocle la

restriction de v’ a ¢¥ n s~1(B) .

Pour toute mesure transverse A sur G de module § 11 exlste une

unique mesure transverse Ay de module 6y sur Gy telle que (AB)v =(Av)4'
B B
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L'application A — AB est une bljection entre mesures transverses de

modules 6,6, sur G et G

B B’ indépendante du choix de v.

Démonstration :

Par construction VB est une fonction transverse fidéle sur GB et

B o= AV est portée par B. Il est clalr que Bp ° Vg = 6B(uB ° VB) d'ou
l'existence de Ay et son unicité. Réciproquement, soit A' une mesure
trangverse de module 6B sur GB et p' = A'VB. Considérons ' comme une

mesure sur G(o) nulle hors de B, pour f ¢ 5?+(G), on a :

(o () = [ e Wi ()

= JDF £(y)dvY(y)du' (y) . Cela montre que (p' o v) = 8{(p' o v) .
veG.
B
I1 reste & montrer que AB ne dépend pas du choix de v et pour cela 11
suffit de vérifier 1'égalité pour un couple v,v' avec v < v' 1l,e.

+ 0
v=1(aos)y acef (G( )). On a A, =8h , et vg = (aB ° 8) v'p

d'on (AB)\: = aB(AB)V' . Q.E.D.
B B

corollaire 6

Soient T C G(O) une transversale fiddle et v = sa fonction

v
T
caractéristique. Alors A —— Av est une bijection entre mesures trans-

verses de module 6 sur G et mesures p sur T telles que :

dp(r(y)) = 8(y)du(s(y)) vye Gy

Nous renvoyons & [16] Corollaire 2 et définition 2.1 pour l'interpré-
tation de 1'égalité d(p o r) = & d(p o s) cl-dessus.

Démonstration :
Le corollaire 5 permet de supposer que G = GT’
ona V(f)= T f(y),vrfeFT(a)
riy)=y
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de sorte que (i o v)(f) =f(o) (= 2())an) = [ t(y)an (), 1a
condition 1 du théordme 3 ;%écriz 315¥s d(p o r)(y'i) = 6(7)'1d(u o r)(vy)

d'ou le résultat . Q.E.D.

Corollaire 7

Soient (X,B ) un espace mesurable, H un groupe localement compact
agissant mesurablement sur X par (x,h)— xh et G = X x H le groupoIde
mesurable correspondant, & un homomorphisme de G dans Rf+ . Soient dh
une mesure de Haar & gauche sur H et v la fonction transverse corres-
pondante sur G, Alors A ——o AV est une bljection entre mesures trans-

verses de module & sur G et mesures ;L sur X telles que :

ay~ (mat) (x) = s(x, n)7h au(x)

Démonstration :

Pour v = (x,h) ¢ G on a r(y) = x, s(y) = xh = nlx . ona

5(x, h1h2) = 6(x,h1)6(h1'1x, h,) en d'autres termes hi— &, est un

o)
*
cocycle de H & valeurs dans 1l'espace des fonctions de X dans R | .

Pour toute fonction mesurable positive sur G = X xHon a :
(wov)(f)

(rov) (%)

b}

ff(x,h)dh du(x)
[t an anx) = [ 2300 8,007 ak aw) ().

Le théordme % donne donc le résultat . Q.E.D.

]

Notons enfin & quol se réduilt la notion de mesure transverse de
module 6 dans le cas trés particulier ou G est le graphe d'une rela-

tion d'équivalence dénombrablement séparée sur un espace mesurable

usuel Y. Solent donc m : Y —— X une application mesurable et suppo-
sons 1l'existence d'une application mesurable x~ 5a(x) de X dans l'es-
pace des mesures de probabilité sur Y avec a(x) portée par n'l{x} v X.

Soient G = {(x,y), m(x) = n(y)} le groupoTde mesurable graphe de la
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relation d'équivalence associde & 7 , et & un homomorphisme mesurable
de G dans Rf+. I1 existe sur G une unique fonction transverse

v==58a telle que s(vx) =a(m(x)) vxeYetApr— A, est une bijec-
tion entre mesures transverses de module 6 sur G et mesures p sur X

qul se désintdgrent selon 7 en :

o= By asa) o, =¥ ale)
X

avec V fonctlion mesurable de Y dans R telle que pour tout v ¢ G on ait
v(r(y)) - v(s(y)) = Log(é(v)) . En particulier, si &6 = 1, cela signi-
fie que p est une intégrale des mesures a(x). On obtient ainsi une
correspondance canonique, indépendante du choix de o , entre mesures
transverses sur G et mesures ordinaires sur X. La mesure transverse A
correspondant 4 la mesure p sur X s'éecrit

Alv) = f (1) do(x)

X

y

oll pour y e w'i{ x} , la masse totale vY(1) de v’ ne dépend pas du

cholx de y .
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ROle joué par les sous-ensembles A-négligeables.

Soient A une mesure transverse de module § sur G et A C G(o) un

sous-engemble mesurable saturé de G(O).
Définition 7 :

A est A-négligeable ssi 11 est A -négligeable v ve et .

Solent v € 8'*, B = Supp v et f comme dans le Lemme 3, La clas-
se de la mesure s(fvx) sur G(o) est indépendante du choix de f et ne
change pas si on remplace x par y, [y] = [x]. Nous dirons que A C G(o),

mesurable, est s(vx)~négligeab1e s1 11 est s(fvx)—négligeable.

Proposition 8

a) Solent v ¢ f+) B = Supp v , A un sous-ensemble saturé mesurable de

G(o) alors s1 ACB :
A est Av-négligeable e A est v-négligeable.

b) Soit A un sous-ensemble mesurable de G(o) et pour v ¢ E?+, solt
[A]v = {x € G(o), A n'est pas s(vx)-négligeable } . Alors [A]v

est saturé mesurable et :
Av(A) =0 ¢ [A]v est A-négligeable,
Démonstration :

a) On peut supposer que B = G(o). Tout v' € €% est de la forme

v' = vy * §X,, X noyau propre sur G, On a :
A, (1,) =Av(x(1A o 8)) = Av(x(lA o r))=0.
b) Pour f comme dans le lemme I.3, on a :
(A]. = {x ¢ (O, ((1, o 8)f) A0} € B.

Pour que [A]v solt Av -négligeable 11 faut et 11 suffit que
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-1

[vx((lA o s)f)dAv(x) = 0. L'égalité (AV o v) =8 (A o v) montre donc

v
que cela a lieu ssi A est Av-négligeable. Q.E.D.
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IIT . IMAGE D'UNE MESURE TRANSVERSE

Définition des variables aléatoires sur (G,B,a ) .

En théorie classique des probabilités une varlable aléatoire po-
sitive désigne simplement une fonction mesurable & valeurs positives.
Dans notre cadre, ou (G,B ,A) remplace 1l'espace de probabilité, nous
chercherons une telle variable aléatolre F comme un foncteur de G

dans la "catégorie des nombres réels positifs".

La petite catégorie formée de 1l'ensemble [0, + » ] muni de sa
structure triviale (pas de morphisme de x & y sauf sl x = y) est trop
restreinte, en particulier si A est ergodique on vérifie que tout fonc-
teur mesurable i valeurs dans cette catégorie est presque partout cons-

tant.

Nous remplagons donc ﬁ+ par la catégorile, notéeji%, des espaces
mesurés usuels sans atome. [Un espace mesuré usuel est un triplet
(Z, 2,a) ou (Z,.72) est mesurable standard et a est une mesure positi-
ve o-finie.] De méme W = { 0,1,...,0 } est remplacé par la catégo-

rie /" des ensembles dénombrables,

La mesurabilité d'un foncteur F de G dansji+ tradult 1l'existence

sur l'ensemble X = U’ F(x) (réunion disjointe) d'une structure me-
XeG

surable usuelle pour laquelle les applications suilvantes sont mesura-

bles :

- La projection 7 de X sur G(o)
- Le bijection naturelle de n > {x} sur F(x), x ¢ G(°)
- L'application x — o mesure o-finie sur F(x)

- L'application qui & (y,z) € G x X, s(vy) = w(z) associe F(y)z ¢ X .

Bilen que cela ne solt pas nécessalre, nous supposerons que X est

réunion dénombrable d'une suite X, avec ax(Xn) bornée pour tout n.
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Le module & de G condult A& définir la condition de variation des

x
mesures (o )xeG(o) sous la forme :

F(y)a® = 8(v)a¥ VY€EG viIX—Yy .

Si F1 et F2 sont des variables aléatoires sur G nous noterons
F, ® F, la varlable aléatoire qul & x « G(o) associe Fi(x) ® Fz(x),

somme directe des espaces mesurables. On définira de méme le prodult.
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construction de 1l'intégrale f F dA

Soient F une variable aléatoire positive sur (G,B ,A) et X = U F(x)
(0)
xeG

1'espace mesurable correspondant,
Pour toute f « $+(X) et tout noyau X sur G 1'égalité ( x * f)(z) =
= ff('y )y V) v = m(z) ¢ 60O qértntt A * £ e FH(x),

on ai):i * xz)* =2 *(xz * f) pour tous les noyaux As Ay et toute
f e §7+(X).

Lemme 1
Soit v e &Y, rildsle.

1) La quantité fF dA = Sup{ A (a(f)), T ¢ Frx), v*£<1)

ne dépend pas du choix de v fideéle.

2) Il existe des varlables aléatolres positives Fi’ F‘2 avec Fi ® F2 =F

telles que fFi dA = O et que sur X2 = U Fz(x) 11 existe
xeG(o)

£, e ?+(X2) avec v ¥ fy = 1.

3) 81 f, f' ¢ FT(X) vérifient v * f <y * f' < 1, ona :

Av(a(f)) < Av(a(f')), en particulier pour F, et f, comme en 2), on a

fpz an = A, (a(f,)).

Démonstration :

1) Soient v, v' ¢ g+, g « §+(G) avec v'(g) = 1, et A = gv de sorte
que v = v' * X , Pour fe?+(x) avec vy * f<lona x*feFTX)
et v' *(A* f) = v * £ <1, 11 nous suffira donc de comparer

AV,(a(x * f)) avec Av(a(f)) . Le théorzme de Fubinil Jjustifie les
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ézalités sulvantes, ol l'on a posé h(y) = J[ f(y-iz)day(z) ,

v Yy € v .

aotenr 0) = [[[ s tea’(y) aa¥(z) an,. (v) -
= [/ nem a¥m an, ) = [ neh e s hav Yvan,(v)
= [[] te) () s(7 1) aa(2)av Y (y) an,(¥) -

=\17‘g(7~1)dv'y(7) f(z)day(z)dAv(y) = Av(a(f)). Ok 1l'on a utilisé les

égalités A, o v = 6"1(AV e v')T, F(y)a® = 6(y)aY et v (E) =1 .

Pour toute f « $‘+(x) la fonction v * f sur X est invariante par
l'action de G, en particulier Y = {z ¢ X, (v * f)(z) >0 } étant
G-invariant on peut définir une variable aldatoire FY pour laqguelle
FY(x) =Y NFx) vxe G(o), et U EY(x) =Y, a§ = o restreint
3 Y. ng(o)

sife FY(X) vérifie v * £ <1 et Y est défini comme cl-dessus,
onav*g=1, ol g(z) = f(z)(v * f)(z)"i pour z € Y et g(z) = 0
pour z £ Y . Ainsi 1l'ensemble des sous - ensembles mesurables A, in-
variants, de X = U F(x) tels que 1A = y * g pour une g ¢ §f+(x)
est stable par réunion dénombrable. Sur X la mesure Av o a est
g-finie, 11 existe donc A comme ci-dessus tel que pour toute f e §'+(X)
avec v * £ <1 onalt (A - a)({z € X, (v* £)(z) >0}n A®) = 0.
Posons F1 = Fpe et F2 = FA . Montrons que \/‘FidA = 0 . I1 suffit
de montrer que pour f ¢ 5:+(X), avec vy * £ <1, onaXx F_>ax(f),
s(v’) négligeable A presque slirement . Par hypothese jyyﬁf(y"iz)
dvy(y)day(z)dAv(y) =0 . Or, /ﬂf(y“iz)dvy(y)day(z) =

= jyﬂf(y”iz)day(z)dvy(y) = /yvé(y-i)f(z')dax(z')dvy(y) , d'ol 1le

sssultat.
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%) D'aprés 2) on peut supposer l'existence de g ¢ $+(X) avec v * g = 1,
Pour y ¢ ¢(0) soit §” la mesure fa¥ sur F(y), 11 nous suffit de montrer
1'égalité

A (a(r)) = a, (67 * p)(&))

car par hypothdse v * £ < v * £' donec &lv * g < 5ty g’. On a :

(571 * p)Y - \/ﬁF(v)ﬁX 5(v)"t av¥(y) , et done, avec
h(y) = /8(7_12) dﬁy(z) on a

v

(e p)e) = [[[ e(va) ag¥(2) st 4 (y) aa, ) -

il

J[ neh e e (man, ) = [ ama e ) =

i

[ e ane = [ @) a,e) = afa() . Q5D

L'énoncé 2) du lemme 1 nous condult & étudier la signification de

l'existence de £ ¢ FT(X) telle que v * £ = 1 .

Lemme 2

Soit F un foncteur mesurable de G dans la catégorie des espaces
mesurables usuels, les conditions suivantes sont alors équivalentes,
ol X = U F(x) .

xeG(o)

a) Il exlste v e £1, fe F7(X) avec v * £ =1 .

b) vve&T, ridele, 3feF T(X)avec v* f=1.

¢) Le noyau quil & z ¢ X associe la mesure pZ, oh p2(f) = ff(-y'iz)dvy(-y),

est propre , pour une v fidele.

Démonstration :

c) =a) . Soit (An) une sulte croissante de sous-ensembles mesurables

de X, avec U A =X et pz(An) borné pour tout n, alors f; _ I &, 1An
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pour g > O convenable vérifie (v* f)(z) >0 vz etg=yv>*Tf

bornée.Prenant f = g'if on obtient v * f =1 .

1

a) =Db) . Soit vy et solt £ ¢ §“+(x) avec vy * fy =1 . Il existe

2 e CF avec Vo=V * X, onaalors v *(X* fy) =1.

o)

b) = c¢) . Montrons que 1l'on peut trouver £y e F +(X) avec v * f,= 1 et

1
fi(z) >0 vz, 11 suffira alors de prendre A = { z ¢ X, fi(z) > 1/n }

pour volr que p est propre. Solt k e §:+(G) vérifiant les conditions

suilvantes v(k) =1, k(y) >0 v vy € G, posons :

-1
£2) = [ £t k() )
Comme v * k = 1 on volt que fy(z) >0 v z , calculons v * £

(e = [[ ety kma (a¥an) (on xr = s(y').)

- ff £y 2y )Y (v av (v) = 1 Q.E.D.

Définition 3

Nous dirons que F est propre s'1l vérifie les conditions équiva-

lentes du lemme 2 .

Solent F un foncteur mesurable de G dans la catégorie des espaces

mesurables usuels et X = U F(x) , nous dirons par abus de langage que
xeG(o)

l'action de G sur X est propre ssi F est propre.
Exemple :

Le foncteur mesurable L quid tout x e G(o) associe G* et & tout
vy € G, vyt X |— ¥ assocle la translation & gauche vy’ | y.y' de aX

dans GY est propre.

Nous étudions maintenant les propriétés d'invariance de 1l'intégrale

/RFdA . Le lemme 1, 2) permet de se limiter au cas ol F est propre.



56

I1 est clair que JF(F1® F2) da = /“Fi dA  + Jf FydA .

Proposition 4

Soient F, F' des foncteurs mesurables de G dans la catégorie des

espaces mesurables usuels, X = U FSx) , X'= UP'(x) et zis 1\” une

xeG(O xXeG

application mesurable quli & z ¢ X assocle une mesure de probabilité AZ

sur X', portée par F'(m(z)). On suppose que A¥% = W% v v, s{y) = n(z).

a) S1 F' est propre alors F est propre.

b) S1 F et F' sont des foncteurs mesurables propres dans la catégorile

des espaces mesurés et sl pour tout x e G(O) on a :

J[ A\ aa¥(z) = a'¥, alors\/% dA =\/~F‘ dA .

Démonstration

~

Pour £ ¢ FH(X') sott £ * X

J[ flz)ax%(z'). cn a v *(f * X)(z) = J[/‘f(z dxy Z(z YdwY (y)

(X définie par (£ * X)(z)

"

JO[ f(V—iz') axZ(z') avW(y) = ((v * £) * ¥)(z) . Prenant f telle que
v* f=1, onobtient v * (f* X) =1* %=1 d'oua) .

Pour montrer b) 11 suffit, avec f comme cl-dessus, de comparer

a'(f) et a(f * X).or, a'*(f) = \/\f(z‘)dxz(z‘)dax(z)zax(f *X) . Q.E.D.

Lemme 5

Soit F une variable aléatolre propre sur G telle que \/‘F da = O,
alors l'ensemble des x ¢ G(O) pour lesquels o # 0 est saturé A-négli-

geable,
Démonstration

I1 existe v ¢ &1 fidele et £, F1(x), X = U F(x) telles que
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fi(z) >0vzeXetv*f =1, (Cf Lemme 2c)). On a \/‘FdA = Av(a(fi))

donc o* = 0 pour A, presque tout x G(O). Comme vaX = &(v)a¥ 1'ensem-

ble { x ¢ G(O), & =0 } est saturé. Q.E.D.
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Homomorphlisme propre de G dans G'

Rappelons que si1 G et G' sont des groupes localement compacts et
h est un homomorphisme de G dans G' (continu) alors 1l'application h
est propre ssil son noyau est compact et son image est fermée. Cette

notion se généralise i notre cadre de la manidre suivante

Définition 6

Soient (G,B) et (G', @' ) des groupoIdes mesurables et h un homo-
morphisme mesurable de G dans G' . Nous dirons que h est propre si

l'action de G sur U G‘h(x) donnée par ' —— h(vy)y' est propre.
xeG(O)

Notons X = U G'h(x) , 11 existe par hypothése pour v ¢ et
xeG(O)

fidele, une f € §E+(X) telle que v * £ = 1, Vérifions d'abord que si
G et G' sont des groupes, on retrouve la notion usuelle. 81 h : G G'
est propre au sens de la définition 6 1'égalité J[ f(h(y)-iy‘) dv(y) = 1
montre que K = h"i{e} est compact car 11 existe sur G une fonction # O,
continue, intégrable et invariante & gauche par K. De plus 1l'image de
h est fermée, en effet le quotient de G' par h(G) est dénombrablement
séparé gréce 3 l'application qui & tout y' € G' assocle la mesure de pro-

babilité xy, telle que
aa(k) = (vx m)(y) vke FT) .

Rappelons que deux homomorphismes h, h' de G dans G' sont dits sembla-
bles s1 11 exliste une application mesurable 6 de G(O) dans G', tel que
pour tout x 6(x) : h(x)~— h'(x) et que pour v : x——y on alt 6&(y)h(y)
= h'(y)e(x) .

On écrit alors h' = he ou h' ~h .,
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Proposition 7

a) S1 h est propre et h' ~ h alors h' est propre.
b) Si hy et h, sont propres h, o h, est propre.

c) S8i h, h, est propre alors h, est propre.

2

Démonstration :

a) Solent X = U th(x) et X' = U G.h‘(x) .
XEG(O) XEG(O)

Pour z = (x, v') € X avec r(y') = h(x), posons o(z) = (x,8(x)y') € X',
par construction ¢ est une application mesurable qul commute avec l'ac-
tion de G et qul est bijective car on obtient @'1 en partant de

1

X+ 6(x)"" au lieu de 6 . Le a) résulte donc de la proposition 4

b) Partons d'un homomorphisme propre h : G —>G' et d'une action propre

de G' sur X' = U x'Y . Montrons que l'action composée de G sur
yeGKO)
X= U X'h(x) est propre.
xeG(O)
Solent v' E‘+ s, fe FHX') avec v' * £ =1 et v ¢ E+ ,
g e FHy)avec v*g=1,00Y¥= U e n(x) correspond & l'action
xeG(O)
de G sur G' . Définissons une fonction sur X par
kix,z) = [t taetny) ey

h(x)

ou z' € X' , r(vy') = h(x) . Montrons que v * k = 1 . Pour vy € G

-1 -1
Yy : Xy - X, ona k('y1 (x,2')) = k(xi,h(yi) z') =

[ oeertznetrunt)™t e v) e ()0 atmst [ty 2 ))av ()

i

[ sxpnCa e reetanan M) < 1
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c) Solent h : G — G', h' : ¢'—s G", v e T riddle et £ une

Gnh"’h(x)

fonction sur X = U telle que v *f = 1 |

xeG(O)

Soit ¥ = U g h(x) et posons pour z = (x,y') ¢ ¥, k(z) = £(x,h'(v')).

xeG(O)

Cela a un sens car r(h'(y')) = h'(r(y')) = h' h(x). Pour Yy € G,
-1 -1
k(xi,h(Vi) ') = f(xi)h" h(71) h'(y')) =

1 implique donc que v * k =1 ,

-1
Yy P X, —— X ona k(-y1 z)

= f(yi—iz') 1'égalité v * f
Q.E.D.

Corollaire 8

soient (G, B) et (G', B') des groupoTdes mesurables et h : G—s G'
une équivalence (mesurable) entre G et G' (i.e. 11 exlste h' : G G
avec h' « h ~ idG et heh~ idG, . Alors h (et h') est propre.
Démonstration :

I1 est clalr que idG est propre, on applique alors a) et c).

Exemples
a) Soit G un groupoIde mesurable discret, et soit G1 C G une partile
mesurable de G stable par (v',y)— y'y et 7|-—oi1 . Alors G, est

un groupoIde masurable, la fonction transverse caractéristique de G1 o)

est propre, donc G1 est discret. L'homomorphisme naturel de G1 dans G

est propre.

b) Noyau stable d'un homomorphisme de G dans un groupe localement com-

pact H.

Soit ¥ un homomorphisme mesurable de G dans un groupe localement com-
pact H.

Solt G'1le groupoIde GxH, avec G'(O)z G(O) x H, munl de la lol de
composition : (v,t) o (y',t') = (y o ¥',t), ol r(y,t) = (r(vy),t) et
s(v,t) = (s(v),t¥(v)).
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Par construction G' est un groupoIde mesurable et l'application
h : G'— G qul & (vy,t) assocle y est un homomorphisme de G' dans G.
Montrons que h est propre .:
Soit y' = (y,t) e G‘(O), on a h(y') = y et la restriction de h &
1
¢V est une biljection bimesurable sur Gy. Pour toute fonctlon transverse

v o€ Ei_sur G, 11 existe donc une unique fonction transverse v' ¢ E'+

sur G' telle que
1
h(v‘y ) = wY vy oe G‘(O) , vy = h(y") .

L'invariance & gauche du noyau v' résulte de 1l'égalité h(yiyz) =
=h(vy n{v,) . v (vvp) e ¢ (2) , pour vérifier gue v' est propre
on peut supposer v fideéle, et 11 suffit de trouver une fonction mesu-
rable positive f' sur G' avec v' * f' = 1 ; cela montrera aussi la
propreté de h . Solt f sur G avec v * f = 1, alors avec f' = f o h,

ona f'=?%-h, v‘y'(f‘) =w(f) =1 donc w'* f' =1 .

Pour tout s € H, 1'égalité es(y,t) = (y,st) définit un automor-

phisme de G' .



62

Image d'une mesure transverse par un homomorphisme propre de G dans G'.

Solent A une mesure transverse de module 8 sur G et h un homomor-
*
phisme propre de G dans G', %' un homomorphisme de G' dans R + tel que

&' e h= 6,

Nous allons construire sur G' une mesure transverse A' = h(A) de

module &' .

Pour tout foncteur mesurable F de G' dans la catégorie des espaces
*
mesurés on obtlent par composition avec h un foncteur mesurable h F
de G dans cetie catégorie, De plus, le b, de la proposition
*
montre que si F est propre il en est de méme de h F. Soit alors v' une
fonction transverse sur G', v' ¢ £ ' et munissons, pour x' ¢ G(O),
xl ‘_1v'x|

1
1'espace ¢'* de la mesure o =90 , on obtient ainsi un foncteur

1
L’ de G' dans la catégorie des espaces mesurés, on pose

A (v') = f n (L) da

Proposition 9
a) A' = h(A) est une mesure transverse de module §' sur G' .

) 6 ' ' (o)
b) S1 h' = h” alors h(A) = h'(A), si1 8'(6(x)) =1 v XeG .

c)fh*F' da =f F' d(ha), v F' propre,

d) h(A) =0 & A =20 .

Démonstration

a) Par construction A'(v') € [0, o ] v v' e €‘+ , et l'additivité

de A' résulte du lemme 1, 3) .

De méme (lemme 1,3)) on vérifie que A' est normale.
Montrons que A' est de module &' . Solent v', v" « 13 + €t e <
avec x‘x'(i) =1 v X' € G‘(O) et wv' * "' =v" , Solt X = U G'h(x)

* (o)
1l'espace mesurable assoclé au foncteur h L et considérons XeG

l'application mesurable quli & tout z € X assocle la mesure de pro-
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babilité A% sur ﬂ"l(ﬂ(z)) C X qui pour z=(x,vy')x'=s(y')vaut (x,y'X'x') .
-1
v

Par construction X commute avec l'action de G. L'égalité &' T AT =
=5 iy et la proposition 4 b) montrent donc que
fh*(L"')dA =f R yan .

b) Reprenons les notations de la proposition 7, et solt v' e E‘+ .
Pour tout x e G(O) 1'image par ¢ de la mesure 6‘—1v‘h(x) sur G'h(x)
est égale a 6"1v‘h'(x) car 8' » 6 = 1 . Ainsi la proposition 4 b)
montre que JFI:IN'dA = Jr nL¥'da drou b) .

[¢]
~—

Reprenons les notations de la proposition 7, avec F = h*F'. Soit
a'Y 1a mesure sur X'V = F'(y) et notons of la mesure a,h(x) sur
x* = F(x) = F(h(x)). On dolt comparer Av(a(k)) et A'V,(a‘(f))
= A" ((a'(f). 8)v') = \/~h*LV"dA ol v = (a'(f)e s)v' , alnsi :

i

Ay (@ (£) =h A (v (g)) = A, (v ((a'(£)e s)g) o h) .
Solt x e G(O) comparons o> (k) et v‘h(x)((a‘(f)c s)g)
ona o) = [[ £y ey )au P (y e M) ) -

= JC[ f(z")da'x'(z")g(x,v')dV'h(x)(y') ot x' = s(y') , ce qul coIn-
cide bien avec v'h(x)((a'(f)a s)g) .

d) Résulte facilement du lemme 5, avec F = LY oon v' e €, est
fidele. Q.E.D.
Exemples :

1) Soient I' € H un sous-groupe discret du groupe localement compact H
et h 1'injection canonique de I' dans H, A la mesure transverse naturelle
sur ['. Alors !i(A) est la mesure transverse sur H qul & toute mesure de

Haar & gauche v sur H assocle le covolume v(F\ﬁ) de r dans H .

2) Solent X, H, G = X x H et 5§ comme dans le corollaire 2.7. L'homomor-

phisme canonique h de X x H dans H, associée & la deuxidme projection
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est propre. La condition AH o h =6 étant supposée, on voilt gqu'un choix
de mesure de Haar & gauche dk sur H fixe une bijectlion entre mesures H
invariantes sur X et mesures transverses A de module & sur G. L'image
h(A) est la mesure transverse sur H qul & dk assocle la masse totale de

L avec les notations du corollaire 2.7.
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Mesures transverses sur G Xg H .

Soient (G,B) un groupoTde mesurable et & une action mesurable du
groupe localement compact H par automorphisme de (G, 5 ). Soit
G1 =G Xg H le produilt semldirect de G par H, comme espace mesurable
ona Gy =GXH, Gi(o) = G(O), r(v,t) = r(vy), s(v,t) = s(v)t =6t"1(s(7))et
(vistg) o (vprtp) = (vieti(vg),titg) si s(v,) = Gti(rvg)

Solent dt une mesure de Haar 4 gauche sur H et v une fonction
transverse sur G, v € éﬁ'. L'identification évidente de Giy avec
&y x H, pour y e G(O) , définit ainsi une fonctdon transverse vy = v ox dh
sur Gi' Solent A une mesure transverse sur G et § son module. On suppose

que & 6, =686, v teH et qu'll exlste une application de H dans

t
l'ensemble des fonctions mesurables de G(O) dans P*+ constantes sur
les classes de G(O) avec

6,(A) = o.A vteH, Og 4 = ©g-0p © es"1 v s,teH.
Pour (y,t) € G; posons 61(7,t) = AH'i(t)wt(s(y))é(y) . Alors &, est un
homomorphisme de G1 dans F*+ et 11 existe une unique mesure transverse
A1 sur Gi’ de module 61 , telle que v v € 84' on alt :

(ny) =1

vy v
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Décomposition d'un homomorphisme de G dans un groupe localement compact

H ([12], [46]) .

Solent ¢ : G —— H un homomorphisme de G dans H, et A une me-

sure transverse de module & sur G.

Soient G' le noyau stable de y et h : G' — G 1'homomorphisme pro-

pre canonique (exemple b)). Posons
6'(7,t) = 6(7)AH(W(7)) s v ('Y:t) € G'

Soit dt une mesure de Haar & gauche sur H, 11 existe alors sur G'
une unique mesure transverse A' de module &', telle que pour toute

v € §’+ on alt :

A",y = A, x dt sur e (0 g(0) gy

En effet, pour v e g*} L= A on a

v

fff £y, t)avY (v)au(y)at =fff £(v 1, 6)8(v)avY (v)au(y)at =
fff f((%t)"l)é(v)AH(w(v))dvy(y)du(y)dt

car (y,t)'i = (7'1,tw(7)) . L'existence de A' résulte donc du théorgme 3
car si v, = (k » s)vonav,s= (k ¢ h)s sv' ce qul est compatible avec

1'égalité A' , = (k s« h) A' ,
v 1 v

Par construction la mesure A' sur G' est invariante par l'action cano-

nique 6 de H sur G', 6 _(v,t) = (v,st)

Le paragraphe précédent montre donc l'existence d'une mesure trans-

verse canonlque A‘i sur G' x, H, dont le module §', est donné par

6 1

1'égalité :

8 (v, 1) = ag(1)ter(v)
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Proposition 10

Solent G, H, ¥ , G', h, 6 comme ci-dessus et I le groupoIde mesu-
rable H x H avec (H x H)(O) = H, r et s étant les deux projections.
Alors 1'application k de G'y = G' x, H dans G x I qui EY (7',t1) ou
y' = (v,t) assocle (V,t,ti—itw(y)) est un lsomorphisme de G'; sur G x I.
Soit Ap le mesure transverse de module 61,6I(t1,t2) = AH(ti'itz) sur I,
image de 1o mesure unité sur le groupolde 4 un élément e par l'appli-
cation qul 1l'envoie sur 1l'unité de H. Alors pour toute mesure transver-

se A de module § sur G, l'image par k de la mesure transverse A‘1 sur

G‘1 est égale & A x AI .
Démonstration :
o e s r(yty) = r(y) = (r(),8) L (s(y'ty) = 8 Tis(y') =
(5(7),t1_1t¢(7)) dans G',

Dans G x I on a T('Y,t,t') = (r(y)’t) et s(y,t,t') 2(5(7),t') ’
on vérifie donc la compatibilité de r et s avec 1'égalité k(x,t) = (x,t)
v (x,t) e G‘i(o). La multiplicativité de k est alors immédiate, ainsi
que sa surjectivité. on a &',(y',ty) = AH(ti)_iAH(w(y))é(y) , donc

-1, -1 -1
comme AH(t tl t’l/(y)) = AH(tl )AH(’P('Y)) , on volt que (6 X 61)’ k = 6'1‘
Vérifions que k(A'i) = A X AI . Solt v € E'* une fonction transverse
fiddle sur G et solt dt une mesure de Haar & gauche sur H. Solent
v' et v'1 = v' x dt les fonctlons transverses correspondantes sur G' et
N (¢}

G'i, on a A'v‘ =pxdtou pu= Av et(A'i)v,i = p x dt sur G'i( ). Ici,

k est un isomorphisme, et 11 transporte en la fonction transverse

1
Vi
v x dt sur G x I la vérification est donc immédiate. Q.E.D.
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IV. REPRESENTATIONS DE CARRE INTEGRABLE DE G.

Solent G un groupoIde mesurable, H un champ mesurable d'espaces

hilbertiens, de base ¢(®) . (cf [31])

Définition 1 :

On appelle représentation de G dans H la donnée pour tout vy € G,

Y : X — y d'une isométrie u(vy) de H sur Hy avec
a) Uy Thvp) = Uy )Tt U(v) v €6 rlv) - r(vp)
Y1 Yo vq Vo REERS s Y = VYol .

b) Pour tout couple ¢£,n de sections mesurables de H, la fonction

(¢,m) sur G ainsi définie est mesurable :

(&,m)(v)

<€y,U(7)nx> VY P X oY .

Solent £ une section mesurable bornée de H et y ¢ G(O) . L'applica-
tion v —— U(y)&x de ¢¥ dans Hy est mesurable bornée. Ainsi pour tout

noyau borné X sur G on peut poser (u(x)g)y = jﬂu(y)gx aY(y).

I1 est clair que U(X)¢ est une section bornée de H, elle est

mesurable car, pour toute section bornée mesurable 71 de H

<np Uy > = [ <np ug > oY) - a((ne)

et la fonction (n,£) est mesurable bornée par hypothase.

Proposition 2

a) Solent £,n des sections mesurables bornées de H, et XA un noyau borné

sur G, on a
(m, &) = (£,m)V, (UE,M) = 2 * (&m) , (& U(x)n) = (&) * AV,

b) Solent A un noyau propre (positif) sur G, tel que »¥ # ¢ si Hy # {0},

D un ensemble dénombrable de fonctlons mesurables f sur G telles que
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Sup M(|f|) soit fini v f ¢ D, et que D solt total dans Ll(Gy, AY)
vy eal
Alors , pour tout ensemble dénombrable S, total, de sectlons mesu-

rables bornées de H, { U(f)\)¢, f e D, ¢ € S } est aussl total.

Démonstration :

a) 0na (ME)¥) = <, U (Mg > = <u(y) T, g, >

-1 - .
= (< ﬁx: U(y )ﬂy > ) . De méme ,

(x* (£n)() = f< by Uy~ ) n, > aY(y')
- [<utme, umm > ¥y = D&M () -

b) Solent y e G(O) et n e Hy tels que < n, (U(TA)E). > = O, v feD,

v
v é&eS.0na J[ fly) <, u(y)gx >aY(y) =0, v £ ¢ D, donc

N, = {(veady, < n, U(y)é, ># 0} est AY-négligeable pour tout £ € S .
si Hy Z {0} ona A £ 0 donc 1l existe v e (U Ng )c. 0n a
alors < n, u(y)gx >=0 v £ e S et donc U(y)—in =0d'oun=20.

Q.E.D.
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Opérateurs d'entrelacement

Soient (H,uU), (H', U') deux représentations de G.

Par définition, un opérateur d'entrelacement T est une famille

mesurable (Tx) d'opérateurs bornés Tt Ho—s H'  telle que

xeG(O)

1) Sup HTXH < @

2) vy eG, y: XxX— yona U‘('y)Tx = Ty u(y).

Pour toute section mesurable £ de H, on note Tg la section mesurable

(Txgx)xeG(O) ’

Nous noterons HomG(H,H‘) 1'espace vectoriel normé des opérateurs

d'entrelacement de H & H' .

Proposition 3

a) si T, € HomG(H,H‘) s Tyo€ HomG(HQH"), alors T, ¢ T, = (T, T

21 .(0)

2
X "X Xe

appartient 3 HomG(H,H").

D) S1 T ¢ HomG(H,H') solt T =V xITxl la décomposition polaire de T,

alors v= (v ) € Hom,(H,H') et |T| e EndG(H) .

c) Soit T e HomG(H,H‘), pour tout noyau borné \ et toute section mesu-

rable bornée £ de H on a
UT(A\)TE = T U(X)E .

d) Pour tout x e G(O), solt Ex C Hx un sous-espace vectoriel fermé de
Hx et Px le proJjecteur orthogonal associé. On suppose gque

U(y)P, = Py u(vy) vy :X_——>y . Pour que la restriction de

U & E solt une représentation de G 11 faut et 11 suffit que x - Px

solt mesurable,
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e) Solent Py, Py ¢ EndG(H) des projecteurs , et P,, P, les projecteurs

(P;) =P, VP, - P (p,) = P, - P, AP
3X 1X 2X 1X u’X 2x 1X 2X,

vV X e G(O). Alors P3’ P ¢ EndG(H) et les sous-représentations asso-

cides sont équivalentes.

a) La mesurabilité de x — T, équivaut a la mesurabilité des sectlons

(Txgx) , pour toute sectlon mesurable bornée ¢ de H .

XeG
1
* -2
b) On écrit (vE), = 1im T (e + T_ T, ) ¢
x coi™ x °x

% pour toute gection

mesurable bornée ¢ de H ,

©) (UrTe), = [UTe Yy = [T, uMmeany) = TU (e,

d) Supposons d'abord P mesurable, solt (gn) un ensemble dénombrable
total de sections mesurables de H, alors les Pgn forment un en-

semble analogue pour le champ E.

Réciproquement, soit (&n) un ensemble orthonormal total de sec-
tions mesurables de E, alors P.n = £ < n,gn(x) > gn(x)

v o oe Hx’ ce qul montre la mesurabilité de P,

e) P, VP, et P, A P, sont mesurables (b), 11 suffit alors de prendre

comme égulvalence entre P, et PM 1'isométrie partielle v = (v_)
> x xeG(O)

de la décomposition polaire de P2(1 - Pl) .
Q.E.D.
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Sous-représentations associées 3 une action mesurable bornée,

Solent (H,U) une représentation de G, £ une section mesurable bor-
née de H et pour y ¢ G(O), solt Pye le projecteur orthogonal de Hy sur
le sous~espace fermé engendré par les u(y)gx s Y € G¢” . En général
Pi = (Pyg) n'est pas mesurable., La proposition suilvante montre qu'il
existe toujours assez de sectlons mesurables bornées £ pour lesquelles

Pg est mesurable.

Proposition 4

a) Solent (H,U) et ¢ comme ci-dessus, v e é7+ et pour y e G(O), Py\”g
le projecteur orthogonal de Hy sur { U(fv)g)y, v|f|borné 1}~ ,

alors P76 est mesurable, PY’¢ ¢ End,(H) .

b) Soit ¢' = P“’g(g) , alors pour tout y e G(O) on a gx = £'. s(v)

1 T
presque slirement, de plus pvs€ _ pvsd' _ pé
c) Soit (gn) une suite totale de sections mesurables bornées, 11 existe
alors An € EndG(H), tels qu'avec N, = Angn s, chacun des proJjecteurs

n

n
P no_1

solt mesurable et T P

Démonstration ¢

a) Soit D un ensemble dénombrable de fonctilons mesurables sur G véri-
fiant les conditions de la proposition 2 b) relativement & v, alors
{U(fv)é, £ ¢ D } est un ensemble dénombrable de sections mesura-

bles bornées de H qul engendre 1'image de Px\”g dans Hx Vv X € G(O)

b) On a Pyv’g(U(fv)g)y = (U(£v)g'), dlob

[ emumea () = femume, o)

pour toute f avec v|f| bornée .
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tre que £ = g'x s(v/)-p.s. Ainsi on a pUsE’ Pv’g, or

] car P\’Jg(gv) = gv .

1 1
s & < Pg on obtient 1'égalité cherchée.

Pour n ¢ N soit Q = pYs fn o v ¢ £7 est fiddle .
La proposition 2 b) montre gue pour tout X e G(O) on a
n
= L 1 1 A
\Y an = 1 ., Posons Q n= r QJ s, On a Q n €Q nl et v Q n = 1.
Ainsi Pn =Q', - Q'n_1 détermine une sulte de projecteurs Pn € EndG(H)
avec Z Pn =1, I1 s'aglt de trouver An € EndG(H) avec Pn = P\”Angn
PA_¢
=p 0N | 1a proposition 3 e) permet alors de remplacer

-1 VQy - @ gpar Pl =Q - Q AQ g -

T —_ Vs, én 1 — V:P' gn
On a alors P n < Qn = P donc P n = D n

d'ou le résultat . Q.E.D.
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Représentation réguliéres gauches de G .

Notons Li(G) 1l'ensemble des triplets ‘v'w,f) ol v',v ¢ & 2 f est
une fonctilon mesurable sur G telle que [[(v',v,f)ll = Sup(v|f|, v'[f]) <= .
Pour (v',v,f) e Ll(G) ona (v,v' ,f) ¢ Li(G) et la norme est inchangée.
Pour (v",v',f') e Li(G) et (v',v,T) e Li(G) on pose (v',v',f') * (v',v,f) =
= (v',v,f'v* f) et on vérifie que (v", v',f') * (v',v, )| < II(v",v',£") |
N(vr,v,£)l ., L'égalité (v',v,f)” = (v,v',T) définit une involution

isométrique de Li(G).

Soit v € éi'une fonctlon transverse sur G. Pour tout y e G(O),
L2(Gy,vy) = Hy est un espace hllbertien et pour y : X+— y la trans-
lation & gauche L(y) définie par
© M) -2y ly) vy e
nous donne une isométrie de L2(Gx, v¥) sur L2(Gy, vwW). Munissons le
champ H = (H_)

v/yea(0)
les sections sulvantes sont mesurables : yr— (restriction de f & Gy),

de l'unique structure mesurable pour laguelle

ol f est une fonction mesurable sur G avec /lelz dvw < w vy .
On obtient alnsi une représentation de G que nous noterons L’ , dans

H = L2(G,v).

Proposition 5

a) Pour toute section mesurable ¢ = (gy) (0) de H, 11 existe une
eG

fonction mesurable f sur G telle que gy = f]Gy vy € G(O)
b) Pour f comme dans a) et X\ e £ onax*rf- LM .

¢) Pour fy, f, comme ci-dessus on a (fi’fz) = fv ¥ f2V

Démonstration

a) Comme v est propre, on peut supposer qu'il existe A C G mesurable,

tel que pour tout y e G(O), gy soit nul dans AS et que Sup vy(A) < o ,
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Soit alors (Bn)nE

engendrant la tribu B sur A. Définissons pour tout n ¢ N une fonction

ny une suite de partitions finles de A, croilssante,

k sur G en posant kn(y) =0sl vy £aAa et kn(y) = vy(b)'i Jr &y avy
b
s1 1'atome b de B, contenant v vérifie v(b) £ 0, et kn(y) = 0 sinon,
On pose alors f(y) = lim kn(y) si la suite converge et f(y) = O sinon.
no «
b) Immédiat.
X -1
o) ma (r,0)(v) = <1,%, LY > [ 6067 () -

v
= ¥*
fiv f2 .
Passons maintenant & 1l'asnalogue de la représentation de L1 d'un groupe

localement compact par convolutions & droite dans L2 .

Proposition 6.

1 ~
a) Soit (v',v,f) « Ll(G), alors 1'égalité Rx (f)ya =a * (fv)
v ae L2(Gy,vy) définit un opérateur (borné par [(v',v,r)ll)de
L2(aY,vY) a 12(e¥,vY)

1
b) La famille (R: (f)y) est un opérateur d'entrelacement de

yeG(o)
L2(G,v) 3 L2(G,v') .

*

c) On a (R:'(f)) =R), (£') et Rxn(kv‘ * f) = va(k) R:'(f) .

(0)
d) Solent x ¢ G'~/, (fn)nE

G avec Ifnl <g vn, ou (v,v,g) ¢ Ll(G), telle que fn(y'iy‘)

Ny une suite de fonctions mesurables sur

X

converge vers f(y‘iy') s VX v presque partout. Alors

v v
Rv(fn)x —aRv(f)x faiblement.

Démonstration

-1
a) Pour v;,v, € GY, posons k(vy,v,) = £{v; " v,), 1'égalité (Ta)(v,) =
k(yi,vz)q(yz)dvy(yz) définit un opérateur de L2(Gy,vy) dans
12 @Y,v'Y) dont la norme est majorée par
]
¥ y obtient
Sup(%lfflk(vi,vz)ldv (v5)s Sylépflk(')’i:'yg)l @ Y(v,)) on
donc 1l'estimation a) (cf [32)) .
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b) Les translations & gauche et & droite commutent.

c) Avec les notations de a) l'adjoint de T est donné par k(yz,yi) =
f(yz"iyi) = fv(yi'iyz) . La dernidre égalité résulte de l'assocla-

tivité dans G.
d) Pour £,7m € L2(Gx,vx) on a: < R:(fn)x g,m > =

i} fffn(y—iy')5(7')dex(7)dvx(7') , ol
ffg(fiv‘)lé(v‘lln(v)l Qv (v)av (v') < . Q.E.D.

Notons enfin la propriété suilvante des représentations régulidres

de G :

Proposition 7

Solent v ¢ E t et L 1a représentation correspondante de G, alors
pour toute représentation V de G dans H avec Hx £0 V X ¢ G(o), la

représentation L est équivalente i une sous-représentation de L® V .

Démonstration

Pour tout n ¢ { 1,...,o } soit 1n un espace hilbertien de dimension
n . Soit V' la représentation triviale de G dans H' ou H'x est l'espace
1n de méme dimension que Hx pour tout X e G(o). I1 nous suffit de mon-

trer que L 8 V est équivalente 8 L ® V' . Solt K = s H le champ d'espa-

ces de Hilbert sur G tel que K 7= Hs(y)’ identifions L2(Gy,vy) ® Hy
avec l'espace L2(Gy,vy,K) des sections de carré sommable de K par
2 , -1
ron ¢ 12(0¥, ) @ B (v £(7)v{v) ) .

Cette 1dentification transforme L(v) ® V(y) en la translation & gauche

par 7y de L2(Gx,vx,K) dans L2(Gy,vy,K) . Q.E.D,
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Représentation de carré intégrable.

Solent v « §+ et U une représentation de G dans H. La condition
sulvante définit un sous-espace vectoriel de l'espace des sections me-
surables bornées de H :

D(U,v) = { & 3¢>0, avee: Vv y ¢ G(o), v ae Hy

d[ | <a, u(v)e, > 12 a¥(y) < lal® 3 .

Ainsi, pour £ e D(U,v) et toute section mesurable bornée n de H, le

coefficient (n,£) est une section mesurable bornée de (L2(Gy,vy)) (0) *
yeG

Proposition 8
a) Soit £ € D(U,v), 1'égalité sulvante définit un opérateur d'entrela-

cement entre U et la représentation régulidre gauche LY .

Tv(g)a = (a,t) v o section mesurable bornée de H.

b) Soit f une section mesurable bornée de (L2(Gy,vy)) (0) avee vif|

yeG
borné, alors :

Tv(g)*f = U(fv)¢ v ¢ ¢ D(U,v)

¢) Solent U, U' des représentations de G et A un opérateur d'entrela-
cement de U & U' alors A £ € D(U',v), v £ ¢ D(U,v) et TV(AQ) =
T (£)A%.

d) Soit ¢ une section mesurable bornée de H, solent v,v' e E1 tels
que (v',v,(£,¢)) € LA(G), alors ¢ ¢ D(u,v) N DU, v') et
T,,(6)T,(6)" =RV ((£,6)7) .

e) Solent ¢ ¢ D(U,v), (v',v,f) e Li(G) . Alors U(fv)¢ e D(U,v') et
T, (U(£v)€) = RV (F) T (¢) .

£) Pour €,n ¢ D(U,v), 1'égalité 6 (£,1) = T (£)"T (n) définit un opé-

rateur d'entrelacement de U & U, et :
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(6, (&,meE, ) = (&,m) *  (n,6)7

pour toutes sectlons mesurables bornées £',n' de H.

Démonstration

a) L'opérateur T\,(g)y : Hy —>L2(Gy, vwY) assocle & tout a Hy la fone-

tion y +—— < a, U('y)&x > sur Gy, de sorte que par hypothése on a

"T\,(ﬁ)y" e .Pour y: x =y ona <U(y)a, U(y')E o> =

1

- = < a,Uu(y 'y‘)&x, > ce qul montre que TV(E) est un opérateur

d'entrelacement .
b) Pour @ ¢ Hoona : < T,(¢) af> = f< a,U(y) &, >TIeY() =
- <aq, £(y) u(v)gavV(y) > .
¢) Pour toute section mesurable bornée a' de H' on a :
(a', AE) = (A"a',£) d'ob le résultat.
d) Pour f comme dans b) on a :
T, (6)(T,(6)7E) = T, (6)(U(Ev)E) = LIEV)T,, (£)E = v * (£,8) =
=RV ((6,8))r .

e) Soit m une section mesurable bornée de H, on a :

T, (U(Ev)E)n = (n,u(ev)e) = (n,6) * (£v)" = RV (F)(n,¢) = RY ()T, (£)n .

f) On a (9\,(5,71)5',71') = (T\,(n)g': T\,(g)n') = ((g‘;n): (n'xg)) =
= (g':n) *\I (n'xg)v (Prop. Sc)) .
Corollalre Q9

Pour tout v e €+, solt ;7\, le sous-espace vectoriel de EndG(H)

engendré par les opérateurs 6 (&,7n), £,7 ¢ D(U,v) .

1) 51\, est un 1déal bilatdre de EndG(H).

2) Pour v, < v, on a 7\,1C j’vz .
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Démonstration

*
1) Pour A,B ¢ EndG(H) on a GV(AE,BH) = AGV(E,n)B d'ol le résultat.
2) Soit f une fonction mesurable sur G(o), 0 < f <1, telle que

v, = (f - s)v2 . Soit M l'opérateur d'entrelacement de L2(G,v1)
dans L2(G,v2) qul est défini par :

Me)(v) = e(ey) v & .
Par construction My est une isométrie pour tout y e G(o) et on a

T, (f%g) =M. T, (¢) v § e D(U,vi), ainsi :
2 1

o, (tFeet ) - r (WM, (8) - 0 (5,¢) . Q.E.D.
2 1 1 1
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Théorgme 10

Soient v € g+'une fonction transverse fiddle et U une représenta-
tion de G dans H. Les conditions suivantes sont équivalentes et indé-

pendantes du cholx de v .
1) D(U,v) contient un sous-ensemble dénombrable total.

2) U est équivalente & une sous-représentation de la somme directe d'une

infinité dénombrable de coples de LY .

%) U est sous-équivalente & une représentation U' telle que : pour
toute représentation V de G dans K avec Kx £0 ¥ X on a U' sous-

équivalente & U' QV .

Démonstration

1) = 2) . On peut supposer qu'il existe une section mesurable
bornée £ ¢ D(U,v) telle que pour tout y e G(o), les (U(fV)g)y (vif]
borné) engendrent Hy . Cela montre que le support de Tv(g)y est égal
a Hy, d'ou le résultat en utilisant la décomposition polasire de 1'opé-

rateur d'entrelacement TV(E).

w

2) = 3) . La proposition 7 montre que LY et done ® L' a la pro-
priété demandée a U' . 1

%) = 1) . La propriété 1) est stable par passage & une sous-re-
présentation, 11 suffit donc de la vérifier pour U' ® LY et done pour
une somme d'une infinité de coples de L’ (Démonstration de la proposi-

tion 7). Cela résulte alors de la proposition 8 . Q.E.D.

Définition

Une représentation de G sera dite de carré intégrable si elle vé-

rifie les conditions équivalentes du théorzme 10,

On vérifie les propriétés suivantes :
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Proposition 12

a) 81 (H,U) est de carré intégrable, toute sous-représentation l'est

aussi,

b) Toute somme directe de représentations de carré intégrable est de

carré intégrable.

¢) S1 U est de carré intégrable alors U ® V 1'est aussi, pour toute

représentation V.

d) Pour tout foncteur mesurable propre de G dans la catégorie des espa-

ces mesurés la représentation L? o F est de carré intégrable.

Démonstration

Vérifions d) . Nous supposons F(x) munl d'une mesure o avec
F(y)oX = 8(vy)a’, ¥ y: X =-you b est un homomorphisme de G dans
*
R . Nous posons alors (U(y)f)(z) = 6(7)%f(7"1z) s vz e Fly),
2

Y : x - yce qul définit la représentation L * F de G, dans le

champ mesurable des L2(F(x),ax).

Soient X = U F(x) et g une fonction bornée strictement positive
(g(z) >0 v z) sur X telle que v * g < 1, Pour tout x e G(o) soit
B, 1'opérateur de multiplication par g dans L2(F(x),ax). Alors pour
tout y e {0) 1'opérateur /AU(y)BXU(y)'idvy(y) de L2(F(y),ay) dans
lui-méme est donné par la multiplication par v * g . Ainsi d) résulte

du lemme suivant :
Lemme 13

Soient U une représentation de G dans H, v e f*} et (Bx) )une

xeG(o
famille mesurable bornée d'opérateurs positifs Bx € Jf(Hx) telle que la
famille Cy = /AU(V)BXU(v)"idvy(y) solt bornée. Alors pour toute section

mesurable bornée £ de H, la section x —aB%xgx est dans D(U,v).
Démonstration

2 t] -1
Pour g ¢ Hy: on a : < a,U('Y)B%xgx > | €= | < B XU(.Y) a, gx > I%
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< Sup llgxll2 < U('y)BxU('y)"ia, a > d'oh le résultat . Q.E.D.

Corollaire 14

Soient h un homomorphisme propre de G dans G' et U une représenta-

*
tion de carré intégrable de G' dans H, alors h U = U ®* h est de carré

W

intégrable.

Démonstration

En effet, 11 suffit de vérifier cela pour U de la forme L’ mais
*
h U est alors de la forme L2 * F avec F propre (proposition III 7).
Q.E.D,

Proposition 15

Supposons G séparable. Soit U une représentation de carré intégra-

ble de G dans H.

a) Pour tout y e G(o) la restriction de U & Gg est une représentation

de carré intégrable de ce groupe localement compact dans l'espace Hy .

b) Soit v ¢ 1?+ une fonction transverse avec Supp H C Supp v , 11 exis-
te un sous-ensemble dénombrable total de D(U,v) tel que les & (£,m) ,

£,m € D engendrent pour tout y e G(o), le commutant de Gg dans Hy.

Démonstration

On peut supposer que U = LY est la représentation régulidre gauche
assoclée & v. Solent y ¢ G(O), o une mesure de Haar & gauche sur G; = H,
I1 existe une mesure positive m sur X = s(Gy) et une section x =Yy de

l'application s, qul solt m-mesurable et telle que :

o= Jr R(yx)a dm(x)
ol R(Vx) désigne la translation & droite par Yy Soit a l'application de
¥ dans H x X telle que @

alv) = (v. v, s(v)) .

siy) ’
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on a a(y . vx) = (v,x) donc a est un isomorphisme d'espaces mesurés
de (6¥,vY) sur (Hx X, a x m) qui transforme l'action de H par transla-
tions & gauche sur Y en 1'action de H par translations & gauche x iden

tité sur H x X ,

Ainsl la restriction de U & H est un multiple de la représentation ré-
gulidre de H d'ol a). De plus le commutant de H dans L2(Gy,vy) est en-
gendré par les opérateurs Tys (ka)(y) =\/~ k(v, vy )f(v")av(y') ot
k(gv,gy') = k(v,7')  vegeaet

Sup (Sup f lk(v,v*) | av¥(y"),Sup flk(m')l dvY(y)) est fini. Soit
D unyensemble dénombrable de fonctions mesurables f sur G avec

(v,v,f) € Li(G), total dans Li(Gy,vy) pour tout y, et tel que pour

f ¢ D, 1'application y - 1Y so0it une section mesurable bornée de
(L2(Gy,vy)). On a alors f ¢ D(U,v) , vfeD et Gv(f,g) cofneide
avec Rx(f * g'). On peut supposer que D est stable par convolution :
(f,g) -f¢ *, & Il suffit de montrer que les opérateurs R:(f)y,
f ¢ D engendrent le commutant de Gg . La fermeture falble de 1l'espace
engendré par ces opérateurs contient les Rx(h)y, ou (v,v,h) e L}(G) et

done tous les opérateurs T, ci-dessus, d'ou le résultat.

k
Q.E.D.
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V. L ' ALGEBRE DE VON NEUMANN DES OPERATEURS ALEATOIRES .

Soit A une mesure transverse de module 6 sur G.

La construction ci-dessous ne dépend que de la classe de A 1,e.
que de la notion d'ensemble saturé A-négligeable. Cependant, pour mon-
trer que l'algdbre étudide est une algdbre de von Neumann, i.e. a un
prédual, nous aurons (comme dans le cas classigque pour trouver un pré-

dual : L! a L” )& supposer que A est semi-finie,

Définition 1

Soient Hi’ H2 des représentations de carré intégrable de G, un

opérateur aléatoire T ¢ HomA(Hi,Hz) est une classe, modulo 1'égalité

A = presque partout, d'éléments de HomG(Hi,Hz).

Pour T ¢ Hom,(H,,H,) nous poserons Izl = Eis Sup HTXH ce qul a
un sens car la fonction x —9HTXH est mesurable et constasnte sur les

classes de G(o).

Nous utiliserons aussi la terminologle espace hilbertien A-aléa-
toire pour désigner une classe, modulo 1l'égalité A-presque partout, de

représentations de carré intégrable de G.

Théordme 2

Pour tout espace hilbertien A-aléatoire H 1'algdbre involutive

normée EndA(H) est une algdbre de von Neumann.

I1 en résulte que la catégorie th dont les objets sont les espaces
hilbertiens et les morphismes sont les opérateurs A-aléatolres est une
W*-catégorie ([34]). Cette W*—catégorie ne dépend que du couple (G, ).
et de la classe de A , en effet la notion de représentation de carré

intégrable de G n'utilisait que la structure mesurable de G. Notons que
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pour le moment, pour H donné, EndA(H) est une algdbre de von Neumann

abstralte, 1.e. n'aglt pas dans un espace de Hilbert particulier.

Les résultats du numéro IV montrent que la catégorie T, est munie
des opérations de somme directe, de transposition, et de produit tenso-
riel. Blen que ti ne possdde pas en général d'objet non nul canonique,
les objets de la forme H = 8 L ou L est la représentation régulidre
assoclée & v ¢ E“) fidéle,isont indépendants du choix de v . L'algdbre
de von Neumann EndA(H) est donc aussi, indépendante du cholx de v ,
Rappelons qu'une algdbre hilbertienne & gauche est une algdbre involu-
tive (A2 ,., # ) sur € , munie d'une structure préhilbertienne séparée,
et telle que (cf [47])

(1) <tm,g> <m > v EmL e R

(2) Pour tout ¢ 1'opérateur L(¢), L(£)n = £n est borné.

(3) La représentation { ~—— L(f) est non dégénérée (dans #f = &5) .
(4) L'involution £ +— E#- est un opérateur préfermé de # .

Soilt alors v Et§+'une fonction transverse sur G. Solent p = AV et
m=py°®v, f@.: L2(G,m). Construisons une algdbre hilbertienne & gauche
A formée de fonctlons mesurables sur G, de telle sorte que a) l'espace
hilbertien solt # = L2(G,m), b) le prodult soit (f,g) -f *x, g=1fv*g
¢) 1'involution soit f — £% = 51V . L'opérateur S : f — f*est
préfermé et S = JA% o Jf = 6"%fv B Af = O6f de sorte gque la condition
4 est automatique. Par construction J est une involution isométrique et
1'opérateur L(f) est égal & JR((Jf)V)J , oh R(x) désigne 1l'opérateur
de convolution & drolte par k. Dans la décomposition H = JFI?(Gx,vx)du

R(n) est décomposé en (Rx(h)x) et 11 est donc borné par

0)
xeG(
Sup(v|h|, vlh|) . On prendra donc pour «2 1'espace des fonctions mesura-

bles f sur G telles que :
£ ¢ 12(G,m) % ¢ 12(e,m), (v,v,3£) ¢ L1(a).

C'est une algdbre involutive car Jf#: = (3r)V et L(f), L(f#) sont bornés,
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de plus 3) résulte de la proposition 2b).

Notation 3

Soit W(v) 1l'algdbre de von Neumann associée & 1'algdbre hilber-

tienne & gauche L2(G,m), m=A *v pour v e £t .

Solent v € Z?+, H un espace hilbertien A-aléatoire. L'espace

v(H) =\/~Hx dAv(x) est un espace hilbertien et pour T « HomA(Hi,Hz),

l'opérateur décomposable (Tx) (0) définit un opérateur borné v(T) de
xeG

V(Hi) dans v(H2). I1 est clair que le théorzme 2 se déduit du résultat

suivant :

Théordme 4

Soit v ¢ &,

(1) Pour tout espace hilbertien A-aléatoire H, 11 existe une unique
représentation normale de W(v) dans v(H) telle que U, (f) = U(fv),
f e a‘Z\‘, .

(2) H— v(H), T ——v(T) est un foncteur de Ck dans la catégorile
des W(v)-modules.
(3) S1 v est fiddle, ce foncteur est une équivalence de catégories.

Le (3) signifie que T +— v(T) est une isométrie de EndA(H) sur le com-
mutant de W(v) dans v(H), ce qui montre que EndA(H) est bilen une al-

gébre de von Neumann.

Démonstration

(1) On peut supposer que H est la représentation régulidre gauche L
associée & v (théordme 4.10). Pour toute section mesurable £ de

(L2(Gx,vx))xec(o) , on a :

@)y = [ 1) gemave) -
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Ainsi dans L2(G,m) = \/~L2(Gx,vx)du(x) 1'opérateur L(fv) cofncide avec
la convolution & gauche par f, de sorte que la représentation normale

(L), n'est autre que la représentation canonique de W(v) dans L2(G,m).

2) C'est une vérification simple, notons cependant que en général on n'a

pas d'interprétation pour v(H1 ? H2).

S1i v est fiddle on a v(T) = 0 & T = O pour T « EndA(H).

%) Montrons d'abord que tous les opérateurs dlagonaux dans

v(H) =fo dp(x) sont dans 1l'image de W(v).

Soit f une fonction mesurable bornée sur G(o) et solt r(f) 1l'opé-
rateur de multiplication par (f * r) dans L2(G,m) . Quand on écrit
L2(G,m) = \/~L2(Gx,vx)du(x) les opérateurs de convolution & drolte sont
décomposés, 11 est donc clair que r(f) commute avec eux et donc :

r(f) € W(v). Calculons alors Uv(r(f)) comme opérateurs dans v(H), Pour
tout élément g de l'algdbre hilbertienne & gauche o4, on a r(f) * L(g)=
= L((f * r)g), ainsi Uv(r(f))U(gv) = U((f * r)gv) d'ol pour toute sec-

tion mesurable bornée ¢ :

[u,(x(£)) (0(e8)], = [ v, tHeMa’(y) = £(v) (U(ev)e),

Soit T un élément du commutant de W(v) dans l'espace de Hilbert
v(H) =\/~ H dp(x), p =4 . Comme T commute avec les opérateurs
diagonaux, c'est un opérateur décomposable et 11 existe une applica-
tion mesurable bornée x F—oTX, X € G(o) telle que pour toute section
mesurable £ de H de carré p-intégrable, on alt (T&)x = Txgx L -pres-
que slirement.

Pour toute fonction mesurable h sur G avec (v,v,h) e Li(G) , T

commute avec U(hv), ce qui montre que :
bty e a9, [ @, v - v genmad() £0) -0

Prenant des ensembles dénombrables totaux deh et de £ on a donc un

sous-ensemble mesurable A de G(o), avec :
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w(a®) =0, vyea, TyU(-y) = U('y)Tx pour v/-presque tout y ¢ G .

Soit B le sous-ensemble saturé mesurable de G(o), complémentaire de
[a%)

semble A® est s(v¥)-négligeable.

, » alors B® est A-négligeable (prop. II 8 b)). Pour x ¢ B, 1'en-

Prenons f comme dans le lemme 1,3, avec v(f) =1 .

Posons T'y =\/~ U('y)Tx U(y)'i £(v)avY(y) pour y € B et T;' =0

cY

siy{B. Pour y ¢ A on a T'y = Ty, 11 nous suffit donec

-1
de vérifier que pour v, : X, -y, X;,y; ¢ Bon a U('yi)T'x1 U(vi)

= T'y , or le premier membre s'éerit :
1

-1 X1 i
f U(yyy) T, Uly)™" £(v) dv “(v) =

f u(v') T, u(y')? f(vi"iv') dvyi(v')

done s1 y, ¢ A cela colncide avec Ty , vu que U(¥') T, U(V')—i
1

¥
est égal & Ty , s(v 1) - presque partout.
1

Cela montre 1'égalité cherchée pour ¥y, € A et x; ~ y, donc dans le
cas général vu que pour x ¢ B, [x]N A £ @ . On a montré que le commutant
de W(v) dans v(H) est égal % v(EndA(H)), 11 nous reste & vérifier que
toute représentation normale de W(v) est de la forme v(H). Or toute
représentation normale de W(v) (dans un espace séparable) est une sous-

@
représentation de & LV d'ol la conclusion.
1 Q.E.D.

Corollaire 5

Solent H un espace hilbertien A-aléatoire et v e 2?+. Alors l'es-
pace vectoriel J' C EndA(H) engendré par les Gv(g,n), ¢,n ¢ D(U,v)
est un idéal bilatdre de EndA(H), faiblement dense sl v est fiddle.
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Démonstration

On a un homomorphisme surjectif naturel de EndG(H) sur EndA(H)

et J¥

est 1'image de ¥’ (Corollaire IV 9) qui est un idéal de Endg (H).
S1 v est fiddle, la proposition IV 2 montre que la réunion des images
des opérateurs Tv(g)* (ef proposition IV 8), £ ¢ D sous-ensemble dénom-
brable total de D(U,v), est totale dans Hx pour tout x e G(o). Ainsi
la représentation naturelle de J’° dans v(H) est non dégénérée d'ol

le résultat.
Q.E.D.,

Corollaire 6

Soient (Gi’ B A;) des groupoldes mesurables, 1 = 1,2 et

i]

h : G1 —9G2 un homomorphisme propre tel que h(Ai) solt absolument con-

tinue relativement & Ay
*
a) Pour tout espace Az-aléatoire H 1'espace h H est Ai—aléatoire.

*
b) L'application qui a T = (Tx) € EndAQ(H) assocle h T = (Th(x)) €

*
¢ End, (h"H) est un homomorphisme normal,
1

*
c) 81 h est une équivalence de catégorie avec h(Ai) ~ A, alors h est

un isomorphisme de End, (H) sur End, (h H).
Ay Ay

Démonstration

*
a) On a (h H)x = Hh(x)’ 11 suffit de vérifier que sl l'on modifie H
* -
sur A saturé Az—négligeable, cela ne modifie h H que sur h 1(A) qui
est saturé Ai—négligeable.

*
b) Par construction h est un homomorphisme normiguement continu, on

vérifie directement qu'il est compldtement additif donc normal.

* ¥
¢) Soit k avec h * k ~ idg , k *h~i1d, . Comme k h H est équiva-
2 « 1
lent & H on peur supposer que H = k Hi' On a alors un entrelacement

canonlque entre h*H et H1 qul remplace T ¢ EndA(h*H) par T1 tel
que (h* = k*)T; =T .
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*
Cela montre que h est surjectif. L'injectivité est immédiate.

Corollaire 7

Supposons que Gg = {y} pour A-presque tout y e G(o). Pour tout
espace A-aléatoire H, le centre de EndA(H) est l'algibre des opéra-

teurs aléatoires f = (f(x)iH )

) ou f est mesurable bornée constante
X xeG

(o
sur les classes de G(o).

Démonstration

Soit D un ensemble dénombrable total, D C D(U,v) vérifiant les
conditions de la proposition IV 15 b), oh v ¢ &' est fiddle. Soit
A C G(O) mesurable saturé, AS A-négligeable, tel que pour x € A les
8,(&,m), €,Mm € D solent irréductibles dans H . S1 T ¢ Centre EndA(H)
on peut trouver un représentant T' e EndG(H) qul commute A-presque
partout avec les Gv(g,n), £,MmeD . Onaalors T' = f(x)iH R
X

X € G(O) A-presque partout.
Q.E.D.

Corollaire 8
On suppose que Gg ={y} vye G(O). Les conditions suivantes
sont équivalentes :
1) EndA(H) est un facteur Vv H .
2) HomA(Hi,Hz) £ {0} si H{ et H, £ 0
%) 3 v e €+ fiddle telle que W(v) soit un facteur.
4) Pour tout A C G(O), mesurable saturé, on a A(A) ou A(A®) =0

5) A est extrémale parmli les mesures transverses de module & .

Démonstration

On al) =2)= 3) et 3) =1) résulte de V4 . Le corollaire

7 montre que 1) & 4),
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Corollaire 9

Supposons que Gg = {y} pour A~ presque tout y e G(O). Les

conditions suilvantes sont équivalentes.

1) I1 exlste un espace hilbertien A-aléatoire H, avec Hx # {0}

A-presque partout, et End,(H) de type I.

2) EndA(H) est de type I pour tout H.

%) I1 existe A C G(O), mesurable saturé de complémentaire A -négli-
geable tel que la représentation triviale de GA soit de carré inté-
grable.

4) I1 existe une fonction transverse v' e f*} bornée de support

A -conégligeable.
Démonsgtration

1) =3) . Soit P « EndA(H) un projecteur abélien de support central
1, alors P # 0  A-presque partout (corollaire 6). Il existe donc
un espace hilbertien A -aléatoire H' = P(H) vérifiant 1) avec
EndA(Iﬁ) commutatif, Cela impose comme dans le corollalre 7 que

H' est de dimension 1 pour A-presque tout x, d'ol 3).

3) =1U4) . Solt v ¢ E* ridsle. on peut supposer que A = G(O). Il exis-
te par hypoth&se une suite de fonctions mesurables bornées fn sur

G(O) telles que V X € G(O), Ine N, fn(x) £ 0 et

Jrl fn(x) 12 au¥(y) < » v n . Solt alors (a ) une sulte de réels
2 4,

a, >0 avec Jr z o, | fn(x) | dv’(y) < 1 . Posons

v! = (0 * s)v, o o =% a, | £ 12 , alors v' est une fonction

transverse bornée,

4) = 2) . Soit v « E*t avee v de masse totale 1 pour A-presque tout
Yy € G(O). Alors 1'application E, de 1l'algdébre de von Neumann P

intégrale directe sur (G(O), A) des:ﬁ(Hx), sur End,(H) définie par
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(5,8))y = [ v(nB, u(n)™ a¥(y)

est une espérance conditionnelle normale fidéle. Comme P est de type
A~
I 11 en est de méme de EndA(H). Q.E.D.

Remarque 10

S1 G est standard, en tant qu'espace mesurable, la condition )
ci-dessus équivaut & l'existence d'une section mesurable, en dehors d'un

)

ensemble A-négligeable, pour la relation d'équivalence naturelle sur G(o .

Corollaire 11

Soit M un facteur proprement infini de la forme EndA(H) ol A est
une mesure transverse sur un groupolde mesurable G satisfalsant
Gi = {x} vV X € G(o). I1 existe alors un endomorphisme o de M et un

*
unitaire S € M tels que, avec dg = 20(,)S on ailt

1) o(M) et GS(M) sont le commutant l'un de l'autre et engendrent M,

Notons que 1l'hypothdse "M isomorphe &4 M & M" ne suffit pas i assu-
rer 1) et 2) car 1l'automorphisme x ® y -y ® x de M ® M n'est intérieur

que s1 M est de type I (S.Sakal).

Nous lalssons la démonstration & titre d'exercice; elle utilise

1'équivalence de H avec H ® H (modulo A ) .

On pourra ensulte utiliser les résultats du numéro VI pour montrer
1l'existence d'un poilds opératoriel de M sur o(M) dont le groupe d'auto-

morphismes modulaires (défini sur GS(M)) est 1'identlité.
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VI . POIDS NORMAUX SEMI FINIS SUR ENDA(E)

Soient (G,A,5) comme ci-dessus.

Si T est un opérateur densement défini, fermé, d'un espace de
Hilbert H, dans H,, sa décomposition polaire T C ul|T| équivaut & donner
* -
le couple d'opérateurs bornés (u, (1 + T T) 1). I1 y a donc un sens &

parler de familles mesurables d'opérateurs non bornés fermés.(Cf [32]).

Définition 1

Soient (H,U) et (H',U') des représentations de carré intégrable
de G et (Tx)xeG(o) une famille mesurable ol T, est un opérateur fermé
densement défini de H, dans H'x . Nous dirons que T est de degré a , ou
a e R si

o«
YVYyeG Yy: XxX— yona U'('y)Tx = 6(y) Ty u(y)

Comme nous étudions G modulo les ensembles saturés N qui sont
A-négligeables, nous dirons encore que T est de degré o si 1'égalité
cl-dessus a lleu pour v ¢ G c et nous parlerons d'opérateur aléatoire
de degré a pour désigner ung classe, modulo 1l'égalité A-presque partout,
de familles mesurables de degré o . Quand G est un groupe localement

compact la définition 1 coIncide avec celle de [15].

Théorsdme 2
Soit (H,U) une représentation de carré intégrable de G.

a) Soit T un opérateur aléatoire positif (i.e. Tx est autoadjoint posi-
tif pour tout x e G(o))de degré 1, 11 existe alors un unique poids nor-
mal seml-finil o5 sur 1l'algdbre de von Neumann EndA(H), tel que :

op(8u(£,8)) = f < T E by > dh(x)
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vvelt s v £ ¢ D(U,v)

b) L'application Tk—-wa est bijective, et o est fiddle ssi Tx est

non singulier pour A-presque tout x .,

Démonstration :

Fixons v ¢ E1, ridsle, et construisons grice aux résultats de [11]
un poids & sur EndA(H). Nous montrerons ensulte qu'il ne dépend pas

du choix de v .

Solent N 1l'algdbre de von Neumann W(v) et ¥ le polds canonique
sur N provenant de la structure d'algdbre hilbertienne & gauche. (Cf

Numéro V). L'espace de Hilbert v/H) = \/~Hx da,(x) est un N-module.

Lemme >

Pour tout ¢ € D(U,v) le vecteur correspondant £' = (Ex) (0) de
xeG
v(H) appartient & D(v(H),¥) et

o¥(e,61) = v(o (e,8)) .

Démonstration

En effet Rw(ﬁ') est par définition 1'opérateur de L2(G,m) (oum =
= A, * v ) dans v(H) qui & une fonction mesurable f assocle
(U(ev)€)' = (T,(&)°r)" . Atnst 6¥(e',8') = R¥(£")R¥(£')" est donné

par la famille d'opérateurs Tv(g)*x Tv(g)x = ev(g,g)x , X € G(o).

Q.E.D.

Lemme 4

Soit v(T) l'opérateur autoadjolnt positif densement défini, dans
v(H) = fH dA (x) associé a la famille (T_) . Alors v(T) est
X v x xeG(o)
homogdne de degré -1 en ¥ .
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Démonstration :

I1 s'aglt de vérifier que pour tout t ¢ R et toute fonction mesu-
rable £ sur G, vf| vorné, on a :

it

T U (61t

£v) = u(rv)rtt

Soilt £ une section mesurable bornée de H, on a :

(' u(stteaye), =t [ (g, s () a¥(w)
= JFUIV)TxitEXf(v)dvy(v) = (u( fv)Tité)y . Q.E.D.

Terminons la démonstration du théordme 2, Comme v est un homomorphis.
me de EndA(H) sur le commutant de N dans v(H), le théordme 13 de [11]
assocle & l'opérateur v(T) homogéne de degré -1 en ¥ un poids normal

semi fini ® sur EndA(H) tel que

3,(6,(£,8)) - Jr(o) <T.6,E > dA(x) v & eD(U,v) .
G

Comme v est fiddle, cette égalité détermine uniquement le poilds ¢V

gréce au corollaire V 5 , Ainsi pour montrer que ¢V ne dépend pas du

cholx de v 11 suffit de montrer que
Qvl(evl(g,g)) = ¢V2(evl(g,g)) v £ e D(U,Vl)

pour vy, v, ¢ \€+ fiddles avec vy < v (f = s)v, o £ est une

2 V1" 2
fonction mesurable sur G(o), comprise entre O et 1 . On a

%, (6, (:8) =, (o, (sF ¢, £F))

]

d[ < Txf%gx, fégx > dsz(x) =\/‘ < Tl b > dAvl(x)

@ (6, (£¢)), d'ol le résultat,
1 1

b) Soit T' un opérateur autoadjoint positif homogdne de degré -1 en ¥

dans l'espace v(H). Comme au numéro V (théordme U4.,3), 11 existe
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alors un opérateur aléatoire positif T tels que v(T) = T' . De plus
pour que v(T;) = v(T,) 11 faut et 1l suffit que T, = T, A-presque

partout. L'assertion b) résulte donec de [11] .
Q.E.D.

Corollaire 5

Gardons les notations du théordme 2.

a)Le groupe d'automorphismes modulaires de O est donné par

it -1t

(0, (A)), = T, AT, Vv A € End,(H) .

b) Soient Tl,T2 des opérateurs positifs aléatolres de degré 1, alors
it -1t

T .

2 1 2y Ik xec(0)

Démonstration :

Cela résulte de [11) théordme 9 .

Corollalire 6

Supposons que pour A-presque tout x € G(o) on alt &8(y) =1

v Y € G§ et solt H un espace hilbertien A-aléatoire tel que la repré-
sentation associée de G; solt factorielle pour A-presque tout x € G(o).
Soient T un opérateur aléatolre positif de degré 1 et op = © le poids
correspondant sur End,(H). Pour E ¢ R on a équivalence entre

expE € spectrecde
et

v € > 0, l'ensemble sulvant n'est pas A-négligeable :

{x e G(o) R 3 Ey, By € Spectre (Log Tx),

Ej - By € [E-e, E+¢e]1}.

Démonstration :

+
Soient v ¢ E une fonction transverse fiddle et P 1l'algdbre de von
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Neumann des classes, modulo 1l'égalité Av—presque partout, d'applications

mesurables bornées

- ¥ (o)
B = (Bx)xeG(o) » By € fu(Hx) v XeG . Par construction P est
une algdbre de von Neumann de type I et 1'égalité

op(B) = f Trace(T, B )dA (x) v B

définit un poilds normal semifini sur P, Il s'aglt de montrer que
Spectre o® = Spectre o . Le corollaire 5 montre que la restriction
de o a EndA(H) cofncide avec o® ., Soit Q le commutant relatif de
End, (H) dans P.

La proposition IV(15b)montre que B = (Bx) est dans Q ssi

(o)
x " (O) xeG
B, ¢ (U(Gx )) pour A, -presque tout x € G .

"
Ainsi EndA(H) U Q engendre P car U(Gi ) est un facteur pour A -
presque tout x € G(o). Comme &(v) = 1 pour 7 e Gi on voit que la
1
restriction de o” a q est 1'identité, et donc que pour f ¢ L (R),

8y € End,(H) et by € Qon a : aP(£) (T a = = o“’(f)(ai)bi . Ainsi

1P4)
oP(f) = 0 &= ®(f) =0 . Q.E.D.

Corollalre 7

Avec les hypothdses du corollalre 6 pour que o solt une trace 11

faut et 11 suffit que Tx solt un scalaire Tx = xxl pour A-presque tout
X € G(O) .

Ainsl les calculs se font exactement comme sl on travaillalt dans

Hx avec le poilds défini sur ﬁ(Hx) par l'opérateur positif T par

X Ed
A Trace (TXA) . Nous noterons &;(1) sous la forme JrTrace(Tx)dA(x).
S1 T est un opérateur aléatoire de degré 1/2 de H dans H' on a

* *
Jr Trace (T, T, ) dA(x) = JrTrace (T,T, ) dA(x), comme conséquence

de [11].
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Le polids opératoriel B

Le lien entre le poids op et le poids sur l'algdbre de von Neumann
P intégrale directe des f(Hx) selon A, assoclé a fTr(Tx.)dAv(x)

est précisé ailnsi :

Lemme 8

Solent H un espace hilbertien A-aléatoire et v une fonction trans-
verse fiddle sur G, Il existe alors un unique poids opératoriel EV de
l'algdbre de von Neumann P sur EndA(H) tel que pour tout opérateur alé-
atolre positif T on ait o * E = p, . Pour tout B = (Bx)xeG(o) ’

B« P+, tel que la famille suilvante soit bornée :

Cy = J[ U('y)Bx U(y)'ldvy(y) , on a :

EV(B) =C .

Démonstration

Pro ®
Pour tout T la restriction de o, a EndA(H) étant égale & © T

11 existe un poids opératoriel EVT tel que ¢@ * EVT = Op Le corol-

laire 5b) montre que EVT ne dépend pas du cholx de T . Montrons que

EV(B) =C . Soit ¢ = (&x) (0) ume section mesurable bornée de H,
xeGy
. c
legl <1 vx, et m =BZFE . Comme n&n’ < B,
on a \/}U(V)ﬂx ® (U(V)ﬂx)c) avy(y) < Cy vy e a(0) ce qui montre

que n ¢ D(U, v) car :

f U(v)n, @ (U(v)n)® av(y) = 8,(n,m), par construction . Soit e,
n ¢ N une sulte de sections mesurables bornées de H telles que pour
tout x e G(o) l'ensemble des £" différents de 0, soilt une base ortho-

c
n_ . %.n _ 2 _n n (0)

normale de H . Avec M =B °¢" on a B, = % n, ® My v X eG

I1 suffit done, vu la normalité de E , de vérifier que E (n ® n®) = 6,(n,n)

v n e D(U,v), pour conclure que :
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n e n
E (B) =Sup E ( T ny @ g ) =8w Z 6,/(ny,ng) =C. Or, ona
n n
1 1
pour tout T de degré 1 1'égalité

pT('n & n%) =f < T, MmN, > dAv(x) = @T(ev(n,n)), d'oli le résultat

gréce au théordme 2 , Q.E.D.

Lemme 9

Solent F un foncteur mesurable propre de G dans la catégorie des
espaces mesurés et H l'espace A-aléatoire 12 o F . Pour toute fonction

mesurable positive f sur LJngx) solt M(f) = (M(f)x) (0) la famille
0 xeG

Xe
des opérateurs de multiplication par f dans H = L2(F(x)) . Alors
vveETona E (M) =My *£)

Démonstration

L'opérateur U(V)M(f)x U('y)"1 est égal & la multiplication par la
fonetion y!'l—— f(y‘ly') sur F(y). Ainsi

f U(v)M(f), u(v)"! av¥(y) est égal a 1a multiplication par

[ tana¥ () = (v * £) () sur B(y) Q.E.D.
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Groupes d'automorphismes modulaires intégrables et flot des polds de

(
End, H) .

Soilent (G,55,A) comme ci-dessus, & le module de A, et H un espace
hilbertien A-aldéatoire. Solt alors (G', h) le noyau stable de 6, de

sorte que (cf. numéro III) G

G x R+* est doté d'une mesure trans-

verse canonique A' et h (v,s) ¥ est un homomorphisme propre.

Nous étudions les poilds o = sur EndA(H) dont le groupe d'auto-

®

T
morphismes modulaires, o° , est intégrable ; cette étude contient & la
fols le calecul du flot des poids de EndA(H) et de sa décomposition

continue [9].

Lemme 10

Solent T un opérateur positif de degré 1 de H dans H et o = op

le poids correspondant sur EndA(H) .

a) S1i o® est intégrable, la mesure spectrale de Tx est absolument con-
tinue, A~presque partout, et la décomposition spectrale

*
H =\/~H dt définit une représentation H' de G' = G x R .
(x,t) +

b) Soient E® le polds opératoriel de EndA(H), sur le centralisateur

de ¢ et £ = (gx) G(o) tel que £ ¢ D(H,v) pour une v ¢ f)+, avec
X€

ev(g,g) ¢ DomaineE® . Soit g(x %) la section correspondante de H',
b

alors

E®(6,(£,8)) =6,,(&',¢")

Démonstration

a) Prenons v ¢ g’+ fiddle et P et EV comme cl-dessus, alors

v=0q °® Ev est intégrable donc le polds Tr(Tx~) est intégrable sur



101

i:(Hx) pour A -presque tout x . On a U(y) T, U('y)"1 = 8(y) Ty ,
vY:x -y, alnsi 1'isométrie U(y) de H  sur Hy se décompose en
¥*
[ = g
isométries U'(vy,s) de H(x,t) sur H(y,s) ou (v,s8) € G X R, G',
r('y,s) = (y,8) et 5(7,5) = (5(7),56(7)) = (X,t) . Les égalités
U(ylyz) = U(yl) U(72) et 6(7172) = 6(71)6(72) montrent que U' est bilen

une représentation de G' .

1
b) Pour y' = (y,t) rappelons que dv'¥Y (v,t) = dav’(y) . on a E°(6 (£,¢)) =

+o
[ a0, (6 0)ar , arou (5900, (6,))], =

O

+o
it -1t
T 9 T .
f v v(g’;’)y y 9t

- O

Done po = dans H_ = H dt on a :
ne pour tout a (at)te R * ens Hy J[ (v,t)
+
© _ -1t -1t _
< E (ev(g,g))y a,a > —\/~ < ev(g,g)y Ty a, Ty a>dt =

2
[[ 1<, e umg, > Ta (e

2
ff ! f):it < ay U'('Y’X)gls('y,)»)> dx | at d\ly('y)

>
ff' <aLUT(LME 5> | @Yy -

f <8 (£, 8" )ay,a, > dr Q.E.D.

Théordme 11

Solent ¢ un poids (normal fiddle semi-fini) sur EndA(H) tel que
o® soit intégrable, et T = (Tx) 1'opérateur de degré 1 correspondant,
La décomposition spectrale de T définit alors un espace A'-aléatolire
H' sur G' et un isomorphisme canonique entre EndAKH') et le centralisa-

teur de o .
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Démonstration

L'existence de la représentation H' de G' résulte du lemme 10,
Pour voir que H' est (A'-presque slirement) de carré intégrable, 11l
suffit (avec les notations du lemme) de trouver un ensemble dénombra-
ble total D de sections £ ¢ D(H,v) telles que OV(Q,E) solt dans le do-
*
maine de E® pour tout £ ¢ D . Or sl A ¢ EndA(H) vérifie E®(AA) End, (H),
la section &' = Af, ¢ € D(H,v) vérifie les conditions ci-dessus car
*

6 (£16') S c AA oh e € R, . Solt A' = (A' ) un élément de End,, (H')

v + (x,t) A
alors pour tout x e G(o), 1l'opérateur décomposable dans Hx associé a

1 _

la famille A (x,t) commute avec Tx’ de plus A = (Ax)xeG(o) définit un
élément de EndA(H). On obtient ainsi un isomorphisme de EndA,(H‘) sur
le centralisateur de o . Sa surjectivité résulte de la décomposabilité

dans Hx de tous opérateur qui commute avec Tx' Q.E.D.

Démontrons maintenant une condition nécessalre et suffisante pour
qu'un polds ¢ diagonalisable soit tel que o® soit intégrable. Se donner
une base (discrete ou continue) de H revient & écrire 1'espace A-aléatoi-

re H sous la forme H = L2

* F ou F est un foncteur mesurable propre de
G dans la catégorie des espaces mesurés. Nous dirons que 1l'opérateur

positif T = (Tx) de degré 1, est diagonal dans cette base si 1l

)
xeG(

exlste une fonction mesurable p sur X = U F(x) telle que pour tout x,
T, solt 1l'opérateur de multiplication par p dans L2(F(x)). Comme T est

de degré 1 on a :

o(vlz) = 8(v)o(2) vy:x oy, vzePF(y).

Théordme 12

Solt T un opérateur positif de degré 1, diagonalisable, de 1l'espa-
ce A-aléatoire H dans lui-méme. Pour que o®, o = Orps solt intégrable
11 faut et 11 suffit que, pour A-presque tout x € G(o), la mesure

spectrale de Tx solt absolument contilnue.
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Démonstration

Solent v ¢ £ T une fonction transverse fiddle sur G, P 1'algdbre
de von Neumann intégrale directe des af(Hx) selon A, et E  le polds

2

opératoriel canonique de P sur EndA(H). On a H =L * F avec F propre,

soit donc f une fonction mesurable bornée sur X = U F(x), telle que

x= 6@
v* f <1, Le lemme 9 montre que 1'opérateur de multiplication M(f) est
dans le domalne du poids opératoriel EV . De plus, comme T est dlago-

nal, M(f) commute avec T, le résultat découle donc du lemme sulvant :

Lemme 13

Soient N et M des algdbres de von Neumann, N C M et E un polds
opératoriel normal fiddle de M sur N, ¢ un polds normal fidsle sur N
et ¥y = ¢ * E . On suppose que le domaine de E (i.e. { x ¢ M+, E(x) ¢ N+})
contlient une famille filtrante crolssante (x )aeI avec X € MW ,vael

(Liei MW désigne le centralisateur de ¥) . Alors pour gque le groupe
o® solt intégrable ([9]) 11 faut et 11 suffit que o¥ le solt.

Démonstration

81 o® est intégrable, 11 existe une famille filtrante croissante

d'éléments de N, (y4) aul sont o®-intégrable s
aeJ
4o
®© +
f o't(ya)dteN vaed,

-0

Comme la restriction de dw a4 N est égale a ® on voit que ¥ est inté-

grable. Réciproquement solt y e M+, dw—intégrable, posons y, =

b, h

= E(xa ¥y ¥,°). Pour tout t ¢ Ron a :

6,°(vy) = B(o, Y (x 2 v x2)) = £(x 2 0, P(¥) x.%) . on vout

done que y, est o%ntégrable
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A
1 1
® 3 ¥ z
f N (vy) at < E(xa (f L (y) dt) x.%) . Q.E.D,
-A -A
Calcul du poids wT(A) = Jr Trace(Tx Ax) dA(x) = TraceA(TA) .

Proposition 14

Gardons les notations du lemme 9 et solent vy € 5?+, fi fonctions
mesurables positives sur U F(x) avec I vy * fi = 1 , Pour tout opéra-
+
)

0
teur T aléatolre positffcde degré 1 et tout A ¢ EndA(H on a :

1 1
= F3 2
an(A) _iz f Trace (Ax M(fi) A, Tx) dAvi (x)

Démonstration

On a E, (A%M(fi)A%) = A% E, (M(fi))A%
i i

5 3 % 3
A M(ui * fi)A et qu(A M(ui * fi)A ) =

n

1
f Trace(Ax% M(fi) Ax5 Tx) dAvi(x) Q.E.D.

Gardons les notations cil-dessus et munissons pour tout x ¢ G(O)l'espace

mesurable F(x) de la mesure "trace locale de Tx" définie par 1'égalité
ax(f) = Trace (Tx% M(f) Tx%) pour f mesurable bornée positive sur G¥ .
Soit Fp le foncteur X — (F(x), ax) de G dans la catégorie des espaces

mesurés,
Corollalre 15

On a @T(l) = f FT dA
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Démonstration

Soit f une fonction mesurable positive sur U F(x) telle que
(0)

v ¥ f

n
-

La proposition 14 montre que
@T(l) =\/‘Trace(M(f)Tx) dAv(x) =\/‘ax(f) dAv(x)

= fFT dA ., (Cf Numéro III) Q.E.D.

Soient E = (E_)
x

(0) un champ mesurable d'espaces hllbertiens
Xe
sur G(o) et pour X ¢ G%o), Hx l'espace des sections de carré intégrable

*
pour v¥ (v ¢ EF fixée) de s (E), avec

1 = [ leI? av¥(y)
X

G
Les translations & gauche définissent une représentation de carré inté-

grable de G dans H = (H ) .
X xeG(o)

-1 1

Pour tout x ¢ G(o), solt 6x 1'opérateur de multiplication par &

¥*
dans H = L2(Gx,vx, s (E)).
Corollaire 16

Soit T ¢ End,(H) de la forme (T _£)(y) = f k(v Iyne(y') av¥(vr),
ol k est une section mesurable du champ mesurable sur G qul & v: x -y

*
assocle E R E_ .
X y

2 2 .
On a : fTrace (éx'llTxl ) dA =f IIk('y)IIHsé 1d(AV e V) (y) .

Démonstration :

Pour f comme ci-dessus et x ¢ G(o), la norme de Hilbert-Schmidt
1 1 2
-d - -1
dem(nfr 6 vawe [ G smsn™ e et
H

L'égalité résulte alors de la proposition 14, Q.E.D.
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Proposition 17

Soient A et A' des mesures transverses semi-finies de module
5,6' sur G et G' et h un homomorphisme propre de G dans G' tel que
h(A) = A" et 6 = &' © h , Solent H' un espace hilbertien A'aléatoire,
H = h*H', T' un opérateur aléatolre positif de degré 1 de H' dans H'
et T = h*T' . Alors T est un opérateur aléatolre positif de degré 1 de
H dans H et

JF Trace(h'T') dA = \/~ Trace T' dA'

Démonstration
On a U(Y)T, = U'{n(y)) T = (8" *n)(y) T u'(h{v))
h(x) h(y)
= &(v) Ty U(vy), ce qul montre que T est un opérateur aléatoire

positif de degré 1. Pour démontrer 1'égalité cherchée on peut supposer

que H' = 1?

* F' ou F' est un foncteur propre de G' dans la catégorie
des espaces mesurés. Reprenons les notations du corollaire 15. Ainsi
Fé' assocle & x ¢ G'(o) la mesure o', a'*(f) = Trace (M(f)T'x) sur
F'(x) et Fp, assocle x « G(O) la mesure aX, o*(k) = Trace(M(k)Tx) =

= Trace(M(k)T'h(x)) sur F(x) = F'(h(x)). On a donc Fp =F' *het

T'
1'égalité cherchée résulte de III 9c).

Q.E.D.
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Le cas unimodulalre

Supposons que &6 = 1 .,
Définition 18

On appelle dimension formelle de l'espace A-aléatoire H le sca-

laire dimA(H) € [0, + »] défini par

dimA(H) = JrTrace(le) da(x)

Cette définition a un sens car comme & = 1 1'opérateur aléatolire

1 t 1.
( )xeG(o) est de degré

Proposition 19

a) Si HomA(Hl,H contient un élément inversible on a

2)
dimA(Hl) = dimA(Hz) .

b) DimA( ® Hi) = z DimA(Hi)

¢) Dim  (H) T Dim, (H)

ZAi 1

d) S1 h : G - G' est propre et h(A) =A' alors

DimA(h*H) = Dimh(A)(H) .

Démonstration

a)b)e) sont conséquences immédiates de la définition et d) résulte
de la proposition 12, Q.E.D.

Proposition 20

a) Soit G un groupe localement compact unimodulaire, dg un cholx de
mesure de Haar & gauche sur G et A la mesure transverse telle que A(dg) = 1.
Pour toute représentation de carré intégrable 7™ de G, le scalalre

dimA(ﬂ) cofncide avec la dimension formelle usuelle de 7 ,
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b) S1 T G(o) est une transversale au groupolde G, et vp 88 fonc-
tion caractéristique, alors A(VT) est égal 2 DimA(H) ol H est l'espace
aléatoire H_= 1%(T n 6¥).

Démonstration

2
a) Pour tout £ ¢ Hon a, avec v = dg, l'égalité ev(g,g) = d'luéu 1y
ol d est la dimension formelle usuelle (ef. [13] p. 278). Ainsi pour

Il =1 on a dimA(H) =4d J[ < bt > dAv(x) =d .

b) Soit k la fonction sur G qui vaut O si v ¢ G(o) ou si vy { T et
vaut 1 81 v ¢ T . Le corollaire 15 montre que A(VT) =\/~Trace(Ax) dA(x),
ol pour tout x ¢ G(o),Ax est donné par la matrice dilagonale
(v,v") —9k(7‘17') agissant dans 12(Gx N s'l(T)). Comme <y,7y' € s'l(T)

on a k(y'ly') =081l v&£7Y et k(y‘ly') =1sly=7y"donc A =1, .

Q.E.D.

Nous explicitons maintenant les résultats de la théorie de Breuer
[6] dans le cadre ci-dessus. Soit H un espace A-aléatoire, alors la
fermeture normique de 1'i1déal de définition de la trace : TraceA sur
EnqA(H) est l'ensemble des T ¢ EndA(H) tel que dimAﬁa(|T|)< @ , ol
Ea(l T|) est le projecteur spectral de |T| associé a [a, + @ [ ) pour
tout a > 0 ., Nous dirons qu'un opérateur A-aléatolre T est A-compact

8'11 est dans 1'idéal bilatdre fermé ci-dessus, Un A-opérateur & indice

de H1 dans H2 est un opérateur A-aléatoilre T e HomA(Hl’H2) inversible

modulo les opérateurs A -compacts. On a alors :
*
DimA(Ker T) <, Dim,(Ker T ) <« et on pose

*
IndA(T) = Dim,(Ker T) - Dim,(Ker T ) .

On a alors :



Proposition 21 ([6]) .

a) Solent Tl’ T2 des A-opérateurs & indice, on a alors

IndA(Tl . T2) = IndA(Tl) + IndA(Tz) .

b) L'application T———»IndA(T) € R est continue quand on munit R de la
topologie discrdte et l'ensemble des A-opérateurs a4 indice de la topo-

logle normique.

c) Solent T un A-opérateur & indice et K un opérateur A-compact, alors

IndA(T + K) = IndA(T) .
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VII MESURES TRANSVERSES ET FEUILLETAGES

Soit (V,G’) une variété feuilletée; l'espace ). des feuilles est un espace
mesurable singulier (image de V par la projection p gui & x € V associe la
feuille de x ). Le groupoide d'holonomie G du feuilletage (construit par
Winkelnkemper [ZQ]) donne une désingularisation naturelle de {1 . Un dispose donc
d'une notion de mesure généralisée sur ieX que nous relions a la notion classigue

de mesure transverse a un feuilletage.

La présence de latopologie dans le sens transverse suggére que l'espace n
est un "espace localement compact singulier". Ceci se traduit par l'existence d'une
C*~algebre canoniquement associée au feuilletage, et qui dans le cas ou F est de
dimension 0 se réduit & l'algébre des fonctions continues nulles & 1'infini sur V .
L'analogue du lien entre mesures de Radon sur un espace localement compact n (i.e.
formes linéaires positives sur CC(Il) ) et mesures sur £l est alors la
correspondance entre mesures transverses localement finies pour le feuilletage et

traces sur C*(V,dr) . (Poids dans le cas non unimodulaire.)

FEUILLETAGES OE CLASSE C™*° (Notations)

Soient p,g,ne N , T un ouvert de rP , U un ouvert de R et f une

0,0 .
C™" si

application de TxU dans R" ; nous dirons que f est de classe
1'application u e U b f(+,u) est continue de U dans C”(T,Rn) . 11 revient
au mé8me de dire que les dérivées partielles —%;—F(t,u) y, A= (Kl,...,Jp) € WP
dépendent continlment de  (t,u) € TxU . Une variété feuilletée (v, ) de classe
C**° est donnée par un atlas, chague systéme de coordonnées locales étant un
homéomorphisme d'un ouvert (L de 1l'espace topologique V avec un ouvert Tx U
de RPx g% , et chague changement de carte étant localement de la forme

£ =(t,0) o = ()
ou 97 est de classe C™'° ot [7 est un homéomorphisme local. Par hypothése V

est une variété topologique de dimension p+g , mais 1l'atlas ci-dessus dote 1'ensem-

ble sous-jacent & V d'une structure de variété (en génédral non connexe) de
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dimension p , obtenue en remplagant la topologie usuelle de R par la topologie
discréte. (Cf. [QQL n° 2, p. 29.) On obtient ainsi la variété feuille & qui est
par construction de classe C” . On appelle feuille du feuilletage toute composante
connexe de la variété feuille. Notre but est d'étudier la relation d'éguivalence

sur V qui correspond & la partition de V en feuilles, Soit A un ouvert de V ;
pour x,y€& A , nous écrirons xe~y (A) ssi x et y sont sur la méme feuille
du feuilletage restrictionde & a A . Si A est le domaine d'un systéme de
coordonnées locales A& TxU , avec T connexe, les classes d'éguivalence de

la relation x~vy (A) sont de la forme Tx{fu} , u € U , et seront appelées les

plaques de A .

Nous dirons qu'une fonction f sur V est de classe c™° si, dans tout
systéme de coordonnées locales (t,u) , la fonction f(t,u) , (t,u) € TxUc RPx RY
est de classe C'° ., Les considérations de [L], p. 123, s'adaptent facilement pour
définir les notions de fibré vectoriel E de classe C '° sur V , ainsi que
1'espace C °(V,E) (ou simplement C *°(E) ) des sections de classe C'° d'un

tel fibré.

GROUPOIOE O'HOLONOMIE (OU GRAPHE) O'UN_FEUILLETAGE

¢ ot R cyxy 1la

Soient (V,6) une variété feuilletée de classe
relation d'équivalence sur V qui correspond & la partition en feuilles, La
présence d'holonomie conduit (voir Uinkelnkemperzqu]) a remplacer igd par un
groupoide G , tel que G(O) =V et que 0 soit 1'image de G par le couple
d'applications (r,s) : G—s UxV ., L'avantage de G sur 41 étant 1'existence

sur G d'une structure de variété (connexe si V est connexe) compatible avec sa

structure de groupoide.

Appelons (cf. [?D], p. 369) application distinguée toute application T dun

ouwert V dans RY qui est localement de la forme M (t,u) = h(u) avec h un
homéomorphisme de RY . Soient 0 1'ensemble des germes d'applications distinguées
de V dans RY et ¢ 1'application qui & un germe associe sa source., Munissons

D de la structure de variété de dimension p (= dimf), qui fait de ¢ un
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revétement de la variété feuille & . (Cf. [20], p. 378.)

Soit alors § un chemin continu tracé sur § de x a y ; 1'holonomie h(¥)
est 1'application qui & tout T € 67 {x} associe l'extrémité J' = h(y)r du
relevé d'origine § du chemin ¥ dans la variété 0, Ona T'e U‘"l{y} .

Le groupoide des germes d'homéomorphismes Lf de RY agit transitivement, par
composition, sur d-l{_x} , et ona:

Mﬂ%ﬁ:%h@ﬂ' .
Notons aussi que h(b’lvfz) = h(b’l)-h()’z) si b’l et b’z sont composables, et gue

h(¥) ne dépend que de la classe d'homotopie du chemin & .

DEFINITION 1. Le groupoide d'holornomie G = Hol{f) de (V,f) est le quotient

du groupoide fondamental de 6: par la relation qui identifie 3’1 et 72 ssi

h(?i) = h(Ué) .

En particulier, pour x € G(O) =V , le groupe & =G est le groupe

X ix}
d'holonomie du feuilletage au point x . Soient x,y e G(O) =V 3 pour qu'il
existe ¥e€G avec s(¥) =x, r(¥) =y il Faut et il suffit que x et vy

soient sur la m8me feuille. Ainsi 1'image de G dans UxV par l'application

(r,s) est égalea OL.

Décrivons maintenant un atlas sur G qui le munit d'une structure de variété
(non toujours séparée) de dimension  dimG = 2p+g et d'un feuilletage y de
c™°

classe et de codimension q .

LEMME 2, Soit & : x —s y un chemin continu tracé sur (F . I1 existe alors
Sié [0,1_7 , 1 =0,1ly00eyn , 0= s < sl<... <sn et des applications
distinguées (!Ti : _Qi'—" RY  tels que toute plague p = 'lTi-l(u) de ﬂi
p! = 77;+l-l(u) , et que ¥(t)e .

rencontre une et une seule plaque de n

ivl ? i
pour tout t e[si’shl] . On a alors h(f)FO’x =Tn,y et pour tous x',y'e V
x'e 'n'o y'e .Qn tels que ﬁ;(x') =M (y") il existe ¥' avec
R Y e
W@, o0 =T yr

PREWVE. Soient {1 ’ L1t des ouverts distingués (i.e. des domaines de systémes de

coordonnées locales); nous écrirons [fle f)' ssi f) ef)' et 1'intersection
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avec ..(L de toute plaque de [l est connexe, i,e. est une plaque de .{7_. On a
alors pour x,ye.ﬂ. : x~y (L)ep x~y () .

soit (v, un recouvrement fini de {r(t) , té [D,l]} par des

)Ae A

ouverts distingués relativement compacts de V , Soient d une distance sur V
définissant la topologie de K = UV,‘ ,et & >0 tel que, pour tout t é[D,l] ’
il existe o€ A avec B(t),&) <y (B(x,e) =fye v, dly,x)<&} ).

Pour te[D,l] , soient £ avec B(¥(t),&)c Uy » W, un ouvert distingué

t
contenant ¥(t) , de diamdtre inférieur 3 &/2 avec W@y, ,et I un

intervalle ouvert contenant t avec b’(It) €U, . Choisissons ainsi

de sorte que les It recouvrent [D,lj .

ty < £ Caaa K, U, et U
1 1 1

o t.

de
Montrons qu'une plague p de Ut rencontre au plus une plaque\ W

. Soient
j 21
X,y & Ut Np . Comme le diametre de p est inférieur 3 &/2 ,ona pc Va( car
i i

B(Y(ti),E_) Qv et u ¢ B(r(ti),é/Z) . Ainsi x et y sont sur la méme
i i

plague de Vd et donc de Ut , d'ou le résultat, Quitte & supprimer une réunion
i i

de plaques dans chague Ut = ﬂi on peut supposer que toute plague de _().i
i

rencontre une plaque de n . On construit alors par récurrence des applications

i+l
. [rad : :
distinguées "i de domaine .ﬂ.i , qui donnent la méme image dans R aux plaques

adjacentes de 'n'i et 'Qi+l , et on vérifie les conditions du lemme. Q.E.D.

Nous dirons que deux systémes de coordonnées locales ety , L' eT'xU
dans V sont compatibles si, en désignant par T(resp. ' ) 1'application
distinguée §(t,u) =u (resp. M'(t',u') = u' ), il existe pour tout x ell
et pour tout y e L'  tels que M (x) =W'(y) un chemin & sur  ter que
RN, = ﬂ"y . Soit alors

uFT) = {Tes , o) =xefl, ) =yell', ()T, =Ty }
et associons & ¥ € W le triplet (t',t,u) obtenu & partir des coordonnées
x = (tyu) , y=(t',u) . On obtient ainsi une bijection de W sur T'sx TxU ;
de plus le lemme 2 montre que G est la réunion des W ; on a donc bien un atlas,

et il reste i calculer les changements de carte,

Avec les notations évidentes, soit ¥ é& U(H',N)(\U(ﬂ'i,ﬂ'l) , ¥ x—y .
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soit [ un homéomorphisme de RY tel que [T ﬂ; = ﬂ1 « - Comme h(f)ﬂ; = F'y
’
t  h(Fr = ona [ff! =M . Ainsi localement le changement de
& ( )ﬂ-]-vx Irlvy r Hy 1,y 9
coordonnées est de la forme

Uy = r’(u) ’ t]'_ :‘f'(t'vu) ’ tl :‘/(tvu)

ol df' et 1 sont de classe C™'° ., On a donc :

PROPOSITION 3. @) Muni de l'atlas ci-dessus G est une variété de dimension 2p+q ,
munie d'un feuilletage de classe C™'° et de codimension qe.

b) Les applications r , s de G dans G(O) = V sont continues et ouvertes.

c) L'application o de G(z) dans G est continue et s'écrit localement
(t'',eh,u)e(t,t,u) = (£'',t,u) .

d) Pour tout x € V , 1'application s de G* sur la feuille de x est le

rev8tement associé au groupe d'holonomie.

L'ALGEBRE DES OPERATEURS REGULARISANTS

Nous supposerons pour simplifier les notations que le groupoide d'holonomie G

du feuilletage (V,f) est séparé, les démonstrations s'appliquant au cas général.

L'alggbre C:’O(V,f') ci~dessous peut se définir de manigre canonique en
utilisant, & la place de fonctions sur G , des sections du fibré l}\'%f. des
densités d'ordre % sur . Pour les notations il est cependant plus simple de
fixer une fois pour toutes une section « de classe c™° , strictement positive
en tout point, du fibré ’J\IF' sur V . Soit alors « = s*{¢) la fonction
transverse sur G qui & x € G(O) = V associe la mesure QX correspondant & la
densité d'ordre 1 s*(%) provenant de « par le revétement s : Gi—s(F

Soit C:’O(G) 1'espace des fonctions de classe C~’° (relativement & la structure

feuilletée (G,;;) ) et & support compact sur G .

PROPOSITION 4. Muni du produit  (f,f,) = f %f, et de 1l'involution Frt

1'espace C:’O(G) est une algdbre involutive.

PREUWE. Il s'agit de montrer que f,%.f c®(6) . Comme
1%02 € &
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Supp(FlbeZ) c Supp(Fl)o Supp(Fz) , le c) de la proposition 3 montre que
Supp(Fl#oFZ) est compact. Vérifions que Fl*bfz est de classe (', On a
-1
(Fyxf )0 = fryr, e e)

En utilisant une partition de 1'unité de classe c=r°

dans G , on peut supposer
que f; € CZ’O(U(Vi,ﬂ;)) i=1,2 avec les notations de la proposition 3 ob
ﬁ1 , F} (ﬂ; , ”} ) sont les applications distinguées assocides aux couples de

systémes de coordonnées compatibles n PRIy, ..Q]'_ = TixU eee o Ainsi

1 1 "1

dans la formule ci-dessus, s(fl) varie dans le compact K de JZélQJll

intersection de s(Supp(Fl)) avec r(Supp(Fz)) . Utilisant une partition de 1‘unité

dans K (et remplagant £, par Gf-s)ﬁl ), on peut donc supposer que les

applications distinguées Wé et ﬂi coincident sur K . On a alors :
(P& ) (817, t0) = [y (61, 80,0)e (6" ) & fat']

en coordonnées locales, ou o =o(t',u) est un coefficient de classe C '° devant

la densité [dt'[ . Il est alors immédiat que f est de classe C'° . G.E.D.

1%
PROPOSITION 5. a) Pour tout x € V = &) l'application R quiad fé& c‘;"o(c)
associe RX(F) = Rj(F)X est une représentation involutive non dégénérée de
C7*°(6) dans L2(c%,9%) .

b) Le commutant de R, est engendré par les L), Ye Gi .

c) Pour que RX soit non disjointe de R , il faut et il suffit qu'il existe

T:x—>y , T&G ; L({¥) est alors une éguivalence entre R, et Ry .

PREUVE, Avec les notations de la proposition IV,5, on a pour f € C:’O(G) ’
(J,9f) e Ll(G) ; la proposition IV.6 montre donc que R est une représentation
involutive de C:’O(G) dans LZ(GX,JX) . Comme dans la proposition IV,15, 1'image
de R, engendre le commutant de { L) , Ye Gi } dans LZ(GX,JX) . En
particulier RX est non dégénérée. Il reste a montrer que RX est disjointe de Ry
quand X 7$y (G) .S0it T#Z£0O un opérateur d'entrelacement entre Rx et Ry ,
et soit _§e L2(6%,9%) , nul hors d'un compact K de GX , tel que p=TFAO .
Comme Ry est non dégénérée, il existe f € Co'9(G) telle que Ry(f)tf £0 .
Pour toute fonction de classe C™'® sur V= G(O) on a Fqﬂs) € C:’O(G) et

R (pg2)@) = o7 Pl ga) V)
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si xey (G) , le compact s(K)c V est disjoint de s(GY) ; il existe donc
®,0 .

706[:0! (G) nulle sur s(K) et telle gue Ry(f‘f-s)g A0 . (si o0¢ fn €1

et (fn—'l simplement sur s(GY) , on a Ry(f' fnas)g—-g .) Comme f-s est

nulle sur K on a Rx(f‘ fs)f =0 ce qui contredit 1'égalité
Ry(m/.s)g = TRX(rz/f.s)j . Q.E.D.

Nous introduisons maintenant la C*-algdbre qui joue le r8le de 1'algébre des

fonctions continues nulles & 1l'infini, sur l'espace des feuilles de .

JEFINITION 6. Soit C*(V,F ) 1la C*-algébre complétée de l'algebre involutive c:"’(c)

pour la norme [ifff = Sup[IRx(f‘)ﬂ .
xeV

Bien entendu chague représentation RX , X €&V , se prolonge en une représen-

tation de C*(V, ) et la proposition 5 reste valable pour cette extension.

Pour tout ouvert {L de V soit C*(f1,F) 1a cx-algebre construite & partir

de la restriction de € a JfL .,

PROPOSITION 7. a) Soit L@ TxU un systéme de coordonndes locales ( T conmexe);
alors C*(fl,F) s'identifie au produit tensoriel de CO(U) par la C¥*-algdbre
élémentaire des opérateurs compacts dans LZ(T) .

b) Avec les notations ci-dessus, 1'application naturelle de C:’O(TXTK u)

dans C:’O(G) se prolonge en un homomorphisme isométrique de C*(Z,F) dans

o (v, F) .

PREWVE. a) Le groupoide d'holonomie de (d2, F) s'identifie 3 TxT=xU . Un élément
k de C:’O est donc en particulier une application continue a support compact U
dans C‘:(TK e & , algébre des opérateurs compacts dans L2(T) . On a donc une
inclusion naturelle de C*({L,F) dans CO(U)@ /% . Pour vérifier qu'elle est
surjective, il suffit de vérifier que f@®k est dans son image, pour f & CO(U)
et ke & ; or c'est immédiat car C:(TK T) est derse en norme dans [% .

b) Soit W™ TxTxU le sous-ensemble de G des ¥ de la forme (t',t,u)
c'est un sous-groupoide ouvert de G . Soit x € V ; dans s-l(ﬂ.)n g% 1a

relation fl~b’2 ssi fl-lfz € W est donc une relation d'éguivalence; chague
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classe d'éguivalence l? est ouverte (car W est ouvert) et est connexe (car T est
connexe). L'ensemble £ ce ces classes est donc 1a partition de s-l(Jl)(\Gx en
composantes connexes. La restriction de s a [(é Af est un homéomorphisme de Z{
sur la plague p = s(g) de fL . En effet, si Ifl , b,2 é [ et s(Fl) = s(b’z)
ona N7, = (t,tu) € s | gy ¥ =¥, .

Identifions W = TXxTaU au groupoide d'holonomie de la restriction de (F'
a fL; 1'inclusion i de C:’O(U) dans C:’O(G) est alors un homomorphisme
d'algebres involutives. Soit xe€ Y ; montrons que Rxoi est équivalente, comme
représentation de C:’O(U) , & une somme directe de représentations R, » X € W

i
avec la représentation dégénérée 0 . Soient Kk € c‘:"’(u) et fe LAcX V)
on a :
(R (K)F)(¥) =jk(zr’l¢)")f(zr') a’*(r) .
pour ¥,¥'€ G ona k((-lf') #0 seulement si f-ll' €W , doncsi Y~
au sens ci-dessus, i.e. si ¥ et ¥' sont dans la méme composante connexe Z?é Af
de s-l(fl)(\Gx . Cela montre que Rx(k) est décomposable dans la décomposition de
L2(6X0%) associée & la partition G = (s”1(.2)°Nc¥) u([U(,Z) .
]

La restriction de Rx(k) a s'l(.(l)cfl §* est nulle. Soit /é L ; alors s
est un homéomorphisme de [ sur la plague p = s([) de _Q_ , ce qui montre que
Rxoi restreint a LZ(Z) est éguivalente a Ra pour tout a €p .

On a montré que i se prolonge en une isométrie de C*(JQ, F) dans C*(V,ar) .

Q.E.D.

MESURES TRANSVERSES ET FEUILLETAGES

Soient (V,f‘) une variété feuilletée de classe C™*° et G son groupoide
d'holonomie, Nous relions ci-dessous la notion de mesure transverse sur G aux

guatre aspects suivants de la notion de mesure transverse au feuilletage (cf. [297
et [36], [45]) -

1) Une mesure de Radon sur la réunion des sous-variétés transverses a 6}

invariante (resp. guasi-invariante) par le pseudo-groupe d'holonomie,
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2) Pour toute mesure de Radon, transversalement mesurable, ) sur la variété

feuille , une mesure/a. sur V ayant ¥ comme mesure conditionnelle
(resp. §7W)).

3) Un courant fermé € (resp. vérifiant bC =wAC oOU @ est ure l-forme

fermée sur F) sur V positif dans le sens des feuilles.
4) Une trace (resp. un poids KMS) sur la C¥-algébre C*(v,F) .

Rappelons que si X est un espace localement compact (i base dérombrable), une
mesure de Radon (positive) sur X est une mesure positive sur la tribu des boréliens,
qui est localement finie, au sens ob /AL(F)<¢O , pour toute f bornée a support

compact.

DEFINITION B. Une mesure transverse _/\. sur [ est dite localement finie ssi
A(J)(ao , pour tout D€ &' localement bornge (i.e. Sup \)X(K)<oo pour
tout compact K de G ) et a support compact (i.e. il existe un compact KlC v

avec N portée par s'l(Kl) pour tout x €V ).

Soit Ze<€V une sous-variété de dimension q de V ; nous dirons que Z
est transverse a F , 51 pour tout 2z e Z il existe une application distinguée
T:ML—u zefL dont la restriction & ZAJSL est un homéomorphisme. Le
pseudo-groupe d'holonomie opdgre sur la réunion disjointe des sous-variétés

transverses 3 (cf. [29]).

LEMME 9. Soient Zl ’ 22 des sous-variétés transverses a § , #: Zl—' 22

un élément du pseudo-groupe d'holonomie, K, un compact de Z, et K, =¢(Kl) .

1
soit 4 1e noyau sur G défini par AY =0 si y ¢ K, et AY - Ply) si
y € K, , o {(y) désigne le germe de 4) au point ?'l(y) . On a alors
v, 29 .
K2 Ky
— — o

PREUVE. O W2 & ,d Y AN YT )
na K2 s(F)e K2 r one K2 s(¥)e K2 ¥ s(¥)e K2 Ur(X)

L'application qui & ¥eG’ , s(f)e K, , associe Yl (s(¥)) est une bijection
=1 -1
de &Ns (K2) sur G'Ns (Kl) car K, =¢(Kl) . On a donc
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(JKZ*A)Y ) €=V - Q.EO.

s(¥)e k) K

1

PROPOSITION 10, a) Soit A une mesure transverse localement finie, de module S sur
G . Pour toute sous-variété 7z transverse 3 (F , 1'égalité Z(K) = /\(\)K) y
K compact de Z , définit une mesure de Radon positive sur Z ; pour tout élément
¢ du pseudo-groupe d'holonomie, on a :
dZ(¢(x))/dZ(x) =S(¢X) ¢x = germe de ¢ en x .
b) La correspondance A I—-—-—°Z est une bijection entre mesures transverses
localement finies de module S sur G et mesures de Radon sur la réunion des

sous-variétés transverses vérifiant a).

PREUVE, Comme \)K est localement finie & support compact, on a A(\)K)<0° et

1'existence de Z en résulte, Avec les notations du lemme 9, on a

-l -1
B = A = A AR = A1, ) = szs (P(x))IB(x) -

Ainsi ¢
af( 'l<x>>=/ SHP(x))a8(x) = 5P a2ix)
j¢><Kl> f k) L(xp

d'ob le résultat car r'(x)"l est le germe de ¢-l au point x . Nous avons montrs

a).

Pour b), soit (‘O‘d)»(el un recouvrement ouvert localement fini de V par des
ouverts distingués .Q‘( 2 T‘x U‘ 3 associons a chague ﬂ.,( une sous-variété
transverse 7, = f(t(u),u) , ue U"} . Le sous-ensemble Z =UZ‘( de V= G(O)

M

est alors une transversale au sens du numéro I. Le corollaire III.5 montre la

bijectivité de A +— & . G.€.0.

Pour toute mesure de Radon & sur la variété feuille & , soit \) = s¥(K)
1'application qui @ x ¢ G(O) = V associe la mesure relevée de &« sur ¢t par
le revétement s . On a par construction b’\)x =0 pour tout X¥e€ G, &1 x—»y .

Nous dirons que & est transversalement mesurable si sa restriction a tout domaine

2 TxU d'un systéme de coordonnées locales est donnée par une application
vaguement mesurable ur—s 4, de U dans l'espace des mesures de Radon sur T,

bornée si S est relativement compact,
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LEMME 11, L'application « }—» s*() est une bijection entre mesures de Radon
transversalement mesurables sur 0: et fonctions transverses \) sur G telles gue

SupJ*(K) <eo pour tout compact K de G .

PREUVE. Soit J € &%  telle que Sup9™(K)<oo pour tout compact K de G . Pour
tout x € G(O) ’ J* est localement finie sur GX 3 c'est donc une mesure de
Radon. Comme J* est invariante par G: elle est de la forme * = s*¥(£) , ce qui
en faisant varier x détermine une mesure de Radon o sur # . Pour _Q“ Tx U

le groupoide d'holonomie W = TxTxU de (JZ,@d est un sous~groupoide ouvert de
G etpour f € C;(U) , 1'application x F»J*(f) est mesurable car Je £ ,

ce qui montre que o est transversalement mesurable. Q.E.O.

PROPOSITION 12. Soient « et J = s*¥(«) comme ci-dessus, et supposons que le
support de of soit égal a * . L'application A P—'J\.\) est une bijection entre
mesures transverses-localement finies de module & sur G et mesures de Radon/ﬁk
sur V ayant la propriété suivante : Oans toute désintégration de /Aa dans un
systéme de coordonnées locales L &TxU selon l'application distinguée

T(t,u) = u , les mesures conditionnelles sont de la forme : qu = edeu y OU

L:JL— R wérifie L(y) - L(x) = Log(§(¥)) pour tout ¥ e Ww=TxTxUcG .

PREUVE. Comme A est localement finie, la mesure //& = va est aussi localement
finie; c'est donc une mesure de Radon sur V . On a g/L-J)F = $ﬂv\))$-lf pour
toute fonction mesurable positive f sur G ; en prenant f nulle hors de
W=TxTxU et en utilisant les coordonnées locales, on a donc :
-1

J[res e geu = e nos gt
Soit alors - = f /«udf(u) une désintégration de - relativement a AL,
L'égalité ci-dessus montre gue (f -presque partout) 9“U est proportionnelle a
edeu (ot L wérifie la condition ci-dessus), car

L vy oL '

e d«u(t)%,(t ) =e dq'u(t )%,(t) .
Réciproquement, soit /pg une mesure de Radon sur V vérifiant la condition de
désintégration indiquée; montrons que pu-J)F‘z 9~»0)$‘lf pour toute f ; le

théoréme 11.3 permettra de conclure,
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On peut supposer que f est nulle hors de 1l'ouvert

u=fres , x=smell , y=s@el , noW, -, }

de G défini dans le lemme 2. Par hypothése, ayant choisi une désintégration de/u.
dans .ﬂ.o sous la forme
L
M= fe o, dfo(“) Ly ¢ .QO—-‘- R
il existe pour Kk = 1,...,n une unigque désintégration de/u- dans Jlk sous la
forme
Ly
M= fe <, dfk(u)
oy L : .n,k——' R est déterminée par 1'égalité Lk(y) = Lo(x) + Log§(¥) pour
Fix—y , h(r)ro,xzﬂ—k,y
i.e. gue Sk :jk+l pour tout k . Sur flknﬂkd ona L =L, par

. I1 nous suffit donc de montrer gue fo :)pn ,

construction, donc

fet, s(fpe) @

Comme 'lf;l(u)nﬂ'k:i(u) est de mesure non nulle pour & pour tout u €U , il en

résulte fk =fk+1 . Q.E.O.

Supposons maintenant que Logd est de la forme (Logd)(¥) = jw , oU
1 4

w e C:’O(T*f) est une l-forme fermée sur 0: .

PROPOSITION 13, a) Pour toute mesure transverse localement finie, de module S sur
G, 1'égalité A(s*(K)) = C() détermine une forme lindaire positive € sur
1'espace C:’O(I/\I@) des densités d'ordre 1 sur (F , et on a :

CRW) = -CKXw)d) pour tout X & C2*O(TF)
(ou 8, désigne la dérivée de Lie relative a X ).

b) L'application M =+ C ci-dessus est bijective.

Si w=0 osetsi 6: est orienté tangentiellement, l'égalité ci-dessus
s'écrit C(dP) = 0 pour toute section (3 de classe C’° de Ap-l(‘l’*(f})
p = dim(F . En effet, on peut identifier gr8ce & 1'orientation MAPTF et I/\”: et
on a ax = dix + ixd . On retrouve ainsi la correspondance de Ruelle et Sullivan
([36],[45]) entre courants fermés sur V , de méme dimension que celle des feuilles,

tels que toute forme o« , dont la restriction & @" est positive, vérifie
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C{) » 0 , et mesures transverses invariantes par holonomie,

PREUVE DE 13, a) Pour montrer que C(axo() = -C{¢{X,w)&) , on peut supposer gue &
est nulle hors du domaine d'un systéme (t,u) de coordonnées locales. Il existe

alors une mesure de Radon sur U telle que (cf. proposition 12) :

A(s*d) = f([ e-()dj(u

ot dL = w sur Tx u} , pour u € U , Munissons RP et donc aussi T de son

orientation canonique. Soit (§€ Cc’o(/\.p-l‘l'*(f) nul hors de fL = T«<U ; alors

c(e” d(eL{! j f d(e dj(u = . Aipsi  C(d"8) =0 ob d'(3 = d(x + wa{B .
Txfu} '
On a alors  C(d,4) = C(di,d) = -Clwai ) = S ) Y
b) Montrons la surjectivité de 1'application AP—’C . Soit donc C
vérifiant la condition a). Le calcul ci-dessus montre que C est localement de la

forme C(«) J‘ f. qf(u ot dL =« . On applique alors la proposition
T X!u}

12 en ayant choisi une section « &€ C“’O(’/L‘F) strictement positive en tout
point, L'égalité /“(f) = C(f{)  définit une mesure de Radon sur V qui vérifie
les conditions de 12 relativement & \) = S*Gx) ; 11 existe donc j\ avec

Ks*(r4)) = u(F) = c(r4) £ e c°(v) . 0.E.D.

Reprenons les notations de la proposition 4. Soit é : G—> Rj un
homomorphisme de classe 19 et pour tout x &V = G(O) soit S;l 1'opérateur
de multiplication par §71 dans LZ(GX) . Par construction (S;l)x‘v est de
degré 1 au sens de VI,1.

PROPOSITION 14. a) Soit ,/\ une mesure transverse localement finie, de module S ’
sur G . L'égalité
qkf) = Jfrace(s;lRX(F))d/\
détermine un poids semi-continu semi-fini sur C*(v, §)
b) Toute f € C;5°(G) est dans le domaine de 7f et on a
9o = [ oy ran,
c) ﬁp vérifie les conditions modulaires par rapport au groupe 01 d'automor-

phismes de C*(v,F) défini par 6%(?) = §ite pour tout fe C:’O(G) .
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PREUVE. a) Pour fé& C*(v,F) , la famille R(f) = (RX(F))XGV est un élément de
2%
End; ((LY(67)) ey

degré 1 (S;l)X!V

) (proposition IV.6.d) et théoréme V.4). L'opérateur homogéne de
détermine un poids normal semi-fini sur Enq&K(LZ(GX))er)
qui, composé avec R , vérifie a), Il est donc clair que (/ est semi-continu; sa
semi-finitude résultera de b), et c) résulte du corollaire VI.5.

b) La proposition VIII,6,b) (indépendante de celle-ci) montre que f est dans
le domaine de ?’ . Le corollaire VI.15 montre donc qu'il suffit de calculer J»Fd/\ B
o, pour x€ V , F(x) désigne 1'espace 6° muni de la mesure "trace locale" de

1'opérateur associé au noyau S(X)-%F(Y-ll')S(X').% . Comme f est de classe

COO,O

, la théorie usuelle des opérateurs nucléaires montre que la trace locale est
donnée sur G° par la mesure S(f)-lf(f-lf')dJX(f) = (F-s)s-k)x , d'ob le résultat,

Q.E.D.
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VIII THEORIE DE L'INDICE ET FEUILLETAGES MESURES

Soient (v,f) une variété feuilletée et .!1 1'espace des feuilles.
Considérons un opérateur différentiel elliptique D (scalaire pour simplifier), sur

8
la variété feuille 0’ (i.e. localement D est de la forme 3 \ aa((t,u)—a:
Ikfgn at

ob les -——(;a,i sont continus et ol le symbole principal est inversible). En

t
supposant pour simplifier les groupes d'holonomie triviaux (cf. ci-dessous pour le
cas général), on obtient un opérateur aléatoire non borné (DF)FEII en associant a
toute feuille f e Il 1'gpérateur fermeture dans LZ(F) de D agissant sur
C:(F) . L'espace aléatoire (KBrUF)Fe!l est alors de carré intégrable (au sens du
numéro IV), et de plus DiqyéKerU) = Jaim(KerDF)dA est fini pour toute mesure
transverse ./l au feuilletage F , dés que V est compacte, ce que nous suppoSons
désormais, On définit donc 1'indice analytique de D par la formule

IndA(D) = Dim/\(KerD) - DimA(KerD*) .

Nous démontrons, grice & la méthode du développement asymptotigue de la trace de

-tD0*
e

1'opérateur de diffusion , 1'analogue de la formule de 1'indice d'Atiyah et

Singer.

Supposons 0: orienté (tangentiellement); les trois ingrédients sont alors :
1) La classe d'homologie [C]é Hp(V,R) du courant de Ruelle et Sullivan
associé a A .

2) La classe de cohomologie chD € H*(y,B8) calculée exactement comme dans
le cas classique grice a 1'isomorphisme de Thom de H*¥(V) avec H¥*(B,S) ob
B8 (resp. S ) désigne le fibré en boules unités (resp. en sphéres) de F ’
et & 1'élément de K-théorie relative associé au symhole principal de D .

3) La classe de Todd Td(v) de la variété Vv .

La formule de 1'indice est
Inds(D) = (ern-Td(W))/C] ,
A droite A n'intsrvient que par la classe d'homologie de C , ce qui n'est

nullement évident dans le terme de gauche,
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Nous donnons guelques applications simples de ce résultat : 1'égalité
DAY = e(F),[c7)
oy les @i(/\) ne dépendent pas du choix auxiliaire d'une métrique Riemannisnne sur
@: , et le lemme qui dit que Fb(/\) est nul si et seulament si 1'ensemble des
feuilles compactes d'holonomie finie est A-négligeable; ils se combinent dans le
cas oy dimF = 2 pour montrer que, si l'ensemble des feuilles compactes
d'holonomie finie est AA-négligeable, on a (B(F),[C])s 0 , i.e. l'intégrale

de la courbure intrinsd&que des feuilles est négative.

M&me dans le cas des flots, i.e. en dimension 1 pour F y cette formule
donne des résultats intéressants, 1'irrationalité de la classe [C]é€ Hy (VR)

donnant une borne inférieure sur le rang du groupe abélien dénombrable

Ko (C* (U, F))

CALCUL _PSEUDODIFFERENTIEL INVARIANT A GAUCHE

Supposons G séparé, Soient E , F des fibrés hermitiens de dimension finie
de classe C '° sur V. Appelons G-opérateur de E dans F toute famille

invariante & gauche (P )

xe v ot, pour tout x , DX est une application linéaire

continue de  C™(G%,s%(E)) dans C™(G%,s*(F)) . L'invariance & gauche de P montre
gu'il exists une distribution k sur telie qus, pour tout xe€ V , le

noyau distribution associé a P (dans G° muni de la densité V> ) soit

K(¥ ') = k(F7¢') . Nous dirons qu'un G-opérateur P est régularisant si

du fibré sur G dont la

=,0 : . . . P
ke CC’ , 1.8, 8'il existe une section de classe Ce 10

fibreen Y : x —sy est E;OFY telle que

(pr)(f) = Ik(f'lb")f(a")déx(r') pour tout fe c® .
S5i K est un compact de G , nous dirons gue le support de P est dans K guand
la distribution k est nulle hors de K , i.e. quand

Supp(pr) c SUppfc k1 pour tout fe c” .
On a  Supp PloP2 C Supp RfSuppPZ pour P; P2 a supports compacts. Comme dans
le cas du calcul pseudodifférentiel usuel, nous dirons gu'un G-opérateur P est

pseudolocal si, pour tout voisinage S de (ﬁo) , i1 existe un G-opérateur
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régularisant R avec Supp(P + R) € S . Nous écrirons Plfv Py s PP, est

régularisant,

Soient ML= TxU un ouvert distingué ( T connexe) et G”Z(JZ,E,F) 1'espace

des familles continues (pu)ueU

P, t C(Txiup,£) —» CT(Tx{u},F) et ob le noyau distribution k& C'O(TxTxU)

d'opérateurs pseudodifférentiels d'ordre gm , ob

associé & P est a support compact. L'injection naturelle de T=TxU dans G
permet de considérer k comme une distribution sur ;7 ; décrivons maintenant le
. . (P
G-opérateur P (P X)X€V
proposition VII.7.b montre que, si GN s‘l(fl) = L}Z est la décomposition de

associé a cette distribution., La preuve de la

*n s‘l(IL) en composantes connexes, 1'opérateur P' ~ est nul sur Gx/)s-l(fl)c y
et se décompose selonla partition ,C , la restriction de P'x a [ étant la

relevée par le difféomorphisme s de P, agissant sur s(f) = Txfu} .

Nous appelerons G-opérateur pseudodifférentiel toute combinaison linéaire finie

d'opérateurs de la forme P' ci-dessus et d'opérateurs réqularisants, par
construction un tel opérateur est pseudolocal et a support compact. Notons Gbm(E,F)
1'espace des G-opérateurs pseudodifférentiels d'ordre ¢m de E dans F ., L'espace

® “®(e,F) est celui des opérateurs régularisants.

PROPOSITION 1. a) Ona O™ @ "< ™" pour tous m et n .

b) si P e €°(E,F) , la famille se prolonge en un opérateur

(px)xev
d'entrelacement borné de LZ(G,J,S*(E)) dans LZ(G,J,S*(F)) .

c)si Pe®™e,L) , m<0 ,ona Pe CXV,F).

d)si Pe@®P™eE,F) , mc-p/2 (p=dimf), le noyau distribution

associé est une fonction mesurable sur G avec

o f//k(rhuﬁsdwn <o .
y

PREUVE, a) Supposons d'abord n = -00 . On peut alors supposer que P'é& GDm
provient d'une famille continue P € G’:(II,E,F) . L'argument de la proposition
VII.4 montre que 1'on peut supposer f nulle hors de W' = TaT'xU ob

Sl #T'=U est compatible avec {2 ® TxU . Le noyau associé & Pof est alors
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de la forme

kl(t,t",u) = jk(t,t',u)f’(t',t",u).{{dt'l
et il est donc de classe C"'° , Ayant traité ce cas (ainsi que le cas analogue ol
m=-00 ), on peut supposer que pP'€ " et Q'€ @"  sont tous les deux
construits a partir de familles continues p,Q € (fc(.n,E,F) , pour le méme ouvert
distingué .Q & TxU . L'assertion résulte alors du cas classigue [l].
b) On peut supposer que l'opérateur est de la forme P' pour P eﬁ’g(ﬂ,E,F) .
L'assertion résulte alors de 1'inégalité lp'xll < SupfP, i.
c) Cela résulte de la proposition VII.7.b) et de la continuité, pour
Ppe @:’:‘(_{l,c,m) » de 1'application u =P, de U dans 1'algthre des opérateurs
compacts sur L2(T) .
d) Il suffit de montrer le résultat pour P' , avec Pé€ @z(ﬂ,E,F) . Ona
alors
k(t,t',u) = fei<t-t"f>a(t,f,u)d§ ,
ot ’at’ulg :I,a(t,f,u)}zldﬂ est majoré uniformément, vu l'ordre de l'amplitude

a: ’a(t,f,u)’ < o1+ [‘ﬂ)rrI . L'égalité de Parseval montre donc que
2 2
ﬁk(t,t',u)l dt! = ”at,ufz

e@st majoré uniformément. Q.E.D.

Soit P un G-opérateur de E dans F ; on lui associe un opérateur s(P) de
&*(F ,£) dans C°(F,F) en posant pour fe C(F,e) et xe F
(s(P)(f)(x) = Py('-/vs)()') pour tout ¥eéG ¥Veix—y .
L'invariance & gauche de P montre gue le résultat ne dépend pas du choix de
¥:s(f) = x . Par construction s(Ppepy) = 8(P)es(P,) et s(P) est
pseudodifférentiel si P est pseudodifférentiel. Si S &« G est un voisinage
ouvert de G(O) tel que (r,s) : S —» VxV soit injective, la restriction de

s A {p , Supportp € 5} est injective.

Soit p & ®"(,F) un G-opérateur pseudodifférentiel de E dans F
définissons le symbole principal de P comme celui de 1'opérateur s(p) de /e

dans F . Si P est régularisant et associé a k , l'opérateur s(p)
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est associé au noyau  k'(y,x) = Zk(r) & E;aEy (somme sur les ¥ : x—»y )3
c'est donc un opérateur régularisant et son symbole principal 6& est nul pour tout
m . On en déduit alers que, pour Pe€ CME,F) , G;(D) est une fonction de
classe C'° sur l'ensemble des éléments non nuls de T*F . On définit
1'ellipticité de P par 1'invertibilité de G&(D) ou, ce qui revient au méme, par

1'ellipticité de s(P) .

PROPDSITIDN 2, Soit p € Gom(E,F) un G-opérateur elliptique de £ dans F , Alors

il existe un G-opérateur elliptique Q@ de F dans E tel que DQ-idF et QD-idE

soient régularisants.

PRELVE. Soient (!).i) iel

121 [ Tix Ui , QYi)ieI une partition de 1'unité de classe t™*©  subordonnée

un recouvrement de V par des ouverts distingués

a ce recouvrement et S un voisinage compact de G(O) dans G tel que 1'on ait
pour tout i€ I
1t -
{ Fes , s¥c 5upportfi}c Wy o= Ty e Tx Uy
ot ({'i € C;’O(!li) vaut 1 sur le support de 7G.. On peut supposer gue
Suppp € S , Pour tout i , soit {'ins le G-opérateur de E dans E de multi-
plication par tf'ivs 3 la distribution k; associée &  Pe ((f'i- s) a son support
contenu dans W, ; il existe donc P, € d’m(lli,E,F) tel que P'; = pc(?pk.s) .
La multiplicativité du symbole principal (gui résulte du cas usuel appliqué & F )
montre que U)m(p'i) = G:H(D)c{'i ; d'ob l'existence, pour chague i , de
~m . )
0, & ¢ (J)i,E,F) avec P,0; - ?& régularisant. L'opérateur 0@ =z§(1’3-s)-ﬁ'i

est alors un quasi-inverse a droite, d'ol le résultat. Q.E.D.

COROLLAIRE 3, Soient PL s Py & Gam(E,F) avec P, elliptique; il existe alors
c <o tel que

Py (Sl sclip, SH+NgD
pour tout x € Vst pour tout f 3 CZ(GX) .

PREUVE. Soit Q, € -™(F,E) avec Qp, - idy régularisant. Comme P,Q, € °
il existe (proposition 1) c; < 00 avec "DlQZ(sz)" €cl"92§” pour tout

§ € CY . Comme P, (Qp,-id;) est régularisant, on a "Dlﬁzpzf -p§f s czllfﬂ
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pour tout §e c;" , d'ol le résultat. Q.E.D.

ACTION D'UN G-ORPERATEUR ELLIPTIQUE DANS L2

Spoient G, E et F comme ci-dessus avec \) = s*(d) . Comme V est compacte
la notion de section de carré intégrable de s*(E) sur ¢ a un sens intrinseéque,
i,e, qui ne dépend ni du choix de o € C:’O(I/\IF) ni de celui de la structure
hermitienne sur E , Plus précisément, si E et El ont méme fibré vectoriel
sous-jacent et si V= s*(g) , Jl = s*@il) , l'application identique de
LZ(GX,JX,S*(E)) dans LZ(GX,JlX,s*(El)) est un opérateur d'entrelacement

inversible.

Soit D un G-opérateur différentiel elliptique, d'ordre m , de E dans F .
La discussion du § 2 de [2] s'applique mot pour mot & 1'opérateur D, agissant sur
g~ ; de plus, comme dans la proposition 3,1 de [27, la définition de DX comme
opérateur fermé & domaine dense de LZ(GX,S*(E)) dans LZ(GX,S*(F)) se fait sans

ambiguité :

PROPOSITIDN 4, Pour tout x € V , le domaine de la fermeture de la restriction de
o, 2 C:(Gx,s*(E)) coincide avec { f € LZ(GX,S*(E)) , Dx§ € LZ(GX,S*(E)).}

(avec D, au sens des distributions).

PREUVE, La proposition 2 et 1'argument de la proposition 3.1 de[?] permettent de
supposer gue f € C‘?)Lz pour montrer qu'il existe une suite _fn € C;‘ avec
fn-——‘} , Dxfn-——’Dxf . Avec les notations de la proposition 2, il existe pour
tout i€ I une constante ©c <900 telle que

N0, (s )50 ¢ ol (g0, 8]+ ll(45o) 31
pour tout f € LZ(GX,s*(E)) . Cela résulte de la théorie usuelle des opérateurs
elliptiques avec paramétres. On peut ainsi supposer que _f est nul sur
s‘l(fli)c/)ﬁx et comme les composantes connexes de s‘l(fli)/ﬁﬁx sont

relativement compactes et DX local, le résultat est alors évident, Q.E.O.
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Nous noterons encore D, 1'opérateur fermé défini dans la proposition 4. Si
D* désigne 1l'adjoint formel de D , la proposition 4 montre que D*X est 1'adjoint
de D, pour tout x . Ainsi Ax = (D*"D)x est autoadjoint; comme Ax c 0¥,

. 2
on voit gue Ax = D¥D, = ‘DX] .

PROPDSITIDN 5. Soit g une structure riemannienne orientéa sur 6> , de classa
9, pour 1= Dyl,..eyp sOit Ai le G-opérateur laplacien sur les formes de
degré i : Ai :E—»E , E =/\iT*0: .

a) Toute forme harmonique (w € KerA)j(_ ) de carré intégrable sur G°© est
fermée et cofermée,

b) La représentation de carré intégrable Hi = Kerlxi de G ne dépend pas
du choix de g .

c)pour xe€V ,ona Hg = £ 8i la feuille de x est compacte d'holonomie

finie et HZ = {U} sinon.

PREUVE, a) Soit 4 € C”O(IA' #) 1a densité associde & g sur é? . Pour tout
x € U munissons G de la structure riemannienne relevés par s de celle de d} .
Soit E le fibré vectoriel de classe C°'° sur V égal & AT*F ; alors le
relevé s*€ sur G s'identifie & AT*GX . Avec  J = s*{ , soit T, 1'opérateur
fermeture de  d : C:(GX,S*E)-—'-E.:(GX,S*E) dans L2(G%,9%) . Dn a
In1TX CKerT, , donc TX*TX + TXTX* est autoadjoint. Soient § 1'adjoint formel
de d et A le G-opérateur différentiel dé +§d ; comme il est elliptique,
Ax est autoadjoint dans LZ(GX,JX) et coincide donc avec T *T + T T % , d'ol
le résultat.

b) pour x € V et avec les notations évidentes, soit Py la restriction a
Hi = KerAjﬂx de la projection orthogonale sur le sous~espace fermé Hi' de
%

X

)
L4(6%,J % e*(E)) . L'application identique de LZ(G,J,S*(E)) dans LZ(G,J',S*(E))

étant bornée, P = (DX) est un opérateur d'entrelacement borné :

xé

P & Hom.(H,H'Y) ., Pour we H)J(' ona P w-wéelnT et

G
! . -
PPPW-w E ImTXOKerAi’X ={o} .
Ainsi P est inversible.

c) Si G* est compact, l'espace H: des fonctions harmonigues sur G est
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égal & C . Si G nfest pas compact, il est de volume infini car toute feuille de
F qui est de volume fini est précompacte et donc compacte (étant automatiguement
compléte). L'assertion de a) montre gue toute fonction harmonigue de carré intégrable

sur G* est constante et donc nulle, Q.E.D.

Soit D un G-opérateur elliptique de E dans F comme ci-dessus. Pour tout
x €V , Atx = D;DX , soit U: 1'espace hilbertien obtenu en complétant le domaine
de (1 + Ax)s/Zrn pour la norme f (1 + Ax)s/sz ” . La représentation de
G dans Us par translations & gauche est par construction éguivalente a

L2(6,9,5%(€)) .

Le corollaire 3 montre gue pour tout opérateur P € GDS(E,E) elliptique
(s € IN), 1'application identique définit un opérateur d'entrelacement borné
inversible de ° dans le domaine de P muni de la norme "f"+ll9f” . I1 en
résulte que tout Q € Gam(E,F) se prolonge pour tout s en un opérateur

d'entrelacement borné de WT(E) dans WE(F) .

PROPOSITION 6. a) Soit [l & TxU un ouvert distingué; il existe c >D  tel

qu'on ait pour tout P € 6’:(12,E,F) : l,p'" s gt €€ Sup"DuN .
W=, W 5,8’
b) Soit /\ une mesure transverse localement finie de module 56‘6”’0 sur

G et soit ﬁf le poids sur M = Enq\(Lz(G,J,s*(E))) associé & §7 . Il existe
C <oe tel que tout T e M qui se prolonge contintment de W S(E) 2 wS(E)

(s)p-= dim(F ) soit dans le domaine de ¢f , avec ICf(T)I I3 c‘T)} .0
W

’
PREUVE. a) Dn doit évaluer la norme de (1 + ZL)S'/?"]D( l-p[})'s/Qm ; on remplace
alors (1 + [})S'/?m et (1 + [3)'5/2m par des opérateurs pseudodifférentiels
& supports suffisamment voisins de G(O) et on utilise la démonstration de la
proposition VII.7.b).

b) 11 existe SeM telque T=(1L+4 )-s/ZmS (1+ 13)-5/?m avec
Ish = "T'-s,s . I1 suffit donc de montrer que (1 + A )-s/rn & Domaine(C/) .
Soit (corollaire 3) P un G-opérateur pseudodifférentiel d'ordre -s avec
1+ 4 )‘S/'k p*p . 11 suffit de montrer que <.f(p*p)< os , ce qui résulte de la

proposition 1.d) et du corollaire VI.16. Q.E.D.
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DEVELOPPEMENT ASYMoTOTIGUE DE @(e”t4)
1

Spient /\ une mesure transverse localement finie de module 8 € % sur G
et D un G-opérateur différentiel elliptique d'ordre m de E dans F , avec
D =0 . L'opérateur s(A) sur la variété feuille 0: est égal a s(D)*s(D)
avec s(D) elliptique. La théorie classique donne donc, par un calcul local sur F ,
une suite de mesures de Radon ()k)k_ sur 6: que nous considérerons

=“Dyees

(lemme VII.11) comme des fonctions transverses sur G .

THEOREME 7. Soit (/ le poids sur M = End (LZ(G,S*(E))) associé a S‘l . Pour

A
t>»D ona 7%e-tA) < 80 et le développement asymptotique

ethy~ )
P
ta

PREUVE, La proposition 6.b) montre que e~ é-Domaine(ﬁ/) pour tout t>»D .

tk/2rn AW

Ur

Le corollaire VI.15 montre que, si T € End (LZ(G),S*(E)) est dans le domaine de

A
c/ , On a V(T) = /\(\)T) , OO \)T désigne la fonction tranmsverse telle que \))’l('
soit la trace locale de TX sur GX, Soit k&N et cherchons & estimer
cf(e‘tA) 2 0(t%) pres. Soient sy p et (4&_) une partition de 1'unité de
classe C™'° dans U subordonnée & un recouvrement formé dfouverts distingués
Netxu .

pour tout SL on construit comme dans la théorie classique [18]une famille
analytique D;t € ‘>;2m(12’E’F) indexée par de C\RX , telle que, en désignant
encore par D\ 1a restriction de A aux Tx ju}, veUu , onait:

U3 (8 -0) = o l_q,q € call + 1D

Soit alors D;ﬁ le relevé de D;‘ en un G-opérateur D;‘“' e P™cEE) . ta

proposition 6.a) montre donc que
[op (8 -4) = oo sflg o € el (1 + AN
Avec DA ‘Z_D , on a donc une inégalité de la forme
Hog(A =) - sdg) | s e (1 + AL .

Fixons le contour 6‘ autour de IR':' dans € avec distance(& ,R":) 21 .

5,8
5,8

On a alors, pour Ae&o et t<1
uD,q/t - (A -4/07 -s,s € co(l + JA/e 7Rt
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d'ol

ou

1 -t 1 -4 dA
E(t) = =3 f DA e dd = —r Dy 8 ==
2iwr 2ir A/t t
¢ c
par analyticité de la famille D ., Ainsi :

Mee) - Y e ) e AT an
P - G f 1 el

reste borné quand t-— 0 ., La proposition 6.b) montre donc gque
-t k
P8 - Gew) = o) .

On a alors

_ 2
Plee) - %{(a (t))

el - zi—r-fc e-‘tD,;"n'dA .

I1 suffit donc de savoir gque le développement asymptotique de la trace locale de
Ell(t) , considérée comme une mesure de Radon sur G: , est de la forme

k/2m : . S
Z{ t / 7&1\)k , Ce qui résulte de la construction de Dﬂ (cr. [1@], p. 62). Q.E.D.

LE CAS UNIMODULAIRE

Soit /\ une mesure transverse, de module 1 , localement finie sur G . Soient
D un G-opérateur elliptique de deqré m de E dans F et A =D*D comme
ci-dessus. La proposition 6.b) montre gue 1'injection canonique de Us dans Us' ,
lorsque s p s' , est un opérateur /\-compact, et donc gue tout opérateur
P& G’k(E,F) , k<O , se prolonge en un opérateur A-compact de LZ(G,S*(E))
dans LZ(G,S*(F)) « La proposition 2 montre donc que, pour tout s , D définit
un A-opérateur 3 indice de W$*™(E) dans W®(F) . De plus, comme KerD ne change
pas quand on varie s , 1'indice de D : WS*™(E)=»P(F) est indépendant de s
et égal a Diq/L(Ker[J) - Dim)\ﬁKerD*') . La proposition VI.21 montre que

IndJ\(D) ne dépend que de la classe de K~théorie du symbole principal S;(D) .



134

CDROLLAIRE 8, Avec les notations du théordme 7, on a

IndA(D) = AW, (o*0) - J (o0%)) .

PREUVE, Soit 0 = U|D{ la décomposition polaire de 1'opérateur non borné D
affilié a Homj\_(Lz(G,s*(E)) ' LZ(G,S*(F))) . Pour tout borélien de ]U,+cﬂ[ .
U est une équivalence entre les projecteurs spectraux correspondants de D*¥D et

DD¥ . On a donc pour t >0 : Ind_A_(D) = TraceA_(e-tD*D) - Tracej\_(e—tDD*)

’

on applique alors le théoreéme 7. Q.E.D,

Appliquons ce résultat & l'opérateur elliptique d + § associé & une structure
riemannienne g sur (F , avec E = Z/\ZJT*f et F = 2/‘ 2j+lT*F . Le calcul
de la page 139 de [3] montre que, dans ce cas, JO(D*D) - JO(DD*) est, en
supposant pour simplifier 6: orienté, la forme différentielle & = pf(K/2) ou,
avec les notations de la page 311 de [247, K désigne la courbure de la connexion
riemannienne de la variété (f,q) . Pour évaluer A (&) en fonction de la classe
d'homologie [CJ du courant de Ruelle et Sullivan associé & A , NOUS SUPPOSErons

pour simplifier gue $ est transversalement C*.

COROLLAIRE 9, Soient C le courant de Ruelle et Sullivan associé a A (cf. numéro
vir), [c]e Hp(\I,R) sa classe d'homologie, et ()& vP(U,R) 1la classe
d'tuler ([24], p. 98) du fibré TF sur la variété V . pour tout i = O,1,...9p
la dimension Fi de 1'espace M-aléatoire H'l des formes harmonigues de degré i

est indépendante du choix de g et

2(-1>i(zi (L], e () .

PREUVE, La proposition 5 montre gue Fi ne dépend pas du choix de g . Soit
e, = DF(Kl/Zﬂ') y 00 K désigne la courbure d'une connexion sur le fibré TF
sur V compatible avec sa métrique. Rappelons que TF est supposé orienté. On

a alors ([?4], p. 311) €. € classe d'Euler de TF . La restriction a F de la

1
connexion ci-dessus est compatible avec la métrigue de TF s on en déduit donc que

la restriction de el a (F differe de @ par le bord d'une forme

we AP L Ainsi IndJL(d+S) =<fcl, &, ) . Q.E.D.
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COROLLAIRE 10, Supposons p =2 . Si l'ensemble des feuilles compactes d'holonomie
finie de P est /l-négligeable, 1'intégrale selon _/L de la courbure gaussienne

intrinsadque des feuilles est ¢ 0 , i.e. ¢/CJ,e(F)) <0 .

PREUVE. La proposition 5.c) montre que (io =D et l'opération * définissant
une équivalence de H® sur H on a Fz =0 , d'ou le résultat car (31 20 .

Q.E.D.

Passons maintenant au calcul de Ind/\(D) , O D désigne un G-opérateur
elliptique de £ dans F ., On suppose F orients (tangentiellement) et on note
S (resp, B ) le fibré de base U formé des éléments de longueur un dans T
(resp., de longueur inférieure ou égale a un), relativement 2 une structure
euclidienne sur TF qui 1'identifie 3 T*F . Soit 6" le symbole principal de D ,
c'est un isomorphisme de TTé*(E) sur TTS*(F) (ot TT désigne la projection
TF—>v ), et il définit donc comme dans /26] II § 3 un élément de K(B,S) que
le caractdre de Chern transforme en un élément de H¥*(B,S,Q) (cF.[T?Q];:. 15).
Utilisant 1'isomorphisme de Thom, on obtient (cf. 15457 théoreme 9.1) une classe de

cohomologie & coefficients rationnels ch(D) & H¥(v,Q) ,

chD = (-l)p(pd)/z’/-l(chb") (ob W : b*(v,Q) — H*(B,5,Q) est 1'isomorphisme
de Thom).

Soit Td(\l) la classe de Todd du fibré TU®L complexifié du fibré tangent
4 V,ona Td(v)e H¢(v,Q) . 5i j désigne 1'idéal de définition du feuilletage
F y ie8, 1'idéal des formes différentielles sur V dont la restriction a F est
nulle, on a we/:o dw ¢ 7 . Soit J € H*(V,R) 1'idéal des classes de

formes fermées we/ o

LEMME 11, a) Soit C le courant de Ruelle et Sullivan et soit [C]é Hp(\I,R)

le cycle associé, on a w[C] =0 'r we J

b) Soit Td(TF®E) la classe de Todd du fibré complexifié du fibré tangent 2 F ,
on a Td(v) - Td(TFoE) € J .

PREUVE, a) Soit w € J , comme C est fermé, pour évaluer w[C] il suffit
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d'évaluer <wl ’ C> oy @, 6_] . Par hypothise la restriction de w, a ﬁ
est nulle, d'od <wl , C)=0 (proposition 7.1.3).

b) Soit § le fibré transversed ¢ , ona TF@& =T , d'ov
Td(TF®L) Td(§ @) = Td(v) . I suffit donc de montrer que Td(@C)€1+3 .
Or le fibré transverse est muni grfice & la différentielle de 1'holonomie d'une

connexion ¥ dont la restriction & F st plate, En munissant gal: de la

connexion VE et en désignant par K la matrice de courbure correspondante, on a
K

w=det| ——=J € Td@&t) et la restriction de @ & F est égale 3 1 par
l-e

construction. Q.E.D.

THEOREME, On a  Ind, (D) = chDTdv [c] od C désigne le courant de Ruelle et

Sullivan associé a J\ .

(Remarquons que chD et TdV n'interviennent dans cette égalité que modulo J ,

en particulier on peut remplacer Td(v) par Td(TFeC) .)

PREUVE, Vérifions d'abord & l'aide du corollaire 8 la formule ci-dessus pour
1l'opérateur de signature & coefficients dans un fibré auxiliaire. On suppose F
orienté de dimension paire p = 2[ , soit j un fibré de base V , hermitien et
muni d'une connexion compatible Yf . Notons 5' (resp. Z,, ) la restriction de 5
a F (resp. de ?f a F ). Soit g une structure euclidienne sur le fibré tangent
a GC . La variété feuille f‘ est munie par g d'une structure riemannienne gq' ,
soit alors A}' 1'opérateur de signature généralisé sur F a coefficients dans

le fibré 3' (cf. [3] p. 109). Scit A le G-opérateur différentiel elliptique
correspondant, la fonction transverse JO(A*A) - \)O(AA*) est donnée par une

forme différentielle w(g',f') de degré p = 2l sur la variété feuille, gui

d'apres [3] p. 309-311 est égale a

£ (@)

8

W(g',}') =Z :
2k+45=2¢

en(5")

o, si K' désigne la matrice de courbure de Vf’ sur @ et R' celle de la

connexion riemannienne de g' sur fes s ON a 3
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k
B ™ )
chk(S') = (2ri) K Trace %—
1 1 2
L =3 » Ly =g2(Ty = p]7) 4 eee (cFu [3])

od pj = (ZTfi)-zj Trace(/\sz')

Définissons des formes fermées chk(g) et Ls(g) sur V en rempmagant dans les
formules ci-dessus, K' par la matrice de courbure K de Vf et R' par la
matrice de courbure R d'une connexion Vg sur le fibré TF@®L compatible avec
sa structure hermitienne. On a alors /\(.)D(A*A) - \)O(AA*)) =<W(g,f) . C>
ol w(g,}) = 2_chk(§) ZZ-ZSLS(Q) . En effet la restriction de w(g,;) a
différe de w(g',;') par un bord, di & la distinction entre la restriction de Vg
a F et 1a connexion riemanniemne. Soit () :ZZ-ZSLS(Q) € H*(v,Q)
on a : IndA(A}) = 2£ch§. [(0:)[-(3] . Les calculs de [26i7 p. 46 et p. 225
montrent que
ch(Aj)Td(TOT@C) = 2£chf((F)

dans H*(V,Q). On a donc vérifié 1'égalité du théoréme pour les opérateurs de la
forme A, .

Or le raisonnement de [26] p. 224-225 et 1'invariance de IndA(D) par homoto
pie du symbole principal montrent 1'égalité en général, si p est pair. Si p est
impair on remplace (v, ) par (v« st , F= Sl) et on utilise le raisonnement

de [26]. Q.E.D.
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IX REMARQUES

1)L'EXTENSION DE  C*{(v,(F) ASSOCIEE AUX OPERATEURS PSEUDODIFFERENTIELS

Supposons V compacte. Considérons 1l'algebre ®° des G-opérateurs pseudo-
différentiels scalaires d'ordre £ 0 . Tout p € 6° définit un élément de
2
(

EndG(LZ(Gx,oX)) en prolongeant P* a L9(G%,9") pour tout x . Soit alors & 1la

C*~algébre obtenue en complétant &° pour la norme  Sup .
X€VY

par construction, la C*-alggbre C*(v,£ ) se plonge isométriquement dans & H
comme C:’O(V,F) est un idéal bilatére de §° , on voit que sa fermeture C*(v, )
est un idéal bilatére de & ., Soit S 1'espace compact des demi.droites de T*(F) ;
1'homomorphisme 6" de B° dans C(s) se prolonge en un homomorphisme, noté encore
6, de £ sur c(s8) . En effet, pour tout (x,g) eT*(F) et ftf c™ o),
d6>(f(x)=§, pPe®® ,ona:

ol f)a(x) = Lin T (R TO T

— 00

ce qui montre que "G"p|| sllp)l . La surjectivité de G résulte facilement de la
proposition 1.6 de [l].

Ona O(P)=0 pour tout pecx(y,F) car C‘:’O(G) est dense dans
c*(V, §) . Pour montrer que le noyau de G est C*(v,(7) , il suffit de vérifier
que, si P& f° et l6(P))) €€ , le spectre de P dans &/C*(v,ff) est
contenu dans {z et , |z|s£} . Or pour tout Ae ¢ avec l;\, >& , 1l'opéra-

teur D-A cﬁ’o est elliptique et donc inversible modulo C:”O(G) .

On a donc une extension de C*(v, f)
0 —» C¥V,F) —» & —»C(S)—= O
qui est une suite exacte de C*-algébres séparables., La K-théorie algébrigue nous

donne donc un homomorphisme canonique o de Kl(S) = Kl(C(S)) dans

K2(v, ) = K (Cx(v, F)) .

Soit alors A un G-opérateur elliptique (scalaire pour simplifier), pseudo-

différentiel d'ordre 0 . Par construction A € 6_ est inversible modulo C*(V,F)
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et on peut définir 1'indice analytique IndA comme 1'élément de KO(V, F) associé
3 6(A) par 3.
Les calculs du numéro VIII portent sur la détermination de

Dimj\u_Ind(A) = IndA(A) .

toute mesure transverse localement finie de module 1 déterminant un homomorphisme

. o o s . .V"-y . .
DlmA de K°(V,f) dans R grice & la proposition ¢ Cet homomorphisme existe car tout

projecteur e g C*(V,6=) est dans le domaine de ﬁp quand 7’ est une trace semi-
finie
puisqu'il est limite en norme d'éléments du domaine.

2) LA CLASSE DE LEBESGUE POUR UN FEUTLLETAGE TRANSVERSALEMENT C*

Soit Z le fibré transverse au feuilletage F ' Zx = Tx(v)/Tx(F) 5 pour
tout ¥eG , ¥:ix—sy ,soit I¥) : & ——-?y la différentislle de
1'holonomie, La représentation J de G dans 8 joue le rdle du fibré tangent
au “guotient v/6 .

Appelons densité transversale toute section f du fibré /A/Z des densités

d'ordre 1 sur Z . Soit alors 4 une densité d'ordre 1 sur ? ; la décomposi-
tion 0 — T (f) — T, (V) — fx — 0 de T (V) définit une densité

;(@j d'ordre 1 sur V .

PROPOSITION. Soit 5 une densité transversale continue strictement positive.

L'égalité N(s*d) = 55’9( détermine une unigue mesure transverse N osur 6 de
. _ q

module § ol Sy(.'.l()’) v) = é(b’);x(v) pour tout v e A gx .

La preuve n'offre pas de difficulté si on utilise la proposition VII.12,
La classe de A ne dépend pas du choix de f , et pour qu'un sous-ensemble
mesurable saturé (i.e. réunion de feuilles de ¢ } de V soit A-négligeable, il
faut et il suffit qu'il soit Lebesque~négligeable dans V . (si 5 est C%
tangentiellement, on a Log(s (¥)) = jw ot w-=0¢/f est la dérivée
logarithmigue de g relative a la con:'nexion naturelle de Z sur (F 3 en particu-
lier, si § est donné par q formes différentielles & sur v, dwi = Z%J:ij s

si g = ,wll\ ...Awa , alors @ est la restriction de Zﬁi' a F )
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En théorie classigue de 1'intégration, un cas particulier important est celui
de la mesure de Lebesgue sur une variété C*°, Dans ce cas, les mesures absolument
continues correspondent exactement (lorsgu'on a choisi une orientation) aux formes
positives a coefficients mesurables, de deqré égal & la dimension, La situation est
exactement analogue en intégration non commutative.

Soit en effet H une représentation de carré intégrable de G ; l'algébre de
von Neumann EnquH) construite au numéro V ne dépendant que de la classe de A. ,
on voit donc, en prenant la classe de Lebesgue, qu'elle est canoniguement associée

H .
%(

DEFINITION. L'alggbre de von Neumann du feuilletage est EngAjLz(c)) od L

désigne la représentation réguligre gauche de G dans (LZ(GX))

G)

ey * C8 dernier

étant 1tespace hilbertien canonique des densités d'ordre % de carré sommable sur

¢t .

Les résultats du numéro VI donnent alors une description de 1'espace des poids
de Enq,JLZ(G)) comme formes différentielles & coefficients opérateurs. Nous

renvoyons a [1@] pour une description de cette traduction des résultats de VI.
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