C. R. Acad. Sc. Paris, t. 281 (7 juillet 1975) Série A — 13

THEORIE DES GROUPES. — Sur la classification des facteurs de type II.
Note (*) de M. Alain Connes, présentée par M. Laurent Schwartz.

Nous introduisons un invariant % (M) qui est un groupe commutatif borélien associé a tout
facteur M. Nous en déduisons I’existence d’un facteur N de type II; non isomorphe 4 N@ N, puis
celle d’un facteur M de type II; qui n’est pas antiisomorphe a lui-méme et ne s’obtient donc pas
comme représentation réguliére d’un groupe discret.

1. DEFINITION DE L’INVARIANT ¥ (M). — Soit M un facteur a prédual séparable M,.
On munit le groupe Aut M des automorphismes de M de la topologie de la convergence
simple normique dans M,. On note & D’application canonique de AutM sur
Out M = Aut M/Int M ou Int M est le groupe des automorphismes intérieurs. Une suite
bornée (x,),.n d’éléments de M est dite centralisante quand, pour tout \y e M, on a
|| [x,, ¥]|| >0 quand n— 0. On pose CtM = {aeAutM, a(x,)—x, — 0 %

n—+w

fortement pour toute suite centralisante }. On a Int M = Ct M. L’assertion a du
théoréme 1 utilise un résultat de McDuff (3).

THEOREME 1. — Soient R un facteur hyperfini de type 11, et M, Int M, g, Ct M comme
ci-dessus

a. M est isomorphe a M ® R si et seulement si le groupe € (I_nt M) est non commutatif.
b. Dans les conditions de a, € (Ct M) est le commutant de ¢ (I—nt M) dans Out M.

Le théoréme suivant montre que si le centre de € (IE M) est trivial on peut décrire tous
les éléments de Int M. '

THEOREME 2. — Soient R et M comme dans 1. Supposons que Int M # Int M et que
Centre ¢ (Int M) = {1 }.

Alors pour tout celnt M il existe une factorisation M = N ® R de M telle que
e(0) =e(IN®s)) ou p = py (0), Y =y (0) et s sont comme dans ).

Rappelons que p, (o) est la période de € (o) dans Out M et que y (o) est la racine
Po-ieme de 1 dans C telle que :

o ="Adu" = Ic()=yu (u unitaire dans M).

On peut aussi montrer que & (I_nt M) est un groupe simple dans les conditions du
théoréme 2.

Munissons Aut M de sa structure borélienne standard, alors Int M et Ct M sont des
boréliens. Le théoréme 1 montre que le centre de & (IE M) est égal a € (Ct M n Int M)
ce qui permet de parler de sa structure borélienne quotient.

DEFINITION 3. — On pose y (M) = Centre & (I_nt M) muni de la structure borélienne
quotient.

Dés que toute suite hypercentralisante (x,),.n sur M (') est triviale (x,—2%, — 0 %

n—+ oo

fortement pour une suite de scalaires (1,),.n) on montre que y, (M) est dénombrablement
séparé. A la suite exacte | =  T->U—-IntM ->CtMnIntM — x (M) — 1 ou U est
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le groupe unitaire de M, on associe alors un élément Q,, € H® (x (M), T), ou I’action
de x (M) sur T est triviale et ol les cochaines sont boréliennes [(°), p. 42]. Quand M est
infini et % (M) localement compact, pour une topologie donnant la méme structure boré-
lienne, la condition Qy = 1 équivaut a I’existence d’un homomorphisme x — o, de 3y (M)
dans Aut M tel que € o ¢ = identité. (Pour un résultat cohomologique général, voir un
article a paraitre de C. Sutherland.)

2. CALCUL DE L’INVARIANT %, (M). — Soient R le facteur hyperfini de type II,, et pour
neN, F, le groupe libre a n générateurs et U (F,) le facteur de la représentation régu-
lire de F,. On a y(M)={1} pour M=R, M=U(F,), M=R® U(F,) et

M= ® (U (F,), ou le produit tensoriel est pris relativement a I’unique trace T,
v=1

de U (F)).
Soient N un facteur, G un sous-groupe fini de Aut N, nous introduisons deux groupes
abéliens K* et L permettant de calculer ¥ (M) ol M est le produit croisé de N par G.

Soient K =G n CtN et K' le groupe des homomorphismes de G dans T qui
s’annulent sur K.

Soit L I’intersection dans Out N de G Ct N avec le sous-groupe de Aut N adhérence
de { Ad u, u unitaire de N }.

Pour tout /e L soit o;,, dans 1’adhérence ci-dessus, tel que € (o) = /. Pour /;,,, €L
on a a; o, o ) = Ad v pour un unitaire v € N. Comme Ad v commute avec G, v définit
un élément ¢ (/;, /;) de K* par I’égalité :

gv=-c(g)v pour tout geG.

La classe ¢ du cocycle c € Z? (L, K*) ne dépend pas du choix des représentants «,.

THEOREME 4. — Soient N un facteur sans suite hypercentralisante non triviale, et
G < Aut N un groupe fini tel que G A Int N = { 1 }. Pour 3 € K* soit o, lautomorphisme
de M = W* (G, N) qui fixe N et multiplie 'unitaire U, associé @ g € G par y (g). 1l existe
alors une application canonique T1 de y, (M) sur L telle que 1 — Kt — x (M) = L—1
soit une suite exacte, de cocycle ¢ défini ci-dessus.

Le corollaire suivant répond a une question de (°), Probl. 4.4.12.

COROLLAIRE 5. — Il existe un facteur M de type 11, tel que ses puissances tensorielles
M®M® ... ® M soient deux a deux non isomorphes.

On prend N = ® (U (F,)) et automorphisme B, B? =1 de N qui correspond a
v=1

I’échange des générateurs de F,. Alors avec G = {1,B} et M = W* (G, N) on a
r(M® ... @ M) = (Z,)"

COROLLAIRE 6. — Le centre de Out M n’est pas trivial pour certains facteurs de type 11,.
On prend M comme ci-dessus [voir (%), Probl. 8].

COROLLAIRE 7. — I existe un facteur de type 11, non antiisomorphe a lui-méme.

M est obtenu comme produit croisé de U (F,) ® R par un automorphisme d’ordre 3,
B avec e (B) = (S ® s), ou SeAut U (F,), se Aut R, p, (S) =!p,'(3) =130 vAS)=Y,
¥ (s) = j% ouj = exp (i 2 n/3).
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En particulier M n’est isomorphe au facteur de la représentation réguliére d’aucun
groupe discret [(°), Probl. 4.4.30]. L’invariant y (M) se calcule aussi pour les produits
croisés par des groupes infinis, cela permet de montrer que tout groupe abélien compact
est le x d’un facteur de type 1I;.

De ce calcul résulte en particulier :

COROLLAIRE 8. — Pour tout h € 10, 1[, soient R, et P, les facteurs de Powers et Pukanszky
de type 111, et N, le facteur de type 11, de la décomposition discréte [(*), th. 4.4.1) de
P, ® R,. Alors x (N,) = T et les N, sont deux a deux non isomorphes.

Ainsi les N, forment une famille continue de facteurs de type I, construits a partir
d’actions ergodiques d’un méme groupe discret, et ils sont deux & deux non isomorphes.

(*) Séance du 26 mai 1975.
(1) i.e. [Xs, yal — O % fortement pour toute suite centralisante (Va)nen-
n—+*aw
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