Les valeurs propres d’un triangle équilatéral

MARK A. PINSKY

Résumeé. Soit D un triangle équilatéral de c6té 1. Considérons les solutions de Au 4+ Au = 0 dans D avec soit la
condition au bord uw = 0 soit la condition du/On = 0. Dénotons par n(A) le nombre de valeurs propres distinctes
< A, par N(A) le nombre total de valeurs propres < A, incluant les multiplicités. Le Théoréme 1 établit que pour
'une ou l'autre condition au bord, A, = (167%/27)(m? + n? — mn), ot m +n = 0 (mod 3). Dans le premier cas,
il est également nécessité que m # 2n,n # 2m. Le Théoréme 2 établit que limy_, oo (N(A)/n(A\)) = co. La preuve
utilise la représentation de A, comme norme d’un entier dans le corps quadratique de nombres k(w), oll w est une
racine cubique de 'unité. Ces résultats contrastent avec les résultats généraux pour les domaines avec symétrie Z3
obtenus par V. Arnold (Functional Anal. Appl., 1972).

1. Introduction. Soit D un triangle équilatéral de coté unité. Nous nous intéressons au pro-
bleme de valeur propre
Af+Af=0 dans D,
f=0 surD.

Ce probléme a été étudié par Lamé [7, p. 131-136], qui a obtenu une forme intégrale quadratique
pour les valeurs propres. En essayant de comprendre le travail de Lamé, nous avons trouvé les
défauts suivants : (i) la liste complete des valeurs propres n’est pas clairement explicitée, soit par
les entrées autorisées de la forme quadratique, soit par une quelconque caractérisation intrinseque,
et (ii) il ne donne pas de méthode pour calculer les multiplicités des valeurs propres. Il est donc
intéressant de donner un traitement mis a jour de ces deux points.

Dans les §§ 2 et 3, nous donnons un résultat dérivé élémentaire et auto-suffisant de celui de Lamé,
a la fois pour les conditions aux bords de Dirichlet et Neumann. Au § 4, nous faisons I'observation
non publiée précédemment que toute valeur propre peut étre écrite comme la norme d’un entier
dans le corps de nombres quadratiques Q(v/—3), ce qui nous permet de trouver une formule pour
la multiplicité de toute valeur propre. Finalement, ceci est utilisé au § 5 pour démontrer que la
“multiplicité moyenne” quand elle est définie convenablement devient infinie quand A — oo.

Ces questions ont aussi été d’un intérét récent en connexion avec le comportement non-générique
dans les domaines présentant une symétrie de rotation de 120° [3], [4]. Pour tous ces domaines,
les fonctions propres peuvent étre choisies comme étant symétriques (Rf = f) ou complexe
(Rf = e*?™/3f) ot R dénote une rotation de 120°. On montre ci-dessous que pour une valeur
propre donnée du triangle équilatéral, les fonctions propres sont soit toutes symétriques, soit toutes
complexes (des valeurs propres hybrides ne sont pas possibles). Les dimensions des espaces propres
peuvent étre arbitrairement grands, a la fois pour les valeurs propres symétriques et pour les valeurs
propres complexes. Ceci présente un contraste frappant avec le disque unité, ou les valeurs propres
sont de multiplicité un ou deux.

2. Valeurs propres du probleme de Dirichlet. Nous classons les valeurs propres du
Laplacien sur le domaine triangulaire

(2.1) D={(z,y):0<y<a/3y< 31—}
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avec aucune condition au bord.

THEOREME 1. Les valeurs propres de /A sur D sont les nombres

167>
(2.2) Amn:< 27;>(m2+n2—mn), mon=0,+1,...

avec les conditions suivantes ' :
(A)  m + n est un multiple de 3,

(2.3) (B) m # 2n,
(C)  n#2m.

La multiplicité de A\, est (1/6) x le nombre de fois ou elle apparait dans le réseau (2.2). Les
fonctions propres sont de la forme
(2n — m)y>

2mi
(2.4) flz,y) = (%’:n) +exp (3) (nm + A

Dans cette somme, (m,n) couvre le domaine . C Z2, ou || = 6 et & est déterminé par les régles
sutvantes :

(m, n)

/ \
(n=m,n) (m,m-n)
@9 1
(n=—m,-m) [=n.m-=n)
\{--n.—ml /

Chaque transition induit un changement de signe dans l’entrée (m,n) de (2.4).

Note. La formule de Lamé est A\, = (1672/9)(u*+ v+ uv). Cela peut étre obtenu de notre formule
au moyen de la substitution m = 2u + v,n = u — v. Avec ces variables, (B) et (C) énoncent que

w#0,u+v#0.

Nous introduisons 'opérateur de rotation par

Une fonction propre est dite symétrique si Ro f = f, 2 € D. Une fonction propre est dite complexe
si Rof = exp (£2mi/3)f, = € D.

COROLLAIRE 1. La valeur propre A\, appartient a une fonction propre symétrique ssi la condition
additionnelle suivante est vérifiée :

(D)  m est un multiple de 3,

(de fagon équivalente, la fonction propre associée est périodique en x de période 1). La valeur propre
Amn appartient a une fonction propre complexe ssi m est congruent a +1 ou —1, modulo 3. En par-
ticulier, une valeur propre ne peut appartenir a la fois a une fonction propre complexe et d une

1. T1 est nécessaire que (B) et (C) soient satisfaites pour toute paire (m,n) qui apparait dans (2.5).



fonction propre symétrique.

COROLLAIRE 2. Les fonctions suivantes sont des fonctions propres symétriques et elles fournissent
une liste compléte des valeurs propres simples.

(2.6) fo(z,y) = sin(27pd;) + sin(27pdy) + sin(27pds), p=1,2,...,
ol 5
5 Y
d =L
1 \/§ .
dy =x——=
i V3
33 =1—x-— i
V3

dy, ds, agisonti les gltitudes normalisées du point (z,y) dans le triangle D. Elles satisfont la norma-
lisation dy + ds + d3 = 1 et les regles de réflexion R;od; = —d;, i = 1,2, 3. Les valeurs propres sont

obtenues par la formule
1672 9
)\3p70 = o7 (9]9 )

Pour prouver ces résultats, nous introduisons le parallélogramme

— 3V3 y Y
D = ) 0<y< 2 2 g3yt
{(xy) y< 5 st \/g}

et les opérateurs de réflexion

Ry (2,y) = (z,-y),

, T yV3 V3 oy
RQ' (l‘7y)_>< 2+ 2 9 92 +2>7

, 3 ¢ y/3uy V3 /3
s <x’y>%<2—2—2>2+2—2 |

Il y a un isomorphisme canonique entre L?(D) et le sous-espace suivant de L*(D),

(2.7) H={feI*D):Rf=—f i=1,23}

obtenu par f — f|p pour f € H. Donc, n’importe quelle fonction propre de A sur D peut étre
obtenue en résolvant I’équation sur H. La restriction a D satisfera automatiquement les conditions
au bord de Dirichlet. Par un résultat standard dans [1, p. 148], nous obtenons une liste compléte
des fonctions propres de A sur D données par combinaison linéaire de

(2.8) f(z,y) = exp (i(ax + By)),

ot (a, B) sont dans le réseau dual. Cela nécessite que 3a = 2nm,3a/2 + 3v/35/2 = 2mn pour les
entiers (m,n). Donc a = 2n7/3, 8 = 27(2m — n)/(3v/3). On vérifie facilement que, correspondant
a cela,

)\mn = Oé2 + BQa

(2.9) = <W>2 + (2m)? <(2m_n)2> :




La fonction propre est donc de la forme

270 (2m —n)y
(2.10) f= (g;l Amnexp( 3 ) [nm + \/31 ,

ou la somme est sur (m,n) avec A\, = A. Pour satisfaire les conditions de réflexion, écrivons

Riof = X Aesp (%51 (wa - G721

m'n’
2mi 2m —
o 3 V3
ou on a effectué la substitution m’ = n — m,n’ = n. Par conséquent, R; o f = — f nécessite que
(2.11) Amn = —An—mn.

Le second opérateur de réflexion est

Ryof =3 Apwexp (2;”) n <2+y\/_> +©2m' —n) (x 2\/—”

m'n’

= mz; Apprexp (2;”) (m —n')z + W\/;%J] :

_ ZAmm EXD (2;”) (n:c n (zm\/_;)y> .

Par conséquent, nous devons avoir
(2.12) A = —Apin—n.

Le troisieme opérateur de réflexion est

Ryof = 3 Awnexp (2;”) n (3 T Wg) +(2m =) (1 _ +y>] ,

m/n’

= 3 Agwesp (2?) :(n' +m/)exp (237”> (—m’x + (m/_\/;n/)yﬂ ,

m/n’

= Z A, _mexp (2;”) (—m — n)exp (237?@) (mx + (Qm\/—gn)y> :

Ainsi nous devons avoir 5

(2.13) Apn = —A_, _pexp ( ;TZ) (—m —n).
Maintenant, si pour un couple fixé (mg, ng), nous avons A,,, ,, = A, alors en itérant (2.11) et (2.12)
et en se référant au graphique (2.5), on voit que exp(27i/3)(—m—n) = 1, i.e., m+n est un multiple
de 3, ce qui prouve la condition (A). Pour prouver la condition (B), supposons au contraire que
mgy = 2ng. C’est la méme chose que (mg, ng) = (mg, mg—ng). La propriété (2.12) nécessite alors que
A= —A,ie, A=0. Similairement, pour prouver la condition (C), nous notons que ny = 2my est
identique a (mg, no) = (no—mo, no), ce qui par la propriété (2.13) nécessite que A = 0. Inversement,
nous vérifions directement que n’importe quelle somme de la forme (2.4) satisfait les conditions de
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réflexion (2.7) et est par conséquent une fonction propre. Ainsi nous avons prouvé le théoreme.

Pour prouver le Corollaire 1, nous étudions les effets de I'opérateur de rotation sur (2.10) :

Rof = n%/ A, €xXp <23m> (n")exp (237”) [(m' —n')x — (m’—l—\/gn')y} :

Mais (2.11) et (2.12) nécessitent que A, = A, Par conséquent, nous devons
avoir exp(27i/3)(—m) = 1, i.e,, m est un multiple de 3. De fagon similaire, si m est congruent a
+1 modulo 3, il est clair que Ro f = e**™/3f i.e., f est une fonction propre complexe.

Pour démontrer le Corollaire 2, notons tout d’abord que pour le choix m = 3p,n = 0, la formule
(2.4) produit la fonction propre symétrique (2.6). Nous allons montrer maintenant que cela corres-
pond aux seules valeurs propres simples de A sur D. En effet, supposons que A,,, est une valeur
propre simple correspondant & l’ensemble . décrit en (2.5). Si (m,0) € . pour un certain m,
alors par le Théoreme 1, m = 3p et le résultat est prouvé. Par conséquent, nous pouvons supposer
que . ne contient pas de paire de la forme (m,0). Ainsi nous pouvons écrire

S = {(mo, nO)a (m0, my — no), <_n07 mo — no), (—no, —mo), (no — My, _m0)7 (no — My, no)}-

Par hypothese, nous devons avoir ng # 0, mg # 0, ng 7# mg. Définissons un nouvel ensemble
15’7/: {(HO; mO)? (n07 Ny — mO)) (_m07 No — m0)7 (_m[): ng — m0>7 (mO — No, nO)a (mO — No, mO)}

Clairement . N.¥ = @ , et par conséquent 72 peut étre utilisé pour fabriquer une nouvelle fonc-
tion propre selon la formule (2.4) avec la méme valeur propre - une contradiction. Par conséquent
(m,0) € . pour un certain m et nécessairement m = 3p par le Théoreme 1. Cela amene a nouveau
a la formule (2.6), que 'on devait démontrer.

3. Valeurs propres et probleme de Neumann. Les méthodes des §§ 1 et 2 peuvent
aussi étre appliquées pour énumérer les valeurs propres du probleme

Af+Af=0, =x€D, giaD:o.

En effet, étant donnée f sur D, on fait monter [ vers une fonction f sur D
satisfaisant R; o f = +f, z € D,i=1,2,3; f|p = f.f sera toujours une fonction propre sur D et
par conséquent une combinaison linéaire de (2.8) avec les mémes valeurs de («a, #). En appliquant
I'opération de réflexion, nous avons le résultat suivant.

PROPOSITION 3. Les wvaleurs propres de A sur D avec conditions de Neumann auz bornes sont

données par les nombres
1672
Amn = ( T ) (m? +n* — mn),

27

ot m + n est un multiple de 3. Les fonctions propres sont de la forme

flz,y)= > exp <23m> (nx+(2m\/_§n>y> :

(m,n)



ou (m,n) couvre le domaine ¥ C Z* ot || = 6 est déterminé par la transformation (2.5).

4. Discussion de théorie des nombres a propos des valeurs propres. Les
valeurs propres peuvent étre classées en utilisant la théorie de la factorisation dans I'anneau Z(w),
olt w = (—1++/=3)/2 est une racine primitive cubique de 1'unité [5, Chapitres 14-15]. En effet, on
peut écrire B
(4.1) A =m?+n* —mn,

= |m + nw|?.

Nous faisons référence a A comme & une waleur propre normalisée. On montre que Z(w) a la
propriété de factorisation unique : @ = m 4+ nw = pi' ... pP? u ou u est une des six unités possibles
(£w"), k = 0,1,2, et les nombres premiers (p;) sont d'un des types suivants :

(1) p = (1-w);
(2) p= un nombre premier rationnel de la forme 3s + 2;
(3) p = un facteur m + nw d'un nombre premier rationnel de la forme 3s + 1;

ces nombres premiers sont notés my, Ty, T3, 13, -+ - -

PROPOSITION 4. Soit A = m? + n? — mn une valeur propre normalisée du triangle équilatéral avec
conditions de Dirichlet aux bornes. Alors la factorisation en nombres premiers de A a la forme

(4.2) A = 3e02aig20  7mi3w
ot
(1) ap 21,
(2) siag=1alors~y; >0 pour un certain i,
1 Yi = 07
H(l + ) oo = 1 ou ~; impair pour un certain i,

(3) multiplicité()) =

)

H(l +7)—1 ag = 1 et v; pair pour tout i,
(4) X est symétrique ssiag = 2.

Inversement, tout entier de la forme (4.2) satisfaisant (1) et (2) est une valeur propre normalisée.
Pour les conditions au bord de Neumann, nous avons seulement besoin que apg > 1. Dans ce cas,
la multiplicité (X) = [[(1 + ) dans tous les cas.

Preuve. Traduisons d’abord les conditions connues sur (m,n).

Fait 1. m+n=0(3)ssi ap = 1.

En effet, si ap 2 1, alors a = (1 — w)(m + nw) = (m + 1) + (20 — m)w = (M + nw) et clairement
m+n = 31 = 0 (3). Inversement, si m+nw € Z(w), (m+nw)/(1—w) = [5(m+n)—n]+w[(m+n)/3].

Par conséquent, si m +n = 0 (3), alors le quotient & nouveau € Z(w) et par conséquent ag = 1.

Fait 2.m =0 (3),n =0 (3) ssi ap = 2.



En effet, si ag = 2, alors a = (1—w)?(m+nw) = 3n+w(3n—3m) et clairement m = 0 (3),n = 0 (3).
Inversement, si m + nw € Z(w), (m + nw)/(1 —w)* = —3[n +mw]. Sim =0 (3),n = 0 (3), ce
quotient & nouveau € Z(w) et ainsi ag = 2.

Fait 3. m = 2n ssi a est un multiple entier de m3w, et n = 2m ssi a est un multiple entier de mow.

En effet, si m = 2n, alors a = m+nw = n(2+w) = nmsw. Inversement, si a = nm3w, alors a = 2n+nw
et par conséquent m = 2n. Dans le cas ot n = 2m, nous écrivons a = m+nw = m(1+2w) = mm3w,
pour parvenir a la méme conclusion.

Mettre ces faits ensemble prouve les parties (1), (2), (4) de la proposition. En effet, m # 2n,n # 2m

nécessite que a/m3 ne soit pas un entier. Cela nécessite que le produit w?lﬁgl ... ne soit pas un en-
tier, ce qui est équivalent a 3; # [, pour un certain i. Finalement, m + n = 0 (3) nécessite que
ap = 1, par le Fait 1.

Pour déterminer les multiplicités, nous devons d’abord déterminer la non-unicité de (4.2). Dans ce
but, appelons a, a’ deux représentations possibles : A = |a|* = |d/|? on

a = w2511 | gl oy,
a/ / ’ ’ ﬂ/ _B/
a, = 7T302a15a211a3 e 7T717T71 e U,.
/|2

L’équation |a|? = |a’|* nécessite que

3a022a1 5202 7ﬂ1+Bl — 30"1 22@’25211’2 753"'51
Par la factorisation unique pour les entiers rationnels, nous devons avoir oy = o, 1 = o, ..., 1+
1 = Py + By, ... Par conséquent, la multiplicité d’une valeur propre donnée est égale au nombre

de fagons de redistribuer les exposants 3;, B;, sujets a ces conditions. Si g 2 2, ceci est clairement
égal au produit H(l + 7). Si o = 1, nous devons exclure le cas §; = (; pour tout i. Cela peut

1
seulement se produire si 7; est pair pour tout .

COROLLAIRE. Pour un entier k, il existe une valeur propre A\ de multiplicité k ; A peut étre choisie
comme étant symétrique.

Preuve. Soit a = ﬂ%ﬂlfl une représentation possible pour A. Les représentants restant possibles
sont 7ams %7, ... mawe L. Chacun d’eux est admissible et correspond & une fonction propre. Pour

ce choix, A = 9.71,

Ezxemple. Pour k = 3, nous avons les valeurs a = 15 — 9w, a = —21w,a = —15 — 24w, avec X = 441,
Cela donne I'exemple le plus simple d’une valeur propre dégénérée de multiplicité impaire.

Note. La Formule (3) de la Proposition 4 découle également de [8, Satz 204, p. 144].
5. La multiplicité des valeurs propres. Dans cette section, nous obtenons quelques

estimations qualitatives sur le nombre de valeurs propres. Le résultat principal est que la “multi-
plicité moyenne” devient infinie lorsque A\ — oo.



Pour démontrer cela, nous introduisons les fonctions

(5.1) ne(A) = #{j : \; < A, ), est une valeur propre k-repliée},
(5.2) n(A) =Y nk(N),

1
(5.3) N(A) =D kng(N).

1

Puisqu’il y a seulement un nombre fini de valeurs propres dans chaque intervalle fini, a la fois les
sommes (5.2) et (5.3) contiennent seulement un nombre fini de termes non nuls; n(\) compte le
nombre de valeurs propres (sans répétition) < X, N(\) compte le nombre total de valeurs propres,
en incluant les multiplicités. Le théoréme de Hermann Weyl établit que

A
(5.4) N~ A A= e,

ott A = /3/4. Pour étudier la multiplicité moyenne, nous définissons

. NN
m = lim
A—00 TL()\)
THEOREME 2. m = 0.
Pour préparer la démonstration, nous étudions certains ensembles d’entiers. Soit P = (p;) un
ensemble de nombres premiers tels que
1
o=
j P

Soit . = {n: P; [npour toutj}, f(z)= > L
LEMME. f(x) = o(x),z — 0.
Preuve. Appelons .y = {p; fn, pour 1 £ j < N},

ne€SN,n<r

Clairement, . C .y pour tout N et ainsi f(z) < fy(x). Mais il est bien connu que
Par conséquent

N
Mais Zl/pj = oo implique que le produit H(l — (1/p;)) tend vers zéro quand N — oo. Par
j=1
conséquent lim sup,_,. f(z)/x = 0, ce qui était & démontrer.

Preuve du théoréme. Soient P, = {2,5,11,17,...}, P, = {3,7,13,19,...}. P, contient tous les
nombres premiers de la forme 3n + 2, alors que P, contient tous ceux de la forme 3n + 1 ainsi que
le nombre premier 3. On sait [6, p. 52] que Z 1/p; = oo a la fois pour P; et pour P. Appelons

8



S (i = 1,2) les ensembles formés a partir des P;,i = 1,2, de la manicre ci-dessus. Maintenant,
rappelons que si A est une valeur propre, A = (167%/27)), ou

N = 3e02mp2ee M3

= u?v,

ouu € .%,v € .. Donc,

#Asx) = > 1,

{ue S wes u2vix}

=2 2 L

VES uS\/x /v, uESs

—/f2< )dﬁ()

Maintenant soit € > 0. Donc fa(u) < eu pour u = M. Soit K = max;<,<p f(z). Donc

#NSx)=1+11,

ou
=" (ﬁ) Ahi(v)
= <ﬁ> 4 (v).
Maintenant

[ <e /1 o \/fdfl(v)
—5\/5{%f1< ) 2/fv/M2 J:js/z }

Mais fi(x) = o(z),z — oo implique que les deux termes soient o(y/x),x — oo. Par conséquent,
I = o(x),z — oco. Pour l'autre terme, nous avons

1T = K{fl(x) —h (]\j»}

(x), (z — 00).

I
S

Cela compléte la preuve que #(\ < z) = o(z), z — co. Par conséquent, n(\) = o(\), A — co. Mais
N(X) ~ AX/47. Dong,
)
~ const. A — 00

() o(A)’

=

S

La démonstration est complete.

Remerciements. Nous sommes reconnaissants aux examinateurs de ce texte pour plusieurs sug-
gestions utiles.

Note ajoutée a la preuve. En utilisant les méthodes de cet article, P. Bérard a obtenu des formules
explicites pour les valeurs propres du Laplacien de certains domaines euclidiens associés aux groupes
cristallographiques. (P. Bérard, Spectres et groupes cristallographiques, C.R. Acad. Sci. Paris Sér.
A, 288 (25 juin, 1979), p. 1059-1060).
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