SUR LES ANALOGUES ALGI*/]BRIQUES DES GROUPES SEMI-SIMPLES COMPLEXES

M. J. TiTs (BRUXELLES)

§ 1 - INTRODUCTION

1. Les groupes de Lie complexes simplesﬂ connus grace aux travaux de W. Killing et de E.
Cartan, sont les groupes classiques : A,, = PGL,41(C),B, = POy,4:(C),C, = PS,,.(C),D,, =
PO; (C)(n > 3), et les groupes exceptionnels, au nombre de cing : Go, Fy, Eg, Er, E.

On a envisagé depuis longtempsﬂ des groupes classiques définis sur un corps quelconqueﬁ. Dans
un travail récent [2], C. Chevalley définit pour tout groupe simple complexe G et tout corps K un
groupe G'i que l'on peut appeler “I’analogue de G sur K ”|E|. La méthode de Chevalley repose sur
une analyse détaillée de la structure des groupes simples complexes ; elle est purement algébrique et
differe essentiellement de la méthode usuelle de définition des groupes classiques sur K qui peut étre
qualifiée de “géométrique”. La question se pose alors naturellement de définir géométriquement des
analogues sur K de tous les groupes complexes simples, et en particulier des groupes exceptionnels.

La recherche d’interprétations géométriques des groupes exceptionnels a donné lieu a de nombreux
travaux qui ont permis notamment la mise en évidence de liens étroits existant entre ces groupes et
I'algebre des octaves de Cayley (cf. par ex. [3], [6], [10], [11], [7]). Les interprétations des groupes
exceptionnels obtenues dans ce cadre se prétent cependant mal, pour diverses raisons, au “passage a
un corps quelconque”ﬂ Abordant par une voie nouvelle le probleme de I'interprétation géométrique
des groupes simples complexes, j'ai été conduit (cf. notamment [12], [13], [14], [15], [16]) & associer
a chacun de ces groupes G une “géométrie” I'(G) ayant un groupe d’automorphismes isomorphe
a Gﬂ ; a titre d’exemple, la géométrie associée au groupe PGL,1(C) est la géométrie projective
complexe a n dimensions et PGL,;1(C) est le groupe des projectivités de cette géométrie. Par-
tant d'une définition géométrique des géométries I'(G), ol intervient explicitement le corps C, j’ai
proposé, dans l'introduction de [15]|§|, une facon de définir des “analogues des I'(G) sur un corps
quelconque K7, les géométries ' (G) ainsi obtenues possédant — si elles existent — des groupes

Associé du Fonds National de la Recherche Scientifique.

1J’entends : algébriquement simples, c’est-a-dire dénués de tout sous-groupe invariant.

2Les notations PGL,,11(C), PO2,41(C), etc. sont celles de J. DIEUDONNE [4] ; C désigne le corps des nombres
complexes.

3Cf. [4], [17], et les index bibliographiques de ces ouvrages.

44Corps” signifie dans cette conférence corps commutatif, sauf mention expresse du contraire.

511 faut souligner le fait que, pour G et K donnés, le groupe G est unique. Lorsque G est un groupe orthogonal,
G est le groupe orthogonal de méme dimension sur K, correspondant a une forme quadratique d’indice maximal.

6Notons d’ailleurs qu’il s’agit, en fait, d’interprétations, non des groupes exceptionnels eux-mémes, mais de
certaines formes réelles de ces groupes dont il n’existe pas d’équivalent sur tout corps.

"Le langage des “géométries”, employé ici, a été introduit dans [16] ; dans les autres articles cités, j utilisais celui
des “espaces”. Les deux modes d’expression sont équivalents en ce sens que toute proposition exprimée en langage de
géométrie peut étre traduite en terme d’espace et vice-versa ; il faut noter, toutefois, que le langage des géométries
a sur autre ’avantage de conduire généralement a des énoncés plus ramassés et plus symétriques, mais qu’il est, en
contrepartie, plus éloigné de I'intuition géométrique usuelle.

Il faut prendre garde au fait que le groupe G n’est pas nécessairement le groupe de tous les automorphismes de la
géométrie I'(G).
8 Au langage pres ; cf. la note précédente.



d’automorphismes G i généralisant naturellement les groupes d’automorphismes G des géométries
F(G)ﬂ Deux questions importantes restaient posées : la géométrie ['x(G) existe-t-elle quels que
soient G et K 7 (la réponse est évidemment affirmative lorsque G est un groupe classique ; dans
[15] je donnais des indications permettant d’arriver a la méme conclusion dans le cas du groupe
Es), et dans l'affirmative, les groupes G sont-ils identiques aux groupes G de Chevalley 7 Il faut
noter que, méme dans le cas des groupes classiques, la réponse a cette seconde question n’est pas
évidente : les groupes classiques G obtenus par le procédé géométrique décrit ci-dessus coincident
par définition méme avec les groupes classiques sur K usuels, mais il n’en va pas de méme pour les
groupes “des types classiques” de Chevalleym

Comme on peut s’y attendre, la réponse aux deux questions posées ci-dessus est affirmative. La
facon la plus directe d’obtenir ce résultat, consiste a étendre aux groupes de Chevalley la théorie des
géométries associées I'(G). Ceci m’a conduit a étudier les fondements axiomatiques de cette théorie
c’est-a-dire a rechercher quelles sont les classes de groupes auxquels elle s’applique. Cette axioma-
tique et son application aux groupes de Chevalley font I'objet principal de la présente conférence.

En s’efforcant de simplifier la méthode de E. Cartan pour la détermination des groupes simples
complexes, E. Witt [19], et plus tard E. B. Dynkin [5], ont été amenés a associer a ces groupes
certains schémas que j’appelle schémas de Witt-Dynkin (cf. fig. 1)@ Outre les groupes G et
les géométries associées I'((), interviendront ici, de fagon essentielle, des schémas généralisant les
schémas de Witt-Dynkin ; la théorie que j'exposerai est une théorie axiomatique des liens existant
entre ces trois types d’étres. Pour y arriver, je commencerai par analyser ces liens dans un cas
particulier, celui de la classe des groupes projectifs PGL,.1(C) ; les géométries associées sont les
géométries projectives complexes des diverses dimensions et les schémas sont les schémas A, de la
figure 1.

Il me parait difficile de donner une démonstration générale, c’est-a-dire comportant un traitement
simultané des divers groupes, et raisonnablement simple de l'existence des groupes de Chevalley
définis géométriquement, de la facon décrite ci-dessus ; ceci met en évidence un avantage du procédé
de définition de Chevalley. En ce qui concerne leur application aux groupes de Chevalley — elles
en ont bien d’autres sur lesquelles j'espere revenir ultérieurement — les considérations générales
développées ici sont donc a envisager sous ’angle suivant : ces groupes étant définis, et leur exis-
tence démontrée, par voie algébrique, elles fournissent la possibilité de leur appliquer les fécondes
méthodes d’investigations géométriques. Il convient de noter a ce propos que les résultats obtenus
permettent non seulement d’associer une géométrie déterminée a tout groupe de Chevalley, mais
encore d’obtenir aisément de nombreuses propriétés, du type notamment des propriétés d’incidence

9Dans le cas du groupe Eg, par exemple, G est le groupe G;,K) dont il est question dans [15] (p. 36).

Dans [2], C. CHEVALLEY indique que les groupes G ¢ sont “presque certainement” identiques aux groupes usuels
dans les cas classiques. J’ai démontré qu’il en est bien ainsi, par une méthode géométrique dont j’indiquerai ici le
principe (cf. n° 9) en me bornant, pour le détail, & traiter un cas particulier (cf. n° 10). Une autre démonstration
du méme fait, basée sur la théorie des représentations linéaires, a été donnée par P. CARTIER ; elle n’a pas jusqu’ici,
a ma connaissance, fait ’objet d’une publication.

HCes schémas, qui portent dans la littérature des noms divers, ont été introduits par H. S. M. COXETER
a l'occasion de I’étude des polytopes réguliers et des groupes finis engendrés par des réflexions. Le mode de
représentation faisant intervenir des traits doubles et triples orientés est celui que j’ai introduit dans [14]. Les
sommets des schémas de la fig. I sont numérotés pour faciliter la suite de 1’exposé.



des variétés linéaires dans un espace projectif, des diverses géométries ainsi définies (cf. [14], [15],

[16]).
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§ 2. — ANALYSE D’UN EXEMPLE : GEOMETRIES ET GROUPES PROJECTIFS

2. Nous désignerons par &, l'espace projectif complexeFE] a n dimensions. La géométrie{ig] de cet
espace est caractérisée par la donnée des points, droites, plans, 3-plans, ..., hyperplans (= (n — 1)-
plans), et, si ces variétés sont données abstraitement (et non comme des ensembles de points), de
leur relation d’incidence entre elles. Associons a 'espace &, le schéma A, de la figure 1, les som-
mets 1, 2, ..., n étant associés respectivement a la famille des points, des droites, ..., des hyperplans

12Tout ce que nous disons dans ce § est en fait valable sur un corps quelconque, commutatif ou non, possédant
un antiautomorphisme (c’est-a-dire isomorphe & son opposé).

BL’emploi des mots “géométrie” et “espace” dans ce § est guidé par des considérations faisant appel & 1'usage
courant plus qu’a la logique. Au § 4, nous restreindrons la portée du terme “géométrie” en lui donnant une
signification précise.



de &, ; nous allons examiner les propriétés de la correspondance ainsi établie.

Il apparait en premier lieu que les sommets du schéma sont rangés par ordre de dimension croissante
des variétés qu’ils représentent. Cependant, cette propriété fait intervenir la notion de dimension
que nous désirons écarter en vue des généralisations ; par ailleurs, le sens de la numérotation des
sommets du schéma A, nous importe peu, une inversion de ce sens correspondant a une dualité de
Z,. Nous retiendrons par contre une autre expression des liens existant entre 1'ordre des sommets
du schéma A, et les propriétés des variétés linéaires de &Z,,. Désignons par .%; la famille de variétés
linéaires de &2, correspondant au sommet s du schéma A, (c’est-a-dire, la famille des (s — 1)-plans
de Z,). On voit alors que

(2.1) Deux sommets a et b du schéma A,, sont séparés par un troisieme sommet ¢ si et seulement
st deur variétés appartenant aux familles %, et %, sont incidentes entre elles deés qu’elles sont
incidentes a une méme variété de la famille ..

Certaines relations entre espaces projectifs de diverses dimensions se retrouvent aussi sur les schémas
associés. Ainsi, la donnée dans &, d'un (i —1)-plan @ conduit a la considération de deux nouveaux
espaces projectifs, un espace a ¢ — 1 dimensions dont les points, les droites, ..., les hyperplans sont
les points, les droites,..., les (i — 2)-plans de &2, incidents a w, et un espace a n —i dimensions dont
les points, les droites, ..., les hyperplans sont les i-plans, les (i + 1)-plans, ..., les hyperplans de 2,
incidents a w ; ceci est a rapprocher du fait que si on retire du schéma A, le sommet i et les traits
qui y aboutissent, le schéma restant se décompose en un schéma A;_; et un schéma A,_;. Pour
exprimer simplement le lien entre les deux faits précédents, nous introduirons la notion de somme
directe de deux espaces projectifs, étre géométrique obtenu en considérant simultanément les deux
espaces en question et en déclarant chaque variété du premier espace incidente a chaque variété du
second.

(2.2) On associera a la somme directe de deuz espaces la réunion disjointe des schémas associés a
ces espaces.

Moyennant cette convention, la constatation faite ci-dessus peut s’exprimer comme suit :

(2.3) Les variétés linéaires de &2, incidentes a une variété donnée, appartenant a la famille F, con-
stituent 'étre géométrique (espace projectif ou somme directe d’espaces projectifs) dont le schéma
associé s’obtient en retirant du schéma A, le sommet s et les traits qui y aboutissent.

Notons que (2.1) est une conséquence immédiate de (2.2) et (2.3).

Soient G™ le groupe des projectivités de 22, et G\, G{", ..., G les sous-groupes de G formés
respectivement par les projectivités conservant un point, une droite, ..., un hyperplan, deux a
deux incidents, donnés dans &Z,. Les points, les droites, ..., les hyperplans de &, peuvent alors
étre représentés, de la facon usuelle, par les classes latérales a droite de Gg"), Gé"), ., G dans
G™ (cest-a-dire par les points des espaces homogenes G™ /G G™ /G . G™ /GIM), et deux
variétés linéaires sont incidentes si et seulement si les classes latérales qui leurs correspondent ont
une intersection non vide. Ainsi, tout propriété de I'espace &2, peut se traduire sous forme d’une



propriété du groupe G et des sous-groupes G(") ; en particulier, les liens existant, comme il a été
vu plus haut, entre les espaces projectifs &7, des dlverses dlmen81ons et les schémas A,,, donnent lieu
a des liens entre ces mémes schémas et les divers groupes G™ et G , liens que nous n’expliciterons
pas ici, la question devant étre reprise dans un cadre plus large au paragraphe suivant.

§ 3 — SYSTEMES COMPLETS DE GEOMETRIES, SCHEMAS ASSOCIES, COLLECTIONS

3. Une géométrie I'(&; F1, P, ..., Fn; 1; A) sera caractérisée par la donnée d’un ensemble d’éléments
&, répartis en familles #;, d'une relation d’incidence 1 — relation binaire réflexive et symétrique
définie sur cet ensemble — et d’un groupﬂ d’ “automorphismes” de la structure ainsi définie, c’est-
a-dire de permutations des éléments de & conservant chaque famille .%; ainsi que la relation ¢. On
devra admettre, pour la simplicité de l'exposé, que certaines des familles .%; puissent étre vides.
Le nombre n des familles .%;, que nous supposerons fini, sera appelé I'indice de la géométrie I'.

Ezemples. (3.1) Soient K un corps quelconque, commutatif ou non, &2, l'espace projectif a n
dimensions sur K, .%; 'ensemble des variétés linéaires de dimension ¢ — 1 de &,,, & la réunion des
ensembles %, 9\2, e ,33”, ¢ la relation d’incidence usuelle entre variétés linéaires de &2, et A le
groupe des projectivités (transformations linéaires) de &2,,. Nous appellerons géométrie de &2, ou
géométrie projective a n dimensions sur K, la géométrie I'(&; F1, Fa, ..., Fu;t; A).

(3.2) Soient K et &, définis comme ci-dessus, et considérons une polarité T (resp., K étant sup-
posé commutatif, une hyper-quadrique x) non dégénérée, donnée dans &,. Une variété linéaire
a i — 1 dimensions est dite appartenir & T (resp. & x) si elle est contenue dans sa variété polaire,
a n — i dimensions, par rapport a T (resp. si elle est contenue dans x) ; soient .%; 'ensemble de
ces variétés, & la réunion des .%;, r la valeur maximum de 7 telle que .%; ne soit pas vide, ¢ la
relation d’incidence usuelle entre éléments de &, et A le groupe des projectivités de &, conser-
vant T (resp. X). Nous appellerons géométrie de la polarité T (de l'hyperquadrique X) la géométrie
[(&; P, Fay ooy Fryt; A), sauf si K est commutatif, n = 2r — 1, et si T est la polarité par rapport
a une hyper-quadrique x (resp. si n = 2r — 1 et si la polarité T associée a x n’est pas dégénérée).
On sait que, dans cette derniere éventualité, les variétés a r — 1 dimensions appartenant a T (ou
a X) se répartissent en deux “modes”, .7/, et .Z, tels que toute variété a r — 2 dimensions ap-
partenant a T (a x) soit l’intersection de deux Varletés a r — 1 dimensions de modes contraires,
bien déterminées ; désignons par & le complémentaire de .%,_; dans &, par A" le sous-groupe
de A formé des projectivités conservant chacun des modes de variétés a r — 1 dimensions, .#/, et
F! et par 1T la relation d’incidence ¢ élargie par la convention suivante : deux variétés a r — 1
dimensions de modes contraires seront incidentes (pour ¢*) si leur intersection est une variété a

r — 2 dimensions ; nous appellerons alors, dans ce cas, géométrie de T (ou de x), la géométrie
+. 0" O" o ozl ", 4. +
NG Foy ey Frooy FL T T AT,

(3.3) Nous appellerons somme directe de deux géométries I"(&"; F, ..., FL;/; A) et
(& F ., Flhid' Al) la géométrie T(E' U " F, ..., Loy F o, Flii A x A”), ot A7 x

n' n's

14La considération du groupe A n’est pas toujours indispensable et il y a parfois intérét & en faire abstraction,
c’est-a-dire a envisager des géométries définies seulement comme ensembles d’éléments répartis en familles et munis
d’une relation d’incidence. Pour faire rentrer ces géométries “agroupales” dans le cadre de notre étude, il suffit de
convenir que le groupe A qui leur correspond est réduit a 1’élément neutre.



A’ opere de la facon naturelle sur &’ U &”, et ou la relation d’incidence ¢ est définie comme suit
: ¢ se réduit respectivement a ¢/ et a ¢’ sur & et &”, et tout élément de &’ est incident (pour ¢) a
tout élément de &".

(3.4) Etant donné un élément quelconque a € &, que nous supposerons pour fixer les idées ap-
partenir a la famille .%, nous appellerons géométrie résiduelle de la géométrie I'(&; F1, ..., Fu;t; A)
par rapport a l'élément a, la géométrie I'(&;.Z;, ..., F#);/; A') définie comme suit : & est
I’ensemble des éléments de & incidents a a et n’appartenant pas a ﬁlﬁ, F! = &'N.Z; est I'ensemble
des éléments de .%; incidents a a, ' est la restriction de ¢ a & et A’ est le groupe des éléments de
A qui conservent a, considéré comme opérant sur &”.

Nous dirons qu’un ensemble, fini ou infini, de géométries est un systeme complet si toute géométrie
résiduelle d'une géométrie de I'ensemble est isomorphe a une géométrie de I'ensemble. Il en est
ainsi par exemple de I'ensemble des géométries projectives des diverses dimensions sur un corps
donné K quelconque.

4. Considérons un systeme complet ¥ de géométries, et demandons-nous s’il est possible, comme
dans le cas des géométries projectives (cf. § 2), d’associer biunivoquement aux géométries P du
systeme X des “schémas” S(P) tels que la condition suivante soit remplie :

(4.1) Les “sommets” du schéma S(I") représentent les familles d’éléments de I, et le schéma associé
a la géométrie résiduelle de I' par rapport a un élément a s’obtient en retirant de S(I") le sommet
correspondant a la famille a laquelle appartient a.

La réponse est en général négative. En effet, pour qu’il existe de tels schémas, il est évidemment
nécessaire que toute géométrie I' appartenant a X possede la propriété suivante :

(4.2) Les géométries résiduelles de I" par rapport a deux éléments quelconques d’une méme famille
sont isomorphes entre elles. Nous allons voir que cette condition est aussi suffisante pourvu qu’on
donne un sens suffisamment large au mot “schéma”.

Considérons un systeme complet ¥ de géométries possédant toutes la propriété (4.2). Nous com-
mencerons par définir la géométrie I';, ;. résiduelle d’une géométrie I par rapport a un ensemble de
familles d’éléments de I, F;,, ..., #;.. S'il est possible de trouver des éléments a;, € F;,,...,q; €
F;,, I'i, sera la géométrie résiduelle de I' par rapport a a;,, I';, ;, la résiduelle de I';, par rapport
a iy, ..., et I';, i la résiduelle de I';, ;. , par rapport a a;, ; sinon, I';, ; sera la “géométrie
vide” (sans élément) d’indice n — r, n étant I'indice de I'. La condition (4.2) étant remplie pour
toutes les géométries de X, la géométrie I';, _ ; , ainsi définie, ne dépend pas de 'ordre des indices
i1, ..., i, ni du choix des éléments a;,, ..., a;,.

r

On pourra a présent associer aux géométries de 3 des schémas satisfaisant a la condition (4.1) en

50n peut songer aussi & la géométrie I' constituée par tous les éléments de & incidents & a. Toutefois, nous
serons amenés dans la suite a considérer surtout des géométries I' telles que deux éléments distincts d’une méme
famille ne soient jamais incidents ; pour de telles I', ' est la somme directe de I et de la géométrie réduite au seul
élément a.



procédant comme suit. Soit I' € ¥ une géométrie d’indice n. Considérons un simplexe S an — 1
dimensions dont nous mettons les sommets sq, ..., s, en correspondance avec les familles d’éléments
de I', #,...,.%, ; attachons ensuite a chaque face (s;,,...,s; ) de S un symbole représentant la
géométrie résiduelle de I' par rapport a ’ensemble de toutes les familles .%; avec i # iy, ...,14,,
ainsi que des signes individualisant autant qu’il est nécessaire les divers sommets de cette face.
L’ensemble formé par le simplexe S et les symboles et signes attachés a ses diverses faces con-
stituera le schéma S(I") associé a la géométrie I'.

Un exemple permettra de mieux comprendre la construction précédente. Soit X le systeme des
géométries projectives et des sommes directes de géométries projectives sur un corps donné quel-
conque, commutatif ou non, possédant des antiautomorphismes.

(1)
Jr.

(2) (2)
(3)

(1) (1)+(2) (1)

Représentons par (n) la géométrie projective a n dimensions et par + 'opération de somme directe.
Le schéma associé a la géométrie (3), par exemple, est alors celui de la fig. 2. La fleche indique
celui des trois sommets du simplexe qui correspond aux droites de (3) ; aucun signe n’est nécessaire
pour distinguer les points et les droites des géométries (2), ni les points et les plans de la géométrie
(3), ceci en vertu du principe de dualité.

Nous avons ainsi montré la possibilité d’associer aux géométries d’un systeme complet 3 de géométries
possédant la propriété (4.2) des schémas satisfaisant a la condition (4.1). On voit cependant que les
schémas obtenus sont plus complexes que ceux de la fig. 1, et qu’en particulier une représentation
graphique plane fait défaut pour les schémas associés aux géométries d’indice n > 4. Nous nous
proposons d’indiquer a présent comment on peut, sous certaines conditions, simplifier les schémas
introduits ici et, en particulier, les ramener dans le cas des géométries projectives aux schémas A,
de la fig. 1.

Nous appellerons schéma a k dimensions d'une géométrie I' la partie du schéma de I' constituée
par les faces de dimension < k du simplexe correspondant et les symboles et signes qui leurs sont
attachés. Remarquons alors que, dans la construction des schémas associés aux géométries de
>, les symboles représentant les diverses géométries de ¥ peuvent étre remplacées par des signes
quelconques (y compris, éventuellement, le “signe vide”, c’est-a-dire 'absence de signe), et qu’il
n'est pas nécessaire que les signes utilisés soient tous différents entre eux ; il suffit,

7



en effet, qu’ils permettent de distinguer entre elles les géométries de méme indice n qui auraient
méme schéma a n — 2 dimensions. Une remarque analogue peut étre faite pour les signes individu-
alisant les sommets. En particulier, s’il existe un entier k tel que la condition suivante soit remplie :

(4.3;) Les schémas a k dimensions des géométries de ¥ sont tous différents deux a deux, et les
sommets du schéma S(I') de toute géométrie P € 3 sont individualisés autant qu’il est nécessaire
par la donnée du schéma partiel a k dimensions.

Il est inutile d’attacher aucun signe ou symbole aux faces de dimension > k des simplexes
constituant les schémas S(I'), et ceux-ci se réduisent alors simplement aux schémas a k dimensions
correspondants. Notons encore, dans le cadre de la méme remarque, qu’il y a intérét a supprimer
systématiquement — c’est-a-dire a remplacer par le “signe vide” — les symboles représentant des
géométries qui sont des sommes directes ; lorsqu’on fait cette convention, les schémas associés aux
géométries de X jouissent de la propriété suivante :

(4.4) Le schéma associé a la somme directe de deux géométries est la réunion disjointe des schémas
associés a ces géométries.

Pour illustrer les remarques précédentes, reprenons 'exemple du systeme ¥ des géométries pro-
jectives et des sommes directes de géométries projectives sur un corps K possédant des antiau-
tomorphismes. ¥ contenant une seule géométrie d’indice 1, le symbole correspondant (1) peut
étre supprimé (ou, éventuellement, remplacé par un point). En vertu de la convention générale
préconisée ci-dessus nous supprimerons aussi le symbole (1) 4 (1), tandis que le symbole (2) sera
remplacé par un simple trait.

Enfin, on peut supprimer tous les signes et symboles attachés aux simplexes de dimension > 1, le
systéme 3 jouissant de la propriété (4.3;). Avec ces conventions, le schéma de la fig. 2, par exemple,
devient celui de la fig. 3, qui n’est autre que le schéma A3z (a une déformation pres conservant le
schéma a 1 dimension, le seul qui importe ici).

5. Dans la suite, nous aurons fréquemment a considérer des ensembles G(Gy, ..., G,) formés d’'un
groupe G et de sous-groupes de celui-ci, Gy, ...,G,, en nombre n fini. Nous donnerons le nom
de collection d’indice n & un tel ensemble. La somme directe de deux collections G(Gy, ..., G,) et

G'(GY, ...,G,) sera la collection (G x G') (G x G',...,G, X G',G x GY,...,G x G!,).

Généralisant ce qui a été vu au § 2 a propos des groupes projectifs, nous pouvons associer a toute
collection G(Gy, ..., Gy,) une géométrie I'(&; F1, ..., Fn;1; A), définie comme suit : la famille .%; est
I'ensemble G/G; , des classes latérales a droite de G; dans G, & est la réunion des .%;, deux éléments
de & sont incidents pour ¢ si leur intersection — lorsqu’on les considere comme sous-ensembles de G



— n’est pas vide, et A est le groupe G opérant de la facon usuelle sur & ; ce groupe est isomorphe
a G/U, ou U est I'intersection

N (¢g7'Gig),
geG’i(g 9)

c’est-a-dire le plus grand sous-groupe invariant de G contenu simultanément dans tous les G;. La
géométrie I' ainsi définie sera encore notée I'(G; Gy, ..., Gy,).

Les géométries I'(&; Z;;1; A) = I'(G; G;) ne sont pas des géométries quelconques. En particulier,
elles possedent les propriétés suivantes :
(5.1) A est transitif sur chaque famille .%;.
(5.2) Aucune des familles .%; n’est vide.
(5.3) Deux éléments distincts d'une méme famille ne sont jamais incidents.
(5.4) #; et F#; étant deux familles données quelconques, A est transitif sur les couples
d’éléments incidents (a,da’) avec a € F; et d' € F;.
(5.5) 1l est possible de choisir dans chaque famille .%; un élément a;, de fagon que les a; soient
deux a deux incidents.

On peut, a laide de ces propriétés, donner des géométries I'(G; G;) et des systemes complets de
telles géométries les caractérisations tres simples que voici :

Pour qu’une géométrie I'(&; Fi;1; A) soit de la forme T'(G; G;), il faut et il suffit qu’elle posséde
les propriétés (5.1), (5.3), (5.4) et (5.5), ou encore, les propriétés (4.2), (5.3), (5.4) et (5.5).

Pour que les géométries d’un systeme complet soient toutes de la forme I'(G; G;), il faut et il suffit
qu’elles possédent les propriétés (5.1), (5.2) et (5.3).

Considérons, en effet, une géométrie I'(&’;.%;; 1; A) possédant la propriété (5.5), et soient a; des
éléments choisis comme dans 1'énoncé de cette propriété et A; le groupe des éléments de A con-
servant a;. Formons la géométrie T'(A ; A;) = T'(&"; F/;1/; A'). Les Z! sont des sous-ensembles de
F; et ' est une relation plus fine que la restriction de ¢ a &”’. 1l est facile de voir que %, = %/
si et seulement si I possede la propriété (5.1) et que ¢ = ¢/ si elle possede en outre les propriétés
(5.3) et (5.4). De plus, la propriété (4.2) est une conséquence immédiate de la propriété (5.1) qui,
a son tour, résulte des propriétés (5.4), (5.5) et (4.2). La premiere proposition énoncée ci-dessus se
trouve ainsi démontrée, et la seconde s’en déduit immédiatement si I'on observe que (5.4) ne fait
qu’exprimer la propriété (5.1) pour les résiduelles de I' par rapport a ses divers éléments (I" étant
supposée posséder elle-méme la propriété (5.1)) tandis que (5.5) exprime l'existence de résiduelles
successives de I' possédant la propriété (5.2).

Notons que si une géométrie I'(&’; Z;;¢; A) jouit des propriétés (5.1), (5.3), (5.4) et (5.5), elle peut
se mettre d’une infinité de fagon sous la forme I'(G; G;), la forme I'(A ; A;) envisagée plus haut
étant minimum, en ce qu’on la déduit de toute autre forme I'(G; G;) en passant au quotient par
le plus grand sous-groupe invariant U de G contenu dans I'intersection des Gj, c¢’est-a-dire que les

collections (G/U)(G1/U,...,G,/U) et A(A4,..., A,) sont isomorphes.

6. Les conditions définissant un systeme complet de géométries de la forme I'(G; G;) ont été données
au n° 5 sous forme “géométrique” ; nous nous proposons de les exprimer a présent en termes de



groupes. Pour cela, nous devrons au préalable dire quelques mots concernant les résiduelles des
géométries I'(G; G}).

Etant donnée une géométrie I'(G; G;), désignons par D) (£0); ( 2 5);09; AY)Y sa résiduelle
par rapport a la famille .#; correspondant a G;. Il resulte de la définition de T'(G;G;) que
F; 0 = g, ;/(Gi N G;) est I'ensemble des classes latérales a droite de G; N G; dans GJ, et que AW
est le groupe G; opérant de la fagon usuelle sur cet ensemble. Est-ce a dire que ') s’identifie avec
la géométrie F’(J I'(G;;G; N G;(i # j)) ? La réponse est en général négative ; les deux géométries
en question ont les meémes éléments, mais la relation d’incidence (/) de I'0) est plus fine que la
relation (U deux éléments (G; N G;)g = (Gig) NG, et (GxNG;)g = (Grg') NGj(g,9 € G;) sont
incidents pour ') lorsque (Gyg) N (Grg') N G, # O tandis qu’ils sont incidents pour (V) des que
(G;g) N (Grg’) # 0. Un simple calcul montre que ces conditions sont équivalentes si et seulement si
on a l'identité suivante :

(6.1) (G:G;) N (GxG;) = (G N Gy)Gy,

ou AB désigne 'ensemble des éléments de la forme ab avec a € A et b € B. Si cette identité est
vérifiée quels que soient i et k, on a I'¥) = IV : sinon, la relation ¢9) est strictement moins fine
que la relation /) et puisque les géométries I'V) et IVU) ont le méme groupe, la premiére ne peut
jouir de la propriété (5.4). Nous voyons donc que

La géométrie TV résiduelle d’une géométrie T'(G; G;) par rapport  la famille correspondant d Gj
est une géométrie de la méme forme si et seulement si la relation (6.1) est vérifiée quels que soient
i etk ;onaalors TU) =T(Gj;G;NG;(i # 5)).

Nous sommes a présent en mesure d’exprimer en termes de groupes les conditions pour qu’'un en-
semble de géométries de la forme I'(G; G;) constitue un systeme complet. Pour simplifier I’énoncé,
nous supposerons les géométries envisagées mises sous leur forme minimum (cf. n° 5) I'(A; A;), les
collections A(A;) jouissant de la propriété suivante :

(6.2) Le groupe A ne posséde pas de sous-groupe invariant non trivial contenu dans I'intersection
des A;.

Etant donné un ensemble de collections A A}) jouissant de la propriété (6.2), pour que les
géométries TN = F(A’\;A?) forment un systéme complet, il faut et il suffit que les conditions
(6.3) et (6.4) ci-aprés soient remplies :

(6.3) Pour tous A, 1, j, k,
(AVA}) N (A2A)) = (A7 0 DA

(6.4) Soit U jf\ le plus grand sous-groupe invariant de A’\ contenu dans l'intersection OA.A Alors, la

collection B*(B}\(i # 7)), avec B* = AA/U’\ et B} = (A} ﬂA)‘)/U’\ est isomorphe a une collection
A (AY) qui sera nommée la résiduelle de la collection A)‘(A;\) par rapport a A;‘.

7. En combinant les principaux résultats des n® 4, 5 et 6, nous pouvons énoncer les conclusions
suivantes.
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Soit A A}) un ensemble de collections satisfaisant auzx conditions (6.2), (6.3) et (6.4). Les
géométries T = I'(A?; A2), associées & ces collections jouissent des propriétés (5.1), (5.2) et (5.3)
et forment un systéme complet ; on peut donc leur associer, selon le n° 4, des schémas S* = S(I'*)
que nous dirons aussi associés auz collections AN AY). Entre les collections AM(A)), les géométries
['* et les schémas S* associés existent les liens suivants :

(7.1) le groupe de la géométrie T* est le groupe A ;

(7.2) les familles d’éléments F;* de la géométrie T* et les sommets s du schéma S* sont en corre-
spondance biunivoque canonique avec les Af‘ ; les notations seront supposées choisies de telle facon
que les A}, F) et s} correspondants soient affectés du méme indice i ;

(7.3) la géométrie et le schéma associés a la collection résiduelle de A A}) par rapport o A} sont
respectivement la géométrie résiduelle de T par rapport a F} et le schéma résiduel de S* par
rapport a s*, c’est-a-dire, le schéma obtenu en retirant de S* le sommet s} et tous les éléments de
SA auzquels il appartient ;

(7.4) si la collection A A}) est la somme directe de deux autres collections de 'ensemble con-
sidéré, la géométrie T'* et le schéma S* sont respectivement la somme directe des géométries et la
Juxtaposition des schémas associés a celles-ci.

Tout systéme complet de géométries jouissant des propriétés (5.1), (5.2) et (5.3) peut étre obtenu
comme systéme des I'N = F(A’\;Ag\) pour un choix convenable, bien déterminé, des collections
AN (A)).

§ 4 - LES GROUPES DE CHEVALLEY

8. Pour toute algebre de Lie complexe simple g et tout corps commutatif K, C. Chevalley définit,
dans [2], un groupe bien déterminé G'x. Nous appellerons groupes de Chevalley sur K les groupes
Gk et les produits directs d’'un nombre fini de tels groupes. A toute algebre de Lie complexe
semi-simple est ainsi associée un groupe de Chevalley sur tout corps commutatif.

La base de I'application des résultats du § 3 aux groupes de Chevalley est fournie par I'observation
suivante : il existe un procédé permettant de choisir dans chaque groupe de Chevalley G des sous-
groupes (; en nombre fini de fagon que, pour un corps K donné, ’ensemble des collections G(G;)
satisfasse aux conditions (6.2), (6.3) et (6.4) et que, de plus, le schéma S associé a la collection
G(G;), selon les conclusions du n°® 7, soit le schéma de Witt-Dynkin de 'algebre de Lie g corre-

spondant a Gﬁ

Pour étre complet, nous donnerons ici la définition des groupes G;, bien qu’elle ne soit pas ex-
plicitement utilisée dans la suite. Le corps K sera supposé donné une fois pour toutes. Supposons
tout d’abord que l'algebre de Lie g correspondant a GG soit simple et reprenons la terminologie et

16]] faudrait dire, en toute rigueur, que les schémas de Witt-Dynkin peuvent étre pris, en conformité avec le n° 7,
comme schémas associés des collections G(G}).
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les notations de Chevalley. Soient aj..., a; un systeme fondamental de racines de g et <7(i = 1, ...,1)
I’ensemble des racines qui sont combinaisons linéaires des racines ay, ..., a;_1, 11, ..., a;. Alors, G;
est le sous-groupe de G engendré par i, §) et les X_,, avec r € 7 (cf. [2]). Si g est une somme
directe d’algebre simples g*, la collection G(G;) sera la somme directe des collections G*(G?') corre-
spondant a ces algebres. En s’appuyant sur les résultats de Chevalley, on vérifie sans peine que les
collections G(G;) ainsi définies satisfont effectivement aux conditions (6.2), (6.3) et (6.4) et qu’on
peut prendre pour schéma associé a la collection G(G;) le schéma de Witt-Dynkin de I’algebre g.

Nous énoncerons encore deux autres propriétés des collections G(G;), qui se déduisent aussi des
résultats de Chevalley et qui nous serviront plus loin (cf. n° 9) a donner une nouvelle caractérisation
des groupes de Chevalley et des collections G(G;).

(8.1) Lorsque le rang [ de I'algebre g (c’est-a-dire I'indice de la collection G(G;)) est au moins égal
a 2, le groupe GG est engendré par les sous-groupes G;.

Notons qu’il résulte immédiatement de cette propriété et de la propriété (6.4), que
(8.17) Lorsque | > 2, G est engendré par deux quelconques des groupes G;.

(8.2) Sil > 2, le plus grand sous-groupe invariant de G; N G; contenu dans le groupe U = NG; est,
quels que soient i et j, le produit U;U;, ou U; désigne, comme précédemment (cf. (6.4)), le plus
grand sous-groupe invariant de GG; contenu dans U. En d’autres termes, on a

N ¢gWUg=(ngtUg( N g U
sl 9 U9 (geGig g)(geng 9)

Il est intéressant de noter la signification géométrique de ces propriétés. Si on pose I'(G;G;) =
['(&; Z;1; G), la proposition (8.1) peut encore s’exprimer ainsi :

(8.3) Lorsque I est d’indice [ > 1, on ne peut pas décomposer 1’ensemble & en deux sous-ensembles
propres &1 et &) totalement non incidents, ¢’est-a-dire tels qu’un élément de &M et un élément
de &® ne soient jamais incidents.

La proposition (8.17) peut se traduire :

(8.3”) Lorsque [ > 1, on ne peut décomposer la réunion de deux familles .%; données quelconques
en deux sous-ensembles propres totalement non incidents.

En d’autres termes :

(8.37) Soit | > 1. Etant donnés arbitrairement deux familles .%; et .%; d’éléments de I' et deux
éléments p et ¢ de .%;, il existe toujours une suite finie p = pq,pa, ..., pm = ¢ formée d’éléments
appartenant alternativement a .%; et a .%#;, ayant respectivement p et ¢ comme premier et dernier

élément, et telle que deux éléments consécutifs quelconques soient incidents.

Enfin, la proposition (8.2) est équivalente a la suivante :
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(8.4) Soient p et ¢ deux éléments quelconques de T, incidents entre eux, et I'(&(p); Z:(p); t(p); G(p))
la géométrie résiduelle de I' par rapport a p. Le groupe des éléments de G qui conservent ¢ ainsi
que tous les éléments de I' incidents a ¢ induit sur &(p) le groupe de tous les éléments de G(p)
conservant ¢ et tous les éléments de &(p) incidents a q.

9. K désignera, comme précédemment, un corps commutatif quelconque, donné une fois pour toute.
Pour simplifier le langage, nous appellerons schémas de Witt-Dynkin — sans plus — les schémas de
Witt-Dynkin des algebres de Lie complexes semi-simples, c¢’est-a-dire les schémas de la fig. 1 et
les juxtapositions d’un nombre fini de tels schémas. En vertu des définitions posées au numéro
précédent, a tout schéma de Witt-Dynkin sont associés un groupe de Chevalley sur K, GG, une “col-
lection sur K7, G(G;), et une “géométrie sur K", I'(G; G;).

Les schémas de Witt-Dynkin renferment quatre types de liaisons, I’absence de trait, le trait simple,
double, triple ; en d’autres termes, ils sont tous composés des quatre schémas “élémentaires”
suivants :

— ] ==

A B G

A 2 2

XA
1"71 2
Etant donnée la correspondance biunivoque existant entre les schémas de Witt-Dynkin, les collec-
tions sur K et les géométries sur K, il est naturel de dirdﬂ que les collections sur K sont toutes
“composées” des quatre collections “élémentaires” correspondant aux schémas de la fig. 4, et que
les géométries sur K sont toutes “composées” des quatre géométries “élémentaires” correspondant a
ces schémas, a savoir, respectivement, la somme directe II; i X II; g de deux géométries projectives
a une dimension sur K, la géométrie projective Il; x a deux dimensions sur K, la géométrie As
d’une polarité nulle de ’espace projectif a 3 dimensions sur K, et une certaine géométrie @, dont
nous ne donnerons pas la description explicite. Il reste a déterminer suivant quelle loi s’effectue
cette “composition” des collections et des géométries. Les propriétés générales des collections et
des géométries sur K, mentionnées plus haut (n° 8), sont évidemment des éléments de cette loi ;
on peut voir qu’ils la caractérisent en fait completement, ce que nous exprimerons encore sous la
forme des propositions suivantes :

(9.1) La collection sur K correspondant a un schéma de Witt-Dynkin donné quelconque est entierement
caractérisée par les propriétés (6.2), (6.3), (6.4), (8.1) et (8.2), une fois données les collections sur
K correspondant auzx schémas de la fig. 4.

(9.2) La géométrie sur K correspondant a un schéma de Witt-Dynkin donné quelconque est entierement
caractérisée par les propriétés (5.1), (5.2), (5.3), (8.3) et (8.4), une fois données les géométries sur
K I g x I g, 1o i, Ao i, @k, correspondant aux schémas de la fig. 4.

On doit chaque fois supposer, bien entendu, que les relations fondamentales (7.2) et (7.3) entre les
collections ou les géométries d'une part, et les schémas associés de 'autre, sont satisfaites.

"Nous devons & P. Libois cette remarque, qui est & la base des développements de ce n°.
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Nous ne démontrerons ici, a titre d’exemple, les deux propositions précédentes, que dans le cas
particulier des groupes de type Aj (cf. n° 10). Des indications concernant d’autres groupes, no-
tamment les groupes des types exceptionnels Eg, E7, et Eg, sont données dans [15] et [16].

Il est & noter que les propriétés (5.1), (5.2), etc., outre qu’elles constituent une définition axioma-
tique des géométries associées aux groupes de Chevalley, sont un outil tres maniable pour 1’étude de
ces géométries. Les développements du n® 10, et ceux qu’on peut trouver dans les deux articles [15]
et [16] précités, montrent en effet qu’on peut déduire de ces propriétés générales, par des raison-
nements assez simples et de type standard, des propriétés fondamentales spécifiques des diverses
géométries en question (telles, par exemple, que les axiomes d’incidence des géométries projectives).

10. Conformément a ce qui a été annoncé ci-dessus, nous nous proposons a présent de déterminer
la géométrie sur K, I'(&; F1, Fo, F3;1; A), correspondant au schéma Aj de la fig. 1 (la famille
F; correspond par hypotheése au sommet n° ¢ du schéma), en nous appuyant uniquement sur les
propositions générales des n® 5, 7 et 8, et sur la connaissance des géométries IT; g X II; g et Ils g
correspondant aux deux premiers schémas de la fig. 4 (nous n’aurons pas besoin des autres). Nous
appellerons respectivement points, droites et plans les éléments des familles .7, %5 et Z3.

11 résulte de la correspondance fondamentale (7.3) entre géométries et schémas résiduels, que les
géométries résiduelles de I' par rapport a un point p, une droite d, un plan w, sont respectivement
une géométrie Ily x — dont les points et les droites sont respectivement les droites et les plans de I'
incidents a p — une géométrie II; g x II; i, une géométrie Il x — dont les points et les plans sont
respectivement les points et les droites de I' incidents a w. Nous pouvons donc, en particulier,
énoncer les propositions suivantes :

(10.1) Si deux droites d et e sont incidentes a un méme point p, il existe un et un seul plan incident
ad, e etp.

(10.2) Si un point et un plan sont incidents a une méme droite, ils sont incidents entre eu.

(10.3) Si deuz points p et q sont incidents a un méme plan w, il existe une et une seule droite
incidente a p, q et w.

De (10.1) et (10.2), il résulte immédiatement que
(10.4) Deuzx droites incidentes a un méme point sont simultanément incidentes a un et un seul plan.

Soient p et ¢ deux points distincts quelconques. En vertu de la proposition (8.3”), il existe cer-
tainement une suite finie : p = pg, dq, p1,ds, ..., p, = q, dont les éléments sont alternativement des
points et des droites, et telle que deux éléments consécutifs quelconques soient incidents. Le plan
w incident a dy et dy (cf. (10.4)) est aussi incident a p; et py (cf. 10.2)), donc il existe une droite
incidente a p et ps. On montre de méme, de proche en proche, 'existence d’une droite incidente a
p et p3, d'une droite incidente a p et py,..., et finalement, d’une droite d incidente a p et ¢. Celle-ci
est unique ; en effet, s’il existait une autre droite e jouissant de la méme propriété, les droites d et
e seraient incidentes a un méme plan (cf. (10.4)) qui serait lui-méme incident a p et g (cf. (10.2)),
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et ceci contredirait la proposition (10.3). Nous avons ainsi montré que
(10.5) Deux points distincts quelconques sont incidents simultanément a une et une seule droite.

Considérons a présent un point p quelconque et une droite d non incidente a p, et soient ¢ un
point incident & d, e la droite déterminée par p et ¢ (cf. 10.5) et w le plan déterminé par d et e
(cf. (10.4)). w est incident a p (cf. (10.2)), et il est le seul plan incident simultanément & p et
d ; en effet, tout plan jouissant de cette propriété est incident a g (cf. (10.2)) donc aussi a e (cf.
(10.3) et (10.5)), or il existe un seul plan incident simultanément a d et e (cf. (10.4)). En conclusion,

(10.6) Une droite et un point non incidents entre eux sont incidents simultanément a un et un seul
plan.

Le schéma Aj étant symétrique par rapport au sommet 2, on peut intervertir les mots “point” et
“plan” dans les énoncés précédents. En particulier, les propositions (10.5) et (10.6) donnent lieu,
de cette facon, aux suivantes :

(10.7) Deux plans distincts quelconques sont incidents simultanément a une et une seule droite.

(10.8) Une droite et un plan non incidents entre eux sont incidents simultanément a un et un seul
point.

Il résulte des diverses propriétés démontrées ci-dessus, et du fait que la géométrie résiduelle de I’
par rapport a un plan est une géométrie Il x que les points, droites et plans de I' peuvent étre
identifiés avec les points, droites et plans d'un espace projectif &3 a trois dimensions sur K, la
relation ¢ étant la relation d’incidence usuelle. Il nous reste donc a déterminer le groupe A.

Nous savons que les éléments de A qui conservent un plan w induisent sur celui-ci le groupe de
toutes les projectivités (a deux dimensions). On en déduit sans grande peine, par un raisonnement
faisant intervenir la simplicité des groupes PSL3(K) et PSL4(K) (les notations sont celles de J.
Dieudonné [4]), que A contient le groupe PSL,(K) des projectivités unimodulaires de &5 et qu’il
est contenu dans le groupe PGL4(K) de toutes les projectivités de &5. Appliquant alors la propo-
sition (8.4) en prenant pour p et ¢ respectivement un point et un plan, on trouve finalement que
A ne peut étre que le groupe PGL4(K) tout entier.

Remarques. La proposition (8.4) a été utilisée seulement dans la détermination du groupe A, et
non dans celle de 'ensemble &, des familles .%; et de la relation d’incidence ¢. On peut éviter
entierement ’emploi de cette proposition en utilisant 1’existence d'une géométrie correspondant au
schéma A, ; il faut noter que I'on sort ainsi du systeme complet minimum contenant la géométrie
' envisagée. Ces remarques sont encore valables pour les géométries projectives de dimension quel-
conque sur K ; je ne sais pas dans quelle mesure elles le restent pour les géométries associées aux
autres groupes de Chevalley.
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11. Remarques concernant le cas des corps de caractéristique 2 et 3.

Les fleches figurant sur les deux derniers schémas de la fig. 4 expriment le fait que les géométries
A3 i et @ correspondant a ces schémas ne possedent pas de propriété de dualité, c’est-a-dire que
leurs deux familles d’éléments fondamentaux jouent des roles non symétriques, contrairement a ce
qui se passe pour les géométries II; x X Il x et Ily g correspondant aux deux premiers schémas
de la fig. 4. Il y a cependant deux exceptions a cette regle, a savoir, la géométrie A3 i lorsque
K est un corps parfait de caractéristique 2 et la géométrie @, lorsque K est un corps parfait de
caractéristique 3 ; il en résulte que si K est un corps parfait de caractéristique 2 (3), il n’y a pas
liew d’affecter d’une fleche les traits doubles (triples) des schémas de Witt-Dynkin.

Si I'on supprime les fleches affectant les traits doubles sur la fig. 1, on constate que les schémas
B,,, et C,, deviennent identiques tandis que le schéma F, devient symétrique c’est-a-dire invariant
pour une permutation simultanée des sommets 1, 4 et des sommets 2, 3. Il en résulte que sur un
corps parfait K de caractéristique 2, les groupes de types (B,,) et (C,,) sont isomorphes (ce qui
est bien connu) et ont la méme géométrie associée, tandis que le groupe (F4) acquiert un automor-
phisme extérieur de type nouveau correspondant a une dualité de la géométrie associée. De méme,
sur un corps parfait K de caractéristique 3, le groupe (Gs) acquiert un automorphisme extérieur
correspondant a une dualité de la géométrie associée.

12. Les groupes de Chevalley d’ordre fini.

Lorsque le corps K est un champ de Galois, les groupes de Chevalley sur K sont des groupes
finis dont les ordres ont été déterminés par Chevalley. A toute algebre semi-simple complexe g
de rang r, donc a tout schéma de Witt-Dynking g & r sommets (nous représentons par le méme
symbole une algebre et son schéma de Witt-Dynkin), on peut associer un systéme de r entiers
E(g) = {e(i);i = 1,...,r}, tels que ordre g du groupe de Chevalley G correspondant a g sur le
champ de Galois K, de ¢ ¢léments soit donné par la formule

(12.1) 9= q".Pg(q)

(12.2) N = Ze(i)eE(g)(e(i) —1)
et

(12.3) Pg(q) = (.)Tg( )(qe(i) —1).

Les e(i) € E(g) ont une signification topologique ; ce sont les entiers qui apparaissent dans le
polynome de Poincaré

H(t2e(i)—1 + 1)

du groupe compact correspondant a g (cf. [2]) ; en particulier, ils sont liés a la dimension d de
I’algebre g par la relation
d=X(2e(i) — 1) =2N +r.

N = 1/2(d — r) est égal au nombre des racines positives de g. Nous reproduisons ci-dessous les
systemes d’entiers E(g) correspondant aux algebres g simples ; le systeme E(g) d’une somme di-
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recte d’algebres simples est la réunion des systemes d’entiers correspondant a ces algebres.
EA,)=23,...,r+1

E(B,) =2,4,..,2r

E(C,) =2.4,...2r
ED,)=2,4,....,2r—2,r
E(Gy) = 2,6

E(F,) =2,6,8,12

E(E¢) = 2,5,6,8,9, 12
E(E;) = 2,6,8,10,12, 14, 18

E(Eg) = 2,8,12,14, 18,20, 24, 30.
Soient G un groupe de Chevalley sur un champ de Galois K, ,.%; les familles d’éléments de la
géométrie associée a ce groupe et n; les nombres d’éléments de ces familles. Les .%; étant des
espaces homogenes G/G; de G, on a n; = g/g; ou g et g; sont respectivement l'ordre de GG, donné
par la formule (12.1), et les ordres des G;. Ceux-ci se déterminent aisément a partir des résultats
de Chevalley et on trouve alors

(12.4) n; = Pg(q)/((¢ — 1).Pgi(q)) = Quai(q),

ou g et g; désignent respectivement le schéma de Witt-Dynkin correspondant a G et le schéma
obtenu en retirant de celui-ci le sommet i correspondant & la famille .Z[1%] et ot les P sont donnés
par la formule (12.3).

La formule (12.4) renferme comme cas particuliers diverses formules énumératives classiques des
géométries projectives sur les champs de Galois. Par exemple, le nombre v, ; des variétés linéaires
a s dimensions de 'espace projectif a  dimensions sur K, s’obtient en posant dans (12.4) g = A,
et g, = As+ A, __1, ce qui donne.

(@ =D =1..(¢ = 1)

(¢ =1D(g* = 1)...(g—1)
le nombre po, 1 des points d’une hyperquadrique (non dégénérée) de dimension impaire 2r — 1 sur
K, s’obtient en faisant dans (12.4) g = B, et g; = B,_1, d’ou

Por—1 = QBr,l (q) = (qQT - 1)/(q - 1)7

l/r’s - QAT,5+1 (q) =

ete.

Notons encore que le polynome @) figurant au second membre de la formule (12.4) a une significa-
tion topologique : il résulte en effet de la formule de Hirsch (cf. par ex. [8], [9]) que Qqi(t?) est
le polynome de Poincaré de la variété complexe constituée par la famille d’éléments correspondant
au sommet ¢ de g dans la géométrie associée a g sur le corps des nombres complexes. Par exemple,
le polynome de Poincaré de la grassmannienne des variétés linéaires a s dimensions de l'espace
projectif complexe a r dimensions est (B, +1(752) ; le polynome de Poincaré d'une hyperquadrique
complexe non dégénérée & 2r — 1 dimensions est Qg, , (t°) ; etc.

18Si I'on appelle comme précédemment (cf. (6.4)) U;, le plus grand sous-groupe invariant de G; contenu dans
I'intersection de tous les Gj, le groupe G;/U; — et non G; comme pourraient le laisser croire nos notations — est le
groupe de Chevalley sur K correspondant a ’algebre g;.
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13. Les groupes de Chevalley sur le “corps de caractéristique 17

Nous avons vu au n° 9 que les groupes de Chevalley sur un corps donné K et les géométries sur K
correspondant a tous les schémas de Witt-Dynkin sont déterminés, par I'intermédiaire des propo-
sitions générales des n®® 5 a 8, des qu’on connait les géométries correspondant aux schémas de la
fig. 4. On peut alors songer a associer a ces derniers d’autres géométries que celles indiquées au n°
9, et a rechercher si les propositions générales des n®® 5 a 8 conduisent encore a associer aux autres
schémas de Witt-Dynkin (ou éventuellement, a certains d’entre eux) des géométries univoquement
déterminées. C’est ce que nous ferons ici.

Nous désignerons par K = K; le “corps de caractéristique 1”7 formé du seul élément 1 = (Eg] Il est
naturel d’appeler espace projectif a n dimensions sur K, un ensemble &, de n+ 1 points dont tous
les sous-ensembles sont considérés comme des variétés linéaires, la dimension d’une variété étant le
nombre de points qui la constituent diminué d’une unité, et projectivité de &2, une permutation
quelconque de ces points. On définit alors, suivant (3.1), la géométrie projective a n dimensions
sur K, 11, k.

Nous nous proposons de chercher a définir de fagon naturelle des géométries sur K correspondant
a tous les schémas de Witt-Dynkin, la géométrie II,, x dont il est question ci-dessus correspondant
au schéma A,,. Suivant le principe exposé au début de ce n°, nous devons pour cela déterminer
les géométries a associer aux quatre schémas de la fig. 4. Les deux premieres sont déja connues
d’apres ce qui précede ; ce sont les géométries II; i x II; g et Iy i, que nous pouvons encore décrire
comme les “géométries des polygones a 2 et 3 c6tés”, en posant la définition générale suivante :
on appellera géométrie du polygone a n cotés la géométrie d’indice 2, I'(&;.7, €5 1; A ), dont les
familles . et € se composent chacune de n éléments (sommets et cotés du polygone) que nous
désignerons respectivement par sy, ..., s, et c1, ..., ¢,, deux éléments s; et ¢; étant incidents pour ¢ si
et seulement sii = j ou j+1 (mod. n), et dont le groupe A, isomorphe au groupe diédrique d’ordre
2n, se compose de toutes les permutations des s; et des ¢; qui conservent la relation d’incidence.

Considérons, dans ’espace projectif &3 formé de quatre points 1, 2, 3, 4, une polarité nulle, c’est-
a-dire une correspondance biunivoque points-plans T telle que chaque point appartienne au plan
correspondant, et que la relation “p appartient au plan correspondant a ¢” soit symétrique en les
points p et q. Nous supposerons les points de &3 numérotés de telle fagon que le plan 123 cor-
responde dans T au point 2 ; alors, les plans 234, 341 et 412 correspondent respectivement aux
points 3, 4 et 1, et les droites appartenant a T sont les droites 12, 23, 34 et 41. Il en résulte que la
géométrie de la polarité nulle T, As ¢ (cf. (3.2)), que nous associerons naturellement au troisieme
schéma de la fig. 4, est la géométrie du polygone a 4 cotés.

Si la proposition (9.2) reste valable sur le “corps” K = Kj, les géométries sur K correspondant aux
schémas de la fig. 1, a I'exception de G, doivent a présent étre parfaitement déterminées par les
propositions générales des n® 5 et 8. On peut voir qu’il en est bien ainsi. Pour étre complet, nous
devons encore parler du schéma Gy ; pour des raisons que nous indiquerons plus loin, il convient
de lui associer la géométrie du polygone a 6 cotés.

K, n’est généralement pas considéré comme un corps
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Les deux familles d’éléments des géométries de polygones jouant toujours des roles symétriques, les
fleches affectant les deux derniers schémas de la fig. 4 doivent étre supprimées dans le cas qui nous
occupe. Lorsque nous parlerons, dans la suite, des schémas de Witt-Dynkin, il s’agira des schémas
définis précédemment, abstraction faite des fleches affectant les traits doubles et triples. Avec cette
convention, nous pouvons énoncer la conclusion suivante :

On peut, de fagcon naturelle, associer aux schémas de Witt-Dynkin, des géométries sur K = K
jouissant des propriétés (5.1), (5.2), (5.3), (8.3) et (8.4). Ces géométries sont entierement car-
actérisées par le fait que les géométries associées aux quatre schémas de la fig. 4 sont respective-
ment les géométries des polygones a 2, 3, 4 et 6 cotés.

Nous désignerons par I'(g) la géométrie sur K = K; associ¢e au schéma (a 'algebre) g.

La formule (12.4) donnant les nombres d’éléments des familles des géométries associées aux groupes
de Chevalley sur un champ de Galois K, restent valables lorsque ¢ = 1. Plus exactement, on
constate que les deux termes de la fraction apparaissant au second membre de cette formule renfer-
ment un méme nombre de fois le facteur ¢ — 1, donc qu’elle prend, apres simplification, une valeur
déterminée, finie et non nulle, pour ¢ = 1, a savoir

n; = Qgi(1) = (He(m)GE(g e(m)/(He(n)eE(gi) e(n)),

ou les notations sont celles introduites au n° 12, et cette valeur n; est le nombre des éléments de la
famille .%; de la géométrie I'(g).

Le groupe G de la géométrie I'(g) n’est autre que le groupe de Weyl de 'algebre g, c’est-a-dire le
groupe (S) engendré par les symétries par rapport aux racines (cf. [18], p. 338)@ : son ordre est

(cf. [2])
g= 11 Q).
e(i)€E(g)
On notera que cette formule s’obtient a partir de la formule (12.1) en supprimant les facteurs ¢ — 1
apparaissant dans le polynome P;(¢q) du second membre et en posant ensuite ¢ = 1.

Le groupe de Weyl étant un groupe de permutations des racines de ’algebre g, ces dernieres peu-
vent étre représentées par des étres définis dans la géométrie I'(g). Ces étres sont pour g = A,,, les
couples (a, b) formés d'un élément a € ﬁlﬂ et d’'un élément b € .%,, incidents ;

pour g = B, = C,,, ou Gy, les éléments des familles .%; et .%; ;

pour g = Fy, les éléments des familles .%; et .%, ;

pour g = D,,, Eg, E7, Eg, respectivement les éléments des familles .%5, %¢, %, F1.

Réciproquement, on peut donner une définition générale des géométries I'(g) basée sur la con-
sidération des racines de ’algebre g.

20Ce groupe est aussi étroitement lié au groupe de Galois de 1’équations des racines de g, déja considéré par E.
CARTAN dans [1] ; de fagon plus précise, il en est un sous-groupe invariant et le groupe quotient correspondant est
isomorphe au groupe des automorphismes du schéma g (c’est-a-dire, des permutations des sommets qui conservent
le schéma).

21Quivant une convention déja adoptée précédemment, nous appelons .%; la famille de I'(g) correspondant au
sommet du schéma g numéroté ¢ sur la fig. 1.
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Des considérations “géométriques” analogues a celles qui nous ont permis de définir une polarité
nulle dans &, conduisent aux définitions suivantes : une hyperquadrique de dimension 2n ou 2n+1
sur K est un ensemble @) de 2(n + 1) points répartis en n + 1 couples, ag, by, a1, by, ..., @y, by, et ses
variétés linéaires sont tous les sous-ensembles de ) ne contenant aucun des couples (a;, bz)@ ; les
hyperquadriques de dimensions 2n et 2n+1 se distinguent entre elles par le fait que dans la premiere
on répartit les n-plans (sous-ensembles de n + 1 points) en deux modes suivant la parité du nombre
de points a; (ou b;) qu'ils renferment. Une projectivité de I'hyperquadrique définie plus haut est
une permutation quelconque des points a,, ..., b, conservant le couplage. Avec ces définitions, la
géométrie I'(B,) = I'(C,,) (resp. I'(D,)) est la géométrie d’'une hyperquadrique & 2n + 1 (resp.
2n) dimensions sur K, définie comme au § 3 (cf. (3.2)). Notons incidemment que dans les hyper-
quadriques sur K se retrouvent plusieurs propriétés importantes des hyperquadriques sur un corps
(au sens ordinaire) quelconque, parmis lesquelles, les propriétés fondamentales de I'hyperquadrique
de Klein, et la trialitd®|

Nous sommes & présent en mesure de justifier le choix de la géométrie I'(Gs), associée a Go. Lorsque
K désigne un corps au sens ordinaire, la géométrie sur K > P, associée a Go, jouit des propriétés
suivantes : on peut représenter les éléments des familles %, et %, de @k respectivement par les
points et certaines droites d’une hyperquadrique a 5 dimensions sur K de telle facon que I’ensemble
des éléments de .%, incidents a un élément donné p; € %, soit représenté par ’ensemble des points
appartenant a la droite correspondant a p;, et que I'ensemble des éléments de %7 incidents & un
élément donné p, € %, soit représenté par I’ensemble des droites contenant le point correspondant
a py et contenues dans un certain plan passant par ce point (cf. [14], p. 130, pour le cas ou K est le
corps des complexes) ; le groupe de la géométrie @ est alors le groupe de toutes les projectivités
de ’hyperquadrique qui conservent la famille des droites représentant les éléments de .%;. Lorsque
K = K, les propriétés précédentes définissent une géométrie ®x qui n’est autre que la géométrie
du polygone a six c6tés ; il est donc naturel de prendre celle-ci pour géométrie I'(Gy). On arriverait
d’ailleurs a la méme conclusion en partant d’une définition générale des géométries I'(g) basée sur
la considération des racines de 1’algebre g.

La géométrie I'(Eg) est liée de la fagon suivante a la structure des 27 droites d’une surface cubique
Y3. On peut établir entre les droites de Y3 et les éléments de chacune des deux familles .%; et %5
de T'(Eg), une correspondance biunivoque telle que deux éléments de I'(Eg) appartenant respec-
tivement a %7 et .%5 soient incidents si et seulement si les droites correspondantes se coupent ; les
éléments de %y, F3, %4 et Fg correspondent alors respectivement aux couples, aux triples, a des
quintuples et aux sextuples (sizains) de droites gauches deux a deux.

Nous mne parlerons pas ici des géométries I'(g) correspondant aux autres groupes
exceptionnels ; bornons-nous a signaler qu’elles se construisent toutes assez aisément a partir de la
géométrie I'(Eg), et que I'(F4) peut aussi étre obtenue, plus simplement, par la considération de
trois hyperquadriques a 6 dimensions en relation de trialité. Nous espérons revenir ultérieurement

22En réalité, les hyperquadriques définies ici sont seulement les analogues des hyperquadriques d’indice maximum
sur un corps ordinaire.

23Une étude générale du principe de trialité a conduit Mlle F. LENGER & envisager des espaces formés de huit
points couplés, qui ne sont autres que nos hyperquadriques & 6 dimensions sur K; (manuscrits non publiés, 1947).
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sur ces questions.

Notons pour terminer que les schémas de Witt-Dynkin ne sont pas les seuls schémas formés de
traits simples, doubles ou triples auxquels correspondent effectivement des géométries lorsqu’on
associe aux schémas élémentaires de la fig. 4 les géométries des polygones a 2, 3, 4 et 6 coOtés.
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