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Introduction.
Depuis les recherches de Hilbert, il y a plus de 30 ans, la théorie des corps algébriques s’est déve-
loppée sous le signe de la théorie du corps de classes, c’est-à-dire des corps dont le groupe de Galois
par rapport à un domaine de rationalité est abélien, et il n’y eut que peu de travaux importants en
dehors de cette direction. Son origine remonte aux travaux de Gauss sur les formes quadratiques,
dans les célèbres Disquisitiones Arithmeticæ ; dès cette époque, où la théorie des idéaux n’était pas
connue, il a reconnu le lien qui existe entre la théorie des genres et les lois de réciprocité. La loi
de réciprocité quadratique de Gauss et Legendre fut ensuite généralisée par Eisenstein et Kummer
à qui est due la notation d’idéal. Mais ce fut Hilbert qui, le premier, reconnut que ces travaux
épars devaient se réunir en un vaste édifice, la théorie du corps de classes. Il étudia à fond certains
cas particuliers, et annonça que les mêmes méthodes devaient conduire au but dans le cas général.
La plus grande partie des résultats annoncés par Hilbert fut ensuite démontrée par Furtwängler.
Dans un autre domaine se poursuivait aussi l’étude de la théorie du corps de classes, celui de la
multiplication complexe des fonctions elliptiques, mais on y rencontrait les plus grandes difficultés.
Ce ne fut qu’en 1920 que le mathématicien japonais Takagi, par un emploi heureux des notions
introduites jusque-là et un remaniement complet de la théorie, réussit à développer jusqu’au bout
la pensée de Hilbert, et à résoudre toutes les difficultés. Des compléments très importants furent
ensuite apportés par Artin et Hasse.

L’état de la théorie des corps algébriques avait été exposé en 1896 par Hilbert [1] dans un ouvrage
magistral ; Hasse [2, 3, 4] a accompli une œuvre analogue pour celle du corps de classes, et c’est
une chance unique que d’avoir dans ces délicates théories ces deux œuvres comme guides ; elles
contiennent en effet un exposé systématique et complet de toutes nos connaissances dans ces ques-
tions.

Citons encore un livre de Hecke [1] qui présente les bases de la théorie des corps algébriques sous
une forme plus simple et souvent plus générale que l’ouvrage très dense et ardu de Hilbert.

La théorie du corps de classes a une réputation de difficulté qui est en partie justifiée. Mais il faut
faire une distinction : il n’est peut-être pas en effet dans la science de théorie où tout à la fois les
démonstrations soient aussi ardues, et les résultats d’une aussi parfaite simplicité et d’une aussi
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grande puissance. La difficulté des démonstrations ne résulte pas d’ailleurs de la complexité de leur
structure logique, mais bien plutôt du fait qu’à chaque pas on a besoin de formules précises, dont
l’établissement demande à chaque fois des calculs longs et délicats. D’ailleurs des travaux récents
et encore inédits ont réalisé des simplifications considérables (1*).

Le but propre de ce fascicule est d’exposer la théorie du corps de classes ; mais pour qu’il fût acces-
sible au lecteur ne connaissant que peu de choses en théorie des nombres, nous avons résumé dans le
premier Chapitre tout ce qu’il est nécessaire de savoir de la théorie générale des corps algébriques ;
nous n’avons pas craint d’aller jusqu’à rappeler les faits fondamentaux de la théorie des groupes et
de la théorie de Galois. Nous avons évidemment présenté ces préliminaires de façon à faire ressortir
ce qui était nécessaire pour la

Si le nombre n des éléments d’un groupe G est fini, ce groupe est dit fini ; ce nombre n est dit
l’ordre du groupe ; on écrit n = (G).

L’élément x tel que ax = e est dit l’inverse de a, et se désigne par a−1 ; on a aussi a−1a = e. On
écrit par convention aa = a2, a2a = a3, . . ., a−1a−1 = a−2, en général aman = am+n (m et n étant
des entiers positifs ou négatifs).

Les nombres rationnels positifs forment par exemple un groupe par rapport à la multiplication, où
l’unité est 1 ; les entiers positifs, nul et négatifs, un groupe par rapport à l’addition, où l’unité est
0. Il nous arrivera plusieurs fois de considérer des groupes de nombres par rapport à l’addition ;
dans ce cas, l’unité est 0, le “produit” au sens de la théorie des groupes, de a et de b est a + b ;
nous conserverons dans ce cas la notation additive ; en particulier, au lieu de am, nous écrirons ma.
Dans le cas de groupes de nombres par rapport à la multiplication, la notation habituelle coïncide
avec celle de la théorie des groupes.

2. Un groupe G est isomorphe à un groupe H si, à tout élément de H on peut faire correspondre
un élément de G, de manière que si x et y de H correspondent à a et b de G, à xy corresponde ab (1).

Cette correspondance est dite une isomorphie.

Si en particulier à deux éléments différents de H correspondent toujours deux éléments différents
de G, les groupes sont dits holodriquement isomorphes, et l’on écrit G = H ; cette relation est
réciproque et transitive ; et deux tels groupes peuvent être considérés comme identiques.

Désormais quand nous parlerons de groupes isomorphes, nous sous-entendrons “holodriquement” ;
quand il n’en sera pas ainsi, nous parlerons de groupes méridriquement isomorphes (2).

3. Soit G un groupe, g un ensemble d’éléments de G formant aussi un groupe, g est dit un sous-
groupe de G. Si G est fini, g forme un sous-groupe, sous la seule condition que, quand a et b sont
dans g, ab y soit aussi. L’ordre de G est un multiple de celui de g.

σ étant un élément de G, xi (i = 1, 2, . . . , n) les éléments de g, les σxiσ
−1 forment un nouveau

groupe désigné par σgσ−1 ; g et tous ces groupes σgσ−1 sont dits conjugués entre eux. Si un groupe
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est identique à ses conjugués, il est dit invariant.

Supposons maintenant g invariant ; deux éléments α et β de G sont dits congrus par rapport à g,
s’il y a un élément x de g tel que αx = β (ou, ce qui revient au même, s’il y a un élément x de g
tel que xα = β). On écrit alors α ≡ β (mod g). On voit sans peine que :

1◦ Si α ≡ β (mod g), alors β ≡ α (mod g);

2◦ Si α ≡ β (mod g) et β ≡ γ (mod g), alors α ≡ γ (mod g);
3◦ Si α ≡ β (mod g), α′ ≡ β′ (mod g), alors αβ ≡ α′β′ (mod g).

Tous les éléments congrus à un d’entre eux forment un complexe (par exemple les éléments de g
forment un complexe). Si l’on fait le produit de tous les éléments d’un complexe A par tous les élé-
ments d’un autre complexe B, on n’obtiendra que les éléments d’un même complexe C, dit produit
de A et de B. Les complexes forment alors, par rapport à cette opération, un groupe, dit groupe
quotient de G et de g, qui est isomorphe méridiquement à G, un élément de G correspondant au
complexe qui contient cet élément.

Désignons ce nouveau groupe par g′ : on écrit G : g = g′ (1). Si G est fini, l’ordre de G : g est le
quotient des ordres de G et de g.

Supposons maintenant G fini, et prenons un élément et un seul dans chaque complexe : soient
σ1, σ2, . . . , σu ces éléments ; tout élément de G est le produit d’un élément de g et d’un des σi et
réciproquement tous ces produits donnent des éléments différents de G. On écrit

G = gσ1 + gσ2 + . . . + gσu

et l’on dit que l’on a décomposé G suivant g.

4. Un groupe est dit abélien si pour deux quelconques a et b de ses éléments, on a ab = ba. Presque
tous les groupes que nous considérerons seront abéliens.

Tout sous-groupe g d’un groupe abélien G est invariant. La notion de congruence par rapport à g
est alors bien simple : à deux éléments quelconques a et b correspond un élément x, dit quotient de
a par b, tel que a · x = x · a = b. Deux éléments a et b sont alors du même complexe si, et seulement
si, le quotient de l’un par l’autre est dans g.

a étant un élément d’un groupe, les ax (les puissances de a) forment un groupe abélien ; m étant le
plus petit entier positif tel que am = e, l’ordre de ce groupe est m. m est dit l’ordre de a ; s’il n’y
a pas de tel nombre m, l’ordre de a est dit infini.

Un groupe abélien est dit avoir une base composée des éléments σi (i = 1, 2, . . . , l), σ1, σ2, . . . , σj

étant d’ordres m1, m2, . . . , mj, les autres σ d’ordre infini, si les σx1
1 σx2

2 . . . σ
xj

j représentent tous les
éléments du groupe une fois et une seule, les xi parcourant tous les entiers positifs et négatifs avec
la seule restriction

0 ⩽ xi < mi (i = 1, 2, . . . , j).
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Si le groupe a une base d’un seul élément, il est dit cyclique.

Si j = l, le groupe est d’ordre fini, et a pour ordre le produit des mi.

On démontre que : tout groupe abélien fini a une base telle que les ordres de tous les éléments de
base soient des puissances de nombres premiers.

5. Cherchons à attacher à tout élément d’un groupe abélien fini un nombre (réel ou complexe) non
nul tel que si aux éléments a et b correspondent α et β, à ab corresponde le produit αβ. Ces nombres
forment donc un groupe multiplicatif méridiquement isomorphe au groupe donné. Un tel système
de nombres est dit un système de caractères (ou, brièvement, un caractère) du groupe ; le nombre
attaché à a est dit le caractère de a dans ce système. On voit aisément que tout caractère est une
racine de l’unité ; et que le caractère de l’unité e du groupe est toujours 1.

On a un système particulier de caractères en faisant correspondre 1 à tous les éléments du groupe :
c’est le caractère principal.

n étant l’ordre du groupe :

1° Il y a n systèmes différents de caractères ;

2° La somme des caractères d’un même élément dans ces systèmes est 0 sauf pour l’élément unité
où elle vaut n ;

3° La somme des caractères d’un même système est 0 sauf pour le “caractère principal” où elle vaut
n.

6. Soit G un groupe quelconque ; le plus petit groupe g qui contienne tous les éléments de forme
aba−1b−1 est dit le groupe des commutateurs de G (aba−1b−1 est le commutateur de a et de b).

a. g est un sous-groupe invariant ;

b. G : g est abélien ;

c. Tout sous-groupe invariant g′ tel que G : g′ soit abélien contient g.

7. Étant donnés deux groupes g et g′, un groupe G est dit produit direct de g et de g′, quand il y a
une correspondance biunivoque entre les éléments de G et les couples (a, b) d’éléments, dont le pre-
mier a est de g et le deuxième b de g′ ; de manière que si A et B de G correspondent les couples (a, b)
et (a′, b′), à AB corresponde (aa′, bb′). L’ordre de G est alors égal au produit des ordres de g et de g′.

Le produit direct de deux groupes abéliens est abélien.
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II. Corps algébriques.
Pour un exposé complet des paragraphes 2 et 3, on peut consulter Hasse [1 ; en particulier le
deuxième volume], ou van der Waerden [2].

1. On appelle nombre algébrique tout nombre (réel ou imaginaire) qui est racine d’une équation
algébrique à coefficients entiers. On démontre aisément que :

1° Toute racine d’une équation algébrique, dont les coefficients sont des nombres algébriques, est
un nombre algébrique ;

2° La somme, le produit, la différence, le quotient de deux nombres algébriques sont un nombre
algébrique.

L’ensemble de nombres algébriques est dit former un corps lorsque le produit, le quotient, la somme
et la différence de deux nombres de cet ensemble appartiennent à cet ensemble. C’est ainsi que les
nombres rationnels forment un corps ; tout autre corps contient celui-là.

On obtient des corps, d’une manière générale, en partant d’un corps k, et de nombres algébriques
x1, x2, . . . : l’ensemble des fonctions rationnelles de ces xi à coefficients dans k forme un corps que
l’on désignera par k(x1, x2, . . .). On dit qu’on l’obtient en adjoignant les xi à k.

Un corps sera désormais dit réel, si tous ses nombres sont réels ; sans cela, il est dit imaginaire.

2. Un polynôme dont les coefficients sont dans un corps k est dit irréductible dans ce corps, s’il
n’est pas égal au produit de deux polynômes de degré plus petit à coefficients dans k. Toute la
théorie ordinaire du p. g. c. d. des polynômes peut alors se faire en n’introduisant que des nombres
de k. On démontre ainsi que :

a. Tout polynôme est un produit de polynômes irréductibles et cette décomposition est unique (à
des facteurs constants près) ;

b. Si deux polynômes irréductibles ont une racine commune, ils coïncident ;

c. Si un polynôme a une racine double, il n’est pas irréductible.

3. Si tous les éléments d’un corps k sont dans un corps K, k est dit un sous-corps de K, et K un
sur-corps de k. On écrit k ⊂ K, K ⊃ k. Les éléments de K satisfont alors à des équations à coef-
ficients dans k, irréductibles dans k. Nous supposons que leur degré est borné, et nous appellerons
le degré maximum n de ces équations le degré de K par rapport à k. Sans cela, nous dirons que
ce degré est infini. Si, en particulier, k est le corps formé par les nombres rationnels, n est le degré
absolu de K.

Nous désignerons désormais par kk′ le plus petit corps contenant les corps k et k′.
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On démontre que :

a. Si K est de degré relatif fini n par rapport à k, il y a un nombre α de K satisfaisant à une
équation de degré n irréductible dans k, tel que K = k(α) ;

b. Si K1 ⊂ K2, K2 ⊂ K3, le degré de K3 par rapport à K1 est le produit des degrés de K3 par
rapport à K2, et de K2 par rapport à K1.

Désormais, quand nous parlerons d’un corps, il s’agira toujours d’un corps de degré fini par rapport
au corps des nombres rationnels.

4. On peut considérer des corps dont les éléments ne sont pas des nombres ordinaires, mais des
objets quelconques, pourvu qu’on ait défini deux opérations ayant toutes les propriétés formelles
de l’addition et de la multiplication. Toutes les propriétés précédentes subsistent pour ces corps
“abstraits” (sauf 2c dans certains cas) (voir Steinitz [1] ; ou, pour un exposé complet de toute
l’algèbre des corps, l’excellent petit livre de Hasse [1], ou encore van der Waerden [2]). Nous en
verrons des exemples plus loin.

III. Théorie de Galois.
1. Soient k un corps, K = k(α) un sur-corps de degré relatif n par rapport à k. α satisfait (§
2a) à une équation irréductible dans k de degré n. Soient α = α(1), α(2), . . . , α(n) ses racines. Les
corps K = k(α(1)), k(α(2)), . . . , k(α(n)) sont dits les conjugués de K par rapport à k. Si ces n corps
coïncident, K est dit galoisien par rapport à k.

Soit β un nombre de K : c’est une fonction rationnelle R(α) de α à coefficients dans k. Les R(α(i))
sont dits les conjugués de β par rapport à k. En particulier, les conjugués des nombres de k sont
égaux entre eux.

Soit k′ un corps intermédiaire : k ⊂ k′ ⊂ K : quand β parcourt tous les nombres de k′, les R(α(i))
forment un autre corps k′(i) qui est dit conjugué du premier par rapport à k.

k(α(i)), R(α(i)), k′(i) sont dits des conjugués correspondants. Les conjugués par rapport au corps des
rationnels sont dits conjugués absolus.

Le produit des n conjugués de β par rapport à k est dit la norme de β (prise dans K par rapport
à k). On la désigne par NK/k(β) [ou, quand aucune confusion n’est à craindre par Nk(β) ou N(β)].
Le produit des conjugués absolus est dit la norme absolue.

2. Supposons désormais K galoisien par rapport à k.

1. Un automorphisme T (nous dirons souvent une substitution) de K par rapport à k, est une
transformation qui, à tout nombre α de K fait correspondre un nombre Tα de K de manière que :
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a. Tα = Tβ entraîne α = β ;

b. Tα = α si α est dans k ;

c. T (α + β) = Tα + Tβ et T (αβ) = Tα · Tβ.

On démontre que tout automorphisme T est tel que Tβ = R(α(i)) quand β = R(α). Une telle
transformation étant évidemment un automorphisme, il y a n automorphismes (y compris l’auto-
morphisme unité, tel que Tα = α). Ils forment évidemment un groupe G dit “groupe de Galois”
de K par rapport à k (l’automorphisme produit de T et T ′ étant celui qu’on obtient en faisant
d’abord la transformation T ′, puis T ).

Avec ces remarques, on démontre aisément que K est galoisien aussi par rapport à tout corps in-
termédiaire.

Si G est abélien (ou cyclique), K est dit abélien (ou cyclique) par rapport à k.

3. Le théorème fondamental de la théorie de Galois est le suivant :

a. À tout corps intermédiaire k′ (k ⊂ k′ ⊂ K) correspond un sous-groupe g de G formé des substi-
tutions de G laissant invariants tous les nombres de k′. g est le groupe de Galois de K par rapport
à k′ (on dit que k′ correspond à g ; et réciproquement) ;

b. Réciproquement à tout sous-groupe g de G correspond un corps k′, qui est formé des éléments
invariants par les substitutions de g ;

c. σ étant l’automorphisme qui transforme α en α(i), σk′ le conjugué correspondant de k′, à σk′

correspond le groupe σgσ−1 ;

d. Pour que k′ soit galoisien par rapport à k, il faut et il suffit que g′ soit un sous-groupe invariant ;
le groupe de Galois de k′ par rapport à k est alors le groupe quotient de G par g.

IV. Entiers.
Pour le contenu des paragraphes 4 à 8, on peut consulter Hilbert [1 ; 1re partie] (exposé très dense
et ardu) ; ou Hecke [1].

1. Un nombre α est un entier algébrique (ou, brièvement, un entier) s’il satisfait à une équation de
la forme

xn + a1x
n−1 + . . . + an = 0,

les ai étant des entiers ordinaires, cette équation étant irréductible dans le corps des nombres ra-
tionnels.

En particulier, tout entier ordinaire est un entier algébrique.
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On démontre que :

a. Toute racine d’une équation de forme (1) (irréductible ou non), où les ai sont des entiers algé-
briques, est un entier algébrique ;

b. La somme, la différence, le produit de deux entiers, est un entier ;

c. Les seuls nombres rationnels qui soient des entiers algébriques sont les entiers ordinaires.

2. Soit un corps k de degré absolu n. Ses entiers forment un groupe abélien par rapport à l’addition.
Ce groupe a une base de n éléments, z1, z2, . . . , zn, de sorte que tout autre entier est de forme
z1z1 + z2z2 + . . . + znzn, les zi étant des entiers ordinaires.

V. Idéaux.
1. Étant donné un corps de nombres algébriques k, on appelle idéal de ce corps tout ensemble de
nombres du corps tel que :

a. Si z fait partie de cet ensemble, il en est de même de λz quel que soit l’entier λ.

b. Si β est un autre élément de cet ensemble, z + β en fait aussi partie ;

c. Il y a un entier µ ̸= 0 tel que pour tout z de cet ensemble, z soit entier.

Si tous les nombres de l’idéal sont entiers, l’idéal est dit entier.

2. Étant donné un ensemble quelconque de nombres du corps, α1, α2, . . ., l’ensemble des λ1α1 +
λ2α2 + . . ., les λi étant des entiers arbitraires du corps, forme un idéal appelé l’idéal engendré par
les αi : on le désigne par (α1, α2, . . .) (1).

L’idéal (α) engendré par un seul nombre α ̸= 0 est dit principal.

3. On appelle produit de deux idéaux a et b, l’idéal engendré par l’ensemble de nombres obtenus
en multipliant un nombre de a et un nombre de b.

Le produit des idéaux principaux (α) et (β) est (αβ). Pour tout idéal a, on a a(1) = a : l’idéal (1)
(formé de tous les entiers du corps) est dit l’idéal unité.

4. Dans le corps des nombres rationnels, tout idéal est principal : soit en effet a un idéal, α le plus
petit nombre positif de a, b un autre nombre de l’idéal ; b est un multiple entier de α, car sans cela
le reste de la division de b par α, de la forme bx − α (x entier), serait un nombre de l’idéal plus
petit que α.

Les idéaux et les nombres positifs se correspondent donc biunivoquement ; et, dans ce cas, le théo-
rème de la décomposition en facteurs premiers est vrai pour les idéaux.
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5. Pour un corps quelconque, ce théorème n’est plus vrai pour les entiers, mais il le reste pour les
idéaux. Appelons, en effet, idéal premier un idéal entier p qui ne peut être mis sous la forme bc où
b et c sont entiers et différents de (1) :

a. Étant donnés deux idéaux a et b, il y a un idéal c, tel que ac = b.

On écrit c = b
a
. D’où la notion de quotient de deux idéaux. On désignera, en particulier, par a−1

l’idéal (1)
a

, par a−n la n-me puissance de a−1. On convient que a0 = (1).

b. Tout idéal peut être mis d’une manière et d’une seule sous la forme : px1
1 px2

2 . . . pxn
n , les pi étant

des idéaux premiers, les xi des entiers positifs ou négatifs. Pour que cet idéal soit entier, il faut et
il suffit que les xi soient positifs.

c. La condition nécessaire et suffisante pour que a divise b (c’est-à-dire pour qu’il y ait un idéal
entier c tel que ac = b) est que tout nombre de b soit dans a.

En particulier, pour que a divise un idéal principal (α), il faut et il suffit que α soit un nombre de
a.

On peut alors développer la théorie du P. G. C. D. et du P. P. C. M. des idéaux entiers, comme pour
les entiers rationnels ; on dira, en particulier, que les idéaux entiers a et b sont premiers entre eux
s’ils ne sont divisibles par aucun autre idéal entier que (1). On convient que tout idéal est premier
à (1).

Il nous arrivera souvent de dire que le nombre α divise a, est premier à a, etc., au lieu de dire l’idéal
(α) divise a, est premier à a, etc.

6. Les idéaux forment un groupe par rapport à la multiplication. Les idéaux principaux forment un
sous-groupe.

Un complexe du groupe des idéaux par rapport à ce sous-groupe est dit une classe d’idéaux : une
classe d’idéaux est donc formée de tous les idéaux dont le quotient par l’un d’entre eux est prin-
cipal ; les classes forment les éléments du groupe quotient de ces deux groupes, qui est dit groupe
des classes.

On démontre que le groupe des classes n’a qu’un nombre fini d’éléments.

7. Soit a un idéal d’un corps k : considérons un sur-corps K. Les nombres de a engendrent dans K
un idéal A : on démontre que tout nombre de k qui est dans A est dans a. Si b de k engendre B
dans K, ab engendre AB.

Donc, quand on parle d’un idéal, il est inutile de fixer le corps dans lequel on le considère : on
considérera comme identiques les idéaux a et A. Il faut pourtant remarquer qu’un idéal n’est pas
représenté dans n’importe quel corps : il y a des idéaux de K, qui ne sont identiques à aucun des
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idéaux de k.

Si deux idéaux sont premiers entre eux dans un corps, ils le sont dans tout autre corps.

8. Soit A un idéal de K : les nombres de A situés dans k forment un idéal a, qui peut être différent
de A.

En tout cas A divise a. Considérons tous les conjugués de A (obtenus en remplaçant chaque nombre
de A par un conjugué correspondant par rapport à k) : tous ces idéaux divisent a. On démontre
sans peine que leur produit est un idéal b du corps k, qui est dit la norme de A prise dans K par
rapport à k : on écrit b = NK/k(A) ou, si aucune confusion n’est à craindre, Nk(A) ou N(A). La
norme d’un idéal par rapport au corps des rationnels, est dite la norme absolue de cet idéal. Si A
est principal : A = (α), on a NK/k(A) = (NK/k(α)).

b. Si A est premier, on démontre sans peine que a est aussi premier et que NK/k(A) est une puis-
sance pf de p. f est dit le degré de A par rapport à k.

c. Si k est un sous-corps de K, et si p a le degré f ′ par rapport à k, A a le degré ff ′ par rapport à
k : les degrés se multiplient.

d. Prenons un idéal premier p de k, et considérons-le dans K ; dans K, il n’est pas forcément
premier ; on aura p = Pe1

1 Pe2
2 . . .Peg

g , les Pi étant des idéaux premiers de K. Les nombres de Pi

qui sont dans k forment p. En prenant les normes des deux membres, on voit que, fi désignant
le degré de Pi par rapport à k, e1f1 +e2f2 + . . .+egfg est égal au degré relatif de K par rapport à k.

Si tous les ei sont égaux à 1, on dit que p est non-ramifié dans K ; sans cela qu’il est ramifié.

VI. Unités.
1. Un nombre ϵ est une unité si ϵ et 1

ϵ
sont entiers.

2. Pour qu’un idéal principal (α) soit l’idéal unité, il faut et il suffit que α soit une unité.

Donc pour que deux idéaux principaux (α) et (β) soient identiques, il faut et il suffit que α
β

soit
une unité.

3. Les unités forment un groupe abélien, sous-groupe du groupe abélien multiplicatif des nombres
du corps différents de 0.

On voit que le groupe quotient de ces deux groupes est isomorphe au groupe des idéaux principaux.

4. Dirichlet (Hilbert [1 ; Livre 1, Chap. 6]) (cf. aussi Van der Waerden [1]) a démontré que le groupe
des unités avait une base bien définie :
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Toute unité est représentable d’une manière bien déterminée sous la forme : ζγϵx1
1 ϵx2

2 . . . ϵxr
r , ζ étant

une racine m-ème primitive de l’unité (on peut avoir m = 1), les y et les xi sont des entiers ≥ 0
quelconques, avec la seule restriction 0 ≤ y < m.

Si, parmi les corps k et ses conjugués, r1 sont réels, et 2r2 imaginaires, on a r = r1 + r2 − 1.

VII. Congruences.
Pour ce paragraphe, voir particulièrement Hasse [3, p. 59-64].

1. Soit a un idéal entier du corps k. On définit habituellement les congruences par rapport à a
de la façon suivante : on considère tous les entiers du corps, qui forment un groupe par rapport à
l’addition ; puis le sous-groupe de tous ceux de ces entiers qui sont situés dans a.

Un complexe du premier groupe par rapport à ce sous-groupe est dit une classe de congruence (mod
a) ; deux entiers α et β sont dits congrus entre eux (mod a) [et l’on écrit alors α ≡ β (mod a)] s’ils
sont dans la même classe de congruence (mod a) ; il faut et il suffit pour cela que α − β soit dans a.
Les classes de congruence (mod a) sont les éléments du groupe quotient de ces deux groupes. On
démontre que son ordre est égal à la norme absolue de a.

Tous les nombres congrus à l’un d’entre eux forment une classe de congruence. D’après leur défi-
nition même, ces classes peuvent s’additionner ; mais on peut aussi les multiplier, car les produits
de tous les nombres d’une classe par tous les nombres d’une autre classe sont tous dans une même
classe dite produit des deux premières.

Mais si l’on veut que ces classes forment un groupe par rapport à la multiplication, il faut se limiter
à celles qui contiennent des nombres premiers à a. Car on démontre que ce n’est que si α est premier
à a que l’on peut trouver un x tel que αx ≡ γ (mod a). Comme seuls nous intéresseront désormais
ces groupes multiplicatifs, il est préférable de les introduire directement.

2. Un idéal sera désormais dit entier pour a, si on peut le mettre sous la forme b
c
, b étant entier, c

entier et premier à a. Il sera dit premier à a si de plus b est premier à a.

Les nombres premiers à a forment un groupe Ga par rapport à la multiplication ; les idéaux premiers
à a forment de même un groupe Aa par rapport à la multiplication.

Les nombres α de Ga tels que α − 1 soit de numérateur divisible (1) par a forment un groupe ⟨a par
rapport à la multiplication [cela résulte de l’identité αβ − 1 = (α − 1)(β − 1) + (α − 1) + (β − 1)].

Un complexe de Ga par rapport à ⟨a sera dit une classe de congruence (mod a). On démontre en
effet que pour que deux nombres entiers et premiers à a soient dans la même classe au nouveau
sens, il faut et il suffit qu’il en soit ainsi avec l’ancien sens. Deux nombres α et β seront dits congrus
entre eux (mod a) [et l’on écrira encore α ≡ β (mod a)] s’ils sont de la même classe de congruence.
Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que α

β
− 1 soit de numérateur divisible par a. Les classes
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de congruence (mod a) sont par définition les éléments du groupe quotient.

Si a est premier, ce groupe est cyclique d’ordre Na − 1 (Na étant la norme absolue de a).

Si a et b sont premiers entre eux, ⟨ab est composé des éléments communs à ⟨a et à ⟨b ; Gab

⟨ab
est

isomorphe au produit direct de Ga

⟨a et de Gb

⟨b
.

Si a = (1), on convient que Aa est le groupe de tous les idéaux, Ga = ⟨a celui de tous les nombres
différents de 0.

3. Hasse (loc. cit.) a introduit des éléments fictifs, les idéaux infinis, qui nous seront d’une grande
utilité. Ce sont des idéaux fictifs que l’on fait correspondre à certains groupes de nombres, de la
même manière que a correspond au groupe ⟨a.

Considérons parmi tous les corps conjugués de k un corps réel (s’il y en a). Les nombres α de k tels
que leur conjugué correspondant soit positif, forment un groupe que l’on désignera par ⟨p, et que
l’on fera correspondre à l’idéal infini p. Il y a autant d’idéaux à l’infini que de conjugués réels de k.

Soient p1, p2, . . . , pr ces idéaux.

On introduira des idéaux généralisés a (qui sont de simples symboles), produit d’un idéal ordinaire
a, et d’un certain nombre d’idéaux pi différents. Par convention les nombres et les idéaux premiers
à a, sont les mêmes que ceux qui sont premiers à a [si a = (1), tous les nombres ̸= 0, et tous les
idéaux] ; donc l’on pose Aa = Aa,

Ga = Ga, ⟨a étant formé des nombres tels que α soit congru à un nombre de ⟨a suivant les idéaux
infinis correspondants, c’est-à-dire que les conjugués de α correspondant aux idéaux infinis non
contenus dans a soient positifs.

On démontre que les propriétés établies pour les idéaux ordinaires subsistent pour les idéaux gé-
néralisés. On pourra, en particulier, parler de la décomposition en facteurs premiers, de la norme,
etc.

Les idéaux pi ont une importance particulière : un idéal principal (α) est divisible par pi si le
conjugué correspondant de α est positif.

VIII. Différente et discriminant.
1. Soient k un corps, K un sur-corps, ω1, ω2, . . . , ωN une base des entiers de K (§ 4a) ; ω

(i)
1 , ω

(i)
2 , . . . , ω

(i)
N

un système de conjugués correspondants de ces nombres par rapport à k (les conjugués étant pris
dans un ordre convenable) ; β un nombre de K : le discriminant de β est le produit des carrés des
différences des conjugués de β.

12



Le discriminant de K par rapport à k est le carré du déterminant∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ω
(1)
1 ω

(1)
2 . . . ω

(1)
N

ω
(2)
1 ω

(2)
2 . . . ω

(2)
N

... ... ...
ω

(N)
1 ω

(N)
2 . . . ω

(N)
N

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
C’est un idéal de k.

2. On démontre que :

a. Le discriminant de K par rapport à k est le carré du discriminant d’un nombre quelconque de
K engendrant K par rapport à k, divisé par le carré de l’indice de cet élément.

b. Le discriminant de K par rapport à k est divisible par le discriminant de k (considéré comme
discriminant de k par rapport au corps des rationnels) à la puissance N , N étant le degré de K
par rapport à k.

c. Si K est un corps intermédiaire entre k et K ′, le discriminant de K ′ par rapport à k est égal au
produit de la norme (par rapport à k) du discriminant de K ′ par rapport à K et du discriminant
de K par rapport à k à la puissance [K ′ : K].

Le discriminant absolu d’un corps K est le discriminant de K par rapport au corps des rationnels.
On le désigne souvent par D.

plaçons (1) par a, il y a moins d’idéaux dans H que dans H ′ ; si K = H, la notion de classe est
devenue plus “fine” (le fait qu’on ne considère que les idéaux premiers à a est sans importance
essentielle). Si K est différent de H, une classe suivant K est formée de la réunion de plusieurs
classes suivant H : la notion de classe est au contraire devenue plus “grossière”.

Prenons encore pour p le produit de tous les idéaux à l’infini. H se compose de tous les idéaux (α)
tels que α soit totalement positif. Les classes suivant H sont dites les classes au sens restreint.

5. Considérons deux groupes d’idéaux K et K ′ définis (mod a) et (mod b). On dira que ces groupes
sont égaux si les idéaux premiers à a et à b qu’ils contiennent sont les mêmes.

On dira que K est plus petit que K ′, ou K ′ plus grand que K et l’on écrira K < K ′, K ′ > K, si
tous les idéaux de K ′ premiers à a et à b sont dans K, sans que la réciproque soit vraie. On voit
aisément que ces notions possèdent les propriétés habituelles de l’égalité et de l’inégalité.

Si K et K ′ sont égaux, les groupes des classes suivant K et K ′ sont isomorphes.

On peut toujours définir suivant différents modules, des groupes d’idéaux égaux à K : savoir les
modules tels que les idéaux de H premiers à a soient dans K ; il en sera ainsi par exemple pour
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tous les multiples de a. Tous ces modules sont des multiples d’un d’entre eux, dit le conducteur de K.

6. Considérons un système de caractères du groupe des classes suivant K, K étant un groupe
d’idéaux de conducteur f. Celles de ces classes qui ont un caractère égal à 1 dans ce système
forment un groupe d’idéaux K ′. Le conducteur f′ de K ′ est un diviseur de f, dit conducteur du
caractère.

Si f′ = f, on dit que le caractère est un caractère propre.

IX. Groupe de décomposition, d’inertie, de ramification.
1. Soient k un corps, K un sur-corps galoisien de k, G son groupe de Galois, P un idéal premier
de K, p l’idéal premier de k divisible par P ;

et il est bien entendu que toutes les notions que nous allons définir ne le sont que “par rapport
à k”. On dit que l’idéal a′ est conjugué de l’idéal a, si a′ est formé par les transformés de tous
les nombres de a par un même automorphisme σ de K par rapport à k ; on écrit a′ = σa. Soit p
un idéal premier ordinaire de k. Comme au paragraphe 5d, décomposons-le dans K en un produit
d’idéaux premiers, ces idéaux sont conjugués entre eux ; on en déduit sans peine que :

p = (P1P2 . . .Pg),

les Pi étant des idéaux premiers de K. Soit f le degré des Pi par rapport à k ; on a (§ 8d)

efg = n.

Les substitutions de G qui laissent Pi invariant forment un groupe g0 dit groupe de décomposition
de Pi. Toute substitution σ de g0 est donc telle que α ≡ β (mod Pi) entraîne σα ≡ σβ (mod Pi),
donc que α ≡ β (mod Pi) entraîne σα ≡ σβ (mod Pi) (α et β entiers) ; donc σ permute les classes
de congruence suivant Pi.

Les substitutions σ de G qui laissent ces classes invariantes, donc telles que α ≡ σα (mod Pi) pour
tout α entier, forment un groupe g1 dit groupe d’inertie de Pi.

D’une manière générale, les substitutions σ telles que α ≡ σα (mod Pr+1
i ) forment un groupe gr

dit (r + 1)-ème groupe de ramification.

2. On démontre que :

a. Si Pi = τPi, τ étant un élément de G, le groupe de décomposition de Pi est τg0τ
−1, le groupe

d’inertie est τg1τ
−1, le (r + 1)-ème groupe de ramification est τgrτ

−1.

b. Le groupe d’inertie est d’ordre e ; pour qu’il ait des éléments différents de l’unité, il faut donc et
il suffit que p soit ramifié dans K.
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c. C’est un sous-groupe invariant de g0 ; le groupe quotient est cyclique d’ordre f .

d. Supposons pour simplifier e = 1 ; g1 se réduit à l’élément unité. Alors il y a une substitution σ
de g0 tel que σα ≡ αNp (mod Pi), Np étant la norme absolue de p. g0 est formé des puissances
successives de σ. On écrit

[
K|k
Pi

]
= σ (ou bien, quand aucune confusion n’est à craindre,

[
K
Pi

]
= σ).

Ce symbole est appelé symbole de Artin.

Si P′
i = τPi, τ étant un élément de G, on a[

K | k

P′
i

]
= τστ−1.

Supposons en particulier G abélien ; alors on aura
[

K|k
Pi

]
= σ pour tout i ; donc

τα ≡ αNp (mod Pi)

pour tout α ; donc p étant le produit des Pi :

τα ≡ αNp (mod p).

σ ne dépend donc que de p ; on écrit(
K | k

p

)
= σ ou

(
K

p

)
= σ.

3. a. Soit σ = pe1q (p étant le nombre premier divisible par p, q premier à p). q divise Np − 1 ; g2
est un sous-groupe invariant de g1 de degré pe1 ; le groupe quotient est cyclique.

b. En général, gr est un sous-groupe invariant de gr−1 (et même de g0) ; le groupe quotient de gr

et de gr−1 est abélien. Pour d’autres propriétés de ces groupes, voir Hasse ([2, p. 6 et suiv.], [26]),
Speiser [2].

c. pe1−1 étant de l’ordre de g1 (i ≥ 2), la plus haute puissance de p par laquelle est divisible la
différence a pour exposant

(e − 1) · (pe1 − 1) + (pe2 − 1) + . . .

d. Soit K ′ un corps intermédiaire (k ⊂ K ′ ⊂ K) correspondant au sous-groupe g de G.

Les groupes de décomposition, d’inertie, de ramification de p, par rapport à K ′, sont formés par
les éléments communs à g et aux groupes correspondants de p, par rapport à k.[

K|K′

Pi

]
est la plus petite puissance de

[
K|k
Pi

]
qui soit dans g. (Artin [6], Hasse [4, p. 8]).

e. Si K ′ est galoisien par rapport à k, soit p′ l’idéal premier de K ′ qui est divisible par Pi ; on a
un (§ 1c) que G : g est isomorphe au groupe de K ′ par rapport à k. Les éléments de ce groupe qui
correspondent dans cet isomorphisme aux éléments des groupes de décomposition, d’inertie de Pi

par rapport à K, à
[

K|k
Pi

]
, forment respectivement les groupes de décomposition, d’inertie de p′ par

rapport à k, ou
[

K′|k
p′

]
. Pour les groupes de ramification, la règle est plus compliquée (Herbrand [1],

Hasse [26]).
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X. La fonction ζ(s) et ses généralisations.
On sait le rôle important joué dans la théorie des nombres premiers par la fonction

ζ(s) =
∏ 1

1 − p−s
=
∑ 1

ns
,

le produit étant étendu à tous les nombres premiers p, la somme à tous les entiers rationnels n. On
peut introduire une telle fonction pour tout corps algébrique k ; on pose

ζk(s) =
∏ 1

1 − (Np)−s
=
∑ 1

(Na)s
,

Na désignant la norme absolue de l’idéal a, le produit étant étendu à tous les idéaux premiers, la
somme à tous les idéaux entiers ; un calcul aisé montre l’identité des deux dernières expressions.
On peut encore généraliser cette fonction. Considérons une division des idéaux en classes suivant
un groupe d’idéaux H0 de conducteur f (§ 7d). Soit χ un système de caractères de ce groupe ; nous
appellerons χ(a) pour un idéal a premier à f, le caractère de la classe de a. On pose de même

Lk(s; χ) =
∏ 1

1 − χ(p)(Np)−s
=
∑ χ(a)

(Na)s
,

le produit étant étendu à tous les idéaux premiers p, premiers à f ; la somme à tous les idéaux
premiers à f. Si χ est le caractère principal, Lk(s, χ) ne diffère de ζk(s) que par un nombre fini
de facteurs, correspondant aux idéaux premiers de f ; si donc de plus f = (1) (division en classes
ordinaires), Lk(s, χ) = ζk(s). On démontre que :

1° Si χ n’est pas le caractère principal, la représentation de Lk(s, χ) sous forme de série converge
pour ℜ(s) > 0 [ℜ(s) désigne la partie réelle de s].

2° Si χ est le caractère principal, les deux représentations de Lk(s, χ) convergent pour ℜ(s) > 1 ;
la limite de (s − 1)Lk(s, χ) quand s tend vers 1 est finie : elle peut se calculer à partir du nombre
de classes du corps et de ses unités.

3° Si χ est un caractère propre non principal [on remarquera que tout Lk(s, χ) ne diffère que par
un nombre fini de facteurs d’une telle fonction correspondant à un caractère propre], Lk(s, χ) est
une fonction entière ; ζk(s) est méromorphe, et a un seul pôle simple en s = 1.

4◦ L(s, χ)
L(1 − s, χ̄) (χ̄ étant le caractère conjugué de χ), et ζ(s)

ζ(1 − s)

sont égaux à des expressions élémentaires (formées d’une manière simple avec la fonction Γ et les
fonctions sin et cos) [Hecke [4], Siegel [1], cf. aussi Hasse [2, p. 35]).

Les deux premiers énoncés qui seront seuls employés dans la suite se démontrent par des calculs
élémentaires (Weber [3]), les deux derniers nécessitent au contraire des moyens analytiques très
puissants.
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Un calcul simple montre que

log Lk(s, χ) =
∑ χ(p)

(Np)s
+ E(s, χ),

E étant une fonction définie et continue pour ℜ(s) > 1, la somme étant étendue aux idéaux premiers
non diviseurs de f.

Soient H une de nos classes d’idéaux, χ0 son caractère, h le nombre de ces classes ; on aura, d’après
1°, ∑

χ−1
0 log Lk(s, χ) = h

∑ 1
(Np)s

−
∑

χ0E(s, χ),

la somme étendue aux idéaux premiers de H. Faisons tendre s vers 1 : log Lk(s, χ) pour le caractère
principal tend vers ∞ ; E(s, χ) est continue : donc :

5° Si l’on peut démontrer que Lk(1, χ) ̸= 0 pour un caractère χ non principal, on en déduira qu’il
y a une infinité d’idéaux premiers dans toute classe.

Cette non-annulation sera démontrée plus loin. Le théorème ci-dessus fournit alors une vaste géné-
ralisation du théorème de Dirichlet sur la progression arithmétique.

Les méthodes de Landau [1] permettent alors de démontrer que

R(x) = 1
k

∫ x

0

du

log u
+ O(xe−a

√
log x),

R(x) étant le nombre des idéaux premiers d’une classe de norme absolue inférieure à x ; a une
constante.

Prenons pour H la classe unité H0, on voit que
∑

p dans H0

1
(Np)s

= 1
h

log 1
s − 1 + f(s), (2)

f(s) est continue pour s = 1, si Lk(1, χ) ̸= 0 pour χ non principal ; sans cela f(s) tend vers −∞
quand s tend vers 1.

Soit K un sur-corps galoisien de k de degré relatif n ; on déduit aisément de (1), quand on l’applique
à ζk(s), que ∑

P(p)

1
(Np1)s

= 1
n

log 1
s − 1 + g(s), (3)

la somme étant étendue aux idéaux de k qui se décomposent dans K en un produit d’idéaux pre-
miers tous différents de degré relatif 1 ; g(s) étant continue pour s = 1.

Définition. - Le groupe d’idéaux formé des classes suivant le rayon (mod f) contenant des normes
d’idéaux de K est dit le groupe d’idéaux (mod f) attaché à K.
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Comme tous les p1 sont des normes de K, si l’on prend pour H0 ce groupe d’idéaux, la comparaison
de (2) et de (3) montre que :

6° L’indice du groupe d’idéaux (mod f) attaché à K est au plus égal au degré relatif de K. Si ces
deux degrés sont égaux, Lk(1, χ) ̸= 0 pour un caractère χ non principal.

Ce fait est fondamental dans la théorie du corps de classes.

Signalons que les fonctions ici étudiées ont été généralisées dans deux directions (Artin [2] ou Hasse
[4, p. 146 et suiv.] : voir Chap. IV, § 5, et Hecke [3] et [4]).

XI. Les analogies fonctionnelles et les nombres p-adiques.
Il y a entre la théorie des corps algébriques et celle des fonctions algébriques de profondes analogies
(Hilbert [4 ; Pr. 12]) qui n’ont pas encore été complètement élucidées.

Considérons une surface de Riemann algébrique R de degré n ; les fonctions algébriques définies sur
cette surface forment (au sens du paragraphe 2), un corps.

Cette surface a m points à l’infini. Appelons “entiers” les fonctions n’ayant de pôles qu’en un de
ces m points. On peut alors définir des idéaux, des idéaux premiers, etc. comme au paragraphe 5 et
leur théorie est parallèle à celle des idéaux de la théorie des corps algébriques (Dedekind et Weber,
[1]). Un idéal est formé de toutes les fonctions s’annulant en s points non à l’infini : si s = 1, l’idéal
est premier : la notion d’idéal remplace ainsi celle de point, et permet de démontrer d’une manière
complète et précise bien des théorèmes (comme le théorème de Riemann-Roch, par exemple).

Considérons une autre surface de Riemann R′ telle que toute fonction de R soit uniforme sur R′ :
elle définit un sur-corps de fonctions ; et les points de ramification correspondent aux idéaux de
ramification.

Dans une autre direction se révèlent aussi des analogies formelles : on sait qu’on peut développer
une fonction quelconque (en un point non-singulier de R et de la fonction) en série suivant les
puissances de x − x0. Soit de même un idéal premier p d’un corps k : soit π un nombre de k
divisible par p et non par p2 ; x un nombre quelconque de k que nous supposerons d’abord entier :
on démontre sans peine qu’on peut trouver une série formelle

a0 + a1π + . . . + anπn + . . .

telle que, pour tout n, on ait

x ≡ a0 + a1π + . . . + anπn (mod pn+1).

Ce développement, qui exprime en quelque sorte la classe de congruence de x suivant toutes les
puissances de p ne doit pas être pris comme une véritable somme : c’est un simple symbole.
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Une série quelconque de forme (1) ne correspond pas toujours à un nombre x ayant pour tout n la
propriété (2). Nous appelons une telle série un nombre p-adique. Nous considérons aussi comme un
nombre p-adique les développements de forme

a−nπ−n + a−n+1π
−n+1 + . . .

Les nombres de forme (1) seront dits entiers. Deux nombres
∞∑

n=n0

αnπn et
∞∑

n=n0

βnπn

sont dits congrus (mod pi+1) si l’on a

n=i∑
n=n0

αnπn ≡
n=i∑

n=n0

βnπn (mod pi+1),

ils seront dits égaux s’ils sont congrus (mod pi+1) quel que soit i.

Nous appliquerons à ces séries les règles ordinaires de calcul des séries convergentes. Les nombres
p-adiques forment alors un corps au sens du paragraphe 2.

La théorie des corps et des entiers p-adiques peut alors se développer d’une manière semblable à la
théorie ordinaire des corps algébriques (Hensel [1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 5 ; 6]).

Des travaux de Ore [1] résulte que la méthode du développement de Puiseux au voisinage d’un
point de ramification peut se transposer à ce cas.

Pour un autre point de vue dans la théorie des nombres p-adiques (qui consiste à regarder les
éléments du corps algébrique comme les points d’un espace où la distance de α et β est ρv(α−β), si
(α − β) = pvq [q entier pour p, 0 < ρ < 1] et les nombres p-adiques comme les points-limites de ces
points), consulter Hasse [24] et Chevalley [4].

Chapitre II.

Le corps de classes.
Le principal problème de la théorie des corps est le suivant : soient k un corps, K un sur-corps ;
comment se décomposent les idéaux premiers de k dans K ?

Ce problème n’a été traité que dans le cas où K est abélien par rapport à k [c’est-à-dire (Chap. I,
§ 32) est galoisien et a un groupe de Galois abélien] ; c’est la théorie du corps de classes ; et tous
les cas particuliers, qui avaient été étudiés avant l’édification de cette théorie et dont nous allons
indiquer succinctement les principaux, concernent des corps relativement abéliens.
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I. Le corps circulaire des racines m-ièmes de l’unité.
C’est le corps k(ζ), k étant le corps des rationnels, ζ une racine m-ième primitive de l’unité. Voir
Hilbert [1, 4e partie].

1. Ce corps est galoisien par rapport à k et a un groupe isomorphe au groupe multiplicatif des
classes de congruence (mod m), formées de nombres premiers à m ; une substitution σ du groupe
de Galois transforme ζ en ζa [a est une racine primitive (mod m)].

2. Le discriminant du corps ne contient que des nombres premiers figurant dans m [pour le voir, le
plus simple est de calculer le discriminant de l’équation f(x) = xm − 1 = 0, qui est un multiple du
discriminant du corps ; c’est ∏

(a)
f ′(ζa) = ±mm

.

Les facteurs premiers de m sont donc les seuls qui se ramifient (d’après Chap. I, § 9).

3. Cherchons comment se décompose un nombre premier p premier à m.

Supposons que σ =
[

K
(p)

]
transforme ζ en ζa ; alors (Chap. I, § 10) σζ = ζa ≡ ζp (mod p) : donc

ζa−p ≡ 1 (mod p) ; 1 − ζa−p est donc divisible par p ; or la norme absolue divise ∏u̸=0(1 − ζu) = m
comme le montre un calcul facile, sauf si a ≡ p (mod m). Donc :

La substitution
[

K
(p)

]
transforme ζ en ζp ; tous les p pour lesquels

[
K
(p)

]
est le même sont donc

congrus entre eux (mod m) et réciproquement. On déduit de là le groupe de décomposition de p et
sa décomposition (Chap. I, § 92,3) ; en particulier :

Pour que p se décompose en un produit d’idéaux différents du premier degré, il faut et il suffit que
p ≡ 1 (mod m).

Des faits exactement semblables se produisent quand on adjoint ζ à un corps quelconque ne le
contenant déjà pas (Hasse [2, p. 39], Artin [4], ou Chevalley [4]).

II. Corps quadratiques.
Pour ce paragraphe, voir Hilbert [1, 3e partie].

k étant le corps des rationnels, m un entier qui n’est pas divisible par un carré, appelons K le corps
k(

√
m).

1. Ce corps est galoisien de degré relatif 2 par rapport à k ; soient 1 et σ les éléments du groupe de
Galois, σ

√
m = −

√
m.

2. Un calcul simple montre qu’une base des entiers (Chap. I, § 42) est formée par 1 et ω, ω =
√

m,
si m ̸≡ 1 (mod 4), et ω = 1+

√
m

2 si m ≡ 1 (mod 4).
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3. On déduit le discriminant par la formule (Chap. I, § 82c), dans le premier cas il vaut 4m ; dans
le second cas, m.

Les seuls nombres premiers ramifiés sont donc ceux qui divisent m, et éventuellement 2.

4. Soit p un nombre premier différent de ceux-là ; si
(

K
p

)
= σ, on a σ

√
m = −

√
m ≡

√
m

p (mod p) ;
donc m

p−1
2 ≡ −1 (mod p) ; au contraire, on voit de même que si

(
K
p

)
= 1, on aura m

p−1
2 ≡ +1

(mod p).

Ceci nous incite à introduire le symbole quadratique de Gauss
(

m
p

)
;

les lois de réciprocité (1), (2) et (3), par l’introduction du symbole de reste normique
(

n,m
w

)
, w étant

un nombre premier ; ce symbole vaut +1, si n est congru à la norme d’un nombre du corps k(
√

m)
(mod wi), quel que soit i, et vaut −1, dans le cas contraire. Ce symbole a les propriétés suivantes :

(4)

(
n,m
w

) (
m,n
w

)
= 1,

(
nn′,m

w

)
=
(

n,m
w

) (
n′,m

w

)
,

(
n,mm′

w

)
=
(

n,m
w

) (
n,m′

w

)
,

(
−m,m

w

)
= 1,

(
n,w
w

)
=
(

n
w

)
,(

n,m
w

)
= 1 si n et m sont premiers à w, et w impair.

On peut de plus calculer directement la valeur de ce symbole pour w = 2 ; les règles précédentes
permettent alors de le calculer dans tous les cas.

p∞ étant l’idéal infini de k, on pose de même
(

n,m
p∞

)
= 1 sauf si m et n sont négatifs, auquel cas on

convient que ce symbole vaut −1 ; on voit sans peine que ce dernier cas est le seul où n n’est pas
congru (mod p∞) à une norme [c’est-à-dire (Chap. I, § 7) de même signe qu’elle].

On voit que, n et m étant fixes,
(

n,m
p

)
n’est égal à −1 que pour un nombre fini de nombres premiers

p ; et l’on a d’après (1), (2) et (3), par un calcul simple,

(5)
∏
{p}

(
n, m

p

)
= +1,

p parcourant tous les nombres premiers, et p∞.

Réciproquement on peut tirer de là (1), (2) et (3), en prenant pour n et m des valeurs convenables ;
(5) sera considéré comme la loi générale de réciprocité.
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III. Corps kummériens.
Dans le cas particulier de m premier, voir Hilbert [1, 5e partie], Hecke [1, p. 148] ; cas général dans
Hasse [4, p. 41], Chevalley [4].

Soit k un corps contenant une racine m-ième primitive de l’unité ; x un nombre de k qui n’est pas
une m-ième puissance ; K le corps k( m

√
x). Ce corps est galoisien par rapport à k, de groupe relatif

cyclique ; une substitution du groupe change m
√

x en ζa m
√

x ; appelons σ la substitution qui change
m
√

x en ζ m
√

x (*).

On démontre que tout corps relativement cyclique de degré m par rapport à un tel corps k est de
cette forme.

Si m est premier, tout corps relativement galoisien de degré m relativement cyclique ; ces corps
avaient été étudiés pour la première fois par Kummer, dans le cas particulier où k est le corps
étudié au paragraphe 1 des racines m-ièmes de l’unité : d’où le nom de corps kummériens.

On prouve sans peine que le discriminant relatif n’est divisible que par des idéaux premiers divi-
sant m ou x. Pour les autres, nous allons généraliser les considérations de la quatrième partie du
paragraphe précédent.

Soit p un idéal premier ; soit
(

x
p

)
= σa ; on a

σa m
√

x ≡ ( m
√

x)Np (mod p),

Np étant la norme absolue de p. Donc

(1) ζa ≡ x
Np−1

m (mod p).

(*) Herbrand suppose ici que x n’est pas de la forme βm, d divisant m ; ce qui résulte de l’hypothèse
déjà faite si m est premier.

Nous poserons par convention (
x

p

)
= ζa = σa m

√
x

m
√

x
.

Remarquons que les ζ i (i = 0, 1, . . . , m − 1) fournissent un sous-groupe du groupe multiplicatif des
classes de congruences (mod p) qui est d’ordre Np−1 (Chap. I, § 7a) ; ce sous-groupe est d’ordre m
car 1 − ζ i ̸= 0 (mod p), puisque 1 − ζ i divise m d’après le paragraphe 1 ; donc Np− 1 est divisible
par m. On peut dès lors démontrer que :

Pour que x soit reste de m-ième puissance (mod p) (voir la note p. 30), il faut et il suffit que
(

x
p

)
= 1.

En effet, le groupe multiplicatif des classes de congruence (mod p) est cyclique (Chap. I, § 7a) ; soit
ρ un élément qui l’engendre : pour que x ≡ ρm (mod p) ; il faut et il suffit évidemment que xm ≡ 1
(mod p) ; d’où le résultat.
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(
x
p

)
est dit, à cause de cette propriété, symbole de m-ième puissance. Quand m = 2 et que k est le

corps des rationnels, on retrouve le symbole habituel de reste quadratique.

De (1) résulte en outre :

1◦
(

x

p

)
=
(

x′

p

)
si x ≡ x′ (mod p).

2◦
(

x

p

)(
β

p

)
=
(

xβ

p

)

donc
(

K
p

)
est un caractère du groupe multiplicatif des classes de congruence (mod p).

De la manière dont on a introduit le symbole résulte que
(

x
p

)
= ζa, si

(
K
p

)
transforme m

√
x en

ζa m
√

x. En particulier (Chap. I, § 9a) :

Pour que p se décompose en idéaux différents du premier degré, il faut et il suffit que
(

x
p

)
= 1.

Mais ici nous n’avons plus à l’avance de loi de réciprocité comme dans le cas précédent.

Hilbert a pourtant réussi dans certains cas particuliers (m = 2 [2, 3] ou bien m premier, k corps
des racines m-ièmes de l’unité, sous la condition que son nombre de classes soit premier à m [1, 5e

partie]) et Furtwängler [4, 6] dans le cas général de m premier, à introduire un symbole normique(
α,β
p

)
qui est une racine m-ième de l’unité, qui ne vaut 1 que si β est congrue à la norme d’un

nombre de k( m
√

α) (mod pi) pour tout i, et qui satisfait aux formules (4) du paragraphe 2.

De plus la formule de réciprocité (3) se généralise aussi.

La démonstration de ces faits est longue et délicate : Hensel [7], Hasse [5, 6, 7, 8] ont défini et étudié
directement ce symbole ; mais les connaissances actuelles permettent d’éviter la théorie délicate de
ce symbole comme nous le verrons au chapitre suivant.

On peut alors généraliser les lois de réciprocité (1), (2) et (3) du paragraphe 2. Nous reviendrons
plus loin sur tout cela.

IV. Le corps de classes.
Pour toute la fin de ce chapitre, nous renvoyons une fois pour toutes à Hasse [2, 3], qui contient un
exposé complet (ou Takagi [1], ou Chevalley [4]).

Dans tous les cas particuliers précédents, s’est révélé le fait que : la décomposition des idéaux pre-
miers dépend de leurs propriétés de congruence suivant un certain module. Plus exactement,

(
K
p

)
était le même pour tous les idéaux premiers p du corps de base congrus entre eux suivant un certain
module.
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Un fait semblable s’était produit dans l’étude entreprise par Hilbert [3] et terminée par Furtwän-
gler [1, 2, 3] des corps abéliens par rapport à un corps k, et non ramifiés par rapport à k. Takagi,
réunissant tout ce que l’on savait jusque-là, par une modification du principe des méthodes de dé-
monstration, et une utilisation judicieuse des notions jusque-là connues, a démontré les théorèmes
suivants qui généralisent et précisent ces faits :

Définition. - Un corps K relativement galoisien par rapport à k est dit corps de classes de k pour
le groupe d’idéaux H de conducteur f, si :

a. Toutes les normes par rapport à k d’idéaux de K premiers à f sont dans H ;

b. L’ordre h de A : H (A étant le groupe des idéaux de k premiers à f), donc l’indice de H est égal
au degré relatif de K par rapport à k.

D’après le Chapitre I, paragraphe 106, cet indice ne peut être supérieur à n.

1. À tout groupe d’idéaux H correspond un corps K et un seul qui est corps de classes pour k.

2. Le groupe de Galois de K par rapport à k est isomorphe au groupe A : H.

3. Le conducteur f et le discriminant relatif généralisé d de K par rapport à k, sont divisibles par
les mêmes idéaux premiers (généralisés).

Il est indiqué pour la suite de diviser cet énoncé en deux :

a. Tout idéal premier divisant f divise d.

b. Tout idéal premier divisant d divise f.

f est dit le conducteur de K par rapport à k (ou le conducteur, simplement, quand aucune confusion
n’est possible).

4. (Umkehrsatz de Takagi). Tout sur-corps abélien de k est corps de classes de k pour un certain
groupe d’idéaux H.

Ce sont là les théorèmes fondamentaux qui donnent comme on le voit une vue complète sur tous
les sur-corps abéliens de k.

Nous résumerons plus loin leur démonstration. En voici une conséquence qui les précise. (On la
démontre par un artifice simple.)

5. Conservant les mêmes notations, p étant un idéal premier de k premier à f, pf la plus petite
puissance de p qui est dans H, alors p se décompose dans K en un produit d’idéaux premiers
différents de degré f par rapport à k.
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Pour la décomposition des idéaux premiers divisant f, voir Hasse [2, p. 36]. D’après le Chapitre I
(§ 105,6), de 1 résulte le théorème généralisé de la progression arithmétique. Une autre méthode
pour le démontrer est la suivante : considérons les différents caractères non principaux χ du groupe
A : H : chacun a un conducteur fχ ; considérons la série Lk(s, χ) définie (mod fχ) [qui correspond
donc à un caractère propre (mod fχ), et ne diffère que par un nombre fini de facteurs de la série
L(s, χ) définie (mod f)] ; à partir de 3 et de sa généralisation aux idéaux premiers de f, on déduit
sans peine

ζk(s) = ζK(s)
∏

L(s, χ),
ζK(s) et ζk(s) étant les fonctions ζ des corps K et k. Ces fonctions ayant un pôle simple en s = 1,
on en déduit que Lk(s, χ) ̸= 0 pour s = 1 ; on a vu que de là aussi résulte le théorème généralisé de
la progression arithmétique.

Une autre conséquence est la suivante :

6. Si K et K ′ sont les corps de classes de k correspondant aux groupes H et H ′, KK ′ correspond au
groupe formé des éléments communs à H et H ′ ; et le plus grand sous-corps de K et K ′ correspond
au plus petit groupe d’idéaux contenant H et H ′.

Ce théorème exprime en quelque sorte “l’isomorphie” entre corps et groupes.

L’originalité de Takagi dans cette théorie fut de mettre à la base la définition déjà indiquée du
corps de classes et de démontrer d’abord les théorèmes I à IV ; et ce n’est qu’ensuite, contrairement
à ses devanciers, qu’il démontra 5. Il démontra d’abord [avec les fonctions ζ(s)] le lemme suivant,
qui est un cas particulier de 6 :

6 bis. K et K ′ étant corps de classes correspondant aux groupes H et H ′, H ⊂ H ′, H = H ′, H ⊃ H ′

entraînent respectivement K ⊃ K ′, K = K ′, K ⊂ K ′, et réciproquement.

Ceci justifie notre définition de l’égalité de deux groupes. Puis il démontre les théorèmes I à IV par
récurrence sur le degré relatif (voir les paragraphes suivants), toute la difficulté se concentrant sur
le cas d’un degré relatif premier.

Il est intéressant de considérer des cas particuliers des théorèmes fondamentaux. D’après 3, si
f = (1), d = (1) et réciproquement. Donc pour un corps relativement abélien non ramifié, H est
composé de classes au sens ordinaire : et la décomposition d’un idéal premier dépend de sa classe
au sens ordinaire. Prenons en particulier pour H le groupe des idéaux principaux ; K est le plus
grand sur-corps abélien de k non ramifié. Si nous prenons pour H le groupe des idéaux (α) où α
est totalement positif, K sera le plus grand sur-corps abélien de k, où seuls les idéaux infinis se
ramifient. C’est le corps de classes “absolu” de k, déjà étudié par Hilbert.

Le mot de “corps de classes” provient de la théorie de la multiplication complexe des fonctions
elliptiques, où l’on étudiait les sur-corps abéliens de corps quadratiques imaginaires, et où les faits
fondamentaux avaient été reconnus pour la première fois.
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V. Cas du degré relatif l premier (*).
1. On commence par établir dans ce cas les théorèmes IIIa et IV du paragraphe précédent.

La démonstration consiste en une généralisation de la théorie de Gauss des genres des formes qua-
dratiques, traduite dans le langage de la théorie des idéaux.

On commence (grâce à la théorie des groupes d’inertie et de ramification) par montrer que le dis-
criminant d est de forme fl−1 (f sera justement le conducteur du groupe d’idéaux correspondant K ;
mais, pour le moment, il n’y a pas d’autre signification que celle résultant de cette définition).

Soient :

A le groupe des idéaux de k premiers à f ;

A le groupe des idéaux de K ;

H la classe principale de K (au sens ordinaire) ;

(*) Voir Hasse [4, p. 25].

H1 le groupe des rayons (mod f) contenant des normes d’éléments de H0 ;

H2 le groupe des rayons (mod f) contenant des normes d’éléments de A ;

H0 le groupe des idéaux de K dont la norme est dans H1 (on appelle H0 le genre principal) ;

H0 contient évidemment H1.

σ étant une substitution engendrant le groupe de Galois, soit H2 le groupe des classes de K (au
sens ordinaire), de forme A(σA)−1, A étant une classe quelconque. H2 est évidemment dans H0, la
norme d’un idéal de forme A(σA)−1 valant 1.

L’ordre a de A : H2 est, on le voit aisément, égal au nombre des classes ambiges de K, c’est-à-dire
des classes A telles que A = σA.

En prenant les normes des éléments de A, on voit que A : H1 est isomorphe à A : H1 ; donc ces
deux groupes ont même ordre. Soit h l’ordre de A : H ; h1 celui de A : H1 ; il nous suffit, pour
démontrer les théorèmes IIIa et IV, de démontrer que h = l, car alors K sera corps de classes pour
le groupe d’idéaux H défini (mod f), et dont le conducteur exact divise f.

a. On peut calculer directement a et h ; le calcul de a conduit à étudier certains groupes d’unités ;
celui de h, les restes normiques (mod f). Ces deux calculs sont délicats ; ils montrent que

a ≤ h1

l
;
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b. D’après le Chapitre I (§ 106), on a
h1 ≤ l,

car H1 est le groupe d’idéaux (mod f) attaché au corps K. On déduit immédiatement de ces deux
égalités que

h1 = l, a = h1

l
, H1 = H.

On a donc démontré ce qu’il fallait et l’on a de plus des résultats accessoires :

a. Le nombre des classes ambiges est la limite partie du nombre des classes ;

b. Toute classe du genre principal est de forme A(σA)−1.

Le calcul de a et h1 montre que :

c. Toute unité reste normique (mod f) est une norme.

2. Il faut maintenant démontrer 1 et 3b dans le cas du degré relatif l.

a. On commence par supposer que k contient les racines l-ièmes de l’unité. On cherche le nombre
m1 des sur-corps de degré relatif l et de discriminant fl−1, et le nombre m2 des groupes d’idéaux H
définis (mod f) d’indice l.

Un sur-corps galoisien de degré relatif l est, dans le cas étudié, engendré par la racine l-ième d’un
élément de k (§ 3) ; le calcul du premier nombre exige l’étude approfondie de ces corps déjà esquissée
au paragraphe 3.

Le calcul du deuxième nombre exige l’étude aisée des restes de l-ième puissance (mod f).

La comparaison de ces deux nombres montre, grâce à un artifice (d’ailleurs évitable), que m1 (le
nombre des corps) est plus petit ou égal à m2 (le nombre des groupes) : m1 ≤ m2.

Or, d’après le théorème IV démontré dans le cas du degré relatif l, à tout corps correspond un
groupe : donc m2 ≤ m1.

Donc m1 = m2 ; il y a autant de corps de degré l de discriminant fl−1 que de groupes d’indice l
définis (mod f) ; d’où il suit qu’à tout groupe correspond un corps (c’est le théorème I), et que le
discriminant ne contient que des facteurs premiers du conducteur (c’est le théorème IIIb).

b. Il est dès lors aisé de supprimer la restriction que k doit contenir les racines l-ièmes de l’unité.

Les théorèmes I, II, III et IV sont donc démontrés dans le cas du degré premier.
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VI. Cas général.
a. On démontre bien aisément que le théorème I est vrai pour un groupe d’idéaux quelconque et
que le corps de classes correspondant possède les propriétés exprimées par les théorèmes II et IIIa.

b. On voit sans peine (d’après le Chapitre I, § 1) qu’il suffit de démontrer les théorèmes IIIb et IV
dans le cas d’un corps K, à groupe relatif cyclique de degré l pour passer de là au cas général (l
premier).

On pourrait penser à généraliser à ce cas la méthode ayant réussi dans le cas du degré l. Il est
probable que c’est dans cette direction que l’on trouvera la démonstration la plus simple.

Takagi a employé une autre méthode : considérons les groupes définis au début du paragraphe 5.
Remplaçons dans leur définition f par un idéal m que nous laissons pour le moment indéterminé ;
remplaçons les mots “classe principale de K” par “rayon (mod M)”, M étant un idéal de K, pour
le moment indéterminé, qui divise m.

On démontre alors par récurrence sur n, que l’on peut toujours choisir m et M de manière que
toutes les propriétés énoncées au paragraphe 5 subsistent, et que m ne soit divisible que par des
idéaux premiers du discriminant : comme au paragraphe 5, on en déduit les théorèmes IIIb et IV.

Cette démonstration est assez délicate.

Maintenant les théorèmes I, II, III et IV sont démontrés dans le cas général. Nous allons montrer
au chapitre suivant comment on peut les compléter par la théorie des lois de Réciprocité.

Remarques historiques. - Avant Takagi ces théorèmes n’avaient été établis que pour le corps de
classes non ramifié et les divisions d’idéaux en classes de conducteur égal à (1), ou à un produit
d’idéaux à l’infini (en langage actuel). Les principes furent posés par Hilbert [3], et Furtwängler [1,
2, 3] acheva les démonstrations. Pour la démonstration de IIIa et IV dans le cas du degré relatif
l, ils n’employaient pas la relation h1 ≤ l, mais ils commençaient par établir la loi générale de
réciprocité, et déduisaient de là l’égalité a = h : l. Cette méthode était délicate et compliquée. Une
autre méthode à signaler est celle de Hecke [1 ; Chap. VIII] qui, dans le cas l = 2, par l’étude des
singularités de certaines séries Θ, démontre une loi généralisant les lois de réciprocité quadratique,
et établit par là l’existence des sur-corps non ramifiés de degré 2, avec leurs propriétés caractéris-
tiques. Un résultat accessoire intéressant de cette méthode est le suivant :

La différente d’un corps algébrique par rapport à un sous-corps est dans le carré d’une classe (au
sens ordinaire).
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Chapitre III.

Lois de réciprocité.

I. Loi de réciprocité de Artin.
Pour tout ce chapitre, consulter Hasse [4].

Soit K un sur-corps abélien de k, corps de classes pour le groupe d’idéaux H de K, de conducteur
f ; soit A le groupe des idéaux de k premiers à f. A : H est isomorphe au groupe de Galois ; la
question se pose de savoir si l’on peut réaliser d’une façon simple cette correspondance entre les
éléments de ces deux groupes.

Dans le corps K = k(ζ) (k corps des rationnels, ζ racine m-ième primitive de l’unité) la réponse
est aisée : p étant un nombre premier ne divisant pas m, on a vu (Chap. II, § 1) en effet que la
substitution σ =

(
K|k
(p)

)
transforme ζ en ζp ; f étant le degré d’un idéal premier de K divisant p

par rapport à k, σf est (Chap. I, § 92) l’unité ; donc pf ≡ 1 (mod m). Donc la norme de tout
idéal premier ne divisant pas m (donc celle de tout idéal premier à m) est de la forme (a) avec
a > 0, a ≡ 1 (mod m) ; ces idéaux (a) forment un groupe d’idéaux H de k, d’indice m. D’après la
définition du corps de classes, K est corps de classes de k correspondant à H. Pour tous les idéaux
principaux d’une même classe, on a p ≡ a (mod m), donc

(
K|k
(p)

)
est le même ; on fait correspondre

cette substitution à la classe : on voit sans peine que cette correspondance réalise l’isomorphie du
groupe des classes et du groupe de Galois.

Partant de ce cas particulier et des théorèmes de Takagi, Artin [4], a démontré le théorème fonda-
mental suivant :

Théorème. - Il y a une correspondance biunivoque entre les éléments du groupe A : H et les
éléments du groupe de Galois de K par rapport à k.

Cette correspondance est réalisée par le symbole
(

K|k
a

)
.

Ce théorème a été l’aboutissement de la théorie. Nous en verrons une démonstration au paragraphe
suivant.

Remarque. - Le symbole
(

K|k
a

)
est défini pour tout idéal a de k premier à f. Il est multiplicatif :(

K|k
ab

)
=
(

K|k
a

) (
K|k
b

)
.

II. Loi de réciprocité de Hasse.
Nous avons indiqué au Chapitre II, § 3, l’historique de la théorie de ce symbole avant Takagi ; sur
la base de la théorie de corps de classes, Takagi [2] réussit à simplifier beaucoup sa théorie dans le
cas m premier ; Hasse [15] l’étendit au cas m non premier ; mais ensuite [20] il réussit à donner de
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toute la théorie un exposé très simple et très général, que nous allons résumer.

Soit d’une manière générale K un sur-corps abélien de k, de groupe de Galois G, de conducteur f ;
β étant un entier de k, p un idéal premier, fini ou infini, on définit un symbole

(
β,K
p

)
[ou, si l’on

n’a pas à craindre d’ambiguïté,
(

β
p

)
] comme suit :

Soit fp la plus haute puissance de p contenue dans le conducteur. Déterminons βp par les conditions :
β

βp

≡ 1 (mod fp), βp ≡ 1 (mod f

fp
).

(Si p ne divise pas f, la première congruence signifie par convention que β
βp

est premier à p.)

Soit (βp) = pbb (b premier à p). [Si p est infini, (βp) = b], on pose(
β, K

p

)
=
(

K

b

)
(Ce dernier symbole a été défini pour b premier à f à la fin du paragraphe 1.)

Notre nouveau symbole est donc un élément du groupe de Galois. On voit sans peine qu’il est
indépendant du choix particulier de βp.

Ce symbole n’est différent de l’élément unité que pour les idéaux p divisant f ou (β). On démontre
aisément les propriétés suivantes :

1◦
(

β1β2, K

p

)
=
(

β1, K

p

)(
β2, K

p

)

2◦
(

β, K1K2

p

)
=
(

β, K1

p

)(
β, K2

p

)

3°
(

β,K
p

)
ne dépend que de la classe de congruence (mod f) où se trouve β.

4° Si la plus haute puissance de p divisant (β) est pb et si p est premier à f on a(
β, K

p

)
=
(

K

p

)−b

.

5° Pour que
(

β,K
p

)
soit l’élément unité, il faut et il suffit que β soit reste normique (mod fp) ; il est

alors reste normique suivant toute puissance de p.

On voit donc que l’on peut considérer ce symbole comme un symbole de reste normique.

6° β étant fixe, et p variant,
(

β,K
p

)
n’est différent de l’élément unité que pour un nombre fini

d’idéaux p, et l’on a ∏
p

(
β, K

p

)
= 1
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si l’on désigne par 1 l’élément unité. C’est la loi de réciprocité de Hasse.

7° Quand β varie,
(

β,K
p

)
parcourt le groupe de décomposition de p ; si β parcourt seulement les

nombres premiers à p, ce symbole parcourt le groupe d’inertie (si p est un idéal infini [voir Hasse
4 : p. 34]).

À partir de la théorie de ce symbole, Hasse développe la théorie “locale” du corps de classes (Hasse
[21] ; F. K. Schmidt [1]) ; c’est la théorie des extensions algébriques abéliennes des corps p-adiques.
Tous les théorèmes de la théorie du corps de classes restent vrais dans ce cas ; et l’on a d’ailleurs
trouvé depuis des démonstrations directes (Chevalley [4]).

III. Loi de réciprocité de Hilbert.
Supposons maintenant que k contienne les racines m-ièmes de l’unité et que K = k( m

√
α).

On pose (
β, α

p

)
=
(

β, K

p

)
.

σ étant la substitution
(

β,K|k
p

)
est évidemment une racine de l’unité. C’est le symbole de reste

normique (pour l’exposant m) (et il résulte des propriétés que nous allons indiquer que, dans les
cas particuliers étudiés au Chapitre II, l’ancien et le nouveau symbole normique coïncident).

Nous avons défini au Chapitre II (§ 3) le symbole de m-ième puissance
(

α
p

)
; nous étendrons la

définition à des p non premiers en convenant que(
α

a

)(
α

b

)
=
(

α

ab

)
.

On écrira
(

α
β

)
au lieu de

(
α

(β)

)
;
(

α
ϵ

)
[et donc

(
α
β

)
pour toute unité ϵ] sera donc considéré comme

égal à 1.

1. Les propriétés 1, 2, 3, 4, 5, 6 du paragraphe précédent restent vraies en remplaçant partout dans
les symboles K par α ; [par exemple dans 4, au lieu de

(
K
p

)
, on aura le symbole de m-ième puissance(

α
p

)
].

En particulier, ∏
p

(
β, α

p

)
= 1.

C’est la loi de réciprocité de Hilbert : on voit qu’elle est vraie dans les cas les plus généraux.

Pour interpréter les propriétés 3 et 4, on tiendra compte du fait que f ne contient, d’après la théorie
des corps kummériens, outre des idéaux infinis, que des facteurs premiers de α et de m.

31



2. On a (
β, α

p

)(
α, β

p

)
= 1,

cela résulte de la formule évidente
(

−β,β
p

)
= 1.

3. On déduit de là que
(

β,α
p

)
ne dépend que de α et β (mod pn) n étant un nombre convenable

dont on peut d’ailleurs préciser la valeur (n = 1, si p est premier à m).

Nous avons donc toutes les propriétés exigées du symbole de reste normique.

IV. Lois explicites de réciprocité.
En substituant à α et β des nombres convenables dans la loi de réciprocité de Hilbert et en tenant
compte des propriétés de ce symbole, en particulier de la quatrième propriété du paragraphe 2,
on trouvera les lois de réciprocité sous leur forme ordinaire. Nous considérons dans ce qui suit des
symboles de n-ième puissance, et des symboles de restes normiques pour l’exposant m.

Désignons par l un facteur premier quelconque de m dans le corps étudié k. p désignera désormais
un idéal premier fini qui n’est pas un l. Prenons d’abord α et β premiers entre eux et à m.

(
β,α
p

)
= 1,

sauf quand p divise α ou β, auquel cas la valeur de ce symbole est donnée (§ 2, 4°). Un calcul aisé
donne

(1)
(

α

β

)(
β

α

)−1

=
∏

l

(
β, α

l

)∏
p∞

(
β, α

p∞

)
,

p parcourant tous les idéaux à l’infini.

Prenons pour α un nombre premier à m, pour λ un nombre dont tous les facteurs idéaux premiers
sont des l : on trouve de même

(2)
(

λ

α

)−1

=
∏

l

(
λ, α

l

)∏
p∞

(
λ, α

p∞

)
.

Il est aisé de supprimer dans ces formules une partie des restrictions sur α et β.

Il faut calculer le deuxième membre de (1) et de (2).

α.
(

β,α
p∞

)
ne figure dans nos formules que si m = 2 (sans cela les racines m-ièmes de l’unité sont par

hypothèse dans le corps de base, qui est imaginaire avec tous ses conjugués). Il vaut donc +1 ou
−1 ; il ne vaut −1 que si β n’est pas reste normique de k(

√
α), (mod p∞), ou si α n’est pas reste

normique de k(
√

β) (mod p∞) [c’est-à-dire (Chap. I, § 7a) qu’il n’y a pas de norme de même signe
dans le corps réel conjugué correspondant à p∞]. On voit immédiatement que ce n’est possible que
si les conjugués de α et β dans les corps (nous les désignerons par α(p∞), β(p∞)) sont négatifs. D’où(

β, α

p∞

)
= (−1)

sgn(α(p∞))−1
2 · sgn(β(p∞))−1

2

(
où sgn x = x

|x|

)
.
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b. On sait que
(

β,α
l

)
ne dépend que de la classe de congruence de α et β modulo une certaine

puissance de l (§ 3a).

On voit en définitive que les seconds membres de (1) et (2) ont une valeur qui est déterminée par
la classe de congruence de α et β modulo un certain idéal a, et par les signes des conjugués réels
de α et β.

Par exemple, si m est un nombre premier l, on démontre que, dans (1), a = (l) ; et dans (2),
a = (l)(1 − ζ) (ζ racine l-ième primitive de 1).

On a donc une parfaite généralisation des lois de réciprocité : 1° correspond à la loi générale de
réciprocité ; quand β est une unité, on a

(
α
β

)
= 1 et on a la généralisation de la première loi com-

plémentaire ; enfin 2° généralise la deuxième loi complémentaire.

Il reste à obtenir la valeur explicite de
(

β
α

)
en fonction de β et α. Ce difficile problème a été abordé

par Hasse [9, 10, 11, 12, 13, 14, 16, 17] dans une série de Mémoires, et n’est que partiellement résolu.

Pour un exposé systématique, consulter Hasse [4], les formules générales utilisent des notions em-
pruntées à la théorie des corps p-adiques, qu’il serait trop long d’indiquer ici.

Signalons enfin que, par des méthodes transcendantes, on peut obtenir des cas particuliers de ces
lois (Hecke [1, Chap. VIII] : Fueter [3]).

V. Application au théorème de Fermat.
Beaucoup de critères pour l’impossibilité en entiers rationnels de l’équation

(1) xl + yl = zl (l premier)

peuvent se déduire des lois explicites de réciprocité de la façon suivante : de (1), on déduit

l−1∏
i=0

(x + ζ iy) = (−z)l,

alors on voit que les x + ζ iy sont des formes puissances d’idéaux, ainsi donc que

x · x − ζ iy

x + ζ iy
= 1 − y

x + ζ iy
; λ = 1 − ζ

où l’on a posé λ = 1 − ζ. Donc
(

λ
β

)
= 1 pour tout β ̸= 0 de k. En remplaçant β par des nombres

particuliers, on aura des conditions nécessaires pour la résolubilité de (1) : en prenant pour β des
nombres premiers, on trouve comme conditions :

1° pl−1−1
l

≡ 0 (mod l) pour tout diviseur premier p d’un des x, y, z premier à l : d’où :
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2° 2l−1−1
l

≡ 0 (mod l) (critère de Wieferich) :

3° On peut aussi démontrer 3l−1−1
l

≡ 0 (mod l) (critère de Mirimanoff) ; on a toute une série
d’autres critères correspondants (voir Hasse [4 ; p. 113], Furtwängler [7]) :

4° De 1° on déduit que 2l − 1 n’est pas premier (critère de Legendre et Sophie Germain).

La théorie du corps de classes permet aussi de beaucoup simplifier la démonstration des lemmes
nécessaires au deuxième critère de Kummer pour l’impossibilité de (1) quand z est divisible par l
(Herbrand [2]).

Chapitre IV.

Applications.

I. Cas particuliers.
1. Prenons pour corps de base k le corps des nombres rationnels. À tout sur-corps K correspond
une division en classes définies (mod f) : on peut toujours supposer que f est le produit d’un idéal
ordinaire (f) par l’idéal à l’infini (unique) de k (f étant un nombre entier positif). Soit Kf le sur-
corps abélien de k, qui est corps de classes pour le rayon (mod f). Kf ⊃ K, d’après le Chapitre
II, § 4. Or, le rayon (mod f) est engendré par les idéaux (a), tels que a > 0 et a ≡ 1 (mod f) ;
d’après le Chapitre III, § 3, on voit que Kf est le corps des racines f -ièmes de l’unité. D’où un
célèbre théorème de Kronecker :

Tout corps relativement abélien par rapport au corps des nombres rationnels est sous-corps d’un
corps circulaire k0

(
e

2iπ
f

)
.

Bien des démonstrations compliquées avaient été précédemment données (par exemple Hilbert [1,
Chap. XXIII], Weber [4], Speiser [2]).

2. Prenons pour corps de base k, un corps quadratique imaginaire k0(
√

−m). Par une démonstra-
tion dont le noyau est identique à celui de la précédente, mais bien plus compliquée, on est parvenu
(Weber [1], Fueter [2], Takagi [1], Hasse [23]), pour la première fois, grâce à la théorie du corps de
classes, à démontrer complètement le :

Rêve de jeunesse de Kronecker. - Tout corps relativement abélien par rapport à un corps quadra-
tique imaginaire est sous-corps d’un corps obtenu en adjoignant à celui-là des racines de l’unité,
et :

a. Ou bien des valeurs “singulières” de la fonction modulaire ϕ(u) et des racines carrées de nombres
du domaine de rationalité ainsi déterminé ;
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b. Ou bien encore, des valeurs “singulières” de la fonction τ(u) définie par

τ(u) = g2g3

g3
2 − 27g2

3
ϕ(u),

sauf dans le cas m = 1, où τ(u) = ϕ2(u)
g2

, et le cas m = 3, où τ(u) = −ϕ3(u)
g3

.

Les valeurs “singulières” en question sont certaines valeurs particulières pour lesquelles u appartient
à k.

Hilbert [4 ; Pr. 12] a posé le problème général suivant : Est-il possible de trouver pour tout corps
de base k des fonctions qui jouent le même rôle que les fonctions e2iπx, ϕ(x), τ(x), dans les deux
cas particuliers précédents.

Le seul essai dans l’étude de ce problème a été fait par Hecke [2], dans le cas d’un corps de base
quadratique réel.

3. Les corps non galoisiens de degré 3 par rapport au corps des rationnels ont été étudiés sommai-
rement par les moyens de la théorie du corps de classes par Hasse [18].

II. Différente et groupes de ramification.
1. La détermination de ces éléments a été faite par Hasse [22], [26]. Le résultat est le suivant :

Soient K un sur-corps abélien de k, H le groupe d’idéaux correspondant de conducteur f : consi-
dérons tous les groupes d’idéaux plus grands que H, et H lui-même et tous leurs conducteurs ;
considérons les plus hautes puissances de p par lesquelles ces conducteurs sont divisibles ; soient
p1−a1 , p1−a2 , . . . celles de ces puissances qui sont différentes (0 ≤ a1 < a2 < . . .) ; Hv+1 le plus petit
de ces groupes où cette puissance est p1−av ; H1 le plus petit de ces groupes de conducteur premier
à p. Soient Kv le corps de classes correspondant à Hv, gv le sous-groupe correspondant de Galois
de K par rapport à k :

a. g1 est le groupe d’inertie de p ; soit epm son ordre (e premier à p), p étant le nombre premier
contenu dans p (d’après Chap. I, § 9a) ;

b. Les v1 premiers groupes de ramification coïncident avec g2 ; les v2 suivants avec g3, etc. Si pm est
l’ordre de g1, on a

vy = (ay − ay−1)epay−ay−1

(on convient que an = 0).

2. Une conséquence de ce théorème est la proposition suivante, qui fut d’abord démontrée par des
méthodes transcendantes :

Considérons tous les systèmes différents de caractères du groupe des classes suivant H : la différence
est le produit de leurs conducteurs (il est presque évident d’ailleurs que le conducteur du corps est
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leur P. P. C. M.).

3. Une autre conséquence est la suivante :

Soient K un corps intermédiaire, f le conducteur de K par rapport à k, f1 celui de K par rapport
à K1 et f2 celui de K1 par rapport à k. Soit m = f1f2. Alors f = mm0, où m0 est un idéal ordinaire
(non généralisé) obtenu comme suit (voir Chap. I, § 82) :

P étant un idéal premier de K1 divisant l’idéal premier p de k, m0 ne divise p que si p divise m ;
la plus haute puissance de p qui divise m0 est p1+r, r étant le nombre de groupes de ramification
(d’ordre différent de 1) de p par rapport à k (Herbrand [3]).

III. Passage à un sur-corps.
K, k et H conservant le même sens, soit Ω un sur-corps quelconque de K ; il résulte de la théorie
de Galois que K est abélien par rapport à Ω. On démontre que :

a. K est un corps de classes sur Ω pour le groupe des idéaux de Ω dont les normes par rapport à
k sont dans H ;

b. Donc le conducteur de K par rapport à Ω divise celui de K par rapport à k.

Ces théorèmes ont été d’abord démontrés par Hasse [19] ou [4, p. 145], en utilisant des théorèmes
sur la “densité” de certains idéaux, puis directement par Herbrand [1] qui a précisé f dans certains
cas.

c. Ils restent vrais si l’on considère des corps de nombres p-adiques, au lieu de corps de nombres
ordinaires (Chevalley [1], [4]).

IV. Applications diverses.
1. Les groupes des classes. - Soient k un corps, K un sur-corps (quelconque), k′ le plus grand
sur-corps de k compris dans K, et qui soit abélien et non ramifié par rapport à k, n son degré
relatif. Le groupe quotient du groupe des classes de k par un groupe d’ordre n est isomorphe à un
sous-groupe du groupe des classes de K (Herbrand [2], Chevalley [3]).

Si, en particulier, K est galoisien par rapport à k, on peut prendre pour k′ le plus grand corps
contenu dans tous les corps d’inertie. On déduit de là une généralisation d’un théorème de Kum-
mer :

Le groupe des classes d’un sous-corps du corps des racines l-ièmes de l’unité est un sous-groupe du
groupe des classes de ce dernier (l premier) (déjà démontré d’une manière analogue par Furtwängler
[8]).
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2. Théorème des idéaux principaux. - Dans ce qui suit, le mot classe sera pris au sens ordinaire
(mais on pourrait aussi le prendre au sens restreint).

Hilbert [3] avait prévu que :

Théorème des idéaux principaux. - Tout idéal de k est principal dans le corps de classes K
correspondant à la classe principale de k.

Ce théorème ne fut d’abord démontré que dans des cas particuliers (Furtwängler [8], Hasse [2, p.
45]). Ce ne fut que trente ans après que ce théorème fut ramené par Artin [6] à un théorème de
théorie des groupes, qui fut démontré par Furtwängler [11].

Le raisonnement de Artin est le suivant : soit K le corps de classes de K correspondant à la classe
principale de K. Cette classe étant invariante dans tout automorphisme de K par rapport à k, on
en déduit sans peine que K est galoisien par rapport à k (Chap. II, § 4bis) ; soient G son groupe de
Galois ; g le groupe correspondant à K. Il suffit évidemment de démontrer que tout idéal premier p
de k devient principal dans K. Soient P un des diviseurs premiers de p dans K ; P un des diviseurs
premiers de P dans K. Soit

[
K|K
P

]
= α ; soit p = P1P2 . . .Pg la décomposition de p en facteurs

premiers de K (P1 = P) : et soit enfin αf = σ la plus petite puissance de α qui soit dans g. D’après
le Chapitre I, § 9ad, on a

[
K|K
P

]
= σ =

(
K|K
P

)
. Dans le groupe quotient G : g, qui est abélien, le

complexe de G suivant g qui contient α, engendre le groupe de décomposition de P par rapport à
k, que nous désignerons par (α). Décomposons G : g suivant ce groupe (Chap. I, § 42) :

G : g = (α)σ1 + (α)σ2 + . . . + (α)σu.

Nous pouvons considérer les σi comme des éléments de G, si nous convenons de représenter par la
même lettre l’élément σ de G et le complexe élément de G : g qui contient σ. On peut alors supposer,
comme l’on voit aisément, σiP = Pi, et, d’après le Chapitre I, § 9ae, on a

(
K|K
σiP

)
= σiασ−1

i . Donc :

(
K | k

p

)
=

u∏
i=1

σiασ−1
i .

Si l’on peut démontrer que cet élément est l’unité, nous aurons démontré le théorème en question,
car d’après la loi de réciprocité de Artin, p est alors dans le groupe d’idéaux de K correspondant
à K, c’est-à-dire dans la classe principale de K.

Or quelles sont les propriétés de G ? g est un sous-groupe invariant abélien ; G : g est abélien ; de
plus, nous allons voir que g est le groupe des commutateurs (Chap. I, § 6) de G. Soit, en effet, g′

un sous-groupe invariant de G, tel que G : g′ soit abélien ; il correspond (au sens du Chapitre I, §
3d) à un sous-corps k′ de K. D’après le Chapitre II, § 4a, K est non ramifié par rapport à K, ainsi
que K par rapport à k. On déduit sans peine du Chapitre I, § 8, qu’il en est de même de K par
rapport à k, puis de k′ par rapport à k. Donc, k′ étant non ramifié par rapport à k, est contenu
dans K (d’après la définition même du corps de classes) ; donc g ⊂ g′. Donc g est bien le groupe
des commutateurs. Or, on a le théorème de théorie des groupes suivant : si g est le groupe des
commutateurs de G, et si G : g est cyclique, tout élément de G est de la forme ∏σiασ−1

i , pour un
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choix convenable des σi (Furtwängler [11]). Notre théorème est donc démontré.

Il existe une démonstration beaucoup plus simple de ce théorème, donnée par Iyanaga [2] et Magnus
[1].

3. Un autre problème important est le suivant : Étant donné un corps k, existe-t-il une “tour” de
corps k = k0 ⊂ k1 ⊂ k2 ⊂ . . . tels que chaque ki soit le corps de classes absolu de ki−1 ? On sait
seulement qu’il y a de telles “tours” ayant autant d’“étages” que l’on veut (Scholz [2]).

Il ne faut pas croire que le corps de classes absolu soit le plus petit corps, où tous les idéaux du
corps de base deviennent principaux ; des exemples contraires ont été fournis par Furtwängler [8],
Pollaczek [1], Scholz [2].

3. Divers. - Citons :

a. Une démonstration et une généralisation du Chapitre II, § 5, à partir des théorèmes fondamen-
taux de la théorie (Herbrand [3]) ;

b. Une démonstration et une précision du théorème terminant le Chapitre II, § 6, dans le cas des
corps galoisiens à groupe métacyclique (Herbrand [4]) ;

c. Un travail de Tchebotareff [2] sur la structure du corps de classes absolu des corps galoisiens par
rapport au corps des rationnels ;

d. Une application particulièrement importante est le théorème suivant dû à Hasse (démontré dans
[4, p. 38] pour le cas du degré relatif premier).

Quand un nombre est reste normique d’un sur-corps relativement cyclique K (mod a), quel que soit
l’idéal a, ce nombre est une norme d’un nombre de K.

Ce théorème peut être faux pour un sur-corps abélien non cyclique ;

e. On trouvera enfin dans Moriya [1] une série d’applications très simples à des théorèmes en partie
déjà connus.

V. Corps non abéliens.
Il est naturel d’essayer d’étendre cette théorie du corps de classes au cas de corps relativement
galoisiens à groupe non abélien. Mais les essais dans cette direction n’ont pas conduit très loin, on
n’a pu réussir qu’à étudier ce qui dépend des propriétés de corps intermédiaires à groupe abélien.

1. La théorie des restes normiques peut s’étendre (Chevalley [2]) grâce au paragraphe 3c :

Soient K un sur-corps galoisien de k : P un idéal premier (fini) de K ; Kd le corps de décomposition
correspondant [c’est-à-dire le corps qui, dans le groupe de Galois de K, correspond (au sens du Chap.
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I, § 3a) au groupe de décomposition de P] ; KZ le plus grand corps tel que Kd ⊂ KZ ⊂ K qui soit
abélien par rapport à Kd ; il correspond, dans le groupe de Galois de K (d’après le Chap. I, § 10),
au groupe des commutateurs du groupe de décomposition ; p, l’idéal premier de Kd, divisible par P.

α étant un nombre de k pour que, pour tout n, il y ait un A de K tel que α ≡ NK/k(A) (mod Pn)
(il suffit pour cela qu’il en soit ainsi pour une seule valeur de n, si elle est assez grande), il faut et
il suffit que, pour tout n, il y ait un A de KZ tel que

α ≡ NKZ/Kd
(A) (mod Pn).

KZ étant un sur-corps abélien de Kd, on est ramené au cas abélien : on peut définir un symbole de
reste normique et les propriétés 1, 2, 3, 4, 5, 7 du Chapitre III, § 2, s’étendent (4 et 7 convenable-
ment modifiés).

2. Une direction intéressante, quoiqu’elle n’ait encore fourni aucun résultat dans le présent pro-
blème, a été indiquée par Artin [2] par l’étude de ses séries L introduites à propos d’un problème
sur les fonctions ζ(s) (Artin [1]) ; ces séries généralisent les séries du Chapitre I, paragraphe 10 ; elles
satisfont à une équation fonctionnelle analogue à celle à propos de laquelle Artin [7, 8] a généralisé
la notion de conducteur aux corps non abéliens. On ne sait pas encore si elles sont entières, ou
même uniformes. Ce sont des produits de puissances fractionnaires (> 0 ou < 0) de séries L(s, χ)
ordinaires. Elles permettent de démontrer le théorème suivant :

K étant galoisien par rapport à k de groupe de Galois G ; σ un élément de G ; h le nombre de ceux
des éléments τστ−1 qui sont différents (τ quelconque dans G), n l’ordre de G, il y a une infinité
d’idéaux premiers p de k tels que, pour un de leurs facteurs premiers P dans K, on ait

[
K|k
p

]
= σ,

et l’on a
lim
s→1

∑ h

Nps
= h

n
,

la somme étant étendue à ces idéaux premiers (Np = norme absolue de p.)

Les méthodes de Landau [1] permettent de démontrer que

R(x) = n

h

∫ x

x

du

log u
+ O(xe−a

√
log x),

R(x) étant le nombre de ceux de ces idéaux p tels que Np < x, a une constante.

C’est une précision d’un théorème de Frobenius [1]. Il généralise le théorème général de la progres-
sion arithmétique (Chap. I, § 10) comme on le voit en tenant compte de la loi de réciprocité de
Artin. Voir des démonstrations directes dans Hasse ([4, p. 126 sqq.] ; Tchebotareff [1], Schreier [1]).

3. Signalons enfin les deux théorèmes suivants qui montrent combien le cas non abélien diffère du
cas abélien :

a. K étant un sur-corps de k (non supposé galoisien) ; H un groupe d’idéaux de k ; supposons que
sauf pour un nombre fini d’idéaux premiers :
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1° Tout idéal premier de H se décompose dans K en un produit d’idéaux du premier degré (par
rapport à k) :

2° Tout idéal premier de k divisible par un idéal premier de K du premier degré par rapport à k,
est dans H.

Alors K est corps de classes sur k pour le groupe d’idéaux H (Hasse [2, p. 16]).

b. K étant un sur-corps galoisien de k, non abélien, il y a un nombre α et un idéal premier p tel
que α ne soit pas reste normique (mod p) pour un n convenable et que α soit reste normique pour
toute puissance de tout autre idéal premier.

Ce théorème est une réciproque de la loi de réciprocité de Hilbert, qui montre en effet qu’un tel
phénomène est impossible dans le cas d’un sur-corps abélien.

Appendice.

Les progrès récents de la théorie des nombres.
Par M. Claude Chevalley.

Nous nous proposons ici de donner un rapide aperçu sur les progrès de la théorie faits depuis la
rédaction de Herbrand, progrès dus tant à Herbrand lui-même qu’aux autres arithméticiens.

1. Généralisation de la démonstration directe de l’“Umkehrsatz” au cas “cyclique de degré quel-
conque”. - Comme le prévoyait Herbrand, on a pu simplifier considérablement la démonstration
de l’“Umkehrsatz” (Chap. II, § IV) en le démontrant directement pour les extensions relativement
cycliques de degré quelconque, sans passer par l’intermédiaire des extensions de degré premier l sur
un corps contenant les racines l-ièmes de l’unité. On emploie (Chevalley [4]) la même méthode que
celle exposée au Chapitre II, paragraphe V. La difficulté réside dans le calcul des nombres a, h1.
Pour a, on peut la résoudre au moyen d’un théorème général sur le groupe des unités d’un sur-corps
relativement galoisien, démontré par Herbrand [6] (simplification dans Artin [10]) et d’un mode de
raisonnement auquel Herbrand a donné la forme d’un lemme de théorie des groupes, connu sous le
nom de lemme de Herbrand. Le calcul de h1 est, dans une certaine mesure, parallèle à celui de a, les
unités d’un corps de nombres p-adiques remplaçant les unités d’un corps de nombres algébriques,
le théorème de Herbrand étant remplacé par un théorème de Deuring sur l’existence d’une base
minima d’une extension galoisienne formée des conjugués d’un élément. Ce calcul est d’ailleurs
équivalent à la démonstration de l’“Umkehrsatz” dans le cas cyclique pour les corps de nombres
p-adiques.

On arrive de cette manière à démontrer d’une manière relativement simple les faits suivants : k
étant un corps de nombres algébriques, K une extension de k de degré m et cyclique, f un certain
module de k (ne contenant d’ailleurs que des idéaux ramifiés dans K), H le groupe associé à K
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(mod f), l’indice h de H est multiple de m ; de plus, l’égalité h = m entraîne le théorème normique
de Hasse (Chap. IV, § IV3d). À partir de là, on peut développer la théorie du corps de classes de
deux manières assez différentes.

2. Méthode de Artin [9]. - C’est la plus rapide des méthodes actuelles.

L’inégalité transcendante h ≤ m permet d’abord de démontrer l’“Umkehrsatz” pour les extensions
relativement cycliques. On introduit alors une nouvelle définition du corps de classes équivalente à
celle de Takagi, en remplaçant la condition b par la suivante :

b′. Presque tous les idéaux premiers de H se décomposent complètement dans K.

“Presque tous” est défini de la manière suivante : on dit que presque tous les idéaux premiers d’une
certaine catégorie possèdent la propriété P quand on a

lim
s→1

log(s − 1)
∑ 1

Nps
= 0,

la somme étant étendue aux idéaux premiers de la catégorie considérée qui ne possèdent pas la
propriété P .

Au moyen de cette définition, on démontre le théorème de composition (Chap. II, § IV) et le théo-
rème de translation (Ch. IV, § IIIa) sous les formes suivantes :

Si K, K ′ sont corps de classes sur k pour les groupes H, H ′, KK ′ est corps de classes pour le groupe
[H, H ′] et [K, K ′] est corps de classes pour le groupe HH ′.

Si K est corps de classes sur k pour le groupe H, et si Ω est un sur-corps quelconque de k, KΩ
est corps de classes sur Ω pour le groupe des idéaux de Ω premiers au conducteur de K/k dont les
normes par rapport à k tombent dans H.

Ceci entraîne en particulier le théorème d’unicité : il existe au plus un corps de classes pour un
groupe donné. D’autre part, comme nous savons déjà que les corps cycliques sont corps de classes,
nous avons démontré dans la généralité l’“Umkehrsatz”.

Artin démontre ensuite le théorème de décomposition (Chap. II, § IV2), en démontrant d’abord
que, non seulement presque tous, mais tous les idéaux premiers du groupe H, pour lequel un corps
K est corps de classes se décomposent complètement dans K. La méthode est analogue à celle de
la démonstration de la loi de réciprocité (composition de K avec un corps circulaire).

De là, on déduit facilement le théorème d’isomorphie (Chap. II, § IV2), et en particulier, que tout
corps de classes est relativement abélien.

3. Méthode de Chevalley. - Elle vise à réduire au minimum la part des méthodes transcendantes
dans la théorie.
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K étant un sur-corps relativement abélien de k, on introduit le groupe de Artin, qui est le groupe
des idéaux a de k premiers au discriminant de K/k, et pour lesquels le symbole

(
K
a

)
est égal à 1.

Il est clair que si H désigne ce groupe, le théorème de décomposition (Chap. II, § IV2) est vrai.
D’autre part, si A est le groupe de tous les idéaux de k premiers au discriminant de K/k, l’inégalité
arithmétique h ≥ m permet de démontrer que A/H est isomorphe au groupe de Galois de K/k. Si
H représente le groupe de Artin, l’annonce de la loi de réciprocité (Chap. III, § II) est vrai.

On dit que K est corps de classes sur k si le groupe de Artin coïncide avec le groupe de congruence
attaché à K dans k. Par une méthode inspirée de celle de la démonstration de la loi de réciprocité,
on peut démontrer arithmétiquement que si les corps relativement circulaires sont corps de classes,
il en est de même des corps cycliques quelconques, puis des corps abéliens quelconques. Par contre,
pour démontrer que les corps circulaires sont corps de classes, on ne peut pas encore éviter l’emploi
des moyens transcendants.

Cette méthode conduit, en même temps qu’aux théorèmes de la théorie du corps de classes, à la
loi de réciprocité.

4. Théorème d’existence. - Le fait que l’on puisse démontrer entièrement l’“Umkehrsatz” avant de
démontrer le théorème d’existence, permet de simplifier notablement la démonstration de ce der-
nier. C’est ce qui fut fait simultanément par Herbrand [5] et Chevalley [4], [5].

La méthode est la suivante : Étant donné dans un corps k un groupe de congruence H tel que, si n
est l’ordre d’un élément quelconque du groupe quotient par H du groupe des idéaux de k premiers
au conducteur de H, k contienne les racines n-ièmes de l’unité, on construit un groupe H1 contenu
dans H et pour lequel on démontre l’existence d’un corps de classes K1. La loi de réciprocité permet
alors de démontrer qu’il existe un corps de classes K pour H. Pour démontrer l’existence de K1,
on construit, en même temps que H1, un autre groupe H2 tel que tous les idéaux premiers divisant
n et les idéaux premiers à l’infini divisent le conducteur de l’un ou l’autre des groupes H1, H2 ; on
construit également les corps K1, K2 composés des corps kummériens k( n

√
w) dont les groupes atta-

chés peuvent contenir H1 ou H2. On sait que K1, K2 sont corps de classes sur k pour des groupes H ′
1,

H ′
2 qui contiennent respectivement H1, H2. D’autre part, un calcul de théorie des groupes conduit

à l’égalité (A1 : H1)(A2 : H2) = (A1 : H ′
1)(A2 : H ′

2) où A1, A2 sont les groupes des idéaux de k
premiers aux conducteurs de H1, H2. On en déduit H1 = H ′

1, H2 = H ′
2, ce qui démontre le théorème.

Il est ensuite facile, au moyen d’un lemme basé sur la loi de réciprocité, de passer au cas où k ne
contient pas les racines de l’unité nécessaires à la démonstration précédente.

5. Méthodes empruntées à l’algèbre hypercomplexe. - Le lien entre l’algèbre hypercomplexe et la
théorie du corps de classes est très étroit. Par exemple, le théorème normique de Hasse (Chap. IV,
§ IV4d) s’interprète de la manière suivante : “si une algèbre simple A, cycliquement représentable,
de centre k, est telle que pour tous les idéaux premiers finis ou infinis p, Ap se décompose complè-
tement, A est elle-même complètement décomposée”.

D’une manière plus précise, Hasse [28], [29] a attaché à une algèbre simple de centre k une infinité
d’invariants, définis chacun pour un idéal premier de k, qui sont des nombres fractionnaires (mod
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1), et dont seulement un nombre fini est différent de 0. Ces nombres forment un système complet
d’invariants, et la somme de tous ces invariants est toujours nulle. Cette dernière propriété est une
traduction de la loi de réciprocité de Hilbert. Ces théorèmes sur les algèbres ont d’abord été établis
au moyen de la théorie du corps de classes. Mais on peut (Zorn [1]), démontrer directement le
théorème fondamental énoncé plus haut, et à partir de là, construire la théorie du corps de classes
d’une manière très élégante (Hasse [20]).

6. La théorie des corps galoisiens. - La théorie des restes normiques dans les extensions galoisiennes
a été approfondie par Hasse [26] qui étudie la croissance avec n de l’indice des restes normiques
H1/H ′

1 (mod pn) d’une extension galoisienne, p étant un idéal premier quelconque. Il en tire une
démonstration simple du théorème sur la différente (Chap. IV, § II2).

D’autre part, on a essayé d’étendre, grâce aux méthodes de l’algèbre hypercomplexe, la théorie du
corps de classes aux extensions galoisiennes. Le résultat le plus important dans cette voie est dû à
Mlle Noether, qui étend au cas galoisien le théorème du genre principal (Noether [1]). On a égale-
ment donné des lois de décomposition (Hasse [29], Artin), mais la difficulté n’est pas encore résolue.
Notamment, on n’a encore rien d’analogue au théorème d’isomorphie, ni au théorème d’existence.

7. Le théorème des idéaux principaux. - La démonstration très compliquée donnée par Furtwängler
a été simplifiée d’abord par Magnus [1], puis par Iyanaga [2].
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