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DEFINITION. On appelle suite de Farey de rang n, la suite des fractions irréductibles 7 rangées

par ordre croissant, pour lesquelles on a 1 < b < n.

a
11 suffit d’ailleurs de supposer 0 < — < 1 car la partie de la suite de Farey comprise entre les entiers

m et m + 1 se déduit de celle comprise entre 0 et 1 en ajoutant m a cette derniere.
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EXEMPLE. Pour n = 5, on a, entre 0 et 1, les fractions : —, =, -, =, =, =, =, =, -, =

Leur nombre est > ¢(k), ou ¢ est la fonction d’Euler.
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PROPRIETES. - Soient 7 et m deux fractions consécutives de la suite de Farey de rang n.
Les vecteurs (a,b) et (a’,b") constituent alors une base du réseau des points a coordonnées entieres.
En effet le triangle, ayant pour sommets les points (0,0), (a,b), (a’,b), ne peut contenir aucun

point du réseau autre que ses sommets, car sinon il existerait une fraction de la suite de Farey de
/

a
rang n comprise entre — et —

by
+ / I
Par suite, on a ab’ —ba’ = +1. La fraction —— Ty qui s’appelle la médiane entre E et — 7 est alors
a d
aussi irréductible et elle est comprise entre 7 et — m ; la médiane ne peut donc appartenir a la suite

de rang n, c’est-a-dire qu’on a b+ b’ > n.

Résumons :

!/
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THEOREME. - Soient 7 et m deux fractions consécutives de la suite de Farey de rang n, alors on

ab+b >n+1letab —bd ==1.

APPLICATION. Soit & un nombre réel arbitraire. Quel que soit 'entier n > 0, il existe alors une
fraction irréductible % telle que

1
b(n+1)

et que

En effet, considérons la suite de Farey de rang n ; le nombre £ tombe dans 1'un des intervalles



a a+d a+d d

-, ou , — ; supposons que ce soit dans le premier, alors on a
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b(b+¥) ~ bn+1)

a+d a

<
b+ b
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Il en résulte aussi que, quel que soit le nombre réel p > 1, il existe toujours une fraction irréductible

a a 1
—aveclébép,telleque‘ ——‘<—.

b b pb

En effet, il suffit d’appliquer le résultat précédent avec n = [p].

Méthode de Hardy et Littlewood. Soit uy, ..., uy, ... une suite strictement croissante d’entiers
positifs ; le probleme de la théorie additive consiste a trouver le nombre de manieres d’écrire un
entier n comme somme de s entiers de la suite. Pour cela, posons

fz) =) 2",
k=1

alors on a immédiatement

ou 7(n) est le nombre de manieres cherché. Or on a

= o [ L

ou C' est un cercle |z| =60 avec 0 < 0 < 1.

a
Considérons alors la suite de Farey de rang n® ot 0 < av < 1 ; les nombres p = exp 2imw(a/b), ou 7

. a . . .. L,
est une fraction avec 0 < 3 < 1 de cette suite de Farey, sont des racines primitives de 1'unité.
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Si — < — < — sont des fractions consécutives de cette suite de Farey, nous désignons par C, I'arc

bbbV
/ "
de C défini par z = fexp 1w avec 2%212 <w< Wz i Z”.

Supposons que

lim(1 — 0)f(0p) = 4,

0—1
Ap
A\
(-3)
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Suites de Farey et hypothese de Riemann. Soit p la fonction de Mobius, et

M) = 3 p(k).

k<z

existe pour un certain A > 0 alors on remplace f(z) par ¢,(z) = sur C.



Si 'on suppose que
M(z) = O(z1/2Fe) pour tout € > 0,

alors I'’hypothese de Riemann est vraie ; en effet, dans ces conditions, on a, pour s > 0,

Soplk) e 1 1 M(n)
T = 2T <E_(k+1)s>+ e

k=1 k=1 on o
=s () dr + (n)
1 $S+1 ns
1 = k " M(x
Par suite, pour s = 3 + € on voit que la série Z % converge, et sa valeur est s 1 #dm
k=

1 1
; cette intégrale est donc holomorphe pour R(s) > 7 Or pour R(s) > 1, elle vaut — =

C(s)

1 1 1
H <1 - —) donc elle vaut O] aussi pour R(s) > 5 et ((s) ne peut s’annuler.
p* $

HARDY et LITTLEWOOD ont montré que, réciproquement, ’hypothese de Riemann entraine 0t(x) =
()(a%l/2)+5).

p

Considérons alors la somme des racines primitives b-iemes de 1'unité, donc E exp 2im(a/b), ou a
1<a<b
est premier a b ; désignons par S(b) cette somme. Si 7(b) est la somme de toutes les racines b-iemes

de 'unité, on a
T(b):{ Losio b=1"

T(b) =) S(d),

d|b

d’ou, par inversion de Mobius,

50) =S n () 7@ = o

dlb
Par suite
n A
M(n) = Z wu(b) = Z exp 27ir,,
b=1 m=1
ou r,, parcourt les A fractions de la suite de Farey de rang n.

Or on peut écrire :

A
M(n) = Z exp 2mi(m/A) . exp 2mwid,, avec O, = Ty —

m=1

m
A



d’ou

A A
M(n) = Z exp 2mi(m/A) + Z exp 2mi(m/A)((exp 2wid,,) — 1)

Z\smﬂé | < 27?2](5 |.

Par conséquent, si on suppose que
Z 16, = O(21/249) pour tout € > 0,

I’hypothese de Riemann est vraie.

Pour établir la réciproque, soit 0 < x < 1 et g(x) le nombre des r, vérifiant r,, < z. On a alors :

ofa) = S thaiom (1.

En effet, 1’égalité est vraie pour x = 0. Lorsque g(z) augmente d’une unité, en passant de r,, a

a
m1 = le membre de droite augmente de

S (f)- X m (%),

blh k<z/b
Or
S (D) =303 wd) = D ud) = 30D uld) =
k<c k<c d<c/k dk<zx g<c dg

Donc le résultat est vrai pour tout z.
En particulier pour z =1, on a
n
n
A=Y nm (7).
2

Posons maintenant

N | —
Il

N | —

VS

>3
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d’ou :

n 1
G(r) =— whx?)ﬁ(—) avec w(r) =x — x| — =.
(z) ; (h) (z) [2] = 3
On a
l «~sin 2n 7z
w(z) =——
T n
h=1
On a alors .
1 pr—
/0 w(hz) w(kx) de = oo ofl{ Z: :j;i : (u,v) = 1.
En effet cette intégrale vaut
cos 2(nh — mk)rz — cos 2(nh + mk) x
dx.
272 Z/ nm o

k:l

Les différentes intégrales partielles sont toutes nulles, sauf si nh — mk = 0, donc n = wv, m = wu,

d’ou ) 2
1 1
h = = — = )
/0 w(h) w T on? Z w2uv 27r2 6 wv 12 uwv
On en déduit
I—/l S0 w(he) (m)sm(") zm(ﬁ)dx— LSy zm(ﬁ)mt(@)
—Jo h k T 12w h k
h=1 k=1 h=1 k=1
D’autre part
AL oy 2 A-1 2
m+1 1 m41 1 )
=3 [T e g =30 [T (g o) = g a3 s

et

Enfin, on a A = A(n) et lim ig) > 0.

n—oo M



En effet :

A(n) :Z,u(m): m %: %Zm
m=1 m=1 h|m m=1 h<n
h|m
" u(h - 1 < ni2
IS DWIEDWITD SIS Mh)([ﬂ +|
h=1 k<n/h h=1 k<n/h h=1
1 & niz 1 1< n? "\ /n
=3 2_mh) [3] 5 =5 2wz + 032 () +00)
h=1 =1 h=1
= u(h) 1 6
= an®+ O(nlogn), ou a:; 2 :@:ﬁ
Si alors |M(z)| < C(e)x(V/D+E/2) on a
" n/2)+(e/2), (1/2)+(e/2) 1
2
1] < C¥( ; Z RA/2)+E/2) (172462
n n 1
__ (2 1+¢
= C%(e)n (uv)B/2+E/2) gi+e
h=1 k=1

qui converge. Par suite

A A
D 1ol <\ [AD 6
m=1 m=1
et
A= Zm <n?
donc
Z 0] = O (n"/2%) | pour tout & > 0.

Cette derniere relation est donc équivalente a I’hypothese de Riemann.




