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Résumé : Nous intégrons dans le cadre de la formule de trace semi-locale deux découvertes récentes sur
la réalisation spectrale des zéros de la fonction zéta de Riemann en introduisant un analogue semi-local
de lopérateur d’onde ellipsoidal. Ce dernier joue un réle clé a la fois dans la réalisation spectrale des
premiers zéros de la fonction zéta - en utilisant la partie positive de son spectre - et de leur comportement
ultraviolet - en utilisant 1’espace de Sonin qui correspond & la partie négative du spectre. Dans le cas
archimédien, I'opérateur d’onde ellipsoidal est la somme du carré de I'opérateur d’échelle avec la mise
a D'échelle des polyndémes orthogonaux, et nous montrons que cette formulation s’étend au cas semi-
local. Nous prouvons la stabilité de I’espace de Sonin semi-local et décrivons sa relation avec les espaces
de Hilbert de fonctions entiéres. Enfin, nous relions l'opérateur d’onde ellipsoidal a la représentation
métaplectique de SL(2,R) dans le but d’obtenir un second candidat pour 'opérateur d’onde ellipsoidal
semi-local.

1 Introduction

La difficulté de résoudre 'hypothése de Riemann (HR) est souvent attribuée principalement au
nombre infini de termes du produit d’Euler.

(s)=]Ja-p)" (1)

p

Cependant, contrairement a cette croyance répandue, il existe une propriété P(n), impliquant uni-
quement les facteurs d’Euler pour les nombres premiers inférieurs a n, et dont la validité pour tout
n est équivalente & HR. Ceci découle du critére de positivité de Weil qui implique la forme quadra-
tique @), définie a I'aide des formules explicites de Riemann-Weil appliquées aux fonctions de test a
support dans 'intervalle symétrique compact [%, n]. De plus, la formule de trace semi-locale de [6]
donne, pour chaque n, un cadre théorique de I'espace de Hilbert dans lequel la forme quadratique
de Weil @),, devient la trace d'une expression simple de la théorie des opérateurs, offrant ainsi un
terrain d’exploration naturel pour attaquer HR. Cet article approfondit le développement de 1’ap-
proche en théorie des opérateurs de HR en fournissant un cadre unifié intégrant deux découvertes
récentes relatives a la réalisation spectrale des zéros de la fonction zéta de Riemann.

D’une part, les résultats de [7,8] montrent que la formule de trace semi-locale de [6] fournit une
explication conceptuelle de la positivité de Weil pour la place archimédienne, sa source étant la
représentation du groupe de mise a ’échelle dans I'espace de Hilbert. De plus, dans le méme esprit,
[9] montre qu’il est possible d’accéder a la partie infrarouge (de basse altitude) des zéros de la
fonction zéta de Riemann en utilisant 'opérateur de mise a 1’échelle avec conditions aux limites
périodiques, restreint & I'orthogonal du noyau de la forme quadratique de Weil. D’autre part, le
comportement inhabituel des zéros de la fonction zéta de Riemann dans 'ultraviolet a trouvé une
incarnation spectrale inattendue dans [10], en termes de valeurs propres négatives de 'opérateur
d’onde prolate classique étendu a la droite réelle entiére. Dans cet article, nous combinons ces dé-
veloppements et allons au-dela de la simple place archimédienne, en utilisant le cadre semi-local de
[6], qui fournit une étape théorique canonique des opérateurs d’espaces de Hilbert, dans laquelle
les principaux acteurs continuent d’avoir un sens, et ou la formule explicite et le noyau de la forme



quadratique de Weil ont tous deux une signification conceptuelle.

Le role de l'opérateur prolate est crucial dans les accords observés avec les zéros de zéta (dans
I'infrarouge et I'ultraviolet). Son importance dans [9] vient du fait que le noyau de la forme quadra-
tique de Weil est donné par le domaine de application € définie sur I'espace de Schwartz S(R)P™
par la formule £(f)(u) := u'/2 3] f(nu). Appliqué aux fonctions propres ¢, de I'opérateur prolate
pour des valeurs propres positives, on génére des valeurs propres extrémement petites de la forme
quadratique de Weil restreintes aux fonctions & support compact fixe. Les fonctions propres 1,
correspondantes de la forme quadratique de Weil sont reconstruites dans [9] par orthogonalisation
de Gram-Schmidt de £(ip,,). La forme semi-locale de 'application € concorde avec l'identification
canonique des fonctions semi-locales aux fonctions sur les classes idéles. La signification concep-
tuelle de I'application £ apparaitra clairement dans le formalisme semi-local. Les fonctions propres
¥, ont été utilisées dans |9] pour conditionner l'opérateur de mise a 1’échelle avec des conditions
aux limites périodiques. Grace a ce processus, nous avons généré les zéros les plus bas de la fonction
zéta, tandis que le comportement ultraviolet des zéros restait hors de portée. Ainsi, le fait que le
comportement ultraviolet attendu soit réalisé par le spectre négatif de 'opérateur prolate suggére
le programme tentant de trouver I’analogue semi-local de 'opérateur prolate. Nous espérons que
I'utilisation de tels outils de théorie des opérateurs dans le cas semi-local ouvre une voie pour traiter
la positivité de Weil comme dans [8]. En fait, I'aspect théorique des opérateurs du présent article
fournit une stratégie plus précise pour aborder la positivité semi-locale de Weil en comparant la
fonctionnelle de trace associée & I'opérateur - qui est automatiquement positive pour un opérateur
auto-adjoint - avec la fonctionnelle de Weil. Le conditionnement, par le noyau de la forme qua-
dratique de Weil, qui a fonctionné pour 'opérateur de mise a 1’échelle dans le cas infrarouge sera
implémenté automatiquement par 'orthogonalité de la partie positive et de la partie négative du
spectre de 'opérateur prolate semi-local, dont ’espace propre négatif correspondant ! a été identifié
dans [10] a l'espace de Sonin.

Notre approche consiste a réinterpréter 'opérateur prolate afin de proposer un candidat pour son
homologue semi-local. Ceci est réalisé en placant au premier plan I'opérateur de mise a 1’échelle,
dont la version semi-locale est bien établie dans [6], ainsi que ’espace de Sonin.

L’opérateur de mise a l’échelle S est le générateur auto-adjoint du groupe des dilatations dans
'espace de Hilbert L?*(IR)P%" des fonctions paires de carré intégrable sur la droite réelle. L’opérateur
prolate admet une expression simple en termes de 'opérateur S et du vecteur donné par la fonction
E(z) = e™” . Ce vecteur appartient au domaine de S™ pour tout n, et U'étendue de S™¢ est L3(R)Pair,
Soit N la mise a 1’échelle associée a la filtration issue du domaine linéaire de polynémes p(S)¢, avec
deg P < n. En négligeant la définition délicate du domaine, nécessaire a ’obtention d’un opérateur
auto-adjoint, 'opérateur prolate W est donné par I’expression formelle.

1
W, = =S + 27)\?(4N + 1) — T (2)
La formule (2) est significative pour toute paire cyclique (D,&) donnée par un opérateur auto-
adjoint D agissant dans un espace de Hilbert H et un vecteur unitaire £ € Nn,exyDomD™ qui est

cyclique (c’est-a-dire tel que les vecteurs p(D)¢ avec p un polynome, soient denses dans #). Pour

1. & un écart possible de dimension finie prés



toute paire cyclique (D, ¢), le théoréme spectral fournit une forme canonique (ou diagonalisation)
dans laquelle D est représenté par la multiplication par la variable s € R dans I'espace de Hilbert
H = L*(R,du) ou dp est la mesure spectrale définie par { f(s)du(s) := (f(D)E[€), et le vecteur
cyclique ¢ est la fonction constante 1. La théorie des polynémes orthogonaux pour la mesure du
fournit alors la représentation de D comme une matrice de Jacobi et de I'opérateur de mise a
I’échelle N comme une matrice diagonale. Nous rappelons ces faits fondamentaux dans la section
2. Il s’avére que 'on peut naturellement associer & une paire cyclique un triplet spectral (A, H, D)
ot H et D sont inchangés tandis que l'algébre A := ¢4(N) agit via 'opérateur de mise a I’échelle
N associé aux polynomes orthogonaux de la mesure spectrale. Le role du triplet spectral (A, #H, D)
est de comprendre algébriquement I’opérateur prolate comme une perturbation de 'opérateur —D?
par 'ajout d’un élément de I'algeébre A. Le triplet spectral (A, H, D) d’une paire cyclique est pair
(au sens ot il admet une Z/2Z-mise a I’échelle commutant avec ’algébre et anticommutant avec D)
si et seulement si la mesure spectrale dyu est paire, c¢’est-a-dire invariante par s — —s. De plus, une
telle Z/2Z-mise a I’échelle v est unique si elle existe. Dans le cas pair, on obtient une représentation
matricielle de Jacobi pour 'opérateur prolate (définition 2.2).

Dans la section 3, nous décrivons dans la section 3.1 la forme canonique de la paire cyclique paire
associée a l'opérateur de mise a 1’échelle D = S et au vecteur cyclique &, (z) = 2 4e=m2* La mise
a l'échelle est donnée par la transformée de Fourier F,, agissant dans L?*(R)P*". L’isomorphisme
avec la forme canonique est donné par I'unitaire.

V= Mold: LA(R)P™ — L*(R,dm) (3)

qui est la composition de la transformation unitaire ¢ : L?(R)P*" — L*(R)
1 © 1_ .
U(f)=mz2 J fw)v2 d*v.
0

avec l'opérateur de multiplication M(f)(s) := U(Ex) " (s)f(s) qui est un isomorphisme unitaire
M : L*(R) — L*(R,dm) pour la mesure de probabilité dm(s) := (27T)_%|F(%L + 2)|%ds sur R.
L’isomorphisme unitaire V de (3) est la transformée de Hardy-Titchmarsh qui, modulo les nor-
malisations, apparait déja dans larticle [12], théoréme 1, p. 201. Leur motivation initiale était de
construire des fonctions auto-réciproques en conjuguant la transformée de Fourier avec la symétrie
s — —s. Ceci met en évidence le role de la régularité, c’est-a-dire la Z/2Z-mise a I’échelle, de la
paire cyclique. L’isomorphisme unitaire V' transforme les fonctions de Hermite en les polynomes
orthogonaux P, pour la mesure dm et 'opérateur de mise a I’échelle S en la multiplication par s.
De plus, l'opérateur d’onde prolate

(W) (q) = —a((\* — ¢*)2) 1(q) + (2mAq)* 1(q) (4)

devient un cas particulier de (2) et, en fait, d’'une construction générale pour les polynémes ortho-
gonaux. Plus précisément, avec N lopérateur de mise a 1’échelle N(P,) := n P, dans L*(R,dm),
on obtient

1
VoW, oV* = —32+2m2(4j\f+1)—Z (5)

ou s? est I'opérateur de multiplication par le carré de la variable dans L?(R,dm). Le membre de
droite de (5) est significatif dans le contexte général des polynémes orthogonaux. Nous calculons
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dans la section 3.4 la matrice de Jacobi hermitienne de l'opérateur de mise a 1’échelle S dans la
base des polynomes orthogonaux. Ses éléments diagonaux sont 0, tandis que les éléments non nuls
au-dessus de la diagonale sont S,, 41 = z\/ (n 4+ 1/2)(n + 1). Dans la section 3.5, nous décrivons les
deux matrices de Jacobi hermitiennes J, associées aux opérateurs S? restreints aux espaces propres
de [F,, pour les valeurs propres +1. De méme, nous obtenons les matrices de Jacobi de I'opérateur
prolate W . Dans la section 3.6, nous montrons que les zéros de la fonction zéta résultent de I'ac-
tion de l'opérateur de mise a ’échelle sur le quotient par I’étendue de I'application &£ appliquée a
I’espace propre positif de W lorsque A — 0.

La section 4 est consacrée a I'extension de la transformée de Hardy-Titchmarsh au cas semi-local
impliquant un ensemble fini S de places de Q contenant ’espace archimédien, et a 'analyse de
I’espace semi-local de Sonin. La version semi-locale de la section 3.1 implique une nouvelle mesure
qui, a normalisation pres, est donnée par le carré de la valeur absolue de la restriction a la droite
critique du produit des facteurs locaux pour les places de S.

Pour énoncer ce résultat, nous avons besoin de la notation suivante (voir la section 4.1). L’anneau
des adéles semi-locaux est le produit Ag = [ [¢ Q,, 'espace de classes des adéles semi-locaux est le
quotient Xg := Ag/T", on

D= {xpi* - pi* : pje S\{oo}, m; € Z} « GLy(As) = | [ GL1(Q,).
peS

Le groupe de classes d’idéles semi-local Cg := GL;(Ag)/I" agit sur Xg par multiplication et cette
action se restreint & son sous-groupe compact maximal Kg. On a un isomorphisme canonique wg
de l'espace de Hilbert L?(Xg)"s avec L*(R*,d*u), voir (42). Avec F, : L*(R* ,d*u) — L*(R) la
transformée de Fourier pour le groupe multiplicatif R* , voir (17), on obtient la transformée unitaire
Us :=TF, o wg. Soit finalement Mg : L*(R) — L*(R,dmg) I'équation unitaire donnée par

Ms(h)(s) = (H L(3- )) re) ams(s) o= [T (5-05) s @)

veS vES

ol les L, sont les facteurs d’Euler locaux.

Soit Kg le noyau du module Cs — R¥ et désignons par S le générateur de l'action de mise a
Péchelle de GLy(R)y © GL1(Ag) = [ [,eg GL1(Q,) sur L*(Xg)"s,

On en déduit alors le résultat suivant :
Théoréme 1 : (Proposition 4.1 et Proposition 4.2)

Soit S un ensemble fini de places avec oo € S, soit Rg le sous-anneau compact maximal de
[Toesi ooy @ps et f € LA(R)P". Alors, soit ns(f) la classe de la fonction 1rs ® f dans L*(Xs)"s.

(i) On a

Faostrs(E) = | T 2 (5 is) | Bawahio) )

peS\{oo}
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(ii) Soit la transformée de Fourier pour Q, normalisée de telle sorte que la fonction 1z, soit sa
propre transformée de Fourier et soit Fg, agissant dans L*(Xs), induit par le produit tensoriel
des transformées de Fourier locales. On a

Fgons =nsolf.

(iii) La transformation unitaire Vs := Mg olUs : L*(Xg)%s — L*(R,dmg) donne la forme cano-
nique de la paire cyclique (D,&) ot D :=S et £ = &g 1= ng(&w)-

(iv) La paire cyclique (S,&s) est paire et la Z/2Z-mise & ’échelle est donnée par la transformée
de Fourier Fg qui devient la symétrie s — —s par la transformation unitaire Vg.

Le calcul des coefficients de la matrice hermitienne de Jacobi de la paire cyclique pour un S général
comme ci-dessus est reporté & un article a paraitre. Afin d’analyser les espaces de Sonin semi-
locaux, nous introduisons la transformée duale de Hardy-Titchmarsh dans la section 4.4. Dans le
cas de la place archimédienne unique, cette transformée a été introduite par J-F. Burnol en lien
avec les travaux de L. de Branges. Le principal résultat de cette section est la construction d’un
isomorphisme hilbertien? g : L*(R)P*" — L?(Xg)Xs qui relie les espaces de Sonin semi-locaux :

Théoréme 2 : Soit S un ensemble fini de places avec o0 € S et A > 0. Alors l'application 0s induit
un isomorphisme hilbertien des espaces de Sonin Og : S)(R, ex) — Sx(Xs, ) ot « est le caractére
normalisé.

Ce résultat suggére que 'espace de Sonin défini invariablement obtenu devrait, s’il est convenable-
ment équipé d'un opérateur de type prolate, jouer le role de la cohomologie de Weil recherchée.
En effet, nous avons observé dans [10] que, dans le cas d’une seule place archimédienne, 1’espace
de Sonin correspond (& une divergence possible de dimension finie prés) a la partie négative du
spectre de l'opérateur prolate, ce qui constitue une contrainte supplémentaire dans la recherche
de l'analogue semi-local de l'opérateur prolate. De plus, les résultats de [11] suggérent une forte
relation entre les polynémes orthogonaux — qui jouent un role clé dans le cas semi-local — et la
production de noyaux commutant avec des opérateurs différentiels.

Un autre point de vue conceptuel sur I'opérateur prolate est obtenu dans la section 5. Nous mon-
trons que l'opérateur prolate admet (toujours au niveau algébrique formel) une description comme
élément de 'algébre enveloppante de l'algébre de Lie de SLy(R) via la représentation métaplec-
tique du double revétement de SLs(R). Nous comparons cette description de 'opérateur prolate
avec la section correspondante dans [12]. Nous montrons que les générateurs de la représentation
métaplectique ont un sens dans le contexte de paires cycliques, c’est-a-dire de maniére équivalente
de polynémes orthogonaux. Nous prouvons (théoréme 5.3) que les coefficients de divergence d,,
s’annulent précisément dans le cas de la section 3.1 et que leur annulation détermine de maniére
unique la paire cyclique (S, &), les moments associés et la représentation.

Dans un article a paraitre, nous développerons le role de la représentation de Weil [15] de la
couverture métaplectique du groupe algébrique SLy(Ag) dans le contexte semi-local, introduisant
ainsi un second candidat potentiel pour 'opérateur prolate semi-local.

2. Nous utilisons le terme “hilbertien” pour désigner la structure topologique de ’espace vectoriel d’un espace de
Hilbert



2 Paires cycliques et opérateurs prolates associés

Dans cette section, nous donnons une construction générale a partir d'un couple (D, ) constitué
d’un opérateur auto-adjoint D agissant dans un espace de Hilbert H et d’un vecteur unitaire
& € Npeny Dom D™, Nous supposons que H est de dimension infinie et que £ est un vecteur cyclique,
c’est-a-dire que I'étendue linéaire des vecteurs D¢ pour j € N est dense dans H. Etant donnée une
telle paire, nous notons E,, < H 'espace engendré linéairement par les vecteurs D¢ pour j < n.
Ce sont des sous-espaces de dimension finie de H et dim E, = n + 1, car les vecteurs D’¢ sont
linéairement indépendants. On a par construction D(FE,) < FE, .1 et la situation générale est décrite
comme suit par le théoréme spectral.

Théoréme 2.1 Soit (D, &) une paire cyclique comme ci-dessus.

(i) 1l existe une mesure de probabilité i sur R et un isomorphisme unitaire U : H — L*(R, du)
qui transforme D en opérateur de multiplication par la variable s € R et le vecteur £ en la
fonction constante égale a 1.

(i1) Par lisomorphisme U, le sous-espace F, devient ’espace des polynémes de degré < n.

(i) La mesure spectrale § f(s)du(s) := (f(D)E|€) est un invariant complet de la paire cyclique.

Le théoréme 2.1 donne la forme canonique d’une paire cyclique (D, §). On peut alors appliquer la
théorie générale des polynémes orthogonaux et obtenir une base orthonormée (§;) ot § = & et
E, est I'espace des &; pour j < n. On considére alors I'opérateur nombre N diagonal dans la base
orthonormée (;) et tel que N¢; := j§;.

Définition 2.2 Soit (D, &) une paire cyclique. L’opérateur prolate formel w(D, &, \) est l'opérateur
w(D, €&, N) := —D?* + \2N.

Cette définition est formelle dans la mesure ou elle ne donne pas précisément le domaine de défi-
nition de l'opérateur. Nous verrons dans la section 3 que 'opérateur différentiel prolate standard
W, est un cas particulier de la définition 2.2. Il est clair dans ce cas que 'opérateur formel obtenu
est symétrique et que trouver 'extension auto-adjointe pertinente est délicat.

Définition 2.3 Soit (D,§) une paire cyclique. Une Z/2-mise a [’échelle ~ est un unitaire de carré
1,72 =1, v =~* tel que YD = —D~ et v¢ = €. Une paire cyclique est paire ssi elle admet une
Z)2-mise a l’échelle.

Proposition 2.4 Une paire cyclique est paire ssi la mesure spectrale p du théoreme 2.1 est inva-
riante par s — —s. La Z/2-mise a ’échelle est unique (si elle existe) et égale a v = exp(imN).

Preuve : Supposons que la mesure  de la proposition 2.4 soit invariante par s — —s. Soit y(f)(s) :=
f(—s) pour tout f € L*(R,du). On a 4> = 1 et 7 est unitaire par invariance de la mesure. Par
construction, v anticommute avec la multiplication par s et on a v¢ = £ ou &(s) = 1, Vs. En
utilisant I'isomorphisme unitaire U : H — L*(R, du) de la proposition 2.4 on obtient une Z/2-mise
a 'échelle pour (D, ¢). Inversement, soit v une Z/2-mise a ’échelle pour (D, §). Alors la mesure
spectrale est invariante par s — —s, car on a

f h(s)du(s) = (h(D)E | € = (W(DWE | 7€) = (h(~D)E | €) = f B(—s)dp(s)
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Montrons l'unicité de la Z/2-mise a 'échelle. Soit 4" une autre Z/2-mise a I’échelle. Alors le produit
u = vy commute avec D et vérifie ué = £. Ainsi, on a uD7¢ = D€ pour tout j € N et comme & est
cyclique, on obtient u = 1 et donc 7/ = 7. Montrons que v = exp(i7N). On a yD¢ = (—1)/ DI¢.
Ceci montre que les sous-espaces E,, ((()u\ erture \e(t()nelle des D’¢ pour j < n) sont globalement
invariants par v et qu’ils se décomposent en les espaces propres E engendrés respectivement par

les D¢ pour j < m, j pair et j impair. Le processus d’orthonormalisation de Gram-Schmidt se
déroule donc indépendamment dans EF, donnant la base orthonormée §joug;e E7* selon la parité
de j. Il en résulte que v = exp(ir V). o

2.1 'Triplet spectral d’une paire cyclique

Soit (D, &) une paire cyclique paire et v une Z/2-mise a 1’échelle. La proposition 2.4 suggére de
considérer le triplet spectral pair (A, H, D) ou la C*-algébre A := ¢y(N) des suites s’annulant a 'oo
agit comme suit dans l’espace de Hilbert ‘H de la paire cyclique :

co(N) xH > (f,n)— f(N)neH (8)

Proposition 2.5 Soit (D,§) une paire cyclique, et A := co(N) agissant dans H par (8). Alors
(A, H, D) est un triplet spectral et les commutateurs [D, f] ont du sens et sont bornés pour tout
f € c(N) < ¢o(N).

Preuve : Soit f € c.(N), c’est par construction une combinaison linéaire finie des fonctions delta
d;(k) := 0 pour k # j et 6;(j) = 1. L’action (8) de J; dans H est I'opérateur de rang un |€; (&,
et son commutateur avec D a du sens puisque §; € DomD et il est égal a l'opérateur borné
& —&; j|. Ainsi, les commutateurs | D, f| sont des opérateurs de rang fini pour tout f
DENE| — 6,5 DE;|. Ainsi, 1 tat D, td £ le rang fi tout f e
C(:<N) - C()(N). O

On a D¢j € E;41 pour tout j et (DE,|&;) = 0 pour k <n — 1 en utilisant D = D*. On a donc

Dén = anflé-nfl + an§n+17 Qp 7 Oa (9)

ot l'on peut fixer par récurrence la phase des vecteurs orthonormés &,, de telle sorte que les scalaires
non nuls a, := (D&, |&,+1) solent positifs. Soit f € ¢.(N),on a f =3 f(j)J; et

F1=2FDID: 851 = Y F(ay (162041 = €0 ml) + D F(az—1 (1§15 = 16X

= D (FG) = U+ D)y (1€404] = 1€ D) = D] o5 (160481 — 1€ 4l)
ou a; == (f(j) — f(] +1))aj. Soit T(j) := ([§;+1)¢;] — [§;{€;+1])- On a

”ZO@ H H Zagj (29) H + H ZO%HT(Q] +1) H = max || + max |ag; 1]

puisque les matrices des termes apparaissant dans le coté droit sont diagonales par blocs. De plus,
on a

1T (7)) = (Ch11§5+1)4E51Ek) — Cra1l€5 X & 411€k) = 6(5 — k)
de telle facon que

(k1] (Z o T ) k) = ay



et on obtient les inégalités
max |a;| < HZajT(j)H < max || + max |ag; 41|

ce qui donne

max |(£() = £ + D)agl < I[P FIl < max |(£G) = £+ D)ag| + max [(£G) = £+ D)a]
et
max [(f(j) = f(7 + 1))a;| < |[D, f] < 2max|(f(j) — f(j + 1))a;] (10)
Nous calculons maintenant la fonction de distance spectrale sur N associée au triplet spectral

(A, H,D).

Proposition 2.6 Soit ¢(n) = Zogj@ aj_l € R,. La fonction distance spectrale du triplet spec-
tral (A, H,D) de la proposition 2.4 est équivalente o la distance d(n,m) := |¢(n) — ¢(m)|, plus
précisément

1

d(n,m) < sup{|f(n) — f(m)] tels que |[D, f]| < 1} < d(n,m) (11)
Preuve : Par construction, on a a; > 0 de sorte que I'application ¢ est strictement croissante et
que d(n,m) := |p(n) — ¢(m)| définit une fonction distance sur N. La distance d(n, m) est donnée
par

d(n,m) = sup{|f(n) — f(m)| tels que max|(f(j) — f(j + 1))a;| < 1}
et donc (11) découle de (10). O

2.2 Matrice de Jacobi de I'opérateur prolate d’une paire cyclique

Au niveau formel, c’est-a-dire en ignorant le fait que D soit auto-adjoint ou pas, une paire cyclique
paire est déterminée par la suite (a,) qui donne la matrice de Jacobi de 'opérateur D dans la base
(&,) par (9) sans supposer que les a, sont réels.

0 a O 0 O

60 0 aq 0 0

N 0 61 0 (05} 0
D= 0 0 62 0 as
0 0 0 a O

On peut alors déterminer une représentation matricielle de Jacobi pour 'opérateur prolate formel
de la définition 2.2. Cet opérateur commute avec la notation v et est donc la somme directe de sa
restriction aux espaces propres H* := {{ € H | 7§ = +£}. Ces sous-espaces sont engendrés par les
vecteurs &, ol la parité de n est fixée.



En effet, le carré de la matrice de D est de la forme (pour n = 5)

aoag 0 apay 0 0 0
0 apagy + a1aq 0 a1a2 0 0
6061 0 alﬁl + (1262 0 o3 0
0 ai1ao 0 aoQs + a3as3 0 asay
0 0 Qo3 0 asas + a404 0
0 0 0 asay 0
et ses restrictions & H* sont des matrices de Jacobi de la forme générale
apQyp apay 0 0 apgag + a1aq a1a9 0 0
6051 aldl + (lgaz 203 0 6152 0,252 + agag asay 0
0 a903 asas + asQy ... ’ 0 asy a4ay + asas
0 0 [ e 0 0 506

Nous donnons maintenant la description matricielle de 'opérateur prolate formel de la définition 2.2.

Proposition 2.7 L’opérateur prolate formel de la définition 2.2, restreint a H*, est représenté par
les matrices de Jacobi J* dont les coefficients matriciels sont nuls, sauf ceux donnés par

+ T + = — 2
Jn,n+1 = Jn+1,n = —0A2n02n+1, Jn,n = —A2nd2n — A2p—102n—1 + 2nA (12)

- - - _ _ 2
Jnmﬂ = Jnﬂ,n = —Q2p+102n+2, Jn,n = —Qg,02, — A2p 182041 + (20 + 1)A (13)

Preuve : Ceci découle de la définition 2.2 et du calcul de la matrice de restriction de D? a H*.
o

3 Transformée de Hardy-Titchmarsh : place archimédienne

Cette section contient une démonstration détaillée du théoréme suivant.

Théoréme 3.1 Soit h,, les fonctions de Hermite normalisées.

(i) On a U(hy) = 2_%71'_%[/00(% —i8) ol Lo(2) := 7 *?T'(2/2) est le facteur d’Euler a la place
archimédienne.

(11) Les fonctions U(hsy,) sont de la forme U(ha,)(s) = (—=1)"Pn(s)U(ho)(s) ou les P, (s) sont des
polynémes de méme parité que n et qui sont orthogonaux (et normalisés) pour la mesure de
probabilité dm(s) := (27?)_%|F(i + 2)|*ds sur R.

(iii) L’application M : L*(R) — L*(R,dm), M(f)(s) := U(hg) " (s)f(s) est un isomorphisme
unitaire.

(i) L’isomorphisme unitaire Mol : L*(R)P*" — L*(R,dm) transforme les fonctions de Hermite
hon en polyndomes orthogonaux (—1)"P, et l'opérateur S en la multiplication par s.

(v) Soit N lopérateur de mise a l’échelle N(P,) :=n P, dans L*(R,dm). On a
1
(Mold) o Wyro(Mold)* = —82+27T/\2(4N+1)—Z (14)
ou s* est lopérateur de multiplication par le carré de la variable dans L*(R,dm).
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Par construction, les fonctions de Hermite h,, sont elles-mémes de la forme h,,(x) = H, (z)ho(x) ot
les H,, sont des polynomes orthogonaux (et normalisés). La transformée de Fourier F, ne préservant
ni le produit des fonctions ni leur nature polynomiale, le théoréme 3.1 n’est en aucun cas une
conséquence de la construction des fonctions de Hermite. L’opérateur U oS olf* est la multiplication
par s tandis que I'opérateur de Hermite donne la mise a I’échelle. Le résultat principal est que, grace
a I’équation fonctionnelle I'(z 4+ 1) = zI'(x) de la fonction I', on obtient des polynémes orthogonaux
naturels régissant les fonctions U(ha,) ot les h, sont les fonctions de Hermite normalisées.

3.1 Notation
3.1.1 FGR : LQ(R>pair N LQ(R)pair
La transformée de Fourier F., : L?*(R) — L?*(R)

F..(f)(y) = f £() exp(—2rizy)de (15)

se restreint au sous-espace L*(R)P*" < L*(R) des fonctions paires.

3.1.2  wy : LA(R)P" — L*(R*, d*u)

La mesure de Haar du groupe multiplicatif R* des nombres réels positifs est d*u := du/u. L’appli-
cation wy, est définie par

W (f)(u) = u? f(u)u e RE. (16)
3.1.3 F,: L*(R*,d*u) — L*(R)

La transformée de Fourier pour le groupe multiplicatif R est
w .
B (7)) = | fl)udu (1)
0

3.1.4 U:L*R)P" — L*(R)
La transformation unitaire U := 72 F,, 0wy est donnée par

U : LR — L(R), U(f)(s) =n2 OOO Flo)wi d*o. (18)

3.2 Forme canonique de 'opérateur de mise a I’échelle

Soient H := x0, et S := —i(H +3) agissant dans 'espace de Hilbert L*(R)P*" comme des opérateurs
non bornés. Par construction, S est le générateur auto-adjoint des transformations unitaires de mise
a ’échelle

(exp(itS)f) (x) = A2 f(Ax), A =e’teR.

Soit & = hg € L?(R)P%" le vecteur de norme 1 donné par
ho(z) = 23 exp(—ma?)z € R.

10



1 1 © 1/2—i 2 1 1,:s 1 .S
273wz U(ho)(s) = J V12T Ry = §7T_Z+’§F - — =
0

On définit la transformation unitaire

M LA(R) — L*(R,dm), M(f)(s) = U(ho) " (s)f(s) (19)
ol la mesure dm est [U(ho)|*ds

Proposition 3.2 (i) La transformation unitaire Vs := Mg oUs : L*(Xg)®s — L2(R,dmsg)
donne la forme canonique de la paire cyclique (D,&) ot D :=S et £ = &g = ns(&xn)-

(i1) La paire cyclique (S,&s) est paire et la mise a l’échelle est donnée par la transformée de
Fourier Fg qui devient la symétrie s — —s par la transformation unitaire Vs.

Preuve : (i) Le conjugué de S par U est la multiplication par la variable s puisque

w© 1 1_ . v 1 c w0 1 -0 .
J ((H + > ]‘) (v)v2 ¥d*v = J Op(V2 f(v))v™¥dv = itsf foyz="d*
0 2 0 0

Ceci reste vrai lorsqu’on conjugue par V, puisque par construction V(&) est la fonction constante

V(€s)(s) = 1.
(i) Le vecteur £, = hg est invariant par F., et cette transformation est unitaire de carré 1 et anti-
commute avec S, par conséquent le résultat découle de la proposition 2.4. O

3.3 Opérateur numérique N

Nous relions l'opérateur numérique N de la paire cyclique (S,&,) a l'opérateur différentiel de
Hermite H = —0? + (2mq)*.

Proposition 3.3 (i) L’opérateur numérique N de la paire cyclique (S, &) est donné par
H = -0+ (2mq)? (20)
(ii) Les fonctions propres de N sont les fonctions de Hermite paires ho, € L*(R)P¥" ou

hon(z) = ZO:(— 1)tk g —(2155'2(7;) !22]{)! ket (21)

Preuve : Les fonctions de Hermite (21) sont des fonctions propres pour 'opérateur H et donnent la
base orthonormée des fonctions propres pour la restriction de H a L?(R)P*" et les valeurs propres
sont 27 (4n +1). Le sous-espace F,, = L*(R)P*" couverture vectorielle des vecteurs S'&., pour j < n
est formé des fonctions paires e~ ™" P () ot P(z) est un polynéme pair de degré < 2n.

On obtient ainsi (7) et (7). O

En corollaire, on obtient I’équation (14) du théoréme 3.1.

Corollaire 3.4 ]
(MoU) o Wyo (Molt)* = =5+ 22X (AN + 1) — - (22)
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Preuve : On a par (4)

(W) (q) = (g*04(q)) + N Hy(q) = <—82 + A H — i) ()

ce qui donne (22) en utilisant (20) car VoSoV* est donné par multiplication par s par la proposition
4.2. o

3.4 Matrice de Jacobi pour S

Cette section doit étre comparée, pour les formules de la matrice tridiagonale, & la section 8 de [15]
(formules basées sur la série de Hermite).

On pose . .
ORI YRSl =L i R 3)

0

Proposition 3.5

(i) Les polynomes Py, sont orthonormés par rapport a la mesure de probabilité (2r)~%?|T (1 — i) [*dx
sur la droite.

(ii) La matrice agissant sur les vecteurs colonnes® de l'opérateur de multiplication par x dans la

base de P, est la matrice hermitienne de Jacobi avec 0 sur la diagonale et o, = 11/(2n +1)(2n + 2)
sur la diagonale supérieure.

Preuve : (i) La transformée V(ha,,) par Punité V := Mol : L*(R)P*" — L*(R,dm) est donnée
par le polynéme (—1)"P,, obtenu par 1'égalité

~ 1/2—i k 2k 2 1 1 -5 1 _S
J TR e T Iy = il = — i + k (24)
; 2 49

et I’équation fonctionnelle pour I'(z). Le polynéme Py = 1 donne la normalisation. L’orthonormalité
découle alors de 1'unitarité de V.
(1) En utilisant F,, o w, l'opérateur H + % correspond a la multiplication par iz, il suffit donc de

2 . - . ‘ 9 2 .
déterminer le coefficient de 22" 2~ dans (H + %)}Lgn. Le terme de plus haut degré dans ho,, est
L _1 -
22n,+4 (271)’ 5 7‘_nIQn,e T

771'1'2

L’application de l'opérateur H = z0, a e 2* donne
2 L . 2 . c
H(e 7™ ak) = 7™ 2k (—2m2® + k)
L . . ‘ P < 1 _1 .
Ainsi, le coefficient de 2*"*2e~™" dans (H + %)}LG est (—2m) 2271 (2n)! 727" tandis que dans Aoy, 4o,

c 1 1, 1 . . 2 ,
on a 22"t 1(2n + 2)!7277"1 Ainsi, pour ce terme le plus élevé, on a (H + %)hzn ~ ¢phan o pour

. o ' 1
e = (—2m) 22+ 5 (2p)1 "3 (22n+2+%(2n, + 2)!*%#“) - —5V@n+ )2n+2)

3. La matrice d’éléments (xP,,, Py, est la matrice transposée

12



ce qui donne, en utilisant la propriété d’orthonormalité de h,,, I’égalité

<<H + ;) Ron, hg,b+2> — —;\/(271 +1)(2n +2) (25)

Pour vérifier les signes, prenons le cas le plus simple :

1 1 1 2 dra® — 1
((#45)m) @ =@ = 2oimatye =, ) = 722

de sorte que (H + 5)ho = *%hg. Pour m =1, on a Py(z) = iv2 x.

Ainsi, 2Py = —ﬁPl. De (25) on obtient ainsi que la matrice de la multiplication par x, agissant
sur les vecteurs colonnes est de la forme

04 = 0 0 0 0
-5 0 iv3 0 0 0
0 —iV3 0 iy )22 0 0

0 0 —ix/B 0 W14 0

2
0 0 0~ 0 33

0 0 0 0 -3iy/3 0

l.e. que pour tout n

.177)” - OéinPnnLl + Oén/flpnfly Oy = %\/(271 + 1><2n + 2) (26)

de sorte que la composante de zP,, sur P, soit —%\/(271 +1)(2n + 2). O

Nous montrons dans la proposition 2.6 ci-dessous que pour la paire cyclique correspondant a la
place archimédienne, la distance spectrale est équivalente a la métrique induite sur N* < R*% par
la métrique invariante du groupe de Lie R .

Proposition 3.6 La métrique spectrale de la paire cyclique (S,&y) de la proposition 4.2 est équi-
valente a la métrique induite sur N* < R% par la métrique invariante du groupe de Lie RY .

Preuve : La suite (a, 9), obtenue aprés un changement de phase dans la base orthonormée,

) de (
est donnée par a,, = \/(n +3)(n+1). Pour n >0, on a

1
1 <a, log (1 + > < V/3log?2
n

ce qui montre que la métrique induite sur N* < R% par la métrique invariante du groupe de Lie

R* est équivalente a la métrique d(n,m) := |¢p(n) — ¢(m)| de la proposition 2.6. Cette derniére
métrique est & son tour équivalente a la métrique spectrale par la proposition 2.6. m
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3.5 Matrice de Jacobi de 'opérateur prolate

Déterminons maintenant les deux matrices de Jacobi données par les restrictions Wi de Uopérateur
prolate (2) aux sous-espaces pair et impair H* comme dans la définition 2.2. En fait, on pourrait
calculer directement ces matrices de Jacobi & partir des fonctions de Hermite et les comparer & la
section 8 de [15] (formules basées sur les séries de Hermite).

La matrice de Jacobi Wj\’ est de la forme suivante

2mA2 — 3 3 0 0 0
3 18728 V105 0 0
0 V105 34ma?- 4T 3, /18 0
0 0 34182 50mA?— 22 (/2730
0 0 0 V2730 66mA% — 2T

Pour une matrice de Jacobi J, on utilise la notation a,,, n = 0 pour les coeflicients J,, ,+1 = Jpnt1.n,
et b,, n = 0 pour la diagonale, c’est-a-dire b,, = J,, ,,.

Proposition 3.7 Les coefficients de la matrice de Jacobi de l'opérateur prolate W5 sont donnés
par

an = = ((4n + 1)(4n + 2)(4n + 3)(4n + 4)"*, b, = —8n® — 2n — z +27\%(8n + 1) (27)

|

Dans le cas impair, c’est-a-dire pour W, ils sont des formes suivantes :
1 15
an = 5 ((4n + 3)(4n + 4)(4n + 5)(4n + 6))%, b, = —8n®—10n — i 2mA%(8n +5)  (28)

Preuve : Ceci résulte de (22) combiné avec la définition 2.2 appliquée aux coefficients «, =
54/ (2n 4+ 1)(2n + 2) déterminés dans la proposition 3.6. o

3.6 Lien avec ’application &£ et zeta

Dans [11], nous avons mis en évidence des valeurs propres minuscules de la forme quadratique asso-
ciées aux formules explicites de Weil restreintes aux fonctions de test & support dans un intervalle
compact fixe. Les fonctions propres correspondantes ont été construites a partir de I'image par
I’application £ du spectre positif de 'opérateur prolate W. Nous avons utilisé ces fonctions pour
conditionner le triplet spectral canonique du cercle de telle sorte qu’il appartienne au noyau de
I'opérateur de Dirac perturbé et avons obtenu les zéros les plus bas de la fonction zéta de Riemann.
Pour A — oo, les fonctions propres pour les valeurs propres positives de W, sont approximées par
les fonctions propres de l'opérateur H = —d% + (2mq)?. Ces derniéres fonctions propres sont les
fonctions de Hermite {ho,}.
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Suivant [8], Proposition 2.24, nous expliquons maintenant dans quel sens le conditionnement de
l'opérateur de mise a 'échelle par £({ha,}), réalisé en prenant un quotient (au lieu d'un complé-
ment orthogonal comme ci-dessus), se rapporte aux zéros de zéta.

Soit S(R)P™" le sous-espace de la partie paire de I'espace de Schwartz S(R) obtenu en imposant les
deux conditions f(0) = f(0) = 0. Nous décrivons des combinaisons linéaires simples des fonctions

ham appartenant a S(R)§™, puis nous calculons leur image par 'application F,, o £, ou
Ei=wpoX, X(f Z f(nx)
La transformée de Fourier F, (hay,) est (—1)™ha, et donc les deux conditions f(0) = A(O) = 0 sont
remplies par les deux familles de fonctions.
h4e( ) hae12(0)
S i=h ——=h = —h h 29
257" /(2n)!
On a hy,(0) = (—1)"#. Ainsi on obtient
n!
2 1
(o) — I N (CODE k, 2k —mz?
U () = 21:(_1) 2 =R e (30)
Dans le cas etrange on a hy(z)/hy(0) = e ™" (4722 — 1). Le coefficient de 7a2e ™ ((40 + 2)!)z
dans hypio — h“” h est
3-20-1+1 1 _4 —20—1+1% 1 _ o—20+% At
(20)12! (20+1)! (20+1)!
On a donc . X
- 02725 ((40+2)1)2 4oop) a2
Y, (x) = (— G0+ 1) Tt | e (31)

Nous relions maintenant la transformée de Fourier F,(w (17 )) aux polynomes (23).

Lemme 3.8 (i) La transformée de Fourier F,(wey(¢))) est égale au produit du facteur local
archimédien ©—2T (%) en z = % — 18, par les polynomes suivants :

20
P (o)=Y et (U0 %,H( +1) (32

1
qui sont pairs, divisibles par

1
— + 5% et a coefficients réels et

4
02725 ((40 + 2)1)2 < is 1)

Fo@) == )

2 "4

20+1 320 T ((4¢ + 2)!)% g s 1
Ty 4(2€+1—k)!(2k)!1:[(‘7__+_>

qui sont impairs, divisibles par 1 + 52 et a coefficients purement imaginaires.
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(i) On a
l

P =27t (Pulo) - Pu() ) P(s) =27 (Paals) + 20 Purs  3) (34)

Preuve : (i) Les formules (33) et (34) découlent directement de (30) et (31) et de ’équation défi-
nissant la fonction I'. La divisibilité par 11 + 52 découle de 1'égalité

F,(w(v])) <;> = f z ) (z)d*z = 2J Vi (z)dr =0
0 —0

(77) en découle puisque (3.6) spécifie de maniére unique la correction requise pour les polynémes
rééchelonnés P,, afin de les rendre divisible par i + 52 sans altérer leur parité. O

La fonction de Riemann-Landau =

=(s) = T_DF(Z/Q)WZ/2C<Z) , z= % + is (35)

est entiére, d’ordre de Hadamard un, paire et réelle pour s réel, et on a

[1]

o

=EO|| 1— =], 2(0)=—-22——% ~(,497121
ou % + i passe par les zéros de zéta de partie imaginaire positive.

Soit alors Pjf(s) = —1(3 + s*)RF(s) définissant les polynoémes P;"(s). La proposition suivante
montre que ces polynémes donnent la factorisation de F,(£(¢;)) comme multiple de la fonction
=, et que tous les polynémes multiples de = sont obtenus de cette maniére. Soit H<; 'anneau
topologique de Hadamard des fonctions entiéres d’ordre < 1.

Proposition 3.9 (i) On a l’égalité
Fu(E(W7))(s) = Ry (s)E(s)

(ii) Le spectre de l'opérateur de multiplication par s dans le quotient de H<y par la fermeture du
sous-espace engendré par F,(E(VF)) est Uensemble des s € C tels que % +is soit un zéro non
trivial de zéta.

Preuve : Ceci découle du lemme 3.8, comme dans [8], proposition 2.24. m

4 Cas semi-local

4.1 Notations

Soit S un ensemble fini de places, o0 € S, et Ag I'anneau localement compact

AS = 1_[ Qv' (36)

veS
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Cet anneau contient ) comme sous-anneau en utilisant le plongement diagonal. Soit Qg le sous-
anneau de (Q donné par les nombres rationnels dont le dénominateur ne comporte que des nombres
premiers p € S. Autrement dit,

Qs = {qeQllglo <1, Vo ¢ S}. (37)
Le groupe I' := QY des éléments inversibles de 'anneau Qg est de la forme
KT = GL1(Qs) = {£p}* - pi* : pj € S\{oo}, n; € Z}. (38)
L’espace des classes d’adéles semi-local X est par définition le quotient
Xg:=Ag/T, (39)
et soit mg : Ag — X la projection canonique.

Le module s’étend & une application multiplicative | o |g de I'anneau Ag = [],.¢ Q, vers R

(o) ves|s = 1_[ ul, € Ry (40)

et, par construction, cette application passe au quotient Xg = Ag/I.

Les groupes

GLi(Ag) = [ [GL1(Q,), Cs = GLy(Ag)/T (41)

peS

agissent naturellement par multiplication sur le quotient Xg et l'orbite de 1 € Ag donne un plon-
gement C's — Xg.

Le complément de Cs dans Xg est de mesure nulle pour le produit des mesures de Haar des groupes
additifs des champs locaux (préservé par I’action du groupe dénombrable I'). En utilisant la dérivée
de Radon-Nikodym des mesures de Haar des groupes multiplicatifs par rapport a la mesure de Haar
des groupes additifs, on obtient une identification unitaire

wg : L*(Xg) — L*(Cs) (42)
(voir [8] Proposition 2.30).

On rappelle également (voir [8] (2.223) et (2.239)) que Cg est un groupe localement compact de

module
Mods(A) = [Als == [ A, VA= (),) € Cs (43)

peS

qui est (non canoniquement) isomorphe & R* x Kg, oit Kg est le noyau de Modg.
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4.2 Transformée semi-locale de Hardy-Titchmarsh

Nous étendons les formules (18) et (19) au cas semi-local. Nous utilisons les notations de la section
4.1.

Soit S un ensemble fini de places, o0 € S, soit Rg le sous-anneau compact maximal de ]_[p 20 Qp-
Pour f € L*(R)", soit ng(f) la classe de la fonction 1z, ® f dans L?(Xg). Plus précisément, on
a, en ignorant la sommation sur +1 puisque f est pair, et en posant I', :=1'n Q,,

ns(f Zf’YfUSC|7TS() (44)

La restriction de ng(f) au domaine fondamental F' = R% x R* de l'action de I' sur GL;(Ag) =
[Les GL1(Qy) est Rg-invariante et, puisque 1pg ® f s’annule sur y(1 x u) sauf si y € Z. On a

ns(f)(1 x u) foyu

Il en résulte que
ws(ns(f))(uw) = Es(f)(u) (45)
Es(f)(w) :=u' Y flyu) (46)

Proposition 4.1 Soit f € L*(R)**". Alors avec Ly(z) = (1 —p~*)~" pour z € C,
(i) On a

Fu(Ese) = (T (5 is) ) Eaas)io) (47

peS\{o0}

(i) Soit X\ > 0. On ans(P\) = PY ou P est le sous-espace de L*(Xg)Xs des fonctions a support
dans {x | |x| < \}.

(iii) Soit la transformée de Fourier de Q, normalisée de telle sorte que la fonction 1z, soit sa propre
transformée de Fourier et soit Fg, agissant dans L*(Xg), induit par le produit tensoriel des
transformées de Fourier locales. On a

Fgong =mnsolFe,.
(iv) On a ’r]s(f’;) c ]/3;9 ot Py et ]/3;9 sont les images de Py, P{ par la transformée de Fourier.

Preuve : (i) Pour simplifier, on considére le cas de S = {p, c0}. Alors on a

F.E(f)(s) =L, <§ — /,'s> (FLwe f)(s).

En effet, on a

= J H u! 2Z:f([f“z u S d*u = Z f pru) 2T Ry = Z )p 21) 2T gy
0 hx .
. - L . 1 P o § 1 T } 1 . l
- Zpép”]“sf fv)v2 "d*v = J fywe ™ dv(1—-p 2" =L, <2 — /s) (FLwef)(s).
B 0 0
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(ii) Le module |z| est égal & 1 sur les idéles principales et par conséquent, sur les éléments v e [' =
{£11p™ | n, € Z}. Ainsi |z| a du sens sur Xs = ([[Q,) /T et il en est de méme de Py. Smt f € Py

et ns(f) la classe de la fonction 1z, ® f dans L*(Xg). Soit x = (y,u) € Rg x R avec |:r| >\ Ona
A<z = lyllul < Jul = Jul > X = f(u) = 0.

(iii) découle du fait que 1g, est sa propre transformée de Fourier.
(iv) découle de (ii) et (ii7). O

Soit Us := F, o wg et Mg : L*(R) — L*(R, dmg) l'unitaire donnée par

Ms( <HL (——zs>>_1f(s), dms(s —H_[L <——zs)‘ ds (48)

veS

Soit Kg le noyau du module C's — R* et notons S le générateur de 'action de mise a I’échelle de
GLi(R); < GLy(Ag) = HpES GL1(Q,) sur L*(Xg)"s.

Proposition 4.2 (i) La transformation unitaire Vs := Mg oUs : L?(Xg)®s — L*(R,dmsg)
donne la forme canonique de la paire cyclique (D,&) ot D :=S et £ = &g = ns(&xn)-
(ii) La paire cyclique (S,&g) est paire et la mise a U'échelle est donnée par la transformée de
Fourier Fg, qui devient la symétrie s — —s par la transformation unitaire Vg.

Preuve : (i) L'unitaire Us : L*(Xg)*s — L*(R) est un isomorphisme et transforme l'opérateur S
en la multiplication par la variable s comme dans la preuve précédente. En appliquant (47) a &,
on obtient

Us(Es)(s) = Us(ns(§x))(s) =
Vs(€s)(s) = Mg olUs(hg)(s)

Ainsi, Vs : L*(Xg)®s — L*(R,dmg) est un isomorphisme qui transforme l'opérateur S en la
multiplication par la variable s et le vecteur &g en la fonction constante 1.

(ii) On vérifie directement que la transformée de Fourier Fg anticommute avec S. Elle fixe le vecteur
¢ par la proposition 4.1. L’unicité de la mise & 1’échelle montre que la transformée de Fourier Fg de-

H,,Es\{go}f:p(% i5) ) (B (60))(5) = [T Lo (3 = i)

H/—\

vient la symétrie s — —s sous la transformation unitaire Vs. O

Soit tg : L*(R,dm) — L*(R,dmg) 'application identité ts(f)(s) := f(s), Vs € R.
Proposition 4.3 (i) L’application vs est bornée par son inverse borné.

(i1) On a le diagramme commutatif suivant :

LA(R)™ —— [3(X )

|- |-

ds L’S ds
L (R’ TP ()2 ) —*LQ(R’ s )

(49)

Preuve : (i) découle du fait que la fonction [ [ g (o) L,(3 — is) est bornée et & inverse bornée, de
telle fagon que les dérivées de Radon-Nikodym dm/dmg et dmg/dm sont toutes les deux bornées.
(ii) découle de (47). o
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4.3 Opérateur de Hermite semi-local

Soit S une collection finie de places (y compris la collection archimédienne) et (S,{g) la paire
cyclique de la proposition 4.2. Comme dans la section 2, 'opérateur de Hermite associé Ng est
défini comme l'opérateur de mise a 'échelle associé a la filtration (E,,) de l'espace de Hilbert
L?(Xg)Xs par les sous-espaces engendrés par les itérations S7¢, 0 < j < n

Théoréme 4.4 1. Pour S = {0}, lopérateur de Hermite semi-local Ng est la restriction de
Uoscillateur harmonique & L?(R)Po.

2. Les fonctions propres de l'opérateur de Hermite semi-local Ng sont des éléments de L?(Xg)%s
de la forme ng(P5(x)e"™"), ot PS5 sont des polynomes obtenus par orthonormalisation et
récurrence.

3. La matrice de'S dans la base orthonormée de L?(Xg)Xs ci-dessus est une matrice hermitienne
de Jacobi.

Preuve : 1. Voir la section 3.3.

2. On a &g =24 )}S((f”z) et 'opérateur S = —i (U + é) agit comme une mise a 1’échelle sur la
variable archimédienne. Les sous-espaces E2 < L?(Xg)Xs s’obtiennent par itération de 'opérateur
S appliqué a la fonction 7/5((%7”'”’2) et I'opérateur de mise a l’échelle commute avec 7ng. Par consé-
quent, EY est 'image par ng de I'espace des produits ])(;1:)(1*7”'2 ou P est un polynéme pair de
degré < 2n. Puisque ng n’est pas unitaire, le processus d’orthogonalisation fournit des polynomes
P? qui dépendent de S.

n

3. découle de (9), i.e. la théorie générale des polyndémes orthogonaux. a]

Nous avons ainsi obtenu un candidat pour ’analogue de 'opérateur de Hermite dans le cas semi-
local, ainsi que pour 'opérateur prolate, comme dans la définition 2.2 :

1 2
W5 = (H + E) + A2 Ng.

Remarque 4.5 (i) En raison de la nature non unitaire de ng, on a Ngong # nso Ny sauf si S =
{oo} mais les filtrations associées aux sous-espaces N < n se correspondent par l’application
ns comme le montre le théoréme 4.4 (ii).

(11) Soit | e |s: Xg = Ag/T' — Ry le module comme dans (40). Une autre hypothése concernant
lanalogue semi-local de 'opérateur de Hermite est d’exprimer ce dernier lorsque S = {00}
comme la somme de la multiplication par |z|% et son conjugué par la transformée de Fourier.

(111) Notez qu’a moins que S = {0}, on a
| e [Zns(f) # ns( o |*f)- (50)
En effet, en supposant S = {p, 0} par souci de simplicité, on a pour f une fonction paire.

wsns(f) = E(F), E(F)(u) =u'? Y f(p"u)
N

L’image du cété gauche de (50) par Uapplication wg est la fonction u?E,(f)(u), tandis que
Uimage du coté droit de (50) par Uapplication ws est E,(] o |2f) qui, évaluée en u, donne
l’expression différente
U1/2 Z U2p2nf(an)
N

20



4.4 La transformée duale de Hardy-Titchmarsh

Soit, comme ci-dessus, S un ensemble fini de places contenant o0, et Uy := I, o wg. Soit

HL(+@ (51)

peS

et considérons l'espace de Hilbert L? (R By ()7 ( ) Soit Bs : L*(R) — L? <R
taire donné par

) TFs(Gs )IQ) I’espace uni-

(HL ( n )) 7(s) (52)

Définition 4.6 La transformée de Hardy-Titchmarsh duale est ['unitaire

ds

D LA(Xo)'s — LR
s+ DO = PR g

)|2> vs = BsolUs (53)

Proposition 4. 7 (i) L’égalité suivante définit un appariement sesquilinéaire
(B2 (R, e ) L (R, dm)

8)|2

€= [, Vee (R ), ne LR dm (54

(i1) Pour tout €, LX(Xs)¥s, on a (vs€[Vsnym = &),

Preuve : La preuve de (i) et (ii) découle de 'égalité valide pour toute place v et s € R,

I I
L, <2 + z,s> =L, <2 — 1,s> :

et de la combinaison de (48) et de (52). O

4.5 L’espace de Sonin dans le cas local

La définition locale de I'espace de Sonin est

Définition 4.8 Soit K un corps local et a un caractére additif de K. Soit A > 0. L’espace de Sonin
S\ (K, «) est le sous-espace du L*-espace des fonctions de carré intégrable sur K défini comme suit :

S\(K,a):={fe L*(K) | f(z) =0 & Fof(x) =0 Vax,|z| <)}
ou F, désigne la transformée de Fourier par rapport a «.
On utilise 'exponentielle imaginaire e : Q/Z — {z € C | |z| = 1}, e(z) := exp(2miz).
On dote Q, du caractére additif (obtenu par le plongement Q,/Z, c Q/Z)
ep:Qp— Qy/Z, = Q/Z>{2eC|lz] =1} =C (55)
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qui est égal a 1 sur le sous-anneau compact maximal Z, < Q,.

Etant données une fonction f € L*(K) et a € K*, on note f, la fonction f,(x) := f(azx). La
transformée de Fourier vérifie I'égalité

i F(f)a_l

lal

F(fa) =

Proposition 4.9 Soit p un nombre premier fini et K = Q,, o = e,. La partie Zy-invariante de
S1(Q,, ep) est unidimensionnelle, de générateur o, 1= €y — %61 ou €, est la fonction caractéristique
de {x € Q, | |z| = p"}. De plus, on a F.,0, = 0y,.

Preuve : La fonction €, est égale a (1z,),» — (1z,)»—1 car on a

en() = 1z,(p"2) — 1g,(p" ).

De plus, on a 1z, = Yo €g et (€0)ph = €rvi-
La transformée de Fourier de la fonction €, est alors donnée par

n n— n 1\ ¢ n 1
F(ip<€'ﬂ) =P (1Zz>)p7” - P 1(1217)?*"*1 =D (1 - p) Z €En-k— D 5€7n+1- (56)
0

Par (56) on a

1 1\ & 1 1\ ! !
Fe,,o-p = Fe,)EO — EF%EI = ((1 — p) ZG_k - p€1> - <(1 — p) Z € 1k — pEO) = €y — 1*761
0 0

donc F., 0, = 0,. Par construction, on a o,(z) = 0 Vz,|z| < 1 donc 0, € S1(Q,, ¢).

Montrons maintenant que tout ¢ € S;(Q,, e,) invariant par Z., est proportionnel a o,. Puisque ¢
est Z,-invariant, il existe des coefficients a,, € C tels que ¢ = D ez A€y €t la condition L? signifie
que Y. p"|a,|* < co. Puisque 9 (z) = 0 lorsque |x| < 1 tous les coefficients a,, pour n < 0 s’annulent
et on a1 = . a,e, Nous calculons maintenant la transformée de Fourier F, 1, qui, par (56),

est
n 1 S n 1
Fepw - Z Qp | P 1 - ]; 2 €E-n—k — P 567n+1 .

n=0 k=0
La somme de droite ne concerne que €; pour j < 0, a I’exception des termes ot n = 0 et &k = 0 dans
la somme » ;" €_,_j et du terme avec n = 0 et n = 1 dans —p”%)e_nﬂ. Ainsi, les termes ne faisant
. . . . y . 1 1 .
pas intervenir €¢; pour j < 0 sont donnés par l'expression ay (1 — 5) €0 — G1€0 — Ap, €1 Puisque

Y € S1(Qp, e,), la somme des termes faisant intervenir €; pour j < 0 est égale a 0, ce qui donne
I'égalité.

1 1 1 1
]FQP@D = Qo (1 — ) €p — Q1€ — Qp—€1 = (CLO (1 — ) — al) € — Qp—€1 = A€y + b€1.
p p p p

Enfin, pour que F,, (aey + be;) s’annule pour |z| < 1, il faut qu’il s’annule pour = 0, c’est-a-dire
que §(aey(x) + bey (z))da = 0, ce qui signifie que a + pb = 0. Cela donne (ao (1 - 1%) - a1> —ag =0,
ap = —pay, de sorte que 1 est un multiple scalaire de o, O
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4.6 L’espace de Sonin dans le cas semi-local

Soit S comme ci-dessus, et |e|s : Xg = Ag/I" = R, le module comme dans (40). Soit « le caractére
du groupe additif Ag = [ [ Q, obtenu comme produit de e, (voir (55)) par e, (x) := exp(2miz).
Soit og := @5\ {00} Op-

Définition 4.10 Soit A > 0. L’espace semi-local de Sonin S)(Xg, ) est le sous-espace de ’espace
de Hilbert L*(Xs)%s défini comme suit :

Si(Xs,a) i={f € L*(Xs)" | f(2) = 0 & Fsf(2) =0 Va,|z| <A}
ou Fs désigne la transformée de Fourier par rapport a .

Proposition 4.11 (i) Soit f € S\(R, ey), 0s(f) la classe de la fonction o5 ® f dans L*(Xg).
Alors 0s(f) appartient a S)(Xg, ).

(i1) On a
F(ws(0s(/)))() = Fu(wo(£)(s) x [T (1-p737") (57)

S\{oo}

Preuve : (i) Soit z = (z,y) € Rs x R = Ag tel que |2| = [2]s\{oo}|y|ec < A. Alors, soit |z|g (o0} < 1,
soit |yl < A. Dans les deux cas, on obtient og(z)f(y) = 0 ainsi que og(z )f(y) = 0. Il en va de
méme pour les éléments vz € Ag, v € 'y de sorte que la classe de o5 ® f dans L?*(Xg) appartient
a S)\(Xs, (J:’).

(ii) Pour simplifier la notation, nous supposons S = {p, c0}. On a, comme dans (44),

ws(os® F)(1 % A) = N2 3 (0, @ £, p"A) = AV (f(A);pr))

nez

puisque o, = €y — %)61.

Soit g = wy(f) alors on a

N2 (N p) = p"*(N\/p) 2 F(Np) = p?9(N/p)

donc on obtient 7
ws(os @ f)(1 x A) = g(A\) —p~2g(M/p).
On a ensuite

F,(g)(s) = f GNATdA

de sorte que, avec g1(\) = g(\/p), on obtient avec A = pu,

) = [ anarx = [ gvpxara = [ gtup) “d"u = B, ()05

ce qui donne I’égalité recherchée (57). ]
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4.7 La stabilité des espaces de Sonin
-1
On conserve la notation précédente. Puisque (1 — p’%”s) = Lp(% + is), on réécrit (57) comme

-1

Fass(0)6) = | T 5 (5+06) | B (59)

peS\{oo}

Proposition 4.12 Soit A > 0.
(i) Soit Fg la transformée de Fourier de L*(Xg). On a Fgofg = 0goF,,

(ii) Soit /'y Uapplication f — f, L? <R, IEOSZ%)P) — L? (R, ﬁ) On a le diagramme commutatif

LZ(R)ev s L2(XS)KS

e

12(R, e ) —— L2(R, e ) (59)

(iii) Soit f,g € L*(R)™". On a (Bs(f)lns(9)) = {f1g)-

Preuve : Par la proposition 4.6, on a 05(S)(R, e )) < Sx(Xg, a) oit Sy(Xg, ) est 'espace semi-local
de Sonin.

(i) Ceci résulte de I'égalité F. o, = 0y,.

(ii) Soit f € L*(R)*”. On calcule vg o 05(f). Par (53) on a vg = fs olUs = s o F,wg. Par (58)

5 0 05(1)(s) = (BsEs(05(F) (5) = (Tes Lot +19)) (Tyesm Lo +75)) (Bt f)(s) =
= Lfﬁ(% +15) (Fuwee f)(s) = veo (f)(s).

(iii) L’application Us = F,wg : L?(Xg)"s — L?(R) est unitaire, de sorte que l'on a

Os(f)Ins(g)) = UsOs(f)|Usns(g))

et en utilisant (58) pour le terme de gauche et (47) pour le terme de droite, on obtient

Os(Nins(g)) = <( 1‘[ L,( +is) (B )| 1‘[ Ly(s — i5)) (Fuweg)) = (flg)

peS\{ peS\{

ce qui donne I’égalité requise. O

Nous sommes maintenant préts a démontrer le fait suivant :

Théoréme 4.13 Soit S 3 o0 un ensemble fini de places et X > 0. Alors l'application 0s est un
isomorphisme hilbertien des espaces de Sonin 0g : S)\(R,e,) — Sa(Xs,a) ot « est le caractére
normalisé.
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Preuve : On sait déja que 0s(SA(R,ex)) © Si(Xs,a) par la proposition 4.6 (i). Pour démontrer

Iégalite, soit h € Sy (X, a). Le diagramme commutatif (59) montre que I'application g : L*(R)* —
L?(Xs)%s est bornée par son inverse bornée ; il existe donc un unique f € L*(R)* tel que 05(f) = h.
Pour montrer que f € Sy(R, ey ), il suffit de montrer que f est orthogonal & tous les éléments de
Py et 16; Par état fondamental (ii) et (iv), on a ng(Py) = Py et 7}51(16;) < PY. On obtient ainsi,
par groundstatedual (iii), que pour tout élément g € Py, ou g € Py, on a

{flg) = <Os(f)ns(g)) =0
car, par construction, le sous-espace Sy (Xg, ) est orthogonal a Pf et a P; On conclut donc que
fe SR, ex). o
4.8 Espaces hilbertiens de fonctions entiéres

La stabilité démontrée par le théoréeme 4.13 montre que la structure hilbertienne des espaces de
Sonin Sy (Xg, ) est indépendante de S et que la théorie des espaces de Hilbert de fonctions entiéres
[2] fournit en fait une réalisation canonique de ces espaces, que nous décrivons maintenant. Il est
important de souligner que le choix de I’ensemble fini S joue un role clé dans la fixation du produit
scalaire dans ’espace hilbertien.

4.8.1 Lien avec les espaces de Hilbert de fonctions entiéres

Le lien entre les espaces de Sonin (appelés “espaces de Sonin” dans [2]) et les espaces de Hilbert de
fonctions entiéres, di a de Branges [1,2], est que I'application (cf. aussi [3,5])
S\(Re) 3 o (7)) 1= 7T () | ploewae (60)
R

envoie S)(R,e,) sur un espace de Hilbert de fonctions entiéres, noté ici By, qui appartient a la
classe des espaces de de Branges.

4.8.2 Stabilité sous amplification semi-locale

La restriction de M (f)(z) a la droite critique, c’est-a-dire z = 1 + is, coincide avec la transformée
de Hardy-Titchmarsh duale dans le cas S = {0},

70 (5 +is) = w09 (61)

comme il ressort de la définition 4.6, (53), (54).

Proposition 4.14 Soit S 3 o0 un ensemble fini de places et A > 0. L’application vs est un iso-
morphisme d’espaces hilbertiens entre Sy(Xg, ) et By et on a le diagramme commutatif

SA(R, eo0) ————— 8,(X5, )

Rl
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Notons que By hérite de produits scalaires différents de son plongement dans L? <]R, PE;W)

4.8.3 L’espace de De Branges B}

Soit 2* le symétrique de z par rapport a la droite critique L = % +iR.

Un espace de de Branges est un espace de Hilbert K de fonctions entiéres vérifiant les axiomes
suivants :

(1) I’évaluation en tout w € C est continue;

(2) Vapplication F — F# F#(w) = F (w#) est une anti-isométrie unitaire de K ;

(3) si F(y) = 0 alors G(w) = (w —7#) /(w — ) F(w) appartient a K et |G| = | F|.
Il résulte de ces axiomes que pour tout S 3 oo fini, I'espace By obtenu en dotant 1'espace By de la

norme induite par son plongement dans L? <]R, ‘Esdﬁ) est un espace de De Branges.

Remarque : Fonctions de structure

Le fait pertinent suivant est que pour S = {0}, Burnol a calculé une fonction de structure &), telle

que
L
5))\ (5 + ZS>

ol ¥ désigne le symétrique de z par rapport & la droite L qui détermine By comme un espace de

ds
? [Eoo(s)]?

(6] < |(2)], = |Ex(s)|

de Branges dont le produit scalaire est hérité de son plongement dans L? <]R

Par une définition équivalente des espaces de de Branges (cf. [2]), il résulte que
F Ft
By={F:C—>C; —, —eH(L");. 63
-1 JE A 1 (63
Ici, L est la droite Rz = %, L* le demi-plan Rz > %, H?(L*) est espace de Hardy de LT, et
F*(2) := F(2%) ou z* désigne le symétrique de z par rapport & la droite L.

ds
" B ()] B
(60) a la droite Rz = %, on réalise Sy(R, ey,) comme 'espace des fonctions F' € ker 0 telles que
ds

F | LelL? (]R, W) et satisfait la condition d’espace de Hardy supplémentaire, c¢’est-a-dire

comme une version L? de H3"(C). Notez que la norme L* de F' | L dans L* (R, m;ﬁ) est la

Ainsi, en identifiant S (R, e,) & son image dans L? <R > obtenue en restreignant la formule

méme que la norme L? de F € B,.

5 Représentation métaplectique dans le schéma de Jacobi

5.1 Représentation infinitésimale et opérateur prolate

Rappelons que la représentation métaplectique w de s[(2,R) sur L*(R) est réalisée au niveau
infinitésimal en faisant agir la base standard {h,e;,e_}, avec [h,e;]| = 2e, [h,e_] = —2e_,
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[et,e_] = h, sur S(R), via les opérateurs différentiels.

1 , 1
w(h) := xd, + 3 w(e,) :=imr?, w(e ) := E@z (64)

Ainsi, @w(h) est & un facteur i prés 'échelle S tandis que 'opérateur de Hermite s’obtient comme
w(k) en utilisant le générateur k = i(e— — e) du sous-groupe compact maximal K = SO(2).

Avec ces notations, on a que

o (k) = m2? — %a;{; (65)

est 'opérateur de Hermite de spectre {n + %; n € Z*} et les fonctions de Hermite
2 1 _1/2 2/2 22 22
hy, = <2 "2l 7r"> P,(x)e ™% ou les P, =(—-1)"e"" 0 (6_ ™ > :
fournissent les fonctions propres associées formant une base orthonormée.

Ainsi, en passant a autre base C standard {k,n,,n_}, oi ny = %(h$i(e+ +6_)), la représentation
w est déterminée par (65) avec

2 xo 1, 1 0 N’
w(n+)—§+7+§mg +Z—<2m+x\/;) =a (66)

B T Y 1:_(_2%”\/?)2:—(@*)2 (67)
‘

+ = —zmxr" + -
8T 2 2 4
oua = ﬁ% + x\/g et a* = ~5s T [E\/g sont les opérateurs d’annihilation et de création, pour
lesquels w(k) = aa® + a*a. 1ls fonctionnent comme des opérateurs d’abaissement et d’élévation par
rapport a la base {h,; n € Z"} puisque

w(n_) =

1
alhe) =0, a(h) = |5 s, et a*(hn) = ”; bt Ve Z*. (68)
L’opérateur de Casimir C' := h* + 2(ese_ + e_ey) vérifie w(C) = —3. En particulier, cela montre

que L*(R) = L?(R)P%r @ L*(R)™Per représente la décomposition de w en deux sous-représentations
irréductibles de plus faible poids, respectivement % et g

Proposition 5.1 Au niveau formel, 'opérateur W est de la forme w(W,) ou Wy est l’élément
suivant de l'algébre enveloppante U(sl(2,R))

1
Wi =h2+47r)\2k—1.

Preuve : Cela découle de 'utilisation de (4), (63) et (64). o
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5.2 Représentation métaplectique et polynémes orthogonaux

Nous allons maintenant présenter la représentation métaplectique comme un cas particulier d’une
construction générale pour les polyndémes orthogonaux. Comme dans la section 2.2, nous considérons
d’abord le cadre général des polynémes orthogonaux par rapport a une mesure du sur R telle que
dp(—s) = du(s). Modulo un changement de phase dans la base orthonormée, nous pouvons supposer
que les coefficients a,, de la matrice de Jacobi A pour la multiplication par la variable s € R sont
positifs.

0 a O 0 O

Qo 0 aq 0 0

. 0 aq 0 (05} 0
A=10 0 @ 0 a (69)

0 0 0 a3 O

Les coefficients a,, sont déterminés par les moments ¢, := §t"du(t) par (voir [18] 2.2.7, 2.2.15)
kn
kn+1

ou les D, sont les déterminants des matrices de Hankel de la forme, puisque les moments impairs
s’annulent,

Ap =

Fn = (Dp1/Dy)"? (70)

?

Co 0 Co 0 Cy 0
0 o 0 ¢ 0 ¢4
o 0 ¢4 0 ¢ O
0 Cyq 0 Cg 0 Cg
Cy 0 Cg 0 Cg 0
0 Cg 0 Cg 0 C10
Pour étudier I'algébre de Lie engendrée par A et I'opérateur de mise a ’échelle N, NP, = nP,.
Soit ) )
F, ::N—i—Z[A,N], F_ :=N—Z[A,N] (71)
Lemme 5.2 (i) Le double commutateur [[A, N], N| = A.
(i1) Le commutateur [Fy, F_] est égal & —iA.
(111) Le commutateur double [A,[A, N]| est égal a f(N) pour la fonction

f(n) =2(ay_, — az) (72)

(iv) On a[A,Fy] =2iF. + Y ot la matrice diagonale T a pour éléments d,, avec

%dn =-2n+a:—a’_, (73)
(v) La matrice F, — %z’A est triangulaire supérieure et est la somme N —1S ou S est le décalage
pondéré
0 ap 0 0 0 O
0 0 agz 0 0 O
S 0 0 0 a 0 O
00 0 0 ag O
0 0 0 0 0 aq
00 0 0 0 O
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Preuve : (i) Le commutateur [A, N] est de la forme

0 ao 0 0 0 0
—ag O a 0 0 0
0 —a; O as 0 0

0 0 —ay O as 0 (74)
0 0 0 —as 0 a4
0 0 0 0 —aq4 O
et le double commutateur [[A, N|, N] = A.
(ii) On a
1 1 1
[F,F_] =[N+ f[A,N],N — ?[A, N]] = =[[A, N], N] = —iA.
i i i
(iii) Ce fait important provient du calcul de [A, [A, N]]| qui donne la matrice
22 0 0 0 0 0
0  2a2—2a? 0 0 0 0
0 0 2a2-22 0 0 0
0 0 0 2ai-2a2 0 0
0 0 0 0 2a3 —2a; 0
0 0 0 0 0
(iv) On a
1 1
[A,F.] =[A,N]+ ?[A., [A,N]] =2iF, + 7Y, d, =—2in+ 2*]‘(7))
i i
(v) Par (74), la matrice F'; — %iA est triangulaire supérieure. o

On cherche une représentation o de sl(2,R) telle que, avec A comme dans (69) et k = i(e_ —ey),

o(h)=—iA, o(k)=N+c¢ (75)
pour une constante c.
L’identité
[h,[h, k]] = —2i([h,es] + [h,e_]) = —4di(ey —e_) = 4k (76)
se traduit par la relation
[A,[A, o (k)]] = —4o (k). (77)

D’apres le lemme 5.2 (iii), [4, [A, N]] est la matrice diagonale & éléments diagonaux 2(a2_, — a?).

L’identité (77) est donc équivalente a

2(a2 | —a)=—4(n+c), ¥Vn=0. (78)

n

On a [h, k] = —2i(e; + e_), de telle fagon que
. I (79)
€y = 2 2 ’ y €= 2 9 )
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Ainsi, avec la notation du lemme 5.2, on obtient, en utilisant (75)
1
o(es) = §(F+ +e), ole) = (=F- -0
Ainsi, par le lemme 5.2 (7v), on obtient
1 , 1
[U(h)a O’(G.,.)] = 5[147 F—i—] = ZF—i— + éT

L’égalité de l'algebre de Lie [h, e, ] = 2e; ainsi que (73) et (78) déterminent alors de maniére unique

c= }L. Cela détermine de maniére unique que a,, la représentation o et F, := —io(e4) sont donnés
par
1 1 1 1 1 1
E,=-|N+-]+-[AN E =—(N+-)+-[AN
c=g (e g) + gl 3 (v4g)+ qlam, (50)

Théoréme 5.3 (i) Les coefficients positifs a,, sont spécifiés de maniére unique afin que (75)
définisse une représentation de l’algébre de Lie sl(2,R). On a

Uy = %\/(271 +1)(2n +2). (81)

(ii) Le probléme des moments de Hamburger pour les moments associés a la suite a, par (70) est
déterminé.

(111) La mesure unique dp du probléme des moments de (ii) est la mesure de probabilité propor-
tionnelle a |T(3 + Lis)|*ds.

(iv) La représentation o est la composante paire de la représentation métaplectique w de §f1(2, R).
Preuve : (i) En utilisant (78) avec ¢ = 1, on obtient

2(a2_, —a2) = —4n —1

n

de sorte que l'on obtient (80).
(ii) D’apres [17] Thm. 2, p. 86 le probleme du moment de Hamburger correspondant est déterminé,
comme il résulte de [16] Corollaire 6.19 puisque

ZE:Z (2n+1) 2/L+2):L.

(iii) Les coefficients a,, concordent avec ceux donnés par la proposition 3.3, aprés remise a ’échelle
par puissances de 1.

(iv) Les valeurs propres de o(k), qui servent de pondérations a la représentation o relative au sous-
groupe de Cartan :97)(2) c 37}(2, R), reproduisent exactement le spectre de 'opérateur d’Hermite
transporté depuis L?(R)®". Ceci identifie la représ ésentation irréductible o comme étant la composante

paire de la représentation métaplectique w de S L(2 R). m
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Nous déterminons maintenant explicitement les moments ¢, := {t"du(t) ot du est la mesure de
probabilité proportionnelle & |T'(§ + 3is)[>. Nous utilisons les égalités (70),

ky, 1
2 (2n +1)(2n + 2),

"7

k'n = (anl/Dn)l/Za Ap =

ce qui implique

n—1 An
D, 1/D, =k, k* =k a(j) = —
Ceci détermine ensuite les moments et montre qu’ils sont des nombres rationnels. Les premiers

sont :
C()Z]_ 6221 C4=’Z 06:@ 682@ 6102357721
’ 2’ 4’ 8’ 16 ' 32
On constate généralement que les dénominateurs des moments sont de la forme 2" pour cy,, de
sorte qu’ils sont déterminés par une suite d’entiers. Les premiers sont

1, 7, 139, 5473, 357721, 34988647, 4784061619, 871335013633, 203906055033841,
59618325600871687, 21297483077038703899, 9127322584507530151393, . ..
Il s’agit d’une suite d’entiers classique, connue sous le nom de A126156 [14]. En fait, on a

Proposition 5.4 Les moments normalisés ¢, de la mesure (2m)~%?|0(3 + Lis)|*ds sont tels que
cn = 0 pour n impair et

(iz)" 2
Loy “Nerer (52)
Preuve : La normalisation signifie que ¢y = 1 et que la mesure du proportionnelle a ]T(% + ézs) %ds
est une mesure de probabilité. Le membre de gauche de (81) est alors égal a
(1z)™ - _ .
Z(:,IT = exp(isz)du(s) = (exp(izh)F,(w(§))|F,.(w(€)))
! .
ou e L*(R)®, {(z) =e ™ of I est I'opérateur auto-adjoint de la multiplication par s.
- oz 2 1 1, ;s 1 S
F/ w(& g) = ',71,,'271,5 3fﬁﬂ””(]*;17 _ 7_73+15F Z ;=
(w(©)(s) = [ s (313
On a (F,fy)(s) = N5(F,f)(s) ou fi(u) := f(Au), et en prenant A = e® on obtient
)" ) 12 ” —mAZ2 it g \1/2 2\-1/2
D ien—— = (AV26[6) = A e e dt = AV2(1 4+ A?)
n! .
ce qui donne ’égalité requise. O
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