Traduction de I’allemand au francgais d’une lettre manuscrite de Gauss a Encke du 24
décembre 1849

Texte 1 :
Cher Ami,

Je tiens avant tout a vous remercier tres sincerement pour votre envoi attentionné de ’annuaire
1852.

L’aimable communication de vos commentaires sur la fréquence des nombres premiers m’a intéressé
a plus d’un titre. Ils m’ont rappelé mes propres préoccupations sur le méme sujet, dont les pre-
miers commencements remontent a une époque tres lointaine, en 1792 ou 1793, lorsque j’ai acquis
les suppléments de Lambert aux tables de logarithmes. C’était, avant méme d’avoir entrepris des
recherches plus fines en arithmétique supérieure, une de mes premieres taches qui attira mon at-
tention sur la fréquence décroissante des nombres premiers ; pour cela, je les comptais dans les
chiliades individuelles, et les Résultats consignés sur l'une des feuilles blanches ci-jointes. Je me
suis vite rendu compte que sous toutes les fluctuations, cette fréquence était, en moyenne, inverse-
ment proportionnelle au logarithme, de sorte que le nombre de tous les nombres premiers sous une
limite donnée n était proche de 'intégrale
dn
/ log n

ou le logarigthme est le logarithme hyperbolique. Plus tard, lorsque j’ai pris connaissance de la
liste imprimée dans les planches de Véga (a partir de 1796) jusqu’a 400 031, j’ai encore élargi mon
décompte, ce qui a confirmé ce rapport. L’apparition du cribrum de Chernac en 1811 m’a procuré
une grande joie, et je n’ai aucune patience pour un dénombrement soutenu de sorte que, tres sou-
vent, je passe des quarts d’heure de ci de la a compter une chiliade ici et 1a ; cependant, a la fin, j’ai
laissé cela sans completement terminer le million. Ce n’est que plus tard que j’ai profité du travail
acharné de Goldschmidt, en partie pour combler les lacunes qui restaient dans le premier million,
et en partie pour continuer a compter selon les tables de Burckhardt. Ainsi, les trois premiers
millions ont été comptés (depuis de nombreuses années) et comparés a la valeur intégrale. Je viens
d’en faire un petit extrait ici.

Texte 2 :

'Référence : https://gauss.adw-goe.de/handle/gauss/199.
Traduction : Denise Vella-Chemla, assistée de Google traduction, mais en ayant beaucoup corrigé, et non assurée,
n’étant pas germaniste que la traduction est correcte, février 2024.
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Je ne savais pas que Legendre avait également traité de ce sujet ; a l'instigation de votre lettre, j’ai
parcouru sa Théorie des Nombres et j’ai trouvé quelques pages qui s’y rapportent dans la deuxieme
édition, que j’ai du négliger auparavant (ou oublier depuis). Legendre utilise la formule

n
logn — A

ou A est supposé étre une constante, pour laquelle il fixe 1,08366. Apres un calcul rapide, je trouve
ensuite les écarts dans les cas ci-dessus :

—~23,2
+A4yt
4+ 68,1

e ?2.5’
+i$9./
~167.6

Ces différences sont encore plus petites que celles avec I'intégrale, mais elles semblent croitre plus
vite que cette derniere a mesure que n augmente, de sorte qu’il serait facilement possible que, si
on continuait beaucoup plus loin, cette derniere dépasse cette derniere. Afin de mettre en accord
le nombre et la formule, il faudrait définir respectivement au lieu de A = 1, 08366.
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Texte 3 :

11 semble que lorsque n augmente, la valeur (moyenne) de A diminue ; mais si la limite & mesure
que n grandit vers l'infini devient 1 ou une grandeur différente de 1, je n’ose pas spéculer. Je ne
peux pas dire qu’il est possible d’attendre une valeur limite tres simple ; d'un autre coté, I’excédent
de A sur 1 pourrait tres bien étre une quantité du style

on
log n
En supposant que la formule de Legendre présuppose une fonction différentielle, ce serait
on
logn —(A—1)

J'inclinerais a croire que la différentielle de la fonction en question doit étre plus simple que la
fonction elle-méme ; a propos, votre formule serait pour un tres grand n

n

1 _
0gn = 5o

peut étre considéré de maniere cohérente, ou k est le module des logarithmes de Brigg, c¢’est-a-dire

1
avec la formule de Legendre, si 'on pose A = Sk 1,1513 ensembles.

Enfin, je tiens a souligner que j’ai remarqué quelques différences entre vos décomptes et les miens.
Entre 59 000 et 60 000, vous avez 95 et 94 et entre 101 000 et 102 000, vous avez 94 et 93.

La premiere différence est peut-étre due au fait que les Suppléments de Lambert, le nombre premier
59 023 est répertorié deux fois.

La chiliade de 101 000 a 102 000 des suppléments de Lambert regorge d’erreurs ; j’ai barré 7 chiffres
dans ma copie.

N’obligez pas le jeune Dase a mettre les nombres premiers dans le document de décompte, et je
crains que le public ne devrait pas le posséder 7

Je remarque que dans le 2°™¢ et le 3°™¢ millions, il n’y a pas de nombres premiers, et par contre,
2 nombres non premiers sont comptés. Pour ce cas le comptage selon mes instructions selon un
schéma particulier est fait, ce que j’ai moi-méme déja fait dans une partie du premier million de
demandes. Les comptes de 100 000 chacun poursuivent les millions a partir des tablettes situées a
I’Académie.

Texte 4 :
Ci-dessous, sur une (petite) page d’octave en 10 colonnes, chacune relative a une myriade ; il y a

aussi une colonne devant (& gauche) et une derriere (a droite) ; a titre d’exemple, voici une colonne
verticale et les deux colonnes supplémentaires de I'intervalle 1 000 000 — 1 100 000

3
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Par exemple, utilisez la 1°7 série verticale pour expliquer cela : dans la myriade de 1 000 000 &
1 010 000, il y a 100 Hecafontades, dont 1, qui ne contient qu'un nombre premier, et aucune du
tout avec 2 ou 3 ; 2 pieces avec 4 nombres premiers chacune ; 11 pieces de 5 chacune, etc. le
tout donne 752. = 1,1+ 4,2 4 5,11 + 6, 14 4 etc. La derniere colonne contient les agrégats des
10 individuels. Les chiffres 14.15.16 dans la premiere rangée verticale sont ici élevés, puisqu’il n’y
a pas d’'Hécafontades avec autant de nombres premiers ; mais dans les pages suivantes, ils devi-
ennent valables. Finalement, les 10 pages sont a nouveau combinées en une seule et constituent
ainsi I'ensemble des 2 millions. Mais il est temps d’arréter. Je tiens également a vous remercier
chaleureusement pour vos informations sur la coloration du ?77?7. Il n’y a toujours pas d’issue au
labyrinthe dans lequel nous ont entrainés les singeries des Frangaisﬂ

Avec mes veeux chaleureux pour votre bien-étre, qu’il soit toujours le votre.

Par moi pour ca
En fidélité

Gottingen 24 décembre 1849 C.F. Gauss

2note de la traductrice : dans notre face.



Remarques :

Le nombre de nombres premiers de 2 (= premier nombre premier) jusqu’a une limite supérieure
n est une fonction échelonnée, car dans certains intervalles, il n’y a aucun nombre premier avant
qu'un saut de 1 vers le haut ne se produise. Cette fonction échelon m(n) est approchée avec une
trés bonne approximation par la fonction lisse N = (n), qui est donnée par N selon la formule de
Gauss

Nzl—{—/ dx/In x
2

est donné, ou (puisque 1 n’est pas considéré comme un nombre premier) 2 est le plus petit nombre
premier. Par exemple, jusqu’a la limite n = Imilliard(10'°), il existe un total de N = 50847534
nombres premiers ; La formule de Gauss donne N = 50849235, une valeur approximative avec une
erreur de seulement 0,003 %. La formule de Legendre donne par contre (selon la valeur de A, ici
avec A = 1,1513 selon Gauss) N = 51093488, et donc une erreur de l'ordre de 0,48 %.
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