Les pavages d’Ammann-Beenker revisités

Nicolas Bédardie, Thomas Fernique

Résumé : Cet article introduit deux tuiles dont les pavages forment une famille de pavages a un
parametre qui peuvent également étre vus comme la numérisation de plans en deux dimensions dans le
plan euclidien & 4 dimensions. Cette famille contient les pavages d’Ammann-Beenker comme solutions
d’un probleme simple d’optimisation.

1 Introduction

Ayant décidé de carreler votre salle-de-bains ce week-end, vous vous rendez dans votre magasin de
bricolage favori. La, vous voyez une offre particulierement inhabituelle sur deux tuiles étrangement
crantées (Fig. [1]): “Payez les carrés cash et on vous offre le losange !”

54

Figure 1: Deux tuiles crantées.

Craignant que ¢a ne soit une escroquerie, vous essayez d’imaginer comment vous pourriez car-
reler votre salle-de-bains a moindre cott. Apres une réflexion attentive, vous voyez que les pavages
possibles sont exactement ceux dans lesquels deux losanges adjacents ou connectés par des carrés
alignés ont des orientations différentes (voir Fig. . En particulier, les losanges seuls ne permettent
pas de paver, et vous devriez donc acheter quelques carrés. Vous pourriez bien str n’utiliser que
des carrés seuls, mais alors vous rateriez 1'offre !

Ea@f 7 pemame

Figure 2: Deux losanges ne s’emboitent que s’ils ont des orientations différentes. Cela continuera
de marcher avec des carrés alignés entre eux, puisque ceux-ci ne font que transporter les entailles.
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On va montrer que la fagon la moins chere (sinon la plus simple) de carreler la salle de bains
est de former un pavage non périodique, notamment un pavage d’Ammann-Beenker. De plus,
on montrera que ’ensemble de tous les pavages possibles forment une famille de pavages a un
parametre qui peuvent toutes étre vues comme les numérisations de plans a deux dimensions dans
le plan euclidien a 4 dimensions. La figure [3] dépeint quelques pavages possibles, avec le pavage
d’Ammann-Beenker tout a fait a droite.

Cela n’est pas seulement intéressant pour le carrelage des salles de bains, mais cela fournira
un nouvel apercu de la théorie des quasi-cristaux. En effet, la numérisation des plans irrationnels
dans des espaces de dimension plus grande (également appelée pavages de projection) sont un
modele commun de quasi-cristaux, et les résultats ci-dessus donnent un exemple de la fagon dont
des contraintes locales tres simples peuvent renforcer un ordre a plus grande distance, avec la non-
périodicité provenant simplement des proportions des tuiles. En particulier, des variations légeres
dans les proportions des tuiles autour de celles d’'un pavage non périodique peuvent amener a des
pavages périodiques qui en seraient proches, ceci rappelant les approximants des quasi-cristaux.
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Figure 3: Trois pavages différents (les entailles ne sont pas dessinées).

La suite de cet article s’organise comme suit. La section [2| rappelle brievement 1’histoire des
pavages d’Ammann-Beenker. Les sections [3] et [4] introduisent les notions principales, la section
établit une connexion simple mais puissante avec les résultats classiques de la géométrie algébrique,
et la partie technique de notre preuve est exposée dans la section [f. On conclut en section [7] en
établissant formellement notre résultat principal (le théoreme [7)).

2 Pavages d’Ammann-Beenker

Les pavages d’Ammann-Beenker sont des pavages non-périodiques du plan par un carré et un
losange a angle de 45°. Présentant une 8-symétrie (locale), ils sont devenus un modele populaire
des 8-quasi-cristaux [8]. Ils ont été introduits par Ammann dans les années 1970 et Beenker en
1982, indépendamment et selon des points de vue différents.

D’un coté, Ammann a défini ces pavages comme ceux qui peuvent étre fabriqués a partir de deux
tuiles a entailles, et une tuile “clef”, avec une non périodicité découlant de la structure hiérarchique
contrainte par les entailles. On peut comparer cela a la premieére (et concomitante) définition des
pavages de Penrose [7].

D’un autre coté, suivant l'approche algébrique de de Bruijn pour les pavages de Penrose [2],
Beenker a défini ces pavages, qu’il a appelés grilles losanges, comme les numérisations de plans



paralleles dans R?*, avec la non périodicité découlant de l'irrationnalité des pentes de ces plans
[1]. Malheureusement, Beenker ignorait le travail du mathématicien amateur Ammann, il publia
seulement quelques années plus tard [4], et il fut incapable de trouver des tuiles crantées qui ne
peuvent permettre de former que ces seuls pavages. Ala place, il introduisit les pavages que 1’'on
peut faire avec des tuiles présentant 1’entaille de la figure[l| appelés losanges fiéchés et il démontra
que leur ensemble contient strictement ’ensemble des pavages grilles losanges.

Pour conclure ce court apercu, mentionnons que les pavages d’Ammann-Beenker ne peuvent
pas étre caractérisés par leurs motifs locaux, c’est-a~dire que, pour tout r» > 0, il existe un pavage
dont les motifs de rayon r apparaissent tous dans un pavage d’Ammann-Beenker mais qui n’est pas
lui-méme un pavage d’Ammann-Beenker [3]. Les entailles des tuiles doivent donc transporter une
certaine information sur des distances arbitrairement longues !

3 Pavages octogonaux et planarité

Soient 7,...,U; des vecteurs unitaires deux a deux non colinéaires du plan euclidien. On définit
les six losanges {Av; + pv; | 0 < A\, pu < 1}, avec 1 < i < j < 4, et on appelle pavage octogonal
tout recouvrement du plan euclidien par des losanges translatés, dans lesquels les losanges peuvent
s’intersecter seulement sur un sommet ou sur un co6té complet (Fig. [3).

Soit €1,...,€; la base canonique de R*. Un relévement d'un pavage octogonal s’obtient en
envoyant ses losanges sur les faces d’hypercubes unité de Z* de telle facon que n’importe quels
deux losanges adjacents le long de v}, s’envoient sur deux faces unitaires adjacentes le long de €.
On obtient une surface en deux dimensions de R* qui est définie de maniére unique a translation
pres.

Un pavage octogonal est dit planaire s’il y a un plan en 2 dimensions £ C R* et ¢t > 1 tel qu’on
puisse le relever dans la “tranche” E + [0,t]*. Le plan E est appelé sa pente et la plus petite pente
convenable t est appelée son épaisseur (toutes deux sont uniques). Un pavage octogonal planaire
peut étre vu comme une numérisation de sa pente.

Par exemple, les pavaages d’Ammann-Beenker sont les pavages planaires octogonaux d’épaisseur
1 dont la pente est générée par (cos 7 )o<k<s €t (sin I )o<p<s-

Les pavages planaires octogonaux forment une sous-classe de la classe des pavages dits pavages
de projection. Ceux d’épaisseur 1 sont périodiques pour une pente rationnelle, quasi-périodiques
sinon, ¢.e., n'importe quel motif de rayon r qui apparait quelque part dans un pavage réapparait
dans ce pavage a une distance uniformément bornée par r. Cet ordre parfait s’affaiblit quand
I’épaisseur augmente, mais l'ordre a longue distance persiste néanmoins.

4 Ombres et sous-périodes

La k-ieme ombre d’un pavage octogonal est la projection orthogonale de son relevement le long
de €. Formellement, la k-ieme ombre est un relevement d’un pavage octogonal, i.e. une surface



deux-dimensionnelle de R*, mais puisqu’elle ne contient pas de face unité avec comme coté €, il
) ks
peut étre pratique de la voir comme une surface deux-dimensionnelle de R3.

Une période d’'une ombre est un vecteur de translation laissant ’'ombre invariante. Les sous-
périodes d’un pavage octogonal sont les périodes de ses ombres.

La figure [l montre les quatrieéme ombres du pavage de la figure 3 : elles sont périodiques. Effec-
tivement, ’alternance des orientations des losanges dans ces pavages, discutée dans l’mtroductlon
renforce précisément une période pour chaque ombre. Formellement, on vérifie qu’avec ), = e ¥

(en notation complexe) pour 1 < k < 4, la k-iéme ombre de tout tel pavage admet une période py,
définie par

— — — — — — — — — —

€y, 9 = €1 + €3, 3 = €3 1 €4, Dy = €1 — €3.
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o

Figure 4: Ombres du pavage défini sur la figure [3|

5 Coordonnées de Grassmann et relations de Plucker

D’abord, rappelons (voir e.g., [5], chap. 7) qu’un plan deux-dimensionnel E de R* engendré par
(w1, ug, us, uq) et (vy,v2,v3,v4) a pour coordonnées de Grassmann les nombres G;; = w;v; — u;v;,
1 <1 < j < 4. Ces coordonnées sont unique a une constante multiplicative commune pres ; on écrit
E = (Gi2,G13, G1a, Ga3, G2a, G34). Inversement, tous les G;; non tous nuls sont les coordonnées de
Grassmann d’un certain plan deux-dimensionnel de R* si et seulement s’ils satisfont la relation de
Pliicker

G12G34 = G13Gay — G14Ga3.

Alors, il n’est pas difficile de voir que si la [-ieme ombre d'un pavage octogonal planaire de pente
E admet une période (p, q,r), alors les coordonnées de Grassmann satisfont

pGr — qGir, +1rGy; =0,

oul ¢ {i,j,k}. En effet, si E est engendré par (uy,us, us,uy) et (vi,ve,v3,v4), alors la [-ieme
ombre peut étre vue comme la numérisation du plan de R* engendré par (u;, uj, uy) et (v;, v, vg)

Si (p, g, 7) est une période de ce plan, il appartient a ce plan et a ainsi un produit tensoriel nul avec
le vecteur (Gji, —Gi, Gij).

On peut aussi utiliser des ombres pour montrer que dans tout pavage planaire octogonal de
pente E, le ratio entre les proportions de pavage de cotés v; et ¥; et ceux de cotés Uy et U est

Gij/ Gl



Maintenant, considérons un pavage par les tuiles de la figure (1] : il est octogonal a entaillement
pres. Si on suppose qu’il est planaire, alors ses sous-périodes amenent

G23 = G(347 G!14 = G347 G12 = G14a G12 = G237

et en faisant entrer cela dans la relation de Pliicker, un calcul court montre que la pente doit étre
I'un des plans

Ey :=(0,0,0,0,1,0), Eizo = (1,t,1,1,2/t,1), E. :=(0,1,0,0,0,0).

Inversement, tout pavage octogonal planaire avec 'une de ces pentes et épaisseur satisfait 1’alternance
des orientations des losanges (deux losanges avec la méme orientation ne peuvent s’emboiter), et
peut donc étre pavé par les tuiles de la figure [I]

Par exemple, les pavages de la figure[3|ont pour pente respective E1 4, E) et E 5. Dans le dernier
cas, qui est un pavage d’Ammann-Beenker, il y a donc v/2 losanges pour chaque carré (puisque la
surface du carré est v/2 fois plus grande que celle du losange, chaque tuile couvre exactement la
moitié du plan). Les pavages par des carrés ont seulement pour pente Ey ou E..

Pourtant, rien n’assure encore la planarité des pavages par les tuiles de la figure [1]!

6 Planarité

Lemme 1 : Les tuiles de la figure || forment seulement des pavages planaires d’épaisseur uni-
formément bornée.

Preuve : Soit F := FE ;5. On vérifie que la projection orthogonale des €; sur £ sont des vecteurs deux
a deux non colinéaires. Identifions F avec le plan euclidien deux-dimensionnel et les projections ci-
dessus (a remise a I’échelle pres) avec les #; qui définissent les tuiles, de telle fagon que la projection
orthogonale sur E soit un homéomorphisme de tout relevement de n’importe quel pavage du plan
euclidien par ces tuiles sur E. Soit 7 un tel pavage et S un de ses relevements. Définissons

G = P+ V2é, G = P + V26, & = P + V285 G = ph — V28,

Ce sont des vecteurs deux & deux non colinéaires de E. Soit également 7 obtenu en changeant /2
en —/2 dans ;. Les 7 sont des vecteurs deux & deux non colinéaires de E' 1= E_ v3- On vérifie
que E et E' sont des plans orthogonaux, de telle facon qu’il existe deux fonctions réelles z; et zo
définies sur E telles que le relevement S est I'image de E par

p T T+ 21<f>F1+22(f)F2.
Montrons que les sous-périodes de T forcent l'application p a étre presque linéaire. Soit 7; la
projection orthogonale le long de €;. On a m;(g;) = m;(7;) = p;. Pour tout ¥ € E, le plan m;(Z+ E')

intersecte I'ombre 7;(S) le long de la courbe

Ci() = {mi(&) + 21(F + A7) + 22(F + AG)mi(r3) | A € RY.



Puisque a la fois m;(S) et m;(¥+ E’) sont p;-périodiques, il en est de méme de C;(¥). En particulier,
il reste a distance bornée d’une certaine droite de vecteur directeur p;. Comme i = 1, puisque
m(7) = pi, cela assure que X — 23(Z + Aq1) est uniformément borné. En d’autres termes, z; a des
fluctuations bornées dans la direction g;. De fagon similaire, pour ¢ = 2, m3(7%) = p, ameéne que 2,
a des fluctuations bornées dans la direction ¢>. Pout ¢ = 3, on calcule

173 = —Ws(F1) - \/§7T3(772)7

qui amene des fluctuations bornées pour z, — v/22; dans la direction @. Puisque ¢ et ¢ forment
une base de FE, utilisons z;(\, u) pour dénoter z;(Ag1 + pdz), @ € {1,2}, et écrivons f = ¢ si la
différence entre deux fonctions f et g est uniformément bornée. Les fluctuations bornées de z; et 2
dans les directions ¢ et ¢> amenent l'existence de fonctions réelles f et g telles que zo(\, 1) = f(p)
et z1(\, 1) = g(\). De plus, puisque @ = v/2¢; — @i, les fluctuations bornées de z, — /22, dans la
direction g3 amenent I'existence d'une fonction réelle h telle que (2 — v/221)(\, 1) = h(v/2pu — N).
Ainsi

F) = V2g(0) = h(v/2p = A).

Fixons A = 0 pour obtenir f(u) = h(v/2p). Fixons g = 0 pour obtenir —v/2g(\) = h(—=\). Par
conséquent,

h(V21) + h(=X) = h(vV2p — A).

De ceci, il découle aisément que h, donc f, g, z1, 29 et p, sont linéaires (a fluctuations bornées
pres). Le pavage T est donc planaire. L’épaisseur ( i.e., les fluctuations de p) est uniformément
bornée parce que les relevements sont lipschitzien avec une constante qui dépend seulement de

E. U

7 Conclusion

Le théoreme suivant résume les résultats obtenus dans les sections [l et [k

Théoreme 1 : Dans la figure |1, les tuiles ne peuvent former que des pavages planaires de pente
dans { L }ierufoo} €t d’épaisseur uniformément bornée, et elles forment au moins les pavages dont
l’épaisseur est égale a 1.

De plus, les pavages d’Ammann-Beenker ont une pente qui maximise 'aire couverte par les
losanges : ils fournissent la maniere la plus économique de carreler votre salle de bains ! Faisons
quelques remarques pour terminer. D’abord, bien que nous ayons seulement prouvé que 1’épaisseur
des tuiles de la figure [1| est uniformément bornée, on conjecture que I’épaisseur est 1, de telle fagon
qu’exactement tous les pavages puissent étre réalisés. Deuxiemement, notons que parmi les pavages
de la figure , les pavages d’Ammann-Beenker sont exactement (a ’épaisseur pres) ceux dont la
pente satisfait la relation G135 = Gy, i.e. ceux dans lesquels les carrés apparaissent avec la méme
fréquence dans leurs deux orientations possibles. Le résultat mentionné ci-dessus de la référence
bibliographique [3] montre que cette relation, bien que simple, ne peut étre forcée par des motifs
locaux : quand t tend vers v/2, les pavages de pente E; et E /2 (et d’épaisseur 1) deviennent locale-
ment indistingables. Enfin, soulignons que, a notre connaissance, ceci est le premier exemple d’un
ensemble fini de tuiles qui permet de n’obtenir que des pavages planaires, présentant un nombre



infini de pentes possibles.
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