Algebres de Hecke, facteurs de type III et transitions de phase

avec brisure spontanée de symétrie en théorie des nombres
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Résumé Dans cet article, nous construisons un systéme C*-dynamique naturel, dont la fonction
de partition est la fonction ¢ de Riemann. Notre construction est générale et associe & une inclusion
d’anneaux (sous une condition adéquate de finitude) une inclusion de groupes discrets (les groupes
ax + b associés) et les algebres de Hecke correspondantes de fonctions bi-invariantes. Cette algebre
est munie d’un groupe canonique a un paramétre d’automorphismes qui mesure le manque de nor-
malité du sous-groupe. L’inclusion d’anneaux Z C Q fournit le systéme C*-dynamique souhaité, qui
admet la fonction ¢ comme fonction de partition et le groupe de Galois Gal(Q% /Q) de l'extension
cyclotomique Q% de Q comme groupe de symétrie. En outre, ce systéme présente une transition de
phase avec brisure spontanée de symétrie a température inverse § = 1 (cf. [Bos-C]). La motivation

initiale de ces résultats vient des travaux de B. Julia [J]| (cf. aussi [Spe]).

1 Description du systéme et de sa transition de phase

Rappelons d’abord les notions générales de mécanique quantique statistique et des transitions de
phase. Un systéme statistique quantique consiste en :
(a) une C*-algébre d’observables : A ;
(8) une évolution dans le temps (0¢)¢cRr, qui est un groupe a un paramétre d’automorphismes de A.
Un état d’équilibre, ou état KMSg, a température inverse 3 sur (A,o0;) est un état ¢ sur A qui
satisfait la condition KMSg relativement a oy, c’est-a-dire tel que pour tous z,y € A, il existe une
fonction bornée holomorphe (continue sur la bande fermée), F, ,(2),0 < IJmz < S telle que
Fry(t) = p(zar(y)) VEeR

Foy(t+iB) = ¢(ou(y)z) VieR.

Dans le cas le plus simple ot A = Mpy(C) est l'algébre des matrices N x N, tout groupe a un

paramétre d’automorphismes (o¢)cr de A est de la forme
or(z) = eHae ™™ Yz ec AtcR

pour un élément auto-adjoint H = H* € A. Alors pour tout 8 € [0, 00[, on a un unique état KMSg
pour oy, et il est donné par
Trace (e Pz
pp(x) = Trace((eBH)) Vo e A.
Noter ici que la normalisation additive de H peut étre fixée en imposant que H > 0 et 0 € SpH.
Alors le facteur de normalisation Trace(e ™) est appelé la fonction de partition de (A,0;). La
formule suivante est vérifiée :

Log Trace (¢~*1) = sup(S(p) = Bi(I))
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ol  varie sur tous les états de A et S(y) est 'entropie de l'état
S(p) = —Trace(pLogp) pour ¢ = Trace(p).

Plus généralement, si (A, 0;) est un systéme C*-dynamique quelconque et si ¢ est un état KMSg tel
que la fermeture faible de A est un facteur de type I, alors les conditions ci-dessus s’appliquent et
I'énergie libre S(p) — Bp(H) est bien définie.

Dans une situation un peu plus contrainte que celle ot A = My (C), notamment pour les systémes
sans interaction, il est encore vrai que pour n’importe quel 8 € [0, oo], il existe un unique état KMSg.

Plus précisément, on a comme conséquence immédiate la :

PROPOSITION 1. Soit A = ®y,cr Ay, un produit tensoriel infini d’algébres de matrices A, = M, (C),
et oy = Queroy un produit d’évolutions temporelles. Alors pour tout > 0, il existe un unique état

KMSg @g pour (A, o), et on a 03 = @,pp., 00 @, est unique état KMSg pour (Ay, o).

Pour les systémes intéressants avec interaction, on s’attend en général a ce que pour les hautes tem-
pératures, i.e. pour les S petits, le désordre prédominera de telle facon qu’il existera seulement un
état KMSg. Pour les températures suffisamment faibles, un certain ordre devrait apparaitre qui
autorisera l'existence de phases thermodynamiques variées, i.e., d’états KMSg variés. C’est un fait
important trés général de la formulation C*-algébrique de la mécanique quantique statistique qui
fait que, pour un certain 8 donné, tout état KMSg se décompose de maniére unique comme une

superposition d’états KMSg extrémes :

ProposITION 2. ([Br-R| [H]) Soit (A,0.) un systéme C*-dynamique et § € [0,00[. Alors l’espace
des ¢tats KMSg est un simplexe convere compact de Choquet. Les points extrémes sont les facteurs

d’états KMSg et, quand ils sont de type I, ils cédent une énergie libre bien définie.

Pour un exposé détaillé du lien entre les états KMSg extrémes et les phases thermodynamiques, nous

renvoyons le lecteur a [H].

Comme exemple simple illustrant la coexistence des phases aux températures basses, on peut penser
au diagramme des phases de I’eau et de la vapeur ou mieux aux matériaux ferromagnétiques. Dans
ce dernier exemple, quand la température T' est supérieure & la température critique T, de Iordre
de 103K, le désordre domine, alors que pour T < T, les moments des spins individuels ont tendance
a s’aligner les uns avec les autres, ce qui dans le cas classique a 3 dimensions améne un ensemble de
phases thermodynamiques homogénes paramétré par la sphére en 2 dimensions des directions dans

I’espace & 3 dimensions.

Cet exemple sert a illustrer le phénomeéne de brisure spontanée de symétrie : le groupe SO(3) des
rotations dans R3 est le groupe de symétrie du systéme dynamique avec lequel on commence et,
pour les grandes valeurs de T, T > T,, 'état d’équilibre est unique et par conséquent invariant par
rotation. Pour les petites valeurs de T" cependant, T' < T, le groupe SO(3) agit de fagon non triviale

sur ’ensemble des phases thermodynamiques et le choix d’un état d’équilibre brise la symétrie.



La formulation C*-algébrique de cela est évidente. On a un groupe (compact) G d’automorphismes

de la C*-algébre A qui commute avec 1’évolution temporelle
ag € AutA, Vg € G, agop = ooy VEER.

Un tel groupe agit de fagon évidente sur I’espace compact convexe des états KMSg et par conséquent

sur ses points extrémes.

Nous allons maintenant décrire (la motivation précise sera expliquée ci-dessous) un systéme
C*-dynamique intimement relié & la distribution des nombres premiers et exhibant le comportement

ci-dessus de brisure spontanée de symétrie.

La C*-algébre A est une algébre de Hecke, qui contient I'algébre des opérateurs de Hecke usuels de
la théorie des nombres, i.e., ceux qui sont reliés aux correspondances de Hecke pour les treillis dans
C ([Sh], [Seri]). Cette derniére algebre est commutative et c’est I’algébre de composition des classes
doubles

v € GL(2,Z)\GL(2,Q) /GL(2,Z).

Plus généralement, étant donné un groupe discret I' et un sous-groupe I'g qui est presque normal,

c’est-a-dire qui satisfait la condition que
“les orbites de 'y agissant a gauche sur I'/T'y sont finies”,

on définit l'algebre de Hecke H(I',Tg) comme 'algébre de convolution de fonctions (C-valuées pour
notre objectif) a support fini sur I'o\I'/Tg. Plus spécifiquement, étant données 2 telles fonctions
f, f' € H(T,Ty), leur convolution est

(f+f)= Y. FrHf(m) Vyerl.

Y GFo\F
Dans cette formule, f et f’ sont vues comme des fonctions I'g-bi-invariantes sur I' et a support fini

dans Fo\r/ro.

Pour compléter H en une C*-algébre, on la ferme en norme dans la représentation réguliére de H

dans £2(To\I') (cf. [Bi]) :

PROPOSITION 3. Soit I'g C I" un sous-groupe presque normal du groupe discret I'. Alors la formule
suivante définit une représentation (involutive) A de H(T',Tg) dans £2(T\I') :

ADE@) =D fFrr Den) Yy eTo\l,  VfeH.

T\l

On vérifie que A(f) est bornée pour tout f € H(I',T'p). L'involution sur #H telle que

A=A VfeH

est donnée par ’égalité suivante :

fr) =f(71) vy eTo\l'/To.



Alors, prenons A la C*-algébre fermée en norme de H(I',I'y) dans ¢2(Tx\I'). Une bonne notation

pour cette algebre, compatible avec le cas des groupes discrets est

ﬁ(ra FO) = C: (Fv FO)
Définissons maintenant le groupe & un parameétre d’automorphismes o, € Aut A. Nous avons d’abord
besoin d’introduire les notations. Puisque toute I'g orbite sur I'/Ty est finie, nous noterons, pour
vyel
L(v) = cardinalité de 'image de T'yyT'g dans T'/T
R(v) = cardinalité de 'image de I'pyT'g dans T'o\T'.
Alors, par construction, L(y) € N*, R(y) € N*, R(y) = L(y™!), L et R sont toutes deux des fonc-

tions I'g-bi-invariantes.

PROPOSITION 4. Soit I'g C I' un sous-groupe presque normal du groupe discret I'.

Il existe un seul groupe a un paramétre d’automorphismes o, € Aut(C;(I',T'y)) tel que

(0(F)() = (ﬁ;g;)__ /() ¥y e T\l

En fait, comme nous le verrons plus tard, o_; est la réduction du groupe modulaire d’automorphismes
of pour 'état sur M = A\(H)” donnés par le vecteur unité correspondant a la classe I'g € [\
Considérons maintenant 1’algébre de Hecke H pour les groupes :

=P+

_ pt+
Q> FO_PZ

10
0 a
que nous nous restreignons aux cas pour lesquels a > 0. On vérifie que Pg est presque normal dans
P& (cf. Lemme 13).

Nous allons maintenant décrire la transition de phase avec brisure spontanée de symétrie pour le

olt P est le groupe des matrices 2 x 2 défini par P = { { } caa P =a"la = 1} et ol le + indique

systéme dynamique correspondant a I' = Pa ,To = Pg . Notons par g la fonction suivante sur le

groupe Q/Z. Etant donné n = 7 € Q/Z, avec a,b € Z, avec a premier a b > 0, soit

b:Hka

peEP

la décomposition en facteurs premiers de b et posons

v =T p20-p"H0 -

pEP, kp#0

{6 Iineajer

definit un plongement Q/Z C I'o\I'/T'y et des morphismes injectifs d’algébres involutives

L’inclusion du sous-groupe unipotent

et
C*(Q/z) c C (T, To).



Le résultat principal de cet article est le
THEOREME 5. Soit (A, o) le systéme C*-dynamique associé au sous-groupe presque normal Pg de
P&. Alors

(a) Pour 0 < B < 1, il existe un unique état KMSg @g sur (A,o0¢). Sa restriction a C*(Q/Z) C
Cr(T,To) est donnée par la fonction ci-dessus de type positif g sur Q/Z. Chague @z est un
facteur d’états et le facteur associé est le facteur hyperfini de type I1I, Roo.

(b) Pour B > 1 les états KMSg sur (A, o) forment un simplexe dont les points extrémes g, sont
paramétrés par les plongements complezes x : Q¥ — C du sous-corps Q! de C engendré par

les racines de l'unité et dont les restrictions a C*(Q/Z) sont données par la formule suivante :

wax(1) =CB) D n ()"
n=1

Ces états sont des facteurs d’états de type I.
(¢) La fonction de partition est la fonction zéta de Riemann.

Le facteur de normalisation est l'inverse de la fonction ¢ de Riemann évaluée en 5. En d’autres
termes, la température critique est ici T, = 1 et & basse température (5 > 1), les phases du systéme
sont paramétrées par tous les plongements possibles de K = Q%° dans le corps des nombres com-
plexes.

Comme nous le verrons ci-dessous, le groupe de Galois G = Gal(Q¥/Q) agit naturellement comme
un groupe d’automorphismes de C}(I',T'g) qui commute avec I’évolution temporelle (oy)er, et la

brisure spontanée de symétrie a lieu pour 5 > 1.

Avant que nous ne commencions la démonstration du théoréme 5, nous allons expliquer comment le

systeme C*-dynamique ci-dessus est relié a la distribution des nombres premiers.
2 Seconde quantification des bosons et nombres premiers comme

sous-ensemble de R

E. Nelson a dit que la premiére quantification est un mystére tandis que la seconde est un foncteur.
Dans le cas des bosons, ce foncteur S, de la catégorie des espaces de Hilbert vers elle-méme, assigne
a chaque espace de Hilbert H un nouvel espace de Hilbert SH donné par

SH == @;o:oSnH

ot S™H est la n-iéme puissance symétrique de H munie du produit intérieur suivant :
n
<£1£nan1nn> :ZH<£MUJ(2)> v&]?ﬁ] €EH
o 1

(voir par exemple [G]). Etant donné un opérateur T' dans H (plus généralement T : H; — Ha),
I'opérateur ST dans SH est donné par

(ST)(E1-..6n) = (TE)(TE2) ... (TE) Ve € H.



Méme si T' est borné, ST n’est pas borné en général mais si T est auto-adjoint (non-borné), il en est

de méme de ST'. Aussi, nous travaillerons avec de tels opérateurs. On a la formule suivante :

Trace(ST) = det(ll— ) (*)

qui fait sens si |T|| < 1 et T € LY (H).

Le probléme que nous allons maintenant étudier est le suivant : trouver une caractérisation simple
des opérateurs auto-adjoints 1" dans ‘H dont le spectre est le sous-ensemble P C R formé de tous les

nombres premiers, chacun avec une multiplicité de 1 :
P={2,3,57,11,13,17,...} C R.

Le probléme correspondant pour l'ensemble N = {0,1,2,3,...} des entiers naturels, ou pour
N* = N\{0}, est plus facile, et a été résolu dans l'article de Dirac |Dir| qui a inauguré la théorie

quantique des champs. Dans ce cas, la solution est simplement qu’il existe un opérateur a tel que
ad* —a*a=1, a*a=T.

(Pour N*, il est nécessaire que aa* soit égal & T'). Etablissons maintenant le résultat pour le sous-
ensemble P C R :

LEMME 6. Soit T un opérateur auto-adjoint dans un espace de Hilbert H ; alors (en comptant les
multiplicités)
Spectrum T =P <= Spectrum ST = N*.

Preuve. Assumons d’abord que Spectre ST = N*. Alors, comme généralement Spec T" C Spec ST,
(en utilisant l'inclusion H C SH), on voit que > = Spec(T) C N*. Montrons que P C >_.
Effectivement, prenons p € P et qui n’est pas dans Y. Alors, puisque >, C N*, onap & >."
pour tout n (avec »." = {kika...kn; k; € >_}). Cela montre que p ¢ Spec(ST) = U ", d’on
une contradiction. Ainsi P C > . Si k € ) \P, alors puisque k € P™ pour un certain n > 1,
cela signifierait que k n’est pas une valeur propre simple pour ST. Ainsi P = ) . L’inverse est
évident et découle du théoréeme d’FEuclide d’unicité de la factorisation, mais fixons les notations
correspondantes : appelons Hi = ¢?(P) l'espace de Hilbert de base (g,)pep, et identifions-le au
sous-espace & une particule de SH; = £2(N*), I'espace de Hilbert des séquences de carré intégrable

de nombres complexes, avec la base canonique (g, )nen+. On note T 'opérateur :
T:0*(P) = (*(P); Tep, =pe, VpeETP
et ST l'opérateur correspondant
ST : (*(N*) — (*(N*) ; (ST)e, = ne, Vn e N*.

Posons H = log(ST). C’est le générateur du groupe unitaire a4 un paramétre U; = exp(itH) = T%,
dont le role est rendu clair par le cas particulier suivant de la formule (*) qui est la formule du

produit eulérien pour la fonction ¢ de Riemann :

1
Pour Re s > 1;((s) = Trace(ST)* = det(1—T%)



La signification du Lemme 6 est que le sous-ensemble P C R a une définition agréable & condition
qu’on soit prét a utiliser le formalisme de la théorie quantique des champs de bosons. Ce formalisme
contient [’algébre des opérateurs de création et destruction, respectivement a*(§) et a(n), pour ,n €

‘H, donnés par
GO & = 1bn VG EH
a(n) = (a*(n))"

Le formalisme inclut également 1’ évolution temporelle, selon le schéma d’Heisenberg, donné par
or(z) =Up x U = H g e7H

Dans notre cas, la C*-algébre correspondante dans SH = £2(N*) et 1’évolution temporelle sont don-

nées par la :

PROPOSITION 7.

(a) Pour tout p € P, soit p, l'isométrie dans ?2(N*) donnée par la décomposition polaire de
lopérateur de création associé au vecteur unité ¢, € H. La C*-algébre C*(N*) engendrée par

les p, est la méme que celle engendrée par les isométries u,,n € N*, qui est définie par

Un€k = €kn vk € N*.

(b) Cette C*-algebre est le produit tensoriel infini

C'(N) = Q@

peEP
ou chaque 7, est la C*-algébre engendrée par i, et est la C*-algebre de Toeplitz.

(c) Légalité oy(x) = e x e vz € C*(N*),t € R, ot H = log(ST), définit un groupe & un

parameétre d’automorphismes de C*(N*) donné comme
0t = QpePOtp §Ut,p(:up) = pitﬂp vt € R.

Preuve.
(a) Par construction, j, est le décalage d’un coté dans I'espace de Hilbert SCe), tensorisé par I'identité

dans chacun des espaces de Hilbert SCeq, g # p dans la décomposition

SH =) SCe,.

qeEP

Par rapport aux bases (g,,) de SH, on a alors
HpEn = Epn VN EN

de telle fagon que (a) en découle.

(b) On rappelle que la C*-algeébre de Toeplitz T est la C*-algébre définie par un générateur unique
u satisfaisant la relation v*u = 1. Si u est une quelconque isométrie non-unitaire dans un espace de
Hilbert (séparable), la plus petite C*-algébre contenant u est isomorphe & 7. Cette C*-algebre est

nucléaire de telle facon que les produits tensoriels finis (X) Tp, sont définis de maniére non-ambigue.
p<n



La C*-algébre X Tp est leur limite inductive. Maintenant pour chaque p, I'isométrie p, engendre
pEP

7p dans SCe), et puisque les produits tensoriels finis & T, sont représentés fidélement dans H, on
p<n

obtient (b).
(c) découle d’un calcul direct.

Le systéme C*-dynamique ainsi obtenu n’est pas trés intéressant parce qu’il est sans interaction
(voir Proposition 8 (a)). Néanmoins, les uniques états KMSg associés seront utiles plus tard et sont
donnés par le corollaire suivant de la Proposition 1 et par la classification d’Araki-Woods des ITPFI.

PRrROPOSITION 8.
a) Pour tout B > 0, il existe un unique élat KMSg sur (C*(N*),0:). C’est le produit tensoriel
B
infini
B = QpePPBp

ou @gp est l'unique état KMSg sur (1,04 ,) pour 0gp. La liste des valeurs propres de g, est
{(1=p")p™" ;n € N}.
(b) Pour B > 1, I’état pp est de type I et est donné par
ps(z) = ¢(B) ' Trace(e PHz)  Vr € C*(N*).
(c) Pour B =1, I’état pg est un facteur d’états de type III, donné par
ps(r) = Trace, (e z) Vo € C*(N¥)
ou Trace,, est la trace de Dizmier.

(d) Pour 0 < B <1, g est un facteur d’états de type 1111, et le facteur associé est le facteur R
d’Araki- Woods.

L’assertion (d) pour S = 1 est due a B. Blackadar ([Bl]). Nous renvoyons le lecteur a [Co] IV.2 pour
la définition de la trace de Dixmier, dont les propriétés générales rendent clair que ’égalité (c) définit
un état KMS;.

Preuve. (a) Montrons d’abord qu'il existe un unique état KMSg sur 7, pour le groupe o;,. On
définit 7, comme la C*-algebre dans ¢*(N) engendrée par le décalage d’un seul coté S, alors que
o1p(9) = p™S est le groupe a un parameétre d’automorphismes. D’abord soit g, la restriction a 7,
de I'état sur L£(¢?(N)) donnée par
P(A) =) Anar(n)
neN
-1

ou v(n) =p~" (Z pmP >
m=0

On vérifie que ¢g, est un état KMSg sur 7,. Inversement, soit ¢ un état KMSg sur 7,. Alors la

condition d’état KMSg montre que ¢ s’évanouit sur tout vecteur propre A € 7,

orp(A) = X*A V¥t € R, a condition que A # 1.



Cela montre aussi que p(SS*) = ¢(S* 0_5(5)) = pPp(S*S) = p# de telle maniére que
(1 — 8S5*) =1—p~#. Plus généralement, on a pour tout k, £ € N :

o(SkS*) =0 si k#/{

=p kP & k=t

Cela montre l'unicité de ¢ = @g ), sur 'idéal K des opérateurs compacts, K C 7.
Ainsi, la différence ¥ = ¢ — g, s’évanouit sur K et est une forme linéaire continue sur la C*-algebre
quotient 7,/K = C(S'). Nous avons vu que ¢(S™) = ¢g,(S™) = 0 pour tout n > 0 et similairement
pour (S*)" de telle maniére que ¥ =0 et ¢ = g .
L’unicité de ¢g découle alors d’un argument général pour les produits tensoriels : Soit (A, of') et
(B,oP) des systémes C*-dynamiques et p un état KMSg sur (4 ® B,o* ® ¢P). Alors pour tout
b € B, la fonctionnelle sur A

wp(a) = p(a®b)

est KMSg sur A. Par conséquent, pour tout z,y € A, on a

p(of (z)y @ b) = (0P (z @ 1)(y @ b))
e(yoit(x) @b) = p(y @ b)o{* P (z @ 1)).

(b) On utilise la finitude de Trace(e™?H) pour g > 1.
(c) Par construction, on a un produit tensoriel infini de facteurs de type I avec comme liste de
valeurs propres
Mo =p (1= p7P);
et ainsi, 'assertion (c) découle de [A-W].
(d) On vérifie directement la condition KMS, et les mémes arguments que ceux utilisés pour (c)

montrent que ¢ est de type I11;.

3 Produits d’arbres et algébres de Hecke non-commutatives

Dans cette section, nous allons relier le systéme C*-dynamique (C*(N*),04) de la section 2 avec
des notions de la théorie basique des nombres [Weg| et obtenir le systéme dynamique de Hecke du
Théoréme 5.

Soit P le groupe ax + b, i.e. le groupe des matrices triangulaires 2 x 2 de la forme avec a

1 b]
0 al’
inversible. Nous le voyons comme un groupe algébrique sur Z, i.e. comme un foncteur A — P4 des
anneaux commutatifs vers les groupes. Il joue un réle important dans la classification élémentaire
des corps localement compacts (commutatifs et non discrets) (cf. [Wesg]). En effet, étant donné un

tel corps K, alors le groupe G = Pk est un groupe localement compact, et de ce fait, il a un module
§:G =R

défini par le manque d’invariance de la mesure de Haar & gauche dg sur G par les translations a

droite :
(1) d(gk) =0(k)dg VedG

(ou, de maniére équivalente d(g)~! = 6(g) 'dg comme mesures sur G).



Ce module ¢ : P — R vaut 1 sur le groupe additif et sa restriction au groupe multiplicatif (étendu

par 0 sur K\ K*) améne une application multiplicative propre continue

(2) modg : K =R,

En fait, si dx désigne la mesure de Haar sur le groupe additif (localement compact) K, on a
d(axr) = modg(a)dr Va € K*.

De plus, les ensembles ouverts {k € K;modg (k) < e} forment une base de voisinages de 0. L’image
de ¢ est un sous-groupe fermé de R et excepté dans le cas de corps archimédiens R ou C, ce sous-
groupe fermé est discret et égal & A pour un certain A €]0, 1[ dont I'inverse ¢ = A~! est appelé le
module de K. La fonction sur K x K d(z,y) := modg(z — y) est alors une distance ultramétrique

qui donne en retour la topologie de K ([Wez]). En d’autres mots, on a la :

PROPOSITION 9. (cf. [Weg|) Soit K un corps localement compact non-discret commutatif, K # R ou
C. Alors il existe un nombre premier p tel que modg (p) < 1. Appelons R, R* et P les sous-ensembles
de K définis respectivement par

R ={z € K;modg(x) <1},

R ={z € K;modg(z) =1},

J={z € K;modg(z) < 1}.

Alors R est le sous-anneau compact mazimal de K; R* est le groupe des éléments inversibles de R ;
J est Uunique idéal maximal de R, et il existe m € J tel que J = TR = Rm. La topologie sur le groupe
topologique K est l'unique topologie (ultramétrique) telle que les idéaux m" R forment une base de
voisinages de 0. De plus, le corps de restes k = R/J est un corps fini de caractéristique p ; si q est le

nombre de ses éléments, l'image de K* dans R’ sous mody est le sous-groupe de R engendré par q.
Etant donné = € K, lentier v(z) tel que modg (z) = ¢~ est appelé la valuation de x.

Comme exemple basique, le corps Q, des nombres p-adiques est défini (étant donné p un nombre
premier quelconque), comme la complétion du corps Q des nombres rationnels pour la fonction de

distance :

(3) d(z,y) = |z — ylp

'

oit pour x € Q,z = p" ¢ (avec n, a,b des nombres entiers et a,b premiers & p), on pose

(4) [zl =p™"
Le sous-anneau maximal R de K = Q, est 'anneau Z, des entiers p-adiques et le corps résiduel

k= R/J est le corps fini F).

De cette maniére, on obtient, avec 'inclusion Q C R, toutes les inclusions Q C K du corps des nom-
bres rationnels comme un sous-corps dense d’un corps local K. De telles inclusions (ou plutot, en
général, les classes d’équivalence des complétions) sont appelées places et pour distinguer les places

réelles Q C R des autres, ces derniéres sont appelées places finies.
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En mettant ensemble les inclusions de Q dans ses complétions Q, = K paramétrisées par les places
de @, on obtient une seule inclusion de Q dans I'anneau commutatif localement compact des adéles
qui est le produit restreint des corps Q,. Plus spécifiquement, cet anneau est le produit R x A ou

lanneau A des adeéles finies est obtenu comme suit :

(a) Les éléments = de A sont les familles arbitraires (z,)pep avec x, € Q,, telles que z, € Z, pour

tout p sauf pour un nombre fini d’entre eux.
(b) (x +v)p =zp +Yp ; (xy)p, = xpy, définit Paddition et le produit dans A.

(c¢) Finalement, 4 a 'unique topologie d'un anneau localement compact tel que le sous-anneau

R=1]%.

peEP

est ouvert et fermé et hérite de la topologie de produit compact.

Nous allons maintenant relier le systéme C*-dynamique (C*(N*), 0;) de la section 2 avec 'anneau

localement compact A des adéles finies.

Nous avons seulement besoin de rappeler que, un groupe G quelconque localement compact étant
donné, avec une fonction modulaire 6 : G — R, on a un groupe naturel & un parameétre d’automorphismes

oy de C*(G) donné par la formule suivante valide sur LY(G) :

(5) (0e(f))(9) = 6(9)"" f(9) VgeG,teR

Ce groupe d’automorphismes définit aussi un groupe d’automorphismes de la C*-algébre réduite

Cr(G), et le groupe o_4 est le groupe modulaire d’automorphismes du poids de Plancherel sur C*(G).

PROPOSITION 10. Soit A l'anneau des adéles finies sur Q, et R son sous-anneau compact mazimal
(ouvert). Soit G le groupe localement compact G = Py, et e € C*(Q) la fonction caractéristique du

sous-groupe compact et owvert Pr € Py. Alors :

(1) On a e = e* = €2, et la C*-algebre réduite C*(Q), = {r € C*(Q) ;ex = ze = z} est

canoniquement isomorphe a la C*-algébre C*(N*) de la section 2.

(2) On a oi(e) =e VteR, et la restriction de oy a la C*-algébre réduite C*(N*) est l’évolution

temporelle de la section 2.

Nous pensons & la fonction caractéristique de Pgr comme & un élément de L'(G,dg) C C*(G), avec
dg 'unique mesure de Haar & gauche qui attribue la mesure 1 & Pr. Le groupe G est résoluble et par
conséquent moyennable de telle maniére qu’il n’y a pas de différence entre C*(G) et la C*-algébre
réduite C)(G).

La preuve de la Proposition 10 se réduit immeédiatement & une assertion locale, notamment : si
K = Qp et R C K est le sous-anneau compact maximal, le systéme C*-dynamique (C*(Pk),0y)
donné par (5), réduit par la projection e, définie comme la fonction caractéristique de Pg, est iso-

morphe a la C*-algébre de Toeplitz 7, avec 'évolution temporelle o, de la Proposition 7 (c).
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Pour vérifier cela, on utilise les isomorphismes
C*(Pr) 2 C*(K)x K* = Cy(K) x K*

donnés par l'identification du groupe additif K avec son dual de Pontrjagin (cf. [Wes] ; nous utilisons
dans la suite les mémes normalisations pour la mesure de Haar et la transformation de Fourier sur K
que dans loc.cit., notamment la mesure de Haar de R = Z,, vaut 1, et I'identification de K & son dual
de Pontrjagin est telle que R+ = R). Alors, a ep correspond I’élément du produit croisé donné par
Jp+ 1RU,dg. La C*-algebre réduite C*(PK ), est alors engendrée par 'isométrie piy, p, € C*(Py, e,
donnée par la fonction L' suivante :

(6) p ([(1) 2]) =1sibeR, val(a) =1, et est égal a 0 sinon.

Vérifions que pyp est une isométrie, i.e. que pyu, = ep. La mesure de Haar & gauche sur Pk est

1 b e . .
donnée par d [0 a} = dbd*a ot d*a est la mesure de Haar multiplicative normalisée de telle maniére

que fR* d*a = 1. Le module § du groupe localement compact Pg est donné par § <[é (ﬂ) = |al.

L’adjoint p, de iy, est donné par la fonction

(7) Hp(9) = mp(g~1)8(g ™).

Ainsi, la convolution gy * p, est donnée par I'intégrale

(8) (1 % 1) (g) = / (o)t (916)

Pg

Celle-ci s’évanouit & moins que g € P, ce que 'on peut voir en utilisant g = gl_lgg pour fu,(g;) = 1.
1 —al_lbl_ 1 bg . 1 bg — agal_lbl

0 afl [0 ag] N [0 aflag

I'intégrale fPK pp(g) est égale & 1 de telle maniere qu’on obtient pu, * py, = ep.

Avec g; = [é Zi'], on obtient gflgg = [ } € Pgr. De plus,

)

On a oi(pp)(9) =0 a moins que g = {1 b ,val(a) = 1,b € R, et pour de tels g, on a

0 a
at(1p)(9) = 8(9) " 1p(9) = lal " pp(g) = p" 11p(9). Ainsi oy(p1p = p™prp-

Nous pouvons aussi écrire I'état ¢g , sur C*(Pk)c, en termes de fonctions bi-invariantes. On obtient

I'identité suivante pour tout f € C*(Pk)e, :

© eantn=1(Jo 1))+ (;Opk“—ﬁ)f (b 7] )) T

(Observer que les éléments de C*(Pg) peuvent étre identifiés a des fonctions Pg-bi-invariantes dans
L?(Pg), et par conséquent & des fonctions localement constantes sur Pk ; en particulier, elles ont des
valeurs bien définies sur les points de Pg). Selon la Proposition 8 (a) et sa preuve, pour démontrer

(9), on a seulement besoin de vérifier que la fonctionnelle linéaire sur C.(Pk).,, définie par le coté

eps

droit de (9), satisfait la condition KMSg ; cela découle d’un calcul évident.

Le systéme C*-dynamique (C*(P4), o) de la Proposition 10 est sans interaction, exactement comme

(C*(N*),04) (Proposition 8), et il y a l'exacte analogue de la Proposition 8, qui établit l’existence
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et l'unicité (a un facteur d’échelle prés) des poids KMSg sur le systéme ci-dessus. On a besoin
d’utiliser les poids car on travaille avec des C*-algébres non unitaires. D’un point de vue technique,
de tels poids doivent étre semi-continus et semi-finis (pour la topologie de la norme) (cf. |[Com]).
C’est cependant instructif de travailler sur la formule explicite pour ces poids KMSg. En utilisant
lisomorphisme naturel du dual de Pontrjagin A du groupe additif A & lui-méme (cf. [Weq]), on

obtient un isomorphisme
(10) C*(Py) = Ch(A) x A”

ol le groupe multiplicatif A* des idéles finies agit par des homothéties dans 'espace localement

compact A. Le poids KMSg sur C*(P4), ot est alors le poids dual de la mesure suivante pg sur A :

(1) pol0) = [ PTG

Ici d*j est la mesure de Haar sur le groupe multiplicatif A*, j — |j| est le module, et la formule fait

sens ainsi pour 3 > 1, et par prolongement analytique pour 0 < 8 < 1 (cf. [T], [Wey], [Wea]).

11 est clair que pour obtenir un systéme C*-dynamique avec interaction, nous avons besoin d’utiliser

non seulement 'anneau localement compact A mais également 'inclusion fondamentale
(12) QcA

Nous utiliserons l'inclusion correspondante Py C Pf4 = G et Vaction de P4 sur le C*-module
& = C*(G)e sur C*(N*) donné par l'isomorphisme de la Proposition 10 : C*(G). = C*(N*). En
effet, quelle que soit la C*-algébre B et la projection (auto-adjointe) e € B, 'espace
€ =Be={xr € B;re=uz} est de maniére naturelle un C*-module (a droite) sur la C*-algébre

réduite B, = {z € B;ex = xe = x}. Ainsi, on définit
(13) (€m)=¢&neB, VE&EnEE=DBe

Cae &, VEe£&, a € Be.

Ce C*-module a de plus une structure naturelle & gauche de B-module, donnée par
(b,) b e&E,Vbe B, €€

Dans notre cas, € = C*(G)e est un espace de fonctions sur G qui sont invariantes par multiplications
a droite par des éléments de Pr C G, ou, en d’autres termes, c’est un espace de fonctions sur 'espace

homogeéne

(14) A =G/Pg.

Cet espace A est par construction le produit restreint des espaces
(15) Ay =Py, /P,

relativement au point de base donné par Py, .

PROPOSITION 11. L’espace homogéne A, = Pg, /Py, sur le groupe Po, C GL(2,Qy) est naturelle-
ment isomorphe a l'(ensemble des sommets de I’)arbre de SL(2,Qp). Le groupe Py, agit par les
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isométries de A\, et préserve un point a ['co.

Rappelons (cf. [Sers]) que l'arbre de SL(2,K), ot K est un corps local, est défini en termes de
classes d’équivalence des treillis dans un espace vectoriel de dimension 2 noté V sur K. Avec les
notations de la Proposition 9, un treillis L C V est un R-sous-module de V qui est de type fini et
engendre V comme un espace vectoriel. Le groupe multiplicatif K* opére sur 'ensemble des treillis
par (L,x) — xL pour x € K*, et on définit 7" comme ’ensemble des orbites de cette action de K*.
Etant donné un treillis L C V et une classe A’ € T, il existe un unique représentant L' € A’ tel que
L' C Let L' ¢ wL (avec m donné par la Proposition 9). Alors L/L' = R/7"R et Uentier n, qui

dépend seulement des classes de L et L', définit une distance d sur T', par 1’égalité
(16) d(classe de L, classe de L) = n.

En utilisant I’ensemble des paires a distance mutuelle égale & 1 pour définir un complexe simplicial
a une dimension, on obtient un arbre, 'arbre de SL(2, K), et la distance ci-dessus est la longueur
de I'unique plus court chemin injectif joignant les deux éléments de cet arbre (cf. [Sers]). Le groupe

GL(V) des automorphismes de I’espace vectoriel V agit sur 'ensemble des treillis par
(17) (L,g) — gL Vg € GL(V),

et, comme cette action commute avec celle de K*| elle donne une action, par isométries, de GL(V)
sur I'arbre T. Identifions V avec K2, GL(V) avec GL(2, K), et considérons Px comme un sous-

groupe de GL(2,K) : Px = { [(1) Z] ia € K*be K} Soit Ly le treillis R? ¢ K2. Alors on vérifie

que Pg agit transitivement sur T' et que le stabilisateur de la classe de Ly est Pr. Nous obtenons

ainsi une identification canonique T' = Pk /Pr. En prenant K = Q,, on aboutit a la conclusion.

PROPOSITION 12.

(1) L’espace homogéne G/Pr = A équipé du point de base Pr est canoniquement isomorphe au
produit restreint des arbres T), équipé des points de base Py, et 'action de G' sur A est simpli-

ciale.

(2) Le sous-groupe P@ C P4 = G agit transitivement sur A, et le sous-groupe d’isotropie du point
de base *x est Pz'.

Preuve. (1) Puisque a la fois P4 et Pg sont des produits restreints, la preuve de (1) est évidente.
(2) D’abord, Q est dense dans le groupe additif A des adéles (si on enléve la place a1’00), (cf. [Sery]).

Le sous-groupe Q% de A* est discret et on a A* = Q4 R* ot R* = {(z,) ;val(z,) = 0 Vp} est un
sous-groupe compact de A* (cf. [Weg|).

Considérons la séquence exacte de groupes

(18) 0> A— P2 A > 1.
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La fermeture de P('g dans P4 est donnée par p~1(Q%). Ainsi, fa = A x Q7. Etant donné

1 .
g = [0 Z] € Py, on peut écrire h = rs avec r € Q% ,s € R*, alors

[t on] 1 omsT 1 0] o+
9‘[0 h]_[o rHo S]GPQPR

Ainsi g € P& Pg et puisque Pr est ouvert dans P4, on obtient g € P(é[ Pr. Ainsi Py = P& Pr et P@
agit transitivement sur A.

Finalement, le sous-groupe d’isotropie du point de base x = Pg est donné par

1 n
+ _ . _ pt
PQHPR—{[O 1] ,nGZ}—PZ

Nous pouvons alors identifier A avec P@ / Pz, et nous allons maintenant obtenir 1’algébre de Hecke
du Théoréme 5 du commutant de ’action de P& dans l'espace des fonctions sur A. Nous avons
besoin pour cela de considérer I'espace de Hilbert ¢2(A) = EQ(P(S/PZ).

Posons I' = P&, Ty = PZ+ C P&. Veérifions d’abord le

LeEMME 13. L’action de I'y = Pg sur I'/Ty a seulement des orbites finies.

Preuve. Soit g = F “

+
0 kl S PQ. Alors

bl vt} {f 72 e

1 m I n| |1 nt+at+mk
o 1|90 1] = |o k

Quand n; varie, ni1k prend seulement un nombre fini de valeurs modulo Z, leur nombre dépendant
du dénominateur de k. Ainsi on voit qu’on obtient par exemple une orbite finie de cardinalité le

dénominateur de k.

LEMME 14.

(a) Tout élément T' du commutant de I' agissant dans ¢2(I'/T) est caractérisé par la fonction

[o-bi-invariante fr(g) = (Tec, g 1ee).

() Ona Y |fr(g) < .

g€T\I'
(c) On a fr+(9) = fr(g™).

(d) La fonction fr, 7, I'o-bi-invariante , associée au produit de deux éléments 77 et 75 dans son

commutant est donnée par

from(9) = fr(gg) fr (o).

I'/To
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Preuve. (a) Tout élément de I' agit par permutation de la base e,z € T'/Tg de H = (>(I'/Ty).
Puisque T commute avec I, il est caractérisé par Te. qui est déterminé par fr. On a
fr(g) = (T'gee, €e) de telle facon que fr est I'p-bi-invariante.

(b) Evident.
(c) fre(g) = (T"ec, 9™ "ee) = (g€, Tee) = (Tee, gec)

(d)
fT1T2(g) = <T1T256797166> = <T2567971T1*56>

Y (Toee,iee)(gree, g Tiee)
g1€0/To

= Z fri(991) fru (g1 h)

g1€'/Ty

On peut écrire (d) comme

frs(9) = D fnlggr (o)

g1€T'/Tg

La condition (b) montre que fr(g) = 0 & moins qu’il existe un ensemble fini F' C I" avec
T'ogly C F Ty

i.e., si g ['g appartient & une orbite finie de I'g sur I'/T'g. Par le Lemme 13, on peut prendre une
base de fonctions I'g-bi-invariantes, ex, ou X parcourt les classes doubles X € T'g\I'/T'g,ex(g) =0

sigé X,ex(g) =1si g€ X. Pour toute telle classe, on a deux entiers finis associés :

(19)
L(X) = cardinalité de l'image de X dans I'/T
R(X) = cardinalité de l'image de X dans I'g\I'.

En fait, & chaque classe double X correspond un nombre rationnel positif donné par k pour tout

[(1) Z] € X, et L(X) est le dénominateur de k, alors que R(X) est le numérateur de k.

PROPOSITION 15.

(a) Soit f une fonction Tgy-bi-invariante sur T' de support fini dans To\I'/To. Alors il existe un
unique élément r(f) du commutant de T dans ¢*(T/Tq) tel que

f(g)=(r(f) ee,g te) Vgel.

(b) L’application r s’étend a un isomorphisme de C;(I',Ty) avec la C*-algébre C = Cg engendrée
par r(f) dans (?(A).

Preuve. (a) Soit X une classe double, X € I'o\I'/T'y et ex la fonction I'g-bi-invariante correspondante.

Soit T la matrice définie par
(Tgr ee, 92 €) = ex (g, o).

On a, par le Lemme 13, l'inégalité

supa D |Tol < L(X),  supg Y [Tasl < R(X)
B a
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qui montre que 7' définit un opérateur borné dans ¢! (A) et dans £>°(A), et donc dans £2(A). L'unicité

est évidente.
(b) découle du Lemme 14 (d) et des définitions de H(I',Ig) et C;(I',T'g) (cf. Proposition 3).

Ensuite, soit ¢ I'état sur Cy défini par

(20) p(T') = (Tee, €c).
LEMME 16. ¢ est un état KMS; sur C relativement au groupe & un paramétre oy,
: R(X)
= k" k= .
Ut(@X) €Xx, L(X)
Preuve. Le produit des fonctions I'g-bi-invariantes est donné par
(f1* f2)(g Z fi(g1) f2(g7 " 9).
g1€F/F0
On a
o(fixfo)=(Axf)le)= Y filg)falgr")
gleF/Fg
plexxf)= > ex(g)flgr")
1€F/FQ
p(fxex)= > flgex(gy))-
g1€1"/1"0

Soit g € I avec X = TI'g g I'g une classe double fixe ; alors puisque f est I'g-bi-invariante, les deux

expressions ci-dessus sont des multiples de f(g™1) :

plex * f) = LX) f(g7"), o(f xex) = R(X) f(g™").
L(X

Ainsi p(ex * f) = T){%90(f x ey ). Cela montre que eX est un vecteur propre du groupe modulaire

d’automorphismes de I’état normal fidéle
T — (Tee,ee)

sur la fermeture faible C” de C agissant dans H = ¢2(I'/Ty). 1l découle alors de cela que ¢ est un
état KMS; pour le groupe o = o%,. Le vecteur g, € £2(A) est toujours séparateur pour la fermeture
faible de Cg parce qu’il est cyclique pour P@ par la Proposition 12 (2). Le sous-espace H,. de £2(A)
donné par

H, = Cgee

est dans le bicommutant de I'action de P(S sur A et nous allons le calculer.

LEMME 17. Soit € € 2(A) ; alors € € H, ssi & est five par ['g C P& agissant o gauche sur
A= P& /T.

Preuve. Soit ¢ € H fixe par I'g. Alors la fonction f(g) = (£,e4),9 € I'/T¢ est I'g-bi-invariante.
Pour montrer que £ € H,, on peut assumer, en utilisant une décomposition orthogonale, que f
est la fonction caractéristique d’une classe double, f = ex. Nous obtenons comme ci-dessus que
e e =, ger g €e Ol X = FT, de telle maniére que toutes les fonctions caractéristiques des classes
doubles appartiennent a H,. Inversement, si £ € H,, et £ =T e, pour un opérateur 7' qui commute
avec P& , alors puisque T commute avec I'g C Pa et gee = e, Vg € 'y, on obtient que & reste fixe

par I'g.
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4 Présentation de la C*-algébre Cy = C(Pg, P))

Considérons d’abord l'algebre de Hecke H = H(T',Ty) ou I' = P& ,To = P sont définis comme ci-
dessus. C’est une algébre involutive sur C avec une base linéaire ey, indexée par les classes doubles

X € T'o\I'/Ty. Nous utiliserons les notations suivantes :

(o) Pour n € N*, i, = n~/2ex, ou X, est la classe double de 1’élément B

0 +
n] de Fy.
(B) Pour v € Q/Z, e(y) = ex~ ou X7 est la classe double de I’élément {0 1} de P*'/P+

PROPOSITION 18. Les éléments pi,,e(y),n € N*,v € Q/Z engendrent 1’algébre involutive H et les

relations suivantes donnent une présentation de H.

(&) pppn =1 Vn

(b) finm = pinpm  Yn,m

(©) bty = tiptn  si(n,m) =1

(d) e(7)* = e(=7),e(n +12) = e(71)e(12) VY, 71,72

() e(v)un = pne(ny)  Vn,Vy

(0 ey =1 3 e(d)  Vnva.
né=vy

Preuve. Nous devons d’abord vérifier que les relations (a)-(f) sont respectées en utilisant les défini-

tions du produit et de 'involution dans H, c’est-a-dire que :

(1) fixfalg)= D> filgr) falgr'g)

g1€I'/To

(2) f(g) = flg™h).

. 1 .
Pour n € N*, la classe & droite {0 SJ Ty est déja une classe double : X,,. Cela montre que pour

toute fonction I'g-bi-invariante f € H :

(3) n2 (i % f)(g) = f ([(1) n01:| g) Vg eT.

1
De facon similaire, la classe a droite [

0 1] o,y € Q/Z est déja une classe double X7 de telle sorte

que
L =y
0 e =1(y T]o)  veer
. e Tees 1
et en utilisant I’égalité I'g [0 1] X7,

) dreo =1 (aly 7|) weer

En utilisant (3), (4), (5), on prouve directement les relations (b), (d) et (e). La multiplication a
gauche par p;, est donnée par

0 s D) =5 1 (|o 2s) voer



ou la bi-invariance de f montre que f ([(1) ﬂ g) dépend seulement de &k modulo n, puisque

1 o]t k] 1 k+nb
0 1/ 10 n| |0 n
L’égalité (a) découle directement de (6). Soient n,m des entiers tels que (n,m) = 1 ; en utilisant (3),

on obtient que la fonction bi-invariante n'/2m/2p,, « iy, est la fonction caractéristique des classes

doubles I'y : [(1) f?:ﬂl

]. En utilisant (6), on obtient que

m—1
m 2k, pn(g) =Y pin <[ ] g> -
0

0 m
k=
. 1 B N s o N .
Soit g = 0 ol € I'. Alors le (k+ 1)-iéme terme du c6té droit s’évanouit & moins que
Lk g€ L i.e. & moins que a = n/m, 4+ " € Z. Ainsi, le coté gauche s’évanouit a moins
0 m 0 n| 7 ’ m ’ ’

que § € Z/m et est égal & n~'/2 si B € Z/m puisque, comme (n,m) = 1, seule une valeur de k

contribuera a la somme. Cela prouve la relation (c). Pour prouver (f), on combine (3) et (4), ce qui

donne
1 —yn~!
W re) o =1 ([ T |e)  weer
que Pon applique & f = . On a f(g) =n'/?sig € [é ?//ﬂ et f(g) = 0 sinon. Cela montre que

. . 1
(i * e(y) * ) (g) s’évanouit a moins que g = [0 ﬂ avec

1 —m Y1 B c 1 Z/n
0 nt]l0 1 0 n!
i.e. nf =~ modulo n. Puisque cette équation a n solutions § € Q/Z, on obtient (f).

Nous avons ainsi démontré les relations (a)-(f). Inversement, soit A ’algébre involutive engendrée

par les éléments (uy), (e4) satisfaisant (a)-(f). Nous allons montrer que les monomes de la forme

tn,m,’y = Mne<7)M:17 n,m € N*a (n7m) = 17’7 € @/Z

forment un ensemble de générateurs de ’espace vectoriel A. 11 suffit pour cela d’exprimer ’adjoint

et les produits de tels monémes comme des éléments de leur enveloppe linéaire L.

) : . ) . . .
D’abord, si nous continuons en notant t, ,, 4 ’expression ppe(y)uy, quand n, m ne sont pas premiers

entre eux mais 8’ils sont tels que (n, m) = ¢ > 1, nous pouvons écrire

tn,m,'y = ,un/q/‘qe(fY)/‘;:u:z/q

et utiliser (f) pour I’exprimer comme un élément de £. 11 est clair que (tpmy)* = tmn,—y de telle

sorte que £ = L*. Calculons maintenant le produit : tn; m; i tnomaene- S0t ¢ = (my,ng), alors

Hiny Fny = Ho rqMaPaltng fq = Fopy jqkns/q = Fng fghoy, /g €0 utilisant (a), (b), (c).
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Ainsi tn; my v tnomaye = Mnl6(71)Hn2/qM;1/q€(72)M7;L2- En utilisant (e) et son adjoint, on obtient

alors

na my *
tnymimtno,maye = Hnyng/q€ <q71 + q72> Hmima/q

qui est un t,,,~ avec (n,m) non nécessairement égal a 1 et peut étre exprimé comme ci-dessus

comme un élément de L.

Nous avons montré que ’enveloppe linéaire £ des t,, ,,, 4 est une algeébre involutive et ainsi que £ = A.

Dans l'algebre H, les ¢, sont donnés par

1
-1/2 Y
(7) tnm~y = (nm) ex, X = classe double de [0 n/m] .

Ainsi, ils sont linéairement indépendants dans H et cela suffit pour conclure que (a)-(f) est une

présentation de H.

11 est crucial que la présentation de H ci-dessus soit définie sur le corps Q des nombres rationnels,
puisque cela permettra I’action naturelle du groupe de Galois G de I’extension cyclotomique Q¢!

de Q sur certaines représentations de H que nous construirons plus tard en Section 6.

Un résultat similaire & la Proposition 18 est obtenu pour la C*-algébre Cp = C;(I',T'y) et du fait de
la moyennabilité de I' = P& , la nuance entre C*(I",T'y), la C*-algébre universelle engendrée par les

(ftn, €4) avec les relations ci-dessus, et C)(I',T'g) ne se léve pas. On a C*(I',Ty) = C}(T',T).

PROPOSITION 19. Soit m une représentation involutive de H comme opérateur dans un espace de

Hilbert H. Alors m s’étend uniquement par continuité a une représentation de C(I',T'g) = Cq.

Preuve. Les relations (a) et (d) montrent que m(uy,) est une isométrie et w(e(7y)) est unitaire. Ainsi

on a
7 (pme (V) ) | <1 Vn,m, .

Cela montre que 7(f) est borné pour tout f € H, avec

[ (O < 11

ou

=" s»2rHl, 8(7) = Zry-

~€T'/To

11 suit alors que I’égalité suivante définit une norme sur ‘H dont la complétion est une C*-algebre :

(8) [fllmaz = Sup{[[x(f)|l ;7 € RepH}

ou RepH est la classe de toutes les représentations involutives de H dans un espace de Hilbert sé-

parable fixé.

Montrons que

9) [ fllmax = [ fllexrryy VFEH
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qui est une assertion de moyennabilité de la paire (I',I'g). Prouvons d’abord (9) pour les éléments

de I'anneau de groupes f € C[Q/Z], i.e. les combinaisons linéaires des e,y € Q/Z.

En utilisant les représentations de H dans £2(I'g\I'), on a

<10) Hf”max > ||f||C;‘ VfeEH.

Ainsi, nous avons seulement besoin de prouver l'autre inégalité. La moyennabilité du groupe Q/Z

montre que

(11) I (A < 117]

C:(Q/2) vf e ClQ/Z]

pour toute représentation unitaire 7 de Q/Z.

Observons que dans la représentation de H dans ¢2(T\I'), la restriction a C[Q/Z] définit une
représentation fidele de C}(Q/Z) = C*(Q/Z). Par exemple, la restriction de laction de Q/Z a
lorbite de g9 = T, est isomorphe a la représentation réguliere de Q/Z, d’ou découle le résultat.
Cela prouve (9) pour les éléments de C[Q/Z] et nous autorise a voir C*(Q/Z) comme une C*-sous-
algebre de la C*-complétion C*(I",Ty) de H pour la norme (8). Identifions le dual du groupe Q/Z
avec le groupe additif R C A en utilisant I’égalité Q/Z = A/R et l'identification du groupe additif

A avec son dual de Pontrjagin. Considérons maintenant le groupoide localement compact G défini

comme suit. Puisque I’espace localement compact G est le sous-ensemble suivant de R x Q7 ,
(12) G ={(b,a) e RxQ";abe R}

qui peut étre identifié & une union dénombrable d’ensembles ouverts et fermés de R.

OnaG® =R x1=mR et les applications image et antécédent sont
(13) r(b,a) =ab,  s(bya) =10
tandis que la composition est donnée par

(14) (b1,a1) o (be,az) = (ba,araz).

Par construction, les fibres G* et G,,x € R de r et s sont des ensembles discrets dénombrables et
les C*-algebres C*(G) et C;(G) de ce groupoide localement compact font bien sens. Ce sont les

complétions de 'algébre de convolution C.(G) des fonctions continues a support compact sur G,

(15) (ixf)(0) = D, An)fa(r)
T0Y2=Y
(16) ) =f1

sous les normes respectives suivantes :

(17) [fllmax = sup{|[[x(f)]| ;= € Rep G}
(18) [fll- = sup [|Az(f)]]
z€gG©)
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oil \; est la représentation réguliére a gauche de f dans £2(G%) donnée par :

(19) Ae(HOM = Y F)Et )
r(1)=x
Maintenant, puisque le groupe Q% est moyennable, il s’ensuit que le groupoide localement compact

G est moyennable au sens de [Ren|, de telle facon que les normes (17) et (18) coincident.

Maintenant, étant donnée une représentation m de H, nous obtenons une représentation 7 de C.(G)
comme suit. Nous identifions H avec une sous-algébre de C.(G) en vérifiant que les éléments suivants

e(y), fin, de C.(G) satisfont la présentation de la Proposition 18,

(20)
e(y)(bya) =0 3 moins que a = 1,
e(7)(b,1) = (b,7)

(ot (b,~y) est 'appariement entre R et Q/Z donné par la dualité de Pontrjagin des groupes abéliens)
(21) fin(b,a) = 0 4 moins que a = n~ ' ; fn(b,n =1 VbeR.
On vérifie directement les relations (a)-(f) de la présentation de H en utilisant en particulier I'égalité
(22) (nvy,b)y = (y,nb)y VyeQ/Z, VveQ/Z,Ybe R tel quenbeR.

Alors soit 7 une représentation involutive de H. Nous avons montré ci-dessus que la restriction de 7
a l'anneau de groupes de Q/Z s’étend & une représentation de C*(Q/Z) = C3(Q/Z). 11 découle alors
de cela, en utilisant i, qui, avec C(R), engendre C.(G), que 7 s’étend & une représentation 7 de
l’algeébre de convolution C.(G) du groupoide localement compact G. La moyennabilité de G améne

alors

(23) [ (N < sup [Az(H Ve
z€ER

L’homomorphisme h : G — Q% , h(b,a) = a, ameéne pour chaque x € R, une injection de G* dans Q%
qui nous autorise & considérer le corps continu d’espaces de Hilbert £2(G%), 2z € R comme un sous-
corps du corps des constantes avec comme fibre EQ(Qi). Pour tout f € H, l'application x — )\z(f)
est alors fortement continue avec des valeurs dans £(¢*(Q%)). Cela peut étre vérifié directement
pour les ji,, et pour les éléments de C(R).

Il s’ensuit que pour toute f € H, la fonction sur R, définie par  — ||[A\;(f)]|, est semi-continue par

le bas dans le sens ou {x ; |[\z(f) > a} est un ensemble ouvert pour tout a. Ainsi

(24) sup [|Az(f)[| = Ess Sup,crl[A(f)]]
z€ER

et le coté droit est égal a || f|lcx (I, T'o) de telle fagon que 1'égalité (9) en découle.

5 Action de W x R sur la C*-algébre Cg
Soit (o¢)ter 'action de R sur la C*-algebre Cp = C’*(P&,Pg) définie dans la proposition 4. En
fonction des classes doubles X dans T'g\I'/To,T" = P(éﬁ , o= PZJr , 0N a

, X
ollex) =kT"ex, k= B2

L(X)
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et pour la classe double de g = [(1) Z} €Pi ona

(1) k= a.
Par rapport a la présentation de Cg (Proposition 18), on a

(2) o) =n"pn VR EN*,  oy(e(7)) = e(v)

quelque soit v € Q/Z et quelque soit ¢t € R.

PROPOSITION 20.

(a) La C*-sous-algebre de C; donnée par les points fixes de o, Cf = {z € Cq ;01(z) = z,Vt € R}
est 'image de C*(Q/Z) par I'isomorphisme associé a ’homomorphisme v € Q/Z — e(y) € Cp.

(b) Le centralisateur de I'¢tat ¢ sur Cg donné par le Lemme 16 est égal a Cg = C*(Q/Z).

Preuve. (a) Par construction, C*(Q/Z) C Cg. L’action o de R sur Cg est presque-périodique et
diagonale dans la base linéaire (ex) de H. La projection P sur les points fixes de o, donnée par

la moyenne presque-périodique des o; est l'identité sur les classes doubles ex~,y € Q/Z, et elle
. 10 .
s’évanouit, P(ex) = 0, sur les classes doubles de tout g = [O a} ,a # 1. La conclusion en découle

puisque H est dense sur Cg et P est de norme continue.
(b) découle de (a) et du Lemme 16.

Nous allons maintenant définir une action naturelle par les automorphismes de Cg, du groupe des
classes d’ideles W = A*/Q7%. Rappelons d’abord que nous avons obtenu Cgp dans la Proposition
15 du commutant de P(éf dans £2(A) ot A = Py/Pr = P&/PZJF. Montrons que W = A*/Q7 agit
de facon naturelle sur le commutant de P& dans £2(A). Le groupe P4 agit sur A et sur £2(A) et
ainsi le commutant de P& est le méme que le commutant de sa fermeture P& dans P4. On a (cf.

Proposition 12) ?(5 = A x Q% qui est un sous-groupe normal de P4. Ainsi le groupe quotient
* * 5+

(3) W = A*/Q} = Pa/Py

agit naturellement sur le commutant P(éf " de P(éf dans 2(A), par

(4) Ou(x) = uzu* Ve e Pi', VYueW.

(Le choix du représentant u € Py de la classe de u est sans importance). Cela définit une action

fortement continue du groupe compact W sur ’algébre de von Neumann P& !
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PROPOSITION 21.

(a) L’action 6 de W sur P(é[ " laisse la C*-sous-algebre dense globalement invariante et est de norme

ponctuelle continue (elle converge simplement en norme) sur Cp.
(b) La sous-algébre point fixe C(S/ est la C*-algebre C*(N*) engendrée par les pu,, € Co.

(c) L’action de W sur Cg préserve I’état ¢ et commute avec I’action (o)scr.

Preuve. Montrons d’abord que fi,, i.e. la convolution a droite r(f) dans ¢2(I'/T'y) par f = n~2ex, ,
appartient non seulement au commutant de P(é[ (Proposition 15) mais également au commutant de

P,4. Par construction, on a

(5) (ree,gee) = fg) =n"ex,(9)  VgeTl
et puisque les ge., g € I'/Tg forment une base de £2(A), nous obtenons

1 0

1/2gn56a gn = [0 n:| el

(6) phiee =mn"

Supposons que n = p est un nombre premier et montrons que p'/2
(A) = ®q(€2(Tq), %) donné par t, = 1®t,® 1 ®..., ot t, est la translation hyperbolique d’une

unité de longueur vers le point & I’'oo dans ’arbre 7}, de la Proposition 12.

p, coincide avec 'opérateur dans

Notons que cette translation hyperbolique est exactement p vers un de telle facon que p 1/ 2tp est
une co-isométrie sur EQ(Tp). Maintenant, on a a la fois u, et ¢, qui commutent avec l'action de Pé{

sur £2(A), et e, est cyclique pour P(éf. Ainsi égalité
PP upee = thee
implique I’égalité des opérateurs
(7) wy=p"""1,
Puisque fp appartient au commutant de P4, par construction, on obtient ainsi que p, € (Pa)’ et

(8) Hu(ﬂn) = Hn Yue W,n € N*.

Pour prouver 21 (a), nous avons seulement besoin de montrer que l'action 6 de W laisse la C*-sous-
algebre C*(Q/Z) = C(R) de Cgp globalement invariante et qu’elle est de norme ponctuelle continue

sur C*(Q/Z). Cela va découler de l'assertion plus précise suivante :

LEMME 22. Soit f € C(R) = C*(Q/Z) C Cq. Alors

0.(f)(b) = f(ub) VbeR,uc R =W.

Preuve. Considérons (cf. [Weg| p. 257) la décomposition en produit direct :
A* = Q% x <Hzgg> =Q: xR
P
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ou le morphisme r : A* — Q7 est donné par
r2) = [Tl = [T
P P

Par construction, r est I'identité sur Q% et son noyau est Hp Z,, = R* ; ainsi, r est la projection sur
le premier terme de cette décomposition comme un produit. Nous utilisons la seconde projection
pour identifier W et R*.

I’égalité des groupes abéliens A/R = Q/Z montre que la multiplication par un élément u € R*
définit un automorphisme m, de Q/Z et pour prouver le Lemme 22, on a juste & montrer que pour
tout v € Q/Z, on a

(9) Oule()) = e(my-17)  Vue R

Puisque ¢, est séparateur pour P7”, il suffit de vérifier que 0, (e(7)) g = e(my,-17) €, i.e. que

(10) we(y) u* ee = e(my-17) €.

Puisque ¢, est laissé fixe par Pr C Py, il est fixe par I'action de u* € R* C Pr. De plus, pour tout

(1) (15] €e. Ainsi (10) découle de I'égalité

eI D L

Cela compléete la preuve du Lemme 22 et de la Proposition 21 (a). Pour prouver la Proposition 21

0 € Q/Z, Iaction de e(§) sur €. donne simplement [

(c), noter que Paction de R* dans £?(A) fixe le vecteur e, ce qui prouve que 'action de W sur Cg
préserve ’état ¢. Il commute trivialement avec oy dans tous les cas. Prouvons la Proposition 21
(b). Puisque W est un groupe compact, nous pouvons considérer la projection naturelle E de Cq
sur Cév donnée par

(11) E(x) = / Oy (x)du
W
Par construction, E est de norme continue et satisfait
(12) E(azb) =a E(z)b Vz € Cq, a,beCy .

Puisque par (8), on a C*(N*) C C’(g/ , il suffit d’utiliser la base linéaire p, e(y) wi, de H, pour

montrer que
(13) E(e(v)) e C*(N") vy € Q/Z

pour conclure que C*(N*) = Cév.

Finalement, pour prouver (13), noter que E(e(7y)) € C*(Q/Z) = C(R) est donné par une fonction
f € C(R) telle que

(14) f(ub) = f(b) YVu € R*, Vb € R.

Cette égalité définit une C*-sous-algébre de C(R) = @ C(R,), qui est identique a
C*(N*) N C*(Q/Z). Cela peut se voir localement en montrant giz

(15) feC(Ry), f(ub)=f(b) VYueR,bER,

implique que f est une fonction de | |,.
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6 Classification des états KMS; pour 8 > 1

Nous allons d’abord construire des représentations involutives 7, de ’algébre de Hecke H étiquetées
par le groupe de Galois G = Gal(Q¥°/Q) du sous-corps Q¥ de C engendré par toutes les racines

de 'unité.
Soit H I'espace de Hilbert ¢2(N*), avec sa base orthonormale canonique (gx)gen: -

PROPOSITION 23. Les égalités suivantes définissent une représentation involutive m; de ’algebre de
Hecke H = H(I',Tg) dans £2(N*),

() m1(pn) €k = €nke Vn, k € N*
(B) mi(e(y)) e = exp(2miky) e,  VE e N*, € Q/Z.

Preuve. Nous avons juste besoin de vérifier que les relations (a)-(f) sont respectées par les opérateurs
wh, = m1(pn) et €(y) = mi(e(y)) définis par («), (8). Puisque application k& — nk de N* dans N*
est injective, la relation (a) est vérifiée et de plus, 'adjoint p)* est donné par

(1) [n€k = €/ sin|k et 0 sinon.

La relation (b) est évidente. Pour vérifier (c), noter que si (n,m) = 1, alors m|k <= m|nk et

quand on 'applique & ey, & la fois iy, 17, * et piy,* 1y, s’évanouissent ou sont égaux & e/, La relation

(d) est évidente ainsi que (e),
(2) ¢'(7) iy €r = €'(7) enk = exp 2mi(nky) e, = pi, €' (n7) er.

Vérifions (f). Les deux cotés appliqués a € s’évanouissent a moins que n|k. C’est clair pour le coté

gauche par (1), et c’est vrai pour le coté droit parce qu'il est de la forme

1
e'(8o) - Z e6), mnd=r
nd=0

et Z €'(8) e = 0 & moins que n|k. Ensuite, quand n|k de telle fagon que k = gn, on a :
nd=0

i, € () gy ek = exp(2miqy) ex
€' (0p) e, = exp(2mikdy) e = exp(2miqy) ek

pour tout 6y € Q/Z tel que ndy = .

PROPOSITION 24.

(1) Pour a € G = Gal(Q™/Q), les égalités suivantes définissent une représentation involutive 7,
de H dans (?(N*) :
() mo(pin) €k = ek Vn, k € N*
(B) ma(e()) ex = alexp 2miky) e, Yk € N*,~v € Q/Z.

(2) Pour tout élément x € H(Q) de la Q algébre engendrée par les pu, et les e(y), les éléments de

la matrice m,(x) satisfont
(Ta(z) 8k175k2> = a(m () €k1’5k2> VE;.
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Preuve. (1) La preuve ci-dessus de la Proposition 23 marche sans changement. Le seul point im-
portant est de vérifier (d), notamment que 7 (e(7))* = ma(e(—7)). Cela est vrai car la conjugaison

complexe z — Z commute avec tout o € G.

(2) Par construction, les éléments de la matrice des 7, des générateurs satisfont la relation souhaitée
qui est stable par les opérations algébriques sur des matrices n’impliquant que des sommes finies de

produits.

Définissons H comme I’opérateur positif dans £2(N*) correspondant & I’évolution temporelle décrite

dans la Section 2, notamment

(3) H., = (logn)e, VneN".

Nous avons déja vu dans la Section 2 que

(4) Moy em M — 5y (z) Vo e C*(NY), VteR.

Puisqu’il est évident que H commute avec 7, (y) pour tout y € C*(Q/Z) C Cgp, nous obtenons alors
(5) M oo (x) e =1, (0y(x)) V€ Cg,Vt € R.

Nous pouvons maintenant énoncer le :

THEOREME 25. Soit 7, l'extension canonique de la représentation m, de H a la C*-algébre Cg, et
soit B > 1.

(a) L’égalité suivante définit un état KMSg sur (Cg,0y) :
= ((B) 7! Trace(7a(z) e )  Va e C
pp.a(®) =C(B)"" Trace(Ta(z) e™7)  Va € Co.
(b) L’application a@ — g o est un homomorphisme du groupe de Galois G de Qe avec I'espace
des points extrémes du simplexe de Choquet des états KMSg sur (Cq, o).
Preuve. (a) D’abord, par la Proposition 19, nous savons que la représentation 7, s’étend & une
représentation de Cq et 1'égalité (5) avec la finitude de Trace(e™#H) = ((B) donne (a).

(b) Fixons > 1 et montrons d’abord que I'application o — ¢34 est injective.

Pour montrer cela, noter que chacune des représentations 7, de Cgp est irréductible et par construc-
tion, chaque g o est un facteur d’état de type /. Aussi sa construction GNS détermine canonique-
ment 'opérateur positif H,0 € SpH, comme un opérateur non-borné associé a la fermeture faible de

Cq : en particulier, ¢g , détermine canoniquement 1’état & température 0,

(6) Spoo,a(x) = <7Toz(x) 517€1>‘

Quand on restreint cet état ¢ o & l'anneau de groupes Q[Q/Z] de Q/Z a coefficients rationnels, on

trouve le plongement du corps Q% des racines de 1'unité dans C :
(7) Pooa(D_ A1) = D> Njexp(2miv;))
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qui bien sir détermine oo € G de maniére unique.

Ensuite, chaque g, est un facteur d’état et ainsi, est un point extréme de ’ensemble convexe
faiblement compact Kg d’états KMSg. Soit £(Kg) I'espace des points extrémes de Kg. Nous avons
montré que 'application o — ¢g o est une injection de G dans £(K3p).

Cette application est faiblement continue puisque, comme 5 > 1, la série ) a(exp 2m’/~c’y)k*5 est
uniformément convergente. Il reste & montrer que cette application est surjective. Noter d’abord

que pour tout élément u de W, il existe un élément correspondant a(u) de G tel que

(8) 6.1 0 0u = ¢p.a(u)

et 'application v — «(u) est un isomorphisme entre W et G. Ensuite, il existe sur Cg un unique
état KMSg qui est W-invariant. Cela est vrai pour toute valeur 8 €]0,00[ et cela découle de la
Proposition 21 (b) et de la Proposition 8 (a). En effet, étant donné un tel état ¢, on a ¢ = po E ou
FE est la projection E = fW Oydu ¢ de Cq sur C(S/ et la restriction de ¢ a C(S/ = C*(N*) est unique.
Alors soit 9 est un état KMSg ; on a

(9) / 1 o by du —/ 08 a(u)du
W 1%
puisque les deux cotés sont des états KMSg W-invariants. Maintenant, si ¢ € £(Kg) est un point

extréme, cette égalité (9) donne deux décompositions du méme état comme barycentre des mesures

sur £(K3), qui est un simplexe de Choquet (Proposition 2), de telle sorte que
(10) Y o0y € {pgaw) ;v €W} pour presque tout u.

Finalement, cela implique que ¥ = ¢ 4(,)°0,, L'pour un u,v € W et v est dans I'image de ’application
a — g o. Puisque I'application o — ¢g o est continue et bijective et puisque G est compact, il est

homéomorphe & son image £(K) et cela prouve le Théoréme 25.

REMARQUES 26.

(1) Nous donnerons dans la section prochaine la formule générale (pour toutes les valeurs de [3)
pour l'état KMSg W-invariant ¢z sur Cp, mais nous pouvons trouver la formule pour 8 > 1
d’ores et déja en utilisant I’égalité (9). D’abord, en utilisant la base linéaire (¢, ) de H C Cg

décrite dans la Section 4, on a
(11) O(tnmy) =0si n/m+#1 VYo € Kp.

Ainsi, cela suffit pour déterminer la restriction de pg a Cg. Pour cela, on peut par exemple
utiliser le coté droit de (9) et la formule du Théoréeme 25 (a) pour ¢g . Soit v € Q/Z,n € N*.

Alors on a

(12) /Goz(exp 2mwiny) do = ZEZ;;;

oty =%,(a,b) =1et (n,b) =dest le p.g.c.d de n et b. De plus, u est la fonction de Moebius

et ¢ est I'indicateur d’Euler. Définissons pg comme la fonction multiplicative telle que

(13) > P =ps(b) ¢(B).

(n,b)=1
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Onapsb)= ] @-p7).

plb, p premier

L’unique état KMSg W-invariant, donné par (9) satisfait

(1) esteln) = 3 Lol ot/ a2

d|b

ot b est le dénominateur de la fraction irréductible v = ¢. Le coté droit de (14) est une fonction

multiplicative de b et il est aussi donné par
(15) pple() =0 I @-p"Ha-pH!
plb, p premier

comume cela peut étre constaté en calculant le coté droit de (14) quand b est une puissance de

premier. Nous donnerons une autre preuve de (15) dans la prochaine section.

(2) L’énoncé du Théoreme 25 (b) s’applique aussi aux états & température 0 notés oo o. Pour de
tels états extrémes, l'application ¢ o restreinte a Q[Q/Z] C C*(Q/Z) donne I'appariement

associé au corps QW des racines de 1'unité dans C, comme nous ’avons vu plus haut.

(3) Le Théoréme 25 montre que la fonction de partition du systéme C*-dynamique (Cg, 0y) est la

fonction zéta de Riemann.

7 Unicité des états KMS; pour j €]0, 1]

Dans cette section, nous allons montrer que pour [ €]0,1], il existe un unique état KMSg
sur la C*-algebre Cp. Nous avons vu dans la Section 5, Proposition 21, que la C*-sous-algébre

C*(N*) C Cq engendrée par les p,, est algebre point fixe de 'action de W sur Cj :
(1) C*(N*)=Cy

Puisque W est un groupe abélien compact, son action sur Cg a un spectre discret, et nous pouvons

considérer pour chaque caractére xy de W le sous-espace spectral correspondant (cf. [Ped]),
(2) Cox ={r € Cg;bu(z) =x(u)z VueW}

Pour prouver 'unicité des états KMSg sur Cp pour 0 < 8 < 1, nous allons analyser les automor-
phismes partiels des facteurs de type III; associés & (C*(N*), ¢g) et a un caractére non trivial fixe x
de W.

Nous montrerons que ces automorphismes partiels sont extérieurs. Etant donné un élément V de
C*(Q/Z) = C(R) (resp. un caractére x de W), nous dirons que V (resp. x) est localisé dans un

sous-ensemble F' de P, I'ensemble des places finies de Q, ssi
(3) Ve (@perC(Rp)) @1 C C(R)

(resp. si x, vu comme un caractére de A*, se factorise a travers la projection W — H Q;).
peEF

Enoncons le lemme principal.
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LEMME 27. Soient 8 €]0,1] et o un état KMSg sur le systéme C*-dynamique (Cg,o0y). Alors :
(a) La restriction de ¢ a C*(N*) est égale a ¢g.

(b) Soit x un caractére non trivial de W et V € C*(Q/Z) une isométrie partielle tous deux localisés

dans un ensemble fini F' C P, tels que
0,(V)=x(9)V  VgeW.
Alors p(Vz) =0 Vz e C*(N*).
(c) La restriction de 1) aux sous-espaces spectraux Cg ., X 7# 1 est égale a 0.

Preuve. (a) Puisque la restriction de oy & C*(N*) est le groupe & un paramétre d’automorphismes
de la Proposition 8, la restriction de 1 a C*(N*) est un état KMSg et la conclusion découle de la

Proposition 8 (a).

(b) Soit E = V*V. Comme C*(Q/Z) est commutatif, on a E = VV™ ; aussi F appartient a 'algébre
CY = C*(N*). Soit a 'automorphisme de I’algébre réduite C*(N*)p déterminé par I'égalité

(4) alz)=VazV* VaeC'(N)g.

Soit M le facteur (de type III;) qui est la fermeture faible de C*(N*) dans la représentation G.N.S. de
¢p. Identifions C*(N*) avec une sous-algebre faiblement dense de M et étendons I’état ¢g & un état
normal pg sur M. Puisque V appartient & I’algebre point fixe de oy, il appartient au centralisateur
de 1. Il suit de l1a que 'automorphisme a de C*(N*)g préserve @g et s’étend a un automorphisme

de Mpg. Montrons que pour 8 €]0, 1], cet automorphisme est extérieur. Pour tout ¢ € P\F, on a

(5) Eug € Mg, a(Eug) = x(94) E g

ol g, € R* = HZZ est donné par ses composants

(6) (9g)p =q €ELNZLy, siq#p,(gq)q =1

Pour prouver (5), notons que pour tout f € C(R) = C*(Q/Z) et n € N*, on a (cf. Proposition 18

(e))
(7) fln = pinfn, ot fn(b) = f(nb) VbeR.

Ainsi, si f est localisé dans F' C P et g ¢ F, on obtient 0, (f) = fq,

(8) f Hqg = Hq 99q (f)

En appliquant cela & f =V, on obtient Vg = x(gq) pq V', i.e. on obtient (5). Voyons x comme un
caractére de (Z/mZ)* ou les facteurs premiers de m appartiennent tous a F'. Alors nous pouvons sim-
plement écrire x(¢) plutot que x(gq), pour ¢ & F. Tl découle de (5) que, modulo les automorphismes

intérieurs, I’automorphisme « est le produit tensoriel infini

9) o=@ Py dans Mpe = Q) (Mg, 05,4)
g¢F @
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ol pour tout nombre complexe A, |A| =1, on définit p, » comme "automorphisme de 7,, tel que

(10) PpA(Hp) = Aip.

Cet automorphisme est un cas particulier de oy, et il préserve I'état g, par construction.

Pour tout x € W localisé sur F, appelons §X I'élément de Ext(M) = Aut(M)/Int(M) déterminé par

la classe de

(11) <® id) X & Pyxa)

qgeF q¢F

LEMME 28. gx est intérieur relativement & (g ssi le produit infini suivant converge absolument en

valeur absolue

IT - =xp)p?)"

peEP

Preuve. On a, dans le facteur M, de type I, associ¢ a (7, ¢3,p), un facteur unitaire implémen-

tant 'automorphisme p, \( il est donné par l'opérateur diagonal qui a pour valeurs propres les

p)
x(p)?, j € N. Evaluer I'état g, sur cet unitaire donne

1=p ) x)"p ™ =1-p )1 -x(p)p )"
0

et le résultat suit de critéres généraux (cf. [Col). Cela montre en utilisant le théoréme de Dirichlet
[Seri| que éx est extérieur (x non trivial) quand 8 < 1 et est intérieur (puisque g est un facteur
d’états de type I) pour g > 1.

Ce lemme montre que, pour 5 €]0, 1], 'automorphisme o de Mg donné par (4) est extérieur :
(12) {ye Mg; yalx)=zy VreMg}=/{0}.

Maintenant, soit L la forme linéaire sur My donnée par

(13) L(z)=¢(Vz) VreC"(N)g.

L’inégalité de Schwartz |L(z)|? < ¥(FE) ¥ (x*x) montre que c’est une fonctionnelle linéaire normale
sur Mpg. Soit u l'isométrie partielle, u € Mg, de sa décomposition polaire L = u |L|. La condition
KMSg pour v appliquée a la paire Vz,y ; = € C*(N*), y € C*(N*), montre que L satisfait la
condition KMSg a-tordue, ot L(o¢(y) ) est remplacé par L(o(y) o(x)). Maintenant puisqu’a la
fois V' et 9 sont o, invariants, L l'est aussi et par conséquent, u et |L| le sont aussi. Il suit de ¢a que
la dérivée de Radon-Nikodym (D|L| : Dgg)s appartient au centralisateur de @3 et est de la forme

h't avec

(14) |L|(x) = ¢pg(hx) Ve Mg.
De la condition KMSg tordue, on obtient

(15) zhu=hua(z) Vze Mg

ce qui implique par (12) que hu = 0 et que L = 0.
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Cela prouve le Lemme 27 (b). Prouvons 27 (c¢). Il suffit pour cet objectif, étant donné un caractére
X € W  localise dans F C P, de trouver une séquence V, d’isométries partielles
Vi, € C*(Q/Z) = C(R), localisée dans F' et telle que

(16) 0g(Va) = x(9)V Vg e W5 pp(ViVyy) — 1.

n—o0

Alors, a € Cg,, étant donné, on a :

Y(a) = lim (V, V7 a) =0

n—oo

parce que V* a € Cgp = C*(N*) et le Lemme 27 (b) s’applique. Finalement la construction des V,

se réduit par le Lemme 22 & la construction de fonctions continues V,, € C' (H Zp) telles que
peF

(17) Vi(gb) = x(g) Vi (b) vo e [[ %9 <]z
F F

et telles que les |V,,| sont uniformément bornées et convergent ponctuellement vers 1 ; ceci est im-

médiat et I’existence des isométries partielles V,, en découle.
COROLLAIRE 29. Pour tout § €]0,1], il existe au moins un état KMSg sur Cy.

Preuve. Le groupe W est un groupe compact tel que la somme directe des sous-espaces spectraux

Co,y, est dense dans Cg et cela détermine 1) de maniére unique par le Lemme 27.

Nous allons maintenant construire cet unique état KMSg 15 sur Cg de maniére géométrique en
utilisant 'action du produit d’arbres de la Section 3. La construction va découler du lemme général

suivant, appliqué au C*-module £ = C*(G)e sur C*(N*) et a I’évolution temporelle o, de C*(N*).

LEMME 30. Soit C une C*-algébre unitaire, £ un C*-module sur C, (0¢)iecr un groupe a un paramétre
d’automorphismes de C, [ € ]0,00[, pg un état KMSz sur C, et Hyy Uespace de Hilbert de la
construction GNS pour pg.

(a) Soit Hp la complétion de € pour le produit intérieur donné par

(&mp=wps(&m) VEmel.

Alors, Uaction des endomorphismes Endc(E) sur € s’étend par continuité a Hg.

b) Il existe une représentation unique p de C° (I’algébre opposée de C) dans Hg telle que pour
p g B
tout £ € Hp et a € C dans le domaine de 0,55, on a

p(a)§ = Eaiga(a).
Cette représentation commute avec l'action 4 gauche de End¢(E).

Preuve. L'espace de Hilbert Hg est le produit tensoriel des C*-modules

(18) Hp = E®c He,
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de telle sorte que la premiére assertion en découle. La seconde assertion en découle également, en

utilisant H,,, comme une algébre de Hilbert gauche et le théoreme de stabilisation de Kasparov [Ka).

Nous appliquons ce lemme avec C' = C*(N*), &€ = C*(G)e, et o4 € Aut C donné par I'évolution
temporelle (Proposition 7 (c¢)) de C*(N*). Comme & est un espace de fonctions sur A, il en est de
méme de chaque Hg, et pour chaque o € A, nous prenons €, la fonction caractéristique de {a} C A.
Les vecteurs €4, € A sont de longueur unité dans chaque Hg et fibrent toujours un sous-espace
dense de Hg. Pour B = 1, ils forment une base orthonormée de telle sorte que H; = ¢*(A). Pour
calculer le produit intérieur (e4,eq/)g dans Hg, nous allons d’abord travailler localement, i.e. nous
fixons le corps local K = Q,, et appliquons le Lemme 30 & C' = C*(Pg). la C*-algébre réduite de
Py relative a la projection e = 1p,, alors que le C*-module est £ = C*(Pg)e. Nous utilisons sur C

Iétat ¢g p.

Alors le Lemme 30 fournit un produit intérieur sur I’espace des fonctions & support fini sur 'arbre
Tp = Py / Pg.

Calculons maintenant explicitement ce produit intérieur sur ’arbre T associé & n'importe quelle
valeur 3. Ainsi, K est un corps local, K = Qp, et nous notons d’abord qu’en transportant g,
par I'isomorphisme canonique entre 7, et la C*-algébre réduite C*(Pk)., sa valeur sur une fonction

Pg-bi-invariante f(s),s € Pk est donnée par (cf. formule (9) de la Section 3),

(19 paalf) = (ZP’““W (s pr) e (o 3])

k>0
1 no
0 ho
est égal & @3 ,(f), ot la fonction f est associée par la formule (13) de la section 3 aux classes a droite
Pg et g Pr dans Pg/Pg :

Soit g € Pr,g = [ ] Le produit intérieur (g €9, €0)g, avec gy correspondant au point de base,

(20) f(s) =m(gPr N Prs™t) Vse Pg
ot m est la mesure de Haar & gauche sur Px. Nous avons juste besoin d’évaluer f(s) pour

IR
s—[o 1}Ona

Pp s :{B Z] B p;k] - val(n) Zo,val(h)zo}

_ { [é Pk; ”] val(n) > 0, val(h) = o}

(21)

1
Tous ses éléments [ Tﬂ satisfont val(a) = 0. Cela implique que Pg s~ ! N g Pgr # @ seulement si

0
val(hg) = 0. Ainsi

(22) (Gc0,e0) =0 s val(ho) #0 <pour g = [(1) Zz] E PK>.
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Supposons maintenant que val(hg) = 0 ; en remplagant g par g [ }, nous pouvons supposer

0
0 Ryt
que ho = 1 sans changer g 9. On a

gfh;:{E ?}E E}nmmgzowamgzo}

(23)
_ L mtano ;val(ny) > 0,val(h1) =0
0 h1
On a g PrN Py 57! # @ seulement si val(ng) = —k. Supposons que val(ng) = —k. Alors nous

avons besoin de calculer la mesure de Haar multiplicative sur 'ensemble de hy € R* telle que
hing = p~* mod R. Cela est vérifié ssi hy € p~* nal +n61 R =pF nal +p* R. Les mesures de Haar

-1
additive et multiplicative coincident sur R* & un coefficient global prés d*h = (1 — %) dh. Ainsi

. 1
nous obtenons 1’égalité, avec g = [0 nlo}

(24) .
f d(l] p1 D =(1—p ) lpF si k= —val(no)

! (B plkD —0 si k # —val(no)

Ceci avec la formule (19) donne Pégalité

(25) eop(f)=p L —p (1 —p ), k= —val(ng)
(26) (g c0,e0)p =p (L —-p" A -p ),

no

o1 _
oug—{O 1},/{——Val(n0).

L’étape suivante consiste & comprendre la signification géométrique de 'orbite de { [0 ﬂ LO} dans

Varbre T), et de la valeur k = —val(n). Puisque 'action de Pk sur 'arbre T, fixe un point a 1’oco, elle
préserve les horocycles correspondant & ce point. Ces horocycles sont les classes d’équivalence de la
relation Roo : L ~ L' ssi dq tel que t7 L =t L' ou t est la translation hyperbolique d’une unité vers

le point a 1’cc.

Nous vérifions d’abord que les deux treillis L, L' sont R, équivalents ssi ils sont sur la méme orbite

du sous-groupe 0 le , n € K de Pg. Ce sous-groupe est un sous-groupe normal et par conséquent,
il définit une relation d’équivalence qui est stable par I'action & gauche de Px. L’application ¢ est
donnée par

10
(27) t(g Lo) = g g9p Lo Vg € Pk avec g, = 0 p

Plus généralement, t9(g Lo) =g gt Lo Vg € Pg.
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Ainsi g1 Lo ~ g2 Lo(Ry) sst g1 gp Lo = g2 g2 Lo, i-e.

(28) 9" g1 € g8 Prg,".

Cela est vérifié ssi g, 'gy est de la forme [(1) 7;;] , val(h) = 0, val(m) > —q. Ainsi g1 Lo ~ g2 Lo(R)
ssi g L1 € K x R*. Les deux treillis g Lo et [(1) Tll] g Lo satisfont trivialement cette relation et

inversement, si g1 Lo ~ g2Lo(Roo), nous pouvons écrire go comme [ ] g1 sans affecter g; Lo.

n
0 1
Interprétons maintenant la valeur de —val(m) comme une fonction de distance entre Lo et

1
L= 0 Tﬂ Lg. Soit k = —val(m). Nous savons que t*(Lg) = t*(L) et que cela n’est pas vrai pour

k — 1. Ainsi d(Lo, L) = 2k. On obtient

LEMME 31. Soient L, L' € T deux treillis.

(a) S’ils appartiennent & des classes d’équivalence d’horocycles différents, ils sont orthogonaux pour

()

(b) S’ils appartiennent a des classes de méme horocycle a distance d(L, L") = 2k > 0, on a
(erie)p=p (1 —p" H1-p )"

(c) Si L =L, alors (ep,er)p = 1.

REMARQUES.

(a) Pour f — 400, le produit intérieur ci-dessus converge vers une valeur non nulle seulement si
L=L"ousi L# L mais L ~ L'(Ry), auquel cas il tend vers —p~*(1 —p~1)~L.

(b) Pour 8 = 0, le produit intérieur converge vers 1 sur la classe d’équivalence de chaque horocycle,

qui se réduisent alors & un seul point dans Hg, 8 = 0.
Calculons maintenant le produit intérieur correspondant sur A = [[(T}, Lo) = P& /P . Appelons a
n
0 h
intérieur non nul, (g Lo, Lo), nous avons besoin qu’en chaque place p, g, Lo ~ Lo(Rw) et ainsi que

Val(gp) = 0. Alors h = 1. Posons alors N = { {

. . 1 . .
nouveau Lg le point de base. Etant donnée [ ] =g, n € Q, h € Q%, pour obtenir un produit

1 n
0 1
intérieur sur Porbite N Ly. Nous avons une base e, paramétrée par x € Q/Z,

1 «x
Epx = |:O 1:| LO-

Le produit intérieur (e;,0)p est alors donné, en utilisant le Lemme 31, par
(29)

} in € Q} et essayons de comprendre le produit

(exre0)s = [[ p P01 —p" (1 —pH)!
peEP
kp#0
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ounx = a/b, (a,b) =1etb= Hpkp est la décomposition de b comme produit de puissances de

p
premiers. Plus généralement, elle est invariante par translations, i.e. (€4,ey)g = (€2—y,€0)3 ; ainsi la
positivité qui en découle est le fait que la fonction donnée par (29) est de type positif sur le groupe

des racines de 'unité Q/Z. Cette fonction est la fonction g du Théoréme 5.

On a (g1 Lo, g2 Lo)s = 0si g5 'g1 ¢ N.

Prenons alors une orbite arbitraire N g Lo, g € P&. Nous avons besoin de calculer ((1,z) g Lo, (1,y) g Lo)3
ou z,y € Qet (1,z), (1,y) sont les éléments correspondant de N. On a ((1,z) g Lo, (1,y) g Lo) =
(g exr,gey) = (ew—ye0) 0t (1,2") = g7 (1,2)g et (1,9') = g7 1(1,y)g. Ainsi, nous voyons que les

. 1 0
orbltesN[O 1

un renommage prés, donné par (29) sur chacun d’eux.

} g0, k € Q7, sont orthogonaux deux & deux pour ( )g et le produit intérieur est, a

Nous sommes maintenant préts & décrire les espaces de Hilbert Hg associés par le Lemme 30 au
C*-module £ = Be sur C*(N*) et les états KMS g, et alors & obtenir le commutant de P& dans
Hz comme une représentation unitaire de la C*-algebre Cgq.

PROPOSITION 32.

(a) Soit Hg la complétion de 'espace de Hilbert du C*-module C*(Pa)e, sur eC*(Ps)e = C*(N¥),
avec létat pg. Alors Hg a une base naturelle indexée par PS/PZ+ , et son produit intérieur est

wmvartant par translations & gauche par P& et donné par

1 0 . .
<[O a] 56,8e> =0 a moins que a = 1

<[(1) ﬂ se,6e> = (b)

ot g est la fonction de type positif définie dans le Théoréme .

(b) La C*-algebre C(% admet une représentation dans Hg donnée par la convolution droite avec

8812 f pour toute fonction Pg—bi—invariante f sur P&.

(¢) Le vecteur g9 = classe de Pg est cyclique pour P, séparateur pour Cq, Cgeo est l'ensemble
des points fires de P, C P& et (Cq)” est le commutant de P(éf dans Hg.

(d) Le vecteur e définit un état KMSg sur Cg.

Preuve. La preuve de (a) découle de (29). Définissons Hp; comme le sous-espace de Hg engendré
par 'orbite Neg de €g sous le sous-groupe normal N de P& . Plus généralement, pour k € Q7 , nous

prenons

1 0
(30) Hpr = [0 k} Hp1.

Les sous-espaces Hg ), sont orthogonaux deux a deux et Hg est leur somme directe.
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Prouvons (b). Nous savons que l'action par convolution droite de ’algebre de Hecke H d’une fonc-
tion Pg’ -bi-invariante sur P6 améne une représentation de HY sur I’enveloppe linéaire de la base
naturelle e, x € P&/PiIr de Hg. Cela est encore vrai si I’on tord cette action par 1’automorphisme
(non involutif) de H donné par la multiplication par 6%/2. Nous avons alors seulement besoin de
montrer que la nouvelle représentation de H? dans Hp est involutive. Quand nous restreignons cette
représentation a l'anneau de groupes de Q/Z, nous obtenons (comme 6 = 1 sur les classes doubles

dans Q/Z) que la représentation correspondante de Q/Z est donnée par

@1 o[y tlea=1]5 77

Ainsi p(7y) est diagonal dans la décomposition Hg = @®Hgy, et sa restriction & Hgy est unitaire

puisque 'action gauche de N sur Hg est unitaire.

Quand nous restreignons la représentation p de H° & la sous-algébre involutive engendrée par les
fin, son unitarité découle du Lemme 30 (b). Le calcul explicite de I'isométrie U, = p(u;) dans Hg
associée & fu,, p un nombre premier, est le suivant. Nous appelons comme ci-dessus ¢, la translation
hyperbolique d’une unité de longueur vers le point & I’co dans ’arbre T,,. Nous le faisons agir

trivialement sur les autres arbres. On obtient alors

(32) Up €a = pﬂ/Q_l Z Ea-

tp(a)=a
On peut vérifier directement en utilisant le Lemme 31 que U, est effectivement une isométrie.
Nous avons ainsi montré que p est une représentation involutive de H® dans Hp et par la Proposition
19, elle s’étend a une représentation de C’& dans Hg. Cela prouve (b). Par construction, &g est
cyclique pour P& . Puisque 'action ci-dessus de H° (et C(%) commute avec P& , le vecteur g est

séparateur pour C&. La preuve de la derniére assertion de (c) est la méme que dans le cas § =1 (cf.

Lemme 17). La preuve de (d) est la méme que celle du Lemme 16.

En combinant le Corollaire 29 et la Proposition 32 (d), nous obtenons que pour € |0, 1], 'état sur

Cg donné par

(33) o(@) = (pla)eo,c0) Vo € Cg

est le seul état KMSg. Ceci combiné a 32 (a) compléte la preuve du Théoréme 5.

REMARQUES 33.

(a) Soient Hg, A l'opérateur de multiplication par kP sur Hp i Il existe un unique poids ¢z (a

une constante multiplicative prés) sur (P&r )" & groupe modulaire d’automorphismes
(34) ol () = At AT

1
0

Son extension cyclique Cgey, définit une projection E,, € (Pg)” qui appartient au centralisa-

0 . .
Pour chaque m € N*, le vecteur ¢, = [ m_l} €4 est séparateur pour C’(’é mais non cyclique.

teur de 13 et sur lequel g est fini. Sur le sous-espace E,,, I'opérateur modulaire de la paire
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(PG/ Em, Cg et vecteur ep,) est la restriction de A. Le sous-espace Eip, est 'espace des points

fixes du sous-groupe [(1) le

(i.e. Ep C Eyy si m divise m') qui est totale dans Hg.

} de P& . Ces sous-espaces forment une famille imbriquée

b) Nous avons utilisé tout au long de cet article la paire de groupes P, P C P37 plutot
g g Q 'z Q
que la paire Pg,P; C Fgp. La relation entre les systémes C*-dynamiques correspondant
C*(PT, Pt),0: et C*(Pg, Pyz),0; est assez simple. En effet, le dernier est juste la C*-algébre
Q Q Q g
des points fixes de I'involution « du premier donnée par la conjugaison complexe z — Z vue

comme un élément de W = Gal(Q¥).

Ceci est facile a vérifier parce que la classe double X modulo Pz dun élément

g€ Py, g= [(1) Z] est la méme que la classe double modulo Pz de g = B S] ,& = Sign(a),

ce qui nous autorise & supposer que a > 0. Cela montre que les fonctions Pz-bi-invariantes sur

Py incluent toutes les fonctions Pg invariantes sur P, qui sont invariantes sous l'involution

(35) g — [(1) 01] g [(1) 01] g€ Py.

On obtient ainsi l’égalité o, équivariante

(36) C*(Pg, Py) = C*(P. P} )°

et on peut réécrire le théoréme principal de notre article en fonction de C*(Pg, Pyz).

(c) Dans cet article, nous avons ignoré la place a I'infini dans notre traitement des états ou des
poids KMSg et dans la construction de Cg & partir de 'action sur le produit d’arbres (Section
2). Nous avons obtenu, pour les places finies, I’action de Py sur I’arbre de SL(2, K) ainsi que le
produit intérieur adéquat sur les fonctions sur arbre (Section 5) a partir de la compréhension

des poids KMSg sur C*(Pk) et de la réduction par la projection e € C*(Pk), e = 1p,.

A la place infinie, le systéme C*-dynamique en jeu est C*(Pg), 0; ot Pg est le groupe de matrices

]. b *
(37) [0 a} ; beR, aeR

et ol oy est donné par le module ¢ de Fg,

(38) a(f)(g) = 6(9) " f(g) VfeL'(Pr), teR

La C*-algébre de Pg est, en utilisant ’identification de R avec son groupe dual de Pontrjagin, donnée

par
(39) C*(Pr) = Co(R) x R”

ou l'action de R* se fait par homothéties. Cette action a deux orbites, R\{0} et {0} et a la séquence

exacte équivariante de C*-algébres
(40) 0 — Co(R\{0}) = Ch(R) = C -0
correspond la séquence exacte de produits croisés :

(41) 0= K = C*(Pp) — C*(R*) = 0
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similaire a la séquence exacte de la C*-algebre de Toeplitz. Icil’idéal & deux cotés K est la C*-algébre
élémentaire d’opérateurs compacts. La théorie de la représentation de C*(Pg) découle immédiate-
ment de (7) et en plus des caractéres de C*(R*) qui fournissent des représentations a une dimension
de C*(Pgr), on a une unique représentation irréductible de dimension infinie 7. Cette représentation

peut étre décrite comme suit. On pose H = L?(R) avec

(42) (7(9)6)(t) = [a'/%E(at —b) Ve R, € LX(R)
. 10 . . .
oll g = {0 a} comme ci-dessus, appartient & Fg.

Pour chaque § €]0,00], il existe, & normalisation pres, un unique poids KMSg sur C*(Pgr), donné

par
(43) pp(f) = Trace(n(£)A™2)  vfeC*(Pr)*
o A = —5722 est le Laplacien, un opérateur auto-adjoint non-borné dans L?(R).

Par construction, g est le poids du facteur de type I qui est le poids dominant (|C|, [C-T])
sur le facteur de type I, correspondant. 11 découle de cela que pour tout facteur M de poids v, le
centralisateur de 1) ® ¢g est 'algebre de von Neumann semi-finie associée a la décomposition continue

de M, i.e. le produit croisé par le groupe modulaire d’automorphismes oy,
(44) (M ® Ioo)wgwﬁ =M %z R.

Dans notre cas, avec 5 €]0, 1], il est naturel de prendre pour M le commutant de P(éf agissant dans
I'espace de Hilbert Hg (cf. Proposition 32). Pour obtenir le produit croisé (44), il est alors naturel
d’utiliser & la place infinie espace de Hilbert H3® de la construction GNS du poids ¢z sur C*(Pr).
Dans le produit tensoriel Hg ®7—[§°, on a une action naturelle de produit du groupe P4 sur les adéles
A = AxR. Le produit croisé (44) est alors contenu dans le commutant de P(é[ qui est un sous-groupe
discret de Py.
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