TURING ET LES NOMBRES PREMIERS
ANDREW R. BOOKER

Les exploits d’Alan Turing dans les domaines du décryptage, de la philosophie, de l'intelligence
artificielle et des fondements de 'informatique sont désormais bien connus de tous. Ce que 1’'on
sait moins, c’est que Turing s’intéressait également a la théorie des nombres, en particulier a la
distribution des nombres premiers et a ’hypothese de Riemann. Ces intéréts ont culminé dans deux
programmes qu’il a mis en oeuvre sur le Manchester Mark 1, le premier ordinateur numérique a
programme mémorisé, au cours de ses 18 mois de fonctionnement en 1949-1950. Les efforts de Tu-
ring dans ce domaine furent modestesﬂ et il convient de veiller a ne pas surestimer leur influence.
Cependant, on ne peut s’empécher de voir dans ces recherches le début du domaine de la théorie
computationnelle des nombres, qui ressemble beaucoup aux problemes actuels dans ce domaine,
malgré les 60 ans qui se sont écoulés. Nous pouvons également percevoir, avec le recul, des liens
frappants avec d’autres domaines d’intérét de Turing, d’une maniere qui aurait pu paraitre tirée par
les cheveux a son époque. Ce chapitre tentera d’expliquer les deux problemes en détail, y compris
leurs débuts, les contributions de Turing, certains développements depuis les années 1950, et des
spéculations sur ’avenir.

UN PEU D’HISTOIRE

Les plans de Turing pour un ordinateur. Peu de temps apres la fin de son implication dans
Ieffort de guerre, Turing a élaboré des plans pour un ordinateur numérique a usage général. 11
soumit une conception détaillée du moteur de calcul automatique (ACE) au Laboratoire national
de physique au début de 1946. La conception de Turing s’appuyait a la fois sur le travail théorique
“Sur les nombres calculables” qu’il avait mené une décennie plus tot et sur les connaissances pra-
tiques qu’il avait acquises pendant la guerre grace a ses travaux a Bletchley Park, ou les machines
Colossus avaient été développées et utilisées. L'une des principales différences entre la conception
de Turing et les ordinateurs antérieurs comme Colossus était que ’ACE devait étre un ordinateur
a programme mémorisé, ce qui signifie qu’en principe, sa programmation pouvait étre modifiée
rapidement, voire dynamiquementﬂ.

La réalisation des plans de Turing a connu plusieurs retards. Premierement, 1’existence et les ca-
pacités des machines Colossus ont été officiellement classées comme informations secretes pendant
des décennies apres la guerre, de sorte qu’il a été interdit a Turing de divulguer ce qu’il savait étre
déja réalisable. En conséquence, ses projets ont été jugés trop ambitieux et ont di étre réduits.
Deuxiemement, Turing s’est apparemment heurté a beaucoup de bureaucratie de la part de la di-
rection du NPL, de sorte que méme la version réduite, le Pilot ACE, n’a été achevée qu’en 1950,
date a laquelle Turing a démissionné de son poste du fait de sa tres grande frustration.

1. Je pense que Turing lui méme serait d’accord avec cela; en effet, il ressort clairement de ses écrits de I’époque
qu’il était décu des résultats obtenus dans les deux cas.

2. Cette idée est souvent attribuée a John von Neumann, qui a contribué a la conception de deux ordinateurs
contemporains de ’ACE : 'EDVAC (successeur de 'ENIAC, congu par Eckert et Mauchly, qui avait connu un grand
succes), et I'ordinateur de I'Institut pour les Etudes avancées a Princeton. Cependant, on ne sait pas vraiment qui
est a l'origine de cette idée, ni s’il est méme possible de 'attribuer a une seule personne.



Max Newman et le Manchester Mark 1. Entre temps, a la fin de 1946, I’ancien professeur
de Turing a Cambridge, Max Newman, recut une importante subvention de la Royal Society pour
construire un ordinateur a I’Université de Manchester. Initialement, il devait étre basé sur la concep-
tion de von Neumann pour l'ordinateur de I'TAS. Cependant, quelques mois plus tard, un effort
parallele fut lancé par Freddie Williams et son assistant Tom Kilburn au département de génie
électrique de Manchester, et Newman finit par abandonner ses propres projets d’ordinateur et il
rejoignit le groupe de Williams a la place. Ce fut une tournure fortuite des événements, car malgré
leurs débuts tardifs, Williams et Kilburn furent les premiers a résoudre I'un des principaux défis
techniques des ordinateurs a programme mémorisé : construire une banque de mémoire (ou un ma-
gasin, comme on 'appelle au Royaume Uni) qui est a la fois grand, rapide et fiable. Leur conception
stockait des bits d’information sous forme de points sur un écran CRT'; il fonctionna suffisamment
bien pour construire un prototype d’ordinateur fonctionnel (le SSEM, ou “Bébé”) avant 1’été 1948,
et le Mark 1 a grande échelle fut pour I’essentiel opérationnel au bout d’'un an.

Cela a laissé Newman, ainsi que deux autres mathématiciens de son groupe, I. J. Good et D.
Rees, libres de réfléchir a la meilleure facon d’utiliser la nouvelle machine. Newman, un pur
mathématicien, tenait apparemment a ce qu’il soit utilisé pour la recherche en algebre et en topolo-
gie. Cela visait en partie a contraster les efforts de Manchester avec I’ACE de Turing, qui a I’époque
était considéré comme 'effort majeur de la Grande Bretagne dans le domaine informatique, et qui
devait étre utilisé principalement pour la science appliquée (y compris peut-étre pour le prochain
programme britannique de bombe atomique). Apres avoir démissionné de son poste au NPL, Turing
commenga a devenir Lecteur a Manchester a la fin de 1948, a I'invitation de Newman. Il fut chargé
de diriger le développement logiciel sur le Mark 1. Good et Rees quitterent le projet peu de temps
apres, laissant Turing comme principal utilisateur.

FIGURE 1. La moitié gauche du Manchester Mark 1
NOMBRES PREMIERS

Le lecteur aura peut étre gardé comme souvenir de 1’école primaire qu'un nombre premier est un
entier positif qui n’est divisible que par lui-méme et par 1. Demandez a n’importe quel théoricien



des nombres moderne, cependant, et vous constaterez probablement que la définition tradition-
nelle est évitée en faveur d’'une analogie avec la chimie, dans laquelle les nombres sont comparés
a des molécules et la multiplication a des réactions chimiques. Ce sont donc les nombres premiers
qui jouent le role des atomes, ces molécules qui ne peuvent plus étre décomposées (chimique-
ment). De la méme maniére que chaque molécule est une collection unique d’atomes (par exemple,
chaque molécule d’eau est constituée de deux atomes d’hydrogene et d'un atome d’oxygene, don-
nant naissance a son symbole chimique H50), chaque entier positif peut s’écrire de maniere unique,
a changement dans l'ordre des produits pres, comme produit de nombres premiers (par exemple
117 = 3% x 13).@ Ce résultat a été suffisamment important pour les mathématiciens du X1x° siecle
pour qu’ils 'appellent le Théoréme Fondamental de I’Arithmétique (FTA).F_f]

Les gens s’intéressent aux nombres premiers depuis au moins les Grecs de I’Antiquité. Euclide a
enregistré une preuve qu’il en existe une infinité vers 300 avant JC [10, § 1.1.2]. Sa preuve, qui reste
I'une des plus élégantes preuves des mathématiques, peut s’exprimer sous la forme d’un algorithme :

(1) Ecrivez quelques nombres premiers.
(2) Multipliez-les ensemble et ajoutez 1; appelons le résultat n.
(3) Trouvez un facteur premier de n.

Par exemple, si nous savons que 2, 5 et 11 sont tous premiers, alors en appliquant 1’algorithme avec
ces nombres, on obtient n =2 x5 x 1141 = 111, qui est divisible par le nombre premier 3. Par un
théoréme antérieur des Eléments d’Euclide, le nombre n calculé  I'étape (2) doit avoir un facteur
premier (et en fait, il peut étre factorisé de maniére unique en un produit de nombres premiers par
le théoreme fondamental de 'arithmétique), donc I'étape (3) est toujours possible. En revanche,
d’apres la fagon dont Euclide construit le nombre n, le facteur premier trouvé a ’étape (3) ne peut
étre aucun des nombres premiers notés a 1’étape (1). Par conséquent, la liste des nombres premiers
ne peut étre complete, c’est a dire qu’il y en a une infinité.

Notons que n peut avoir plus d'un facteur premier (par exemple, le nombre 111 dans notre exemple
est également divisible par 37), et Euclide ne précise pas lequel prendre a I’étape (3). En 1963,
Albert Mullin a rendu la preuve d’Euclide complétement constructive en commencant avec juste
le nombre premier 2 et en répétant ’algorithme pour ajouter un nouveau facteur premier a la
liste, en choisissant toujours le plus petit facteur premier de n a ’étape (3). De facon similaire, on
peut toujours choisir le plus grand facteur premier, et ces deux constructions ont pour résultat ce
qu’on appelle des séquences d’FEuclide-Mullin de nombres premiers [10, § 1.1.2], dont les premiers
termes sont présentés dans le tableau 1. Mullin a posé la question naturelle de savoir si tout nombre

3. Il y a un long débat, entre amateurs et mathématiciens professionnels, pour savoir si 1 devrait étre ou pas
considéré comme un nombre premier. Dans ’analogie chimique, 1 (qui est ce que l'on a, avant de multiplier par
quoi que ce soit) est comme ’espace vide (qui est ce que on a, avant I'introduction d’un quelconque atome). Donc,
puisque cela satisfait la définition de nombre premier donnée ci-dessus d’un point de vue puritain, cela ne satisfait
clairement pas 'esprit de I'analogie. De plus, faire de 1 un nombre premier causerait des ravages dans 'unicité de
la factorisation en nombres premiers, puisque toute factorisation pourrait inclure un nombre arbitraire de 1. Pour
éviter cette pathologie, la convention moderne est de considérer 2 comme étant le premier nombre premier, et de
modifier la définition en conséquence.

4. L’approche la plus commune pour prouver le FTA remonte & Euclide, mais il a fallu attendre le travail de
Gauss en 1801 pour qu’il soit insisté sur ce point de vue et qu'une preuve complete ne soit donnée.



premier finit par apparaitre dans chaque séquence. On n’a toujours pas la réponse a cette question
pour la premiere séquence, bien qu’on ait conjecturé que la réponse est oui.

premiere séquence
(plus petit facteur premier)

seconde séquence
(plus grand facteur premier)

2

3

7

43

13

93

)

6221671
38709183810571
139

2

3

7

43

139

50207

340999
2365347734339
4680225641471129
1368845206580129

TABLE 1. Les dix premiers termes des séquences d’Euclide-Mullin

D’un autre coté, il a été démontré récemment (en 2011) qu’il manque une infinité de nombres pre-
miers dans la seconde séquence. Cela montre que méme de tres anciens problemes de théorie des
nombres peuvent engendrer des recherches intéressantes.

Euclide a été suivi un siecle plus tard par Eratosthéne, qui a trouvé 'algorithme de recensement des
nombres premiers qui est toujours d’usage aujourd’hui. Ces résultats sont typiques des méthodes
contrastées utilisables pour étudier et utiliser les nombres premiers : soit en les regardant indivi-
duellement (comme dans le cas d’Eratosthéne), ou bien en essayant de comprendre des propriétés
générales de la séquence de tous les nombres premiers, méme ceux qui sont bien au-dela de notre
capacité de calcul (comme dans le cas d’Euclide). Comme on le verrai, les deux programmes de
Turing sur le Manchester Mark 1 appartiennent carrément a ces deux champs respectifs.

GRANDS NOMBRES PREMIERS

Le premier de ces deux programmes était une idée de Newman, concue comme une maniere de
tester les capacités de la nouvelle machine et de faire de la publicité pour le projet. Il s’agissait de
chercher un grand nombre premier.

Nombres premiers de Mersenne. De la méme fagon qu’il y a un élément le plus notoire pour
chaque instant de 1'Histoire, il y a aussi un nombre premier connu le plus grand. Au moment de
Iécriture de cet article, le plus grand nombre premier connu est 2°7 8% 161 _ 1 un nombre avec plus
de 17 millions de chiffres, mais ce record ne tiendra pas longtemps. Ceci est un exemple de nombre
premier de Mersenne, ceux-ci étant de la forme une puissance de deux moins 1. On les appelle
ainsi du nom d’un moine francais Marin Mersenne, qui en 1644 prédit que 2" — 1 est premier pour
n=2,3,5"7,13,17,19,31,67,127,257, et pour aucune autre valeur de n < 258. Tous sauf les quatre
derniers étaient connus au moment de sa conjecture, et on sait qu’il s’est trompé pour 67 et 257 et
qu’il a oublié n = 61,89 et 107, qui fournissent également des nombres premiers. Le nom est resté
cependant !

Dans 'histoire récente (les 150 dernieres années a peu pres), le nombre premier le plus grand est
habituellement un nombre premier de Mersenne. Cela est probablement da au fait qu’il s’avere un
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peu plus facile de trouver des nombres premiers parmi les nombres de Mersenne que pour des classes
de nombres plus générales, et de ce fait, ils ont recu davantage d’attention, pour quelques raisons.
D’abord, il n’est pas difficile de voir que si 2" — 1 est un nombre premier alors n lui-méme doit étre
un nombre premier, ce qui permet d’éliminer la plupart des nombres composés. (Malheureusement,
ce test ne fonctionne que dans un sens, i.e. lorsque n est un nombre premier, il n’est pas obligatoire
que 2" — 1 en soit un; le plus petit contre-exemple est 2! —1 = 2047 = 23 x 89.) Deuxiemement, il
y a un algorithme tres rapide, décrit par Lucas en 1876 puis plus tard amélioré par D. H. Lehmer,
pour tester la primalité d’un candidat donné 2" — 1 quand n est un nombre premier supérieur a 2 :

(1) Commencer avec le nombre = = 4.

(2) Remplacer z par le reste de la division de 2? — 2 par 2" — 1.

(3) Répéter 'étape (2) n — 2 fois.

(4) Alors 2™ — 1 est un nombre premier si la valeur terminale de x est 0, et ¢’est un nombre

composé sinon.

(Le lecteur est invité a essayer cela avec n = 3 ou n = 5. Avec du papier et une calculette a disposi-
tion, c’est aussi marrant de tester que le test prouve correctement que 2! — 1 n’est pas un nombre
premier.) Troisitmement, la forme des nombres de Mersenne (une puissance de 2 moins 1) rend
I’arithmétique du test de Lucas-Lehmer particulierement aisée a mettre en ceuvre sur ordinateur,
puisque les calculs internes sont effectués en binaire.

Une autre raison d’étudier les nombres premiers de Mersenne est leur connexion avec ce qu’on
appelle les nombres parfaits, qui sont ces nombres qui sont égaux a la somme de leurs diviseurs
propres. Par exemple, les diviseurs propres de 28 sont 1, 2, 4, 7 et 14, et leur somme vaut 28. Ces
nombres ont aussi été étudiés depuis I’Antiquité, et en fait, Euclide savait déja que si p = 2" — 1
est un nombre premier alors p(p + 1)/2 est un nombre parfait; par conséquent, par exemple, le
nombre parfait 28 = 7 x 8/2 noté ci-dessus est relié au nombre premier de Mersenne 7 = 2% — 1, et
chaque nouveau nombre premier de Mersenne qui est également trouvé amene avec lui un nouveau
nombre parfait. (Incidemment, p(p + 1)/2 est aussi la somme des nombres de 1 & p, par exemple
28=142434+4+5+6+7, donc il n’est pas étonnant que les mathématiciens antiques aient pensé
que ces nombres avaient des proprié¢tés mystiques comparés aux nombres ordinaires, au point de
les qualifier de “parfaits”) Environ 2000 ans plus tard, Euler a prouvé I'assertion inverse que tout
nombre parfait pair provient de la construction d’Euclide, et qu’il y a donc une correspondance
directe entre les nombres premiers de Mersenne et les nombres parfaits pairs. On ne sait toujours
pas s’il existe un nombre parfait impair, bien qu’on croit en général qu’il n’en existe pas.

Les nombres premiers de Mersenne a ’ere électronique. En 1947 environ, tous les nombres
de Mersenne 2" — 1 pour n jusqu’a 257 avaient été testés a la main, confirmant la conjecture origi-
nale de Mersenne. Le plus grand nombre premier parmi ceux-ci était 2127 — 1, découvert par Lucas
en 1876. Tous les nombres premiers depuis lors ont été découverts par des ordinateurs. (Pourtant,
Ferrier a découvert que (2'*®+1)/17 est un nombre premier en 1951 en utilisant seulement une cal-
culatrice de bureau; ce nombre reste le nombre premier le plus grand découvert “a la main”.) Une
premiere telle investigation a été faite par Turing, avec Newman et les ingénieurs Tom Kilburn et
Geoff Tootill, pendant 1’été 1949. A partir d’une lettre que Turing écrivit a D. H. Lehmer en mars

5. trouvé dans le fond d’archives d’Emma et D. H. Lehmer Archive a la Bibliotheque Bancroft, UC Berkeley.



1952, on sait que I'équipe vérifia tous les nombres premiers de Mersenne connus et que la recherche
fut étendue jusqu’a n = 433, bien que Turing ait décrit leurs efforts comme non systématiques.
Finalement, le test amena de la publicité que Newman souhaitaita la nouvelle machine, mais cette
publicité s’arréeta rapidement, puisqu’ils stopperent la recherche avant d’avoir trouvé de nouveaux
nombres premiers.

La valeur scientifique de leur travail peut faire débat a cause de cela, bien que méme s’ils avaient
trouvé un nouveau nombre premier, cela serait maintenant juste une note de bas de page dans ’his-
toire. Dans tous les cas, il ne s’écoula pas longtemps avant que de nouveaux records de nombres
premiers ne soient découverts par ordinateur ; Miller et Wheeler en trouverent plusieurs nouveaux
en 1951 en utilisant le EDSAC a Cambridge, et Robinson trouva les cinq nombres premiers de
Mersenne suivants en 1952 en utilisant le SWAC au Bureau National des Standards a Los Angeles.
Le calcul de Robinson, décrit en détail par Corry [4], est particulierement impressionnant puisque il
a écrit son programme en n’ayant jamais vu d’ordinateur avant cela. Il envoya les cartes contenant
le code par mail a D. H. et Emma Lehmer a Los Angeles. Ils ont fait tourner le programme pour la
premiere fois le 30 janvier 1952 ; il s’est exécuté sans bug et il a trouvé le prochain nombre premier
de Mersenne, 2°2! — 1, le méme jour. Turing exprima combien il était impressionné par les résultats
de Robinson dans sa lettre a D. H. Lehmer.

La recherche de nombres premiers de Mersenne s’est poursuivie sans relache depuis lors. Cela
présume, bien str, qu’il y en a davantage a trouver ; pourtant, il n’y a pas d’analogue de la preuve
d’Euclide pour les nombres premiers de Mersenne, et malgré une évidence heuristique claire, ainsi
qu’empirique, nous n’avons toujours pas de preuve qu’il y en a une infinité. Au jour du présent ar-
ticle, 36 d’entre eux ont été trouvés par ordinateur[f] Depuis le milieu des années 1990, la recherche a
été dominée par la bien nommée Great Internet Mersenne Prime Search, congue par I'informaticien
George Woltman. Le programme de Woltman utilise le temps disponible d’ordinateurs de milliers
de volontaires, reliés par l’internetE]. Ils ont découvert de nouveaux nombres premiers records du
monde au rythme d’environ un par an.

Les tests de primalité en général et la cryptographie a clef publique. Le célebre mathémati-
cien et pacifiste G. H. Hardy écrivit en 1940 que

Personne n’a jamais découvert qu'un quelconque objectif militaire ait été atteint par la
théorie des nombres ou la relativité, et il semble peu probable que quiconque n’en atteigne
un pour de nombreuses années encore.

Hardy voyait la théorie des nombres comme la “plus pure” des disciplines, non entachée par la
nécessité d’avoir des applications. Avec ce point de vue a 'esprit, il n’est pas surprenant que New-
man ait choisi une recherche de nombres premiers pour inaugurer la machine qu’il destinait a un
usage en mathématiques pures.

6. Cette phrase fait surgir une question philosophique : devrait-on créditer un ordinateur de la découverte avec
les personnes qui ont écrit et exécuté son programme? Un cas particulierement intéressant a eu lieu le 12 avril
2009, quand un ordinateur a démontré que le nombre 242 643801 _ 1 est un nombre premier, faisant de ce nombre le
troisieme plus grand nombre premier de Mersenne connu ; pourtant, personne n’a remarqué ce fait jusqu’au 4 juin
de cette année. Cette date devrait-elle étre considérée comme la date de la découverte ?

7. La lectrice est invitée a participer ; visiter www.mersenne.org/ pour obtenir des détails.
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Avec une sagesse rétrospective, les remarques de Hardy sont un peu ironiques. La compréhension de
la relativité restreinte a amené au développement des armes nucléaires seulement quelques années
apres ses écrits. Comme pour la théorie des nombres, et pour I'étude des nombres premiers en
particulier, on pourrait de fagon plausible arguer de I'opinion de Hardy jusqu’a la fin des années
1970 et 'avenement de la cryptographie a clef publique. Pour expliquer ces derniers termes, on sait
maintenant qu’il est théoriquement possible pour deux personnes qui ne se sont jamais rencontrées
ou méme qui n’ont jamais communiqué précédemment de se trouver a deux extrémes opposées
d’une piece bondée et de s’envoyer des messages I'un a ’autre en totale confidentialité en utilisant
une paire de mégaphonesﬁ.

Le cryptosysteme a clef publique le plus fréquemment déployé est RSA, inventé par Rivest, Sha-
mir et Adleman en 1978ﬂ Il repose de fagon cruciale sur le fait qu’il est facile de multiplier deux
nombres premiers ensemble mais, jusqu’a présent, il est tres difficile de déterminer quels nombres
premiers ont été multipliés quand on donne leur produit, méme si le FTA garantit qu’il y a une
réponse uniquem.

Cela aurait pu étre désastreux pour les Alliés car si des systemes de cryptographie a clef publique
avaient été utilisés pendant la guerre, il est vraisemblable que méme des cerveaux aussi intelligents
que celui de Turing n’auraient pas été capables de casser les codes. Pourtant, aujourd’hui, c’est
généralement regardé comme une bonne chose, et certains peuvent méme considérer que c’est es-
sentiel a la vie moderne. Un exemple qui est moins absurde qu'une piece équipée de mégaphones
mais assez proche de cette idée, c’est la sécurisation des connexions internet, qui démarre habituel-
lement avec le cryptosysteme RSA. C’est pourquoi, par exemple, on peut se sentir en sécurité en
envoyant notre numéro de cartes de crédit a un site internet a travers le réseau internet public.

Une ride dans cette théorie est que nous n’avons aucune preuve que la sécurité des cryptosystemes
a clef publique habituellement connus ne peut étre facilement cassée, ou méme qu'un tel systeme
existe en principe ; c’est le fameux probleme P vs. NP, soi-disant le probleme le plus important
non résolu en informatique. Pour tempérer les effets potentiellement calamiteux de la casse d’un
tel cryptosysteme, les chercheurs ont créé de nombreux systemes différents qui ne sont pas liés de
facon évidente les uns aux autres, de telle facon qu’il n’y ait pas de pénurie de possibilités de substi-
tutions si, par exemple, quelqu’'un découvrait un moyen rapide de factoriser les nombres. Pourtant,
ceci n’exclut pas la panique tant que des systemes de remplacement ne seront pas entierement

déployés E

Les chercheurs se mettent également fréquemment a la place des attaquants, pour tester la force des
différents cryptosystemes. Ainsi, 'algorithme RSA a engendré de 'intérét a la fois pour les tests de

8. On ne suggere pas que cela soit mis en pratique.
9. Un systeme similaire a été décrit cing ans plus tot par Clifford Cocks de GCHQ, mais est resté secret jusqu’en
1998.
10. Les preuves que 'on a du FTA sont toutes des preuves d’existence, i.e. elles affirment que tout nombre a une
factorisation en nombres premiers unique mais ne fournissent pas d’information utile sur la maniere de la trouver.
11. Un autre probleme est que l'on pense que les systemes de cryptage a clef publique actuels seraient tous
vulnérables a ’attaque si de grands ordinateurs quantiques étaient développés. Pourtant avec les ordinateurs quan-
tiques vient également la promesse de méthodes encore plus fortes de transmission sire de I'information, des méthodes
qui rendent théoriquement impossible I'interception de l'information.



primalité, i.e. des algorithmes pour décider si un nombre donné est un nombre premier ou pas, et
dans la factorisation. Du coté théorique, il a finalement été démontré en 2002 par Agrawal, Kayal
et Saxena que le test de primalité est par exemple “facile” pour des nombres d’une forme quel-
conquem, meéme si les algorithmes qui sont plus rapides en pratique étaient déja connus. En termes
pratiques, quiconque disposant d’'un PC haut de gamme acheté de nos jours peut télécharger un
logiciel gratuit qui peut rapidement prouver la primalité de nombres qui ont des milliers de chiffres,
et factoriser un nombre de 100 chiffres environ en une journée. La difficulté de la factorisation
augmente rapidement avec la taille, donc par exemple factoriser des nombres quelconques de 230
chiffres est couramment possible, mais seulement avec un investissement conséquent en temps et
en argent. Les implémentations typiques de RSA en usage de nos jours emploient des nombres avec
au moins 1024 bits (environ 300 chiffres), bien que cette taille minimum soit amenée & augmenter
au fur et a mesure que s’amélioreront la puissance de calcul et des algorithmes.

LA DISTRIBUTION DES NOMBRES PREMIERS

Le second probleme que Turing étudia sur le Manchester Mark 1 était ’hypothese de Riemann (ou
HR), qui a a voir avec la distribution asymptotique des nombres premiers. C’était un probléme cher
au cceur de Turing, et en fait, il fit une premiere tentative de recherche au sujet de HR en 1939 avec
une machine analogique a but dédié, en utilisant un systeme sophistiqué d’engrenages. Turing avait
apparemment coupé la plupart des engrenages de la machine avant d’étre interrompu par la guerre.
Lorsqu’il put revenir a ce probleme, en juin 1950, on avait fait de tels progres sur les ordinateurs
digitaux généralistes que la machine de Turing de 1939 était devenue obsolete. (La machine ne fut
jamais terminée, bien qu’on ait un article témoignant de sa construction par ’ami de Turing Donald
McPhail. Un projet a récemment été lancé pour la construire ; ironiquement, la premiere étape de
cette entreprise sera une simulation informatique.) En effet, il est devenu courant, ne serait-ce qu’a
peine, de considérer plus de choses que ce qu’il était possible de faire avec une machine analogique
testant algorithmiquement HR, sans intervention humaine. Comme nous le verrons ci-dessous, cet
aspect du probleme, souvent pris pour acquis dans les discussions modernes du sujet, était d'un vif
intérét pour Turing.

L’histoire derriere 'hypothese de Riemann remonte a Gauss, qui & 15 ou 16 ans (en 1792-1793)
faisait de longues listes de nombres premiers dans le but de juste comprendre a quelle fréquence ils
apparaissent. (On peut clairement dire que Gauss était un calculateur théoricien des nombres avant
meéme qu’il y ait des ordinateurs!) Il vint a conjecturer qu’autour du nombre x, grossierement un
nombre sur In nombres entiers est un nombre premier[); par conséquent, si I'on souhaite savoir
combien il y a de nombres premiers parmi les nombres 2, 3, 4, ..., x (sans les compter effective-
ment), on peut estimer cela par l'intégrale f; ﬁdt, que I'on dénote habituellement Li(z). On peut
appeler cela la version quantitative du résultat qualitatif d’Euclide qui énonce qu’il y a une infinité
de nombres premiers.

12. par opposition aux tests testant la primalité de nombres d’une forme particuliere, tels que le test de Lucas-
Lehmer pour les nombres de Mersenne, qu’on a utilisé longtemps.
13. Ici, In dénote le logarithme naturel, de base e = 2.71828....



x | m(x) nombre entier le plus proche de Li(z)

1000 | 168 177
10¢ | 78 498 78 627
10'2 | 37607 912 018 37 607 950 280

10?4 | 18 435 599 767 349 200 867 866 | 18 435 599 767 366 347 775 143

TABLE 2. Comparaison de w(x) vs. Li(x)

La Table 2 montre le nombre de nombres premiers jusqu’a x, habituellement dénoté par la lettre
7(z) (bien que cela n’ait rien a voir avec la constante m = 3.14159...), pour différentes puissances
de 10. On voit également dans la table le nombre entier le plus proche de 'approximation de Gauss
Li(z). Une chose qui est immédiatement apparente est que Li(z) semble donner une surestimation
de la valeur effective, et en fait qui est correcte pour toute valeur de 7(x) pour = supérieur a 8 qui
ait été calculée jusque-la. On pensa quelques temps qu’il devait toujours étre vrai que Li(z) > 7(z)
pour de grandes valeurs de x, mais Littlewood prouva en 1914 que ceci est faux pour certains
x, et que de plus, la direction de I'inégalité varie une infinité de fois. En 1933, Skewes prouva le

théoreme de Littlewood en montrant que le premier changement de signe a lieu avant x = 10101034
si ’hypothese de Riemann non encore démontrée (dont il a été question ci-dessus) était vraie. Ce
nombre est inimaginablement grand, c¢’est pourquoi Hardy I'appela “le plus grand nombre qui ait
jamais servi a aucun objectif défini en mathématiques.” (Cela aurait pu étre vrai en 1933, mais des
mathématiciens ont depuis trouvé des moyens d’utiliser des nombres beaucoup plus grands, comme
ceux qu’on trouve dans la théorie de Ramsey.)

Turing travailla a 'amélioration de 'argument de Skewes, espérant réduire la borne significative-
ment et il réussit a supprimer '’hypothese concernant HR [7, 8]. 1l fit des progres par rapport a
ces deux objectifs a 1’été 1937, et il revint a ce probleme environ en 1952-1953, mais il ne publia
jamais son travail. Dans tous les cas, a la fois les approches de Skewes et de Turing ont depuis été
supplantées par un travail ultérieur basé sur des méthodes computationnelles; on discutera de ces
derniers résultats ci-apres.

La fonction zeta de Riemann. La fonction zeta de Riemann est la série infinie

[e.e]

11 1
1t =) —
() =1+ + 55+ =

n=1
Comme on 'apprend en cours de calcul, cette série converge pour tout s > 1 et diverge pour tout
s < 1; le cas limite s = 1 est celui de la célébre série harmonique, Y -, % La connexion entre
la fonction zeta et les nombres premiers vient d’une autre formule pour ((s), dérivée par Euler en
1737 [10, § 1.1.4] :

1
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Ici, elle est donnée comme un produit infini plutoét que comme une somme, et la variable p couvre
tous les nombres premiers (2, 3, 5, 7, 11, ...).



L’équivalence entre (1) et (2) est une sorte d’expression analytique du théoreme fondamental de

larithmétique mentionné précédemment. Pour voir cela, on développe d’abord le facteur =+ L_en
-z
utilisant la formule pour une série géométrique :

1 1 1\ /1Y 1 1 1
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Ensuite, on multiplie ces séries géométriques pour tous les choix de p. Pour faire cela, on doit ima-
giner tout produit concevable de termes ﬁ pour différents nombres premiers p et des exposants
k. Par exemple, un terme qui apparait est ﬁ X % = #, venant des termes correspondant pour

p = 3 et p = 13. Plus généralement, il n’est pas difficile de voir que tout produit de termes prendra
la forme nl pour un certain entier positif n. En fait, pour n’importe quel n donné, le terme nl doit
finalement apparaitre, puisque n a une certaine factorisation en nombres premiers. Finalement,
puisque la factorisation en nombres premiers de n est unique, # apparait exactement une seule

fois. Ainsi, on arrive a la série définie originellement.

Toutes ces manipulations font sens et peuvent étre rendues completement rigoureuses a chaque fois
que s > 1. Euler avait eu I'idée lumineuse de faire tendre s vers 1, de telle fagon que (1) tende vers
la série harmonique, qui divergeﬁ. Ainsi, le cas peut également se produire ou (2) devient arbitrai-
rement grand lorsque s s’approche de 1. A partir de Cela, Euler conclut qu’il y a une infinité de
nombres premiers p puisque sinon, (2) aurait du sens et resterait borné et pair lorsque s s’approche
de 1. Cette preuve, quoique diaboliquement intelligente, peut sembler bien plus compliquée qu’elle
ne l'est effectivement étant donné qu’Euclide a déja démontré qu’il y avait une infinité de nombres
premiers il y a deux mille ans environ. Ce qui rend la démonstration d’Euler importante, c’est
qu’elle peut étre généralisée de différentes manieres alors que la preuve d’Euclide ne peut pas étre
généralisée.

D’abord, en 1837, Dirichlet a montré comment modifier la preuve d’Euler pour montrer qu'une
progression arithmétique
a,a+b,a+ 2b,a+ 30, ...,

contient un nombre infini de nombres premiers tant que a et b n'ont pas de facteur commun [10,
§ 2]. (Si @ et b ont un facteur commun alors il est facile de voir que cette progression peut conte-
nir au moins un nombre premier ; par exemple, la progression 6, 10, 14, 18, ... ne contient pas de
nombre premier puisque tous ses termes sont pairs.) Pour faire cela, il a introduit certaines versions
modifiées de la fonction zeta, les fonctions appelées “fonctions L” qui portent maintenant son nom,
et il a a nouveau étudié leur comportement lorsque s tend vers 1. Le théoreme de Dirichlet est im-
portant au sens ot il a été utilisé comme ingrédient dans un nombre incalculable d’autres théoremes

14. Ceci est une interprétation moderne de son argument ; au XVIII® siecle, les notions de limite et de convergence
n’étaient pas encore formulées rigoureusement, donc Euler aurait plus franchement rendu s égal & 1 et ne se serait
pas trop préoccupé du fait que cela fasse sens de procéder ainsi. Le pendulum peut également tourner dans ’autre
sens; le sujet de ’analyse non-standard permet une formulation rigoureuse de I’approche plus directe d’Euler bien
que, comme son nom l'implique, elle ne soit pas encore totalement acceptée par tous les mathématiciens.

15. Une version alternative, populaire parmi les théoriciens algébriques des nombres, est de considérer a la place
s = 2. Un autre théoréme d’Euler dit que ((2) = 72/6, et s’il y avait seulement un nombre fini de nombres premiers
alors, par (2), ce nombre serait rationnel. Pourtant, Legendre a démontré en 1794 que 72 (et par conséquent également
72/6) est irrationnel.
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de la théorie des nombres. De plus, il marque le début de ce que I'on appelle maintenant la théorie
analytique des nombres, qui utilise des techniques de ’analyse réelle et de I’analyse complexe pour
étudier des questions fondamentales au sujet des nombres.

Deuxiemement, en 1859, Riemann écrivit un article pionnier sur la fonction zeta, son unique article
relié a la théorie des nombres [10, § 4]. Dans celui-ci, il décrivit la maniere dont une étude détaillée
de ((s) (cette notation a été introduite par Riemann) peut étre utilisée pour voir non seulement
qu’il y a une infinité de nombres premiers, mais également pour comprendre leur distribution
asymptotique, amenant finalement a des preuves d’une conjecture de Gauss qui furent amenées
indépendamment par Hadamard et par de la Vallée Poussin en 1896 ; on appelle maintenant ce
résultat les théoréme des nombres premiers [12]. L'idée clef de Riemann était de considérer ((s)
non pas seulement pour des nombres réels s, mais également pour des nombres s complexes. En
fait, il a montré, a travers le principe du prolongement analytique, comment ((s) pouvait avoir du
sens pour tous les nombres complexes s a part 1. Le point crucial s’est avéré étre la compréhension
des valeurs de s pour lesquelles ((s) = 0. On sait que ((s) s’annule pour s = —2, —4, —6, ..., et pour
une infinité de valeurs non réelles de s de partie réelle comprise entre 0 et 1. Riemann a calculé
des approximations de quelques-uns des premiers zéros non réels, qui sont fournis dans la Table 3.
(Les zéros adviennent par paires de nombres complexes conjugués, i.e. a tout zéro en x + iy, il en
correspond un autre en x — iy. Ainsi, il suffit de lister ceux qui sont de partie imaginaire positive).
Riemann a alors émis la supposition audacieuse que tous ont une partie réelle exacte (égale a 0.5).

0.5+% 14.13472514173469379045. . .
0.5+¢ 21 :02203963877155499262. . .
0.5+ 25 :01085758014568876321. . .
0.5+% 30 :42487612585951321031. ..
0.5+% 32 :93506158773918969066. . .

TABLE 3. Les cinq premiers zéros de la fonction zeta de Riemann et leur partie imaginaire positive

On n’est toujours pas assuré de cette supposition, maintenant appelée Hypothese de Riemann
[3], plus de 150 ans apres, bien qu’il y ait une évidence significative en sa faveur, et la plupart
des mathématiciens d’aujourd’hui croient que I’hypothese de Riemann est vraie. Si elle est vraie,
HR implique que l'estimation de Gauss sur le nombre de nombres premiers jusqu'a x est précise
a I"“ordre de la racine carrée”, ce qui, en d’autres termes, signifie que grosso-modo, la moitié
supérieure des chiffres de 'estimation sont corrects; par exemple, alors qu’il est bien en-deca de
notre technologie de dire exactement combien il y a de nombres premiers avec au plus 50 chiffres,
la formule de Gauss prédit qu’il y en a environ

876268031750784168878176862640406870986031109950,

et il est vraisemblable que les chiffres soulignés soient corrects. En ’absence d’une preuve de HR,
on a pu trouver des résultats plus faibles; par exemple, on sait de facon stiire que le nombre de
chiffres corrects dans l'approximation de Gauss augmente avec le nombre de chiffres de z (ce qui
est I’énoncé qualitatif du théoreme des nombres premiers), mais I’on ne sait toujours pas si cette
variation est linéaire.

Turing et I’hypothése de Riemann. Une chose qui fait de HR une bonne conjecture, c’est sa
falsifiabilité, i.e. il suffirait de trouver un contre-exemple pour montrer clairement qu’elle est fausse.
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Il y a plusieurs raisons philosophiques de croire a la vérité de HR, mais a part cela, la plus grande
évidence que l'on a en sa faveur est le grand nombre de tests numériques qui ont été faits, dont
aucun ne s’est avéré faux. (D'un autre coté, comme le montre la question w(z) vs. Li(x), on ne
devrait pas se reposer completement sur ’évidence numérique). Curieusement, Turing n’était pas
convaincu de la véracité de 'hypothese de Riemann ; par exemple, il est clair dans son article sur
le sujet [11] qu’il avait espéré que le Manchester Mark 1 trouverait un contre-exemple. Pour sa
défense, le scepticisme au sujet de la conjecture n’était pas commun dans la premiere moitié du
XX€ siecle, et des presque contre-exemples trouvés lors des premieres recherches firent penser qu’un
peu plus de calculs permettraient de trouver un véritable contre-exemple.

Comme mentionné ci-dessus, le premier calcul de ce type fut effectué par Riemann lui—mémeEG], et il
figura probablement dans sa formulation de la conjecture. Dans les années 1930, Titchmarsh avait
étendu les calculs jusqu’a plus de 1000 zéros, qui tous vérifiaient HR. La méthode de Titchmarsh
qui était essentiellement dérivée de celle de Riemann consistait en deux étapes principales :

(1) Trouver tous les zéros de partie réelle % et de partie imaginaire comprise entre 0 et un
certain grand nombre T'. Bien que les valeurs de ( (% + it) pour les nombres réels ¢ soient
typiquement complexes, il s’avere que I'on peut définir une fonction a valeurs réelles Z(t)
avec la méme valeur absolue que celle de ((3 +it). Ainsi, les zéros de Z(t) correspondent aux
zéros de la fonction zeta de Riemann de partie réelle %, et on peut les trouver simplement
en inspectant le graphe de Z(t) et en notant ou il croise 'axe de t (voir la Figure 2, partie
haute).

(2) Trouver, par un calcul auxiliaire, le nombre total, disons N(T'), de zéros non réels de la
fonction zeta de partie imaginaire allant jusqu’a T'. Si cela est en accord avec le comptage
des zéros de partie réelle trouvé dans I’étape (1) alors tous les zéros de partie imaginaire

jusqu’a T satisfont HR.

De ces deux étapes, la premiere est relativement évidente. En fait, Riemann avait déja trouvé une
formule (publiée plus tard par Siegel) qui pourrait étre utilisée pour évaluer Z(t) tres rapidement,
qu’il utilisa pour ses calculs. La seconde étape est un grand défi plus compliqué ; les méthodes uti-
lisées dans toutes les investigations jusqu’a une certaine valeur et incluant les idées de Titchmarsh
étaient ad hoc et il n’était pas garanti qu’elles fonctionnent pour de grandes valeurs de T'. Cela
n’était pas assez bon pour Turing, qui voulait que les machines travaillent d’une maniere aussi
autonome que possible. Ala place, il trouva un critere qui pourrait étre utilisé pour décider si tous
les zéros avaient bien été trouvés en utilisant les valeurs qui avaient déja été calculées. Ainsi, Turing
remplaca effectivement 1’étape la plus lourde dans la vérification par un test automatique.

La méthode de Turing était basée sur une comparaison vigilante des valeurs observées de N (7))
versus sa propre formule asymtotique lorsque 7' augmente. Riemann postula, et il fut plus tard
rigoureusement démontré que cette fonction N(7') pouvait étre approximée par une fonction lisse

T T 7
M(T)=—In| — =.
) 27rn<27r6)+8

16. Ceci fut seulement découvert des décades apres la mort de Riemann en examinant ses notes non publiées dans
la bibliotheque de Géttingen.
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FIGURE 2. De haut en bas : Z(t), N(T') vs. M(T), E(T), et E(T)
avec une paire de zéros “manquant”

(La Figure 2, seconde partie, montre les graphes de N(T') et M (T') pour T allant jusqu’a 100. Re-
marquons comment chaque saut dans le graphe de N(7') a lieu lorsque Z(t) s’annule; cela confirme
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HR jusqu’a 100). Ceci est une approximation asymptotique, ce qui signifie que le pourcentage d’er-
reur de la prédiction tend vers 0 lorsque 7" croit, mais en termes absolus cela peut étre faux dans une
grande proportion pour une valeur de T particuliere. En pratique, on n’a jamais observé d’erreur
supérieure a 4, bien que l'on sache que 'erreur est particulierement élevée pour de grandes valeurs
de T'. Dans tous les cas, cela rend la formule inutilisable quand on vient a prendre la décision de
savoir si on a trouvé tous les zéros pour une valeur donnée de T'.

Turing a eu 'intelligente idée de regarder le terme d’erreur E(7") = N(T')-M(T') pour un domaine
de valeurs de T" plutot que pour une seule. Littlewood a démontré que E(T") a une valeur moyenne
proche de 0 quand 7" est grand, et alors, il tend a osciller autour de 0, comme cela est visible dans la
Figure 2, troisieme partie. Si on imagine dessiner ce graphe en utilisant les données mesurées, tous
les zéros qui ont été oubliés devrait biaiser la moyenne ; par exemple, si on oubliait deux zéros[)
cela devrait commencer a osciller aux alentours de —2, comme on le voit dans la partie basse de
la figure. On peut transformer cela en une preuve rigoureuse qu’aucun zéro ne manque, des qu’on
dispose d'une version du théoreme de Littlewood avec des constantes explicites. L'un des résultats
théoriques principaux dans I'article de Turing [11] était une dérivation minutieuse d’un tel théoreme.

Bien que Turing ait mené ses recherches en 1950, son article n’a pas été publié jusqu’en 1953, juste
un an avant sa mort. Le projet n’était apparemment pas une priorité pour le Mark 1, comme on
'entend clairement dans la citation suivante de I’article[S] :

Les calculs avaient été planifiés quelques temps a I’avance, mais ils durent étre menés en
toute hate. Si ¢a n’avait pas été a cause du fait que l'ordinateur resta en service durant
une période anormalement longue de 3 heures de 'apres-midi, a 8 heures le lendemain
matin, il est probable que les calculs n’auraient jamais été effectués du tout. Comme
c’était le cas, l'intervalle 27.63% < t < 27.642 fut étudié pendant cette période, et peu de
choses supplémentaires furent faites.

Evidemment, Turing était décu des résultats obtenus. Comme on le sait maintenant, les ordinateurs
sont devenus beaucoup plus rapides, moins chers, et plus fiables qu’en 1950, et ces améliorations
vinrent tres vite. Pourtant, il aurait été difficile d’anticiper a ce moment-la, ce qui pourrait expliquer
le pessimisme de Turing. D. H. Lehmer doit dire cela dans la Revue mathématique de 'article :

Bien que I'auteur tende a rabaisser les résultats effectifs obtenus en quelques heures de
temps machine, I'article montre qu’une grande quantité de travail minutieux a été menée
pour préparer le calcul de la machine, et ce travail sera d'une grande valeur pour les futurs
ordinateurs. Depuis 1950, il y a eu une grande augmentation du nombre et de la fiabilité
des ordinateurs a grande échelle. Il ne fait pas de doute que des résultats ultérieurs au
sujet de ce probleme apparaitront en temps utile.

En effet, vers 1956, Lehmer lui-méme avait appliqué la méthode de Turing pour étendre les calculs a
des domaines bien au-dela de la limite des calculateurs mécaniques. Avec des ordinateurs modernes

17. Puisque les zéros sont localisés par les changement de signes, on en rate toujours un nombre pair.

18. Le Mark 1, comme tous les premiers ordinateurs digitaux électroniques, utilisait des milliers de tubes ¢ vide (ou
valves thermiques), une technologie qui a évolué depuis les anciennes ampoules lumineuses incandescentes. Comme
c’est le cas avec les ampoules lumineuses, on peut s’attendre a ce qu’un unique tube dure des années, mais lorsqu’on
utilise des milliers d’entre eux, il était inévitable que I'un au moins tombe en panne chaque jour. Pour se prémunir
de cela, c’était une pratique courante sur le Mark 1 que de répéter des sections de code toutes les quelques minutes
et d’arréter la machine quand une discordance était observée.
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et des algorithmes améliorés, ils ont atteint des limites qui auraient été insondables dans les années
1950. Par exemple, il a été montré que les 10 trillions de premiers zéros vérifient HR, comme le fait
également le 1032 zéro et des centaines de ses voisins ; tous ses calculs continuent de reposer sur
la méthode de Turing comme petit élément essentiel. Il est malheureux que Turing n’ait jamais vu
aucun de ces événements advenir.

Preuves formelles. Il y a de nombreuses autres citations intéressantes dans 'article de Turing de
1953 [11], mais I'une d’elles en particulier indique son état d’esprit d’alors[] :

Si des regles définitives sont fournies sur la maniere dont le calcul doit étre effectué, on
peut prédire les limites pour les erreurs. Quand les calculs sont faits a la main, il y a de
sérieuses difficultés pratiques a ce propos. Le calculateur aura stirement ses propres idées

sur la maniére dont certaines étapes doivent étre effectuées. [...] Pourtant, si les calculs
sont faits par un ordinateur, on peut étre sur que cette sorte d’indiscipline n’aura pas
lieu.

On peut noter que Turing était en train d’écrire “Machines calculatrices et intelligence” environ
au méme moment, et dans ce contexte, la citation n’est pas surprenante. Pourtant, ¢’était bien en
avance sur le temps d’alors; méme deux décades plus tard, quand la premiere preuve du théoréeme
des quatre couleurs fut annoncée, il y avait de sérieux doutes sur le fait qu’elle puisse étre acceptée
s’il n’était pas possible qu'un humain ne la vérifie. Turing déclarait en 1950 que non seulement
cette preuve était acceptable mais qu’en fait, il était préférable que des machines remplacent des
humains dans certains contextes.

Le vent est lentement en train de tourner en faveur du point de vue de Turing, dans le sens ou cer-
tains mathématiciens font aujourd’hui davantage confiance a des résultats obtenus par ordinateur,
bien qu’on entende fréquemment ’argument que de telles preuves sont moins élégantes que celles
obtenues par “pensée pure”. Le décalage dans les perceptions est illustré par une autre controverse,
semblable a celle qui entoure le théoreme des quatre couleurs, concernant la preuve de Thomas
Hales en 1998 de la conjecture de Kepler; en ce temps-la, ce n’était pas tant le probleme de savoir
s’il était possible de faire confiance a 1’ordinateur mais ses programmeurs, puisque I'implémentation
était techniquement un tel défi.

Comme I'utilisation des ordinateurs en mathématiques pures augmente, et comme les preuves de-
viennent plus compliquées de ce fait, de telles controverses semblent plutot devenir plus fréquentes.
Une réponse a cela est U'intérét florissant pour les preuves formelles [6], dans lesquelles un ordina-
teur est utilisé pour vérifier chaque étape en commencant par les axiomes de base; par exemple,
on a maintenant deux preuves formelles indépendantes du théoreme des nombres premiers, toutes
deux achevées dans la derniere décennie. En suivant cette mode, il est facile d’'imaginer un futur
dans lequel la vision de Turing est de facto standard, et les preuves mathématiques ne devraient
pas étre acceptées tant qu’elles n’ont pas subi une vérification formelle par une machine.

19. L’utilisation par Turing du mot “calculateur” ici pour faire référence & un humain témoigne de 1'usage courant
jusqu’aux années 1940.
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AUJOURD’HUI ET DANS LE FUTUR

Etant données les économies d’échelles obtenues en terme de vitesse, fiabilité, et disponibilité des
calculateurs notées ci-dessus, il n’est pas surprenant que leur utilisation ait explosé dans toutes
sortes de taches nécessitant des efforts humains. Par exemple, pour en revenir aux tests de pri-
malité, c’est devenu une tache ordinaire que de trouver des nombres premiers avec des milliers de
chiffres, et cela permet de préserver la sécurité des transactions en ligne.

Pour la théorie analytique des nombres et HR en particulier, une grande quantité de nouvelles
compréhensions ont été obtenues a partir des calculs de la fonction zeta, essentiellement dans I’esprit
du travail de Turing en 1950. Avant toute chose, parmi elles, il y a les calculs effectués dans les années
1980 par Andrew Odlyzko qui, avec Schonhage, a trouvé un algorithme qui pouvait calculer plusieurs
valeurs de Z(t) simultanément tres rapidement, ce qui fut la premiere amélioration théorique selon
ces lignes depuis la découverte de la formule de Riemann-Siegel. Le nouvel algorithme permit a
Odlyzko de montrer un lien entre les zéros de la fonction zeta et la théorie des matrices aléatoires,
un outil utilisé par les physiciens pour modéliser les niveaux d’énergie des atomes lourds. La figure
3 montre un graphe produit par Odlyzko et comparant la distribution de I’espacement entre plus
proches voisins des zéros de la fonction zeta a celle des valeurs propres de matrices hermitiennes
aléatoires (cet ensemble appelé I'ensemble GUE). Pour le dire grossierement, la courbe donne la
probabilité qu’un saut d’une taille donnée advienne entre deux zéros consécutifs ; ainsi, par exemple,
on voit que les zéros sont rarement proches les uns des autres, i.e. ils ont tendance a se repousser
les uns les autres.
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Ficure 3. Distribution de ’espacement au plus proche voisin d’en-
viron 79 millions de zéros autour du 1020"™¢ zéro (nuage de points),
comparé avec le modele GUE (courbe lisse).

02

Le premier soupcon d’une connexion entre la fonction zeta et la théorie des matrices aléatoires
est venu d’une heureuse rencontre entre le mathématicien Hugh Montgomery et le physicien Free-
man Dyson a I'Institut des études avancées en 1972. Montgomery avait conjecturé une formule
pour une valeur statistique, la corrélation de paires des zéros de la fonction zeta, et Dyson recon-
nut immédiatement que la formule était identique a celle du modele GUE. Pourtant, les résultats
numériques d’Odlyzko, comme on le voit dans la figure 3, furent décisifs pour la défense des argu-
ments en faveur d’une idée qui aurait pu sembler n’étre qu'une curieuse coincidence.

Ce qui reste confus, c’est la raison pour laquelle les zéros de la fonction zeta suivent les statistiques
GUE. Une possibilité est qu’il y a un systeme physique, similaire a un atome lourd, dont le spectre
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est exactement l’ensemble des zéros de (. S’il en était ainsi, trouver le systeme rendrait effective
une approche, qu’on appelle de nos jours la conjecture de Hilbert-Pdlya pour prouver HR et qui
avait été suggérée par Pdlya il y a un siecle.

Une possibilité plus banale est que ce phénomene soit universel, de la méme facon que les dis-
tributions gaussiennes s’averent nombreuses dans la nature, une vision renforcée par des calculs
faisant intervenir d’autres L-fonctions qui ont trouvé des résultats similaires. Il y a maintenant de
nombreux objets mathématiques que I'on appelle du nom général de L-fonction [1], et dont les pro-
totypes sont la fonction zeta de Riemann et les L-fonctions originales de Dirichlet. Le programme de
Langlands, un domaine majeur de recherches en théorie moderne des nombres, vise a classifier les
différentes sortes de fonctions et les relations entre elles, et 1’on commence tout juste a explorer le
potentiel complet des méthodes computationnelles dans ce domainefY}, En partie, I'intérét pour les
autres L-fonctions a grandi de notre incapacité a démontrer HR, puisque quand les mathématiciens
sont coincés sur un probleme, ils essaient souvent de faire des progres dans différentes directions
en généralisant. Ainsi, chacune de ces L-fonctions plus générales a une “hypothese de Riemann
associée”, bien qu’il n’y ait toujours pas de cas pour lequel une telle hypothese ait été prouvée.

Quelle que soit la raison du phénomene GUE, on peut arguer qu'une compréhension complete de
celui-ci est nécessaire avant qu'une preuve de HR ne puisse étre trouvée. Bien que ceci semble en-
core nécessiter un long chemin avant que le but ne soit atteint, nous en sommes juste actuellement
au point de vérifier des conjectures, comme Turing et Odlyzko 'ont fait, et nous commencons a
utiliser de tels calculs comme remplacement de HR quand nous résolvons des problemes. Voici trois
exemples liés aux nombres premiers :

(1) Compter les nombres premiers. Comme on l’a vu, la formule de Gauss donne une bonne
approximation du nombre de nombres premiers qu’il y a parmi les nombres 2, 3, ..., x . Mais
qu’en est-il si I’on souhaite connaitre le nombre exact de nombres premiers inférieurs a x pour
un z donné? Jusqu’au 19°™¢ siecle, le meilleur moyen de déterminer cela était de trouver
tous les nombres premiers par le crible d’Eratostheéne et de les compter. Heureusement, les
mathématiciens ont trouvé quelques méthodes plus intelligentes depuis ce temps. La méthode
la plus rapide récemment découverte est celle proposée par Lagarias et Odlyzko en 1987 ;
elle fonctionne en ajoutant différents termes d’erreur a la formule de Gauss en utilisant les
calculs qui interviennent dans la vérification de HR. Une version de cette méthode a été
utilisée pour la premiere fois en 2010 par Buethe, Franke, Jost et Kleinjung, qui ont calculé
la derniere entrée de la table 2. Leur méthode suppose HR vraie, mais cette supposition a
tres récemment été supprimée dans un calcul indépendant par Platt.

(2) Le probleme m(x) vs. Li(z). En utilisant des approximations numériques des 22 millions
premiers zéros de la fonction zeta de Riemann, Saouter et Demichel ont montré en 2010
que 7w(z) excede Li(x) pour une certaine valeur de x en-dessous de 1.3972 x 10316 et il y
a des raisons de croire que la premiere occurrence est proche de ce nombre. Ainsi, alors
qu’il se peut qu’on ne connaisse jamais la premiere occurrence exactement, la question de la
meilleure approximation possible de la limite de Skewes a effectivement été résolue.

(3) La conjecture de Goldbach. Le 7 juin 1742, Christian Goldbach a écrit une lettre a Euler

20. Voir (dans Darticle initial, il est fait référence au site www.L-functions.org qui n’existe plus et est remplacé,
du moins le croyons-nous, par) www.lmfdb.org.
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dans laquelle il a conjecturé que tout entier supérieur a 5 peut s’écrire comme la somme de
trois nombres premiersP] Aucun progres essentiel n’a été fait sur cette conjecture jusqu’au
20®me giecle. Dans les années 1930, Vinogradov a montré que la conjecture est vraie pour
tous les nombres impairs suffisamment grands, bien que le cas pair reste insaisissable. (La
conjecture s’avere beaucoup plus difficile pour les nombres pairs, puisqu’au moins 'un des
trois nombres premiers doit étre 2 dans ce cas, ne laissant seulement que deux degrés de
liberté.) Ici la signification de “suffisamment grand” a été réduite au cours des ans, mais
elle reste encore au-dessus de 10 un nombre beaucoup trop grand pour tester tous les
nombres plus petits que lui directement, méme avec les ordinateurs modernes. D’un autre
coté, on sait que la conjecture de Goldbach est vraie pour les nombres impairs si HR est
vraie pour la fonction zeta de Riemann et pour les L-fonctions de Dirichlet. La vérification
numérique de HR, comme dans le travail de Turing promet de nous permettre de franchir
I’écart entre ces résultats dans un futur pas si lointain.

En plus d’effectuer des recherches sur les conjectures et les problemes existant, les 60 dernieres
années se sont avérées extrémement utiles pour suggérer de nouvelles lignes d’approche. Un bon
exemple est la conjecture BSD, découverte au début des années 1960 par Birch et Swinnerton-Dyer
en utilisant le EDSAC a Cambridge. La conjecture concerne les courbes elliptiques, qui sont des
équations de la forme y* = z® + ax + b, olt a et b sont des entiers fixés. (Les courbes elliptiques
sont le sujet d’un autre probleme célebre en théorie des nombres, la conjecture de Shimura Ta-
niyama, dont la preuve par Wiles et Taylor en 1995 a finalement amené a une preuve complete du
dernier théoreme de Fermat apres 350 ans d’efforts.) Etant donnée une courbe elliptique, on peut
lui associer une L-fonction, et comme 'hypothese de Riemann avant elle, la conjecture BSD est
une prédiction a propos des zéros de cette fonction. On consideére maintenant ce probléeme comme
étant I'un des plus importants problemes ouverts de la théorie des nombres, et méme des résultats
partiels dans sa direction ont eu des applications étonnantes. L’une d’entre elles est la résolution
par Tunnell en 1983 du probleme agé de 1000 ans dit probléeme des nombres congruents [2], qui
demande ¢§’il existe, pour un nombre donné n, un triangle rectangle qui a comme aire n et dont
les longueurs des cotés sont des nombres entiers. (Stricto sensu, on peut seulement prouver que
I’algorithme de Tunnell fonctionne en supposant la conjecture BSD, mais une preuve complete de
la conjecture n’est pas nécessaire pour appliquer I’algorithme). Un autre exemple est la résolution
effective de Goldfeld du probléme du nombre de classes [5], posé par Gauss en 1801 ; par exemple,
son travail nous explique (entre de multiples autres choses) que tous les entiers peuvent s’écrire de
maniere unique comme une somme de trois carrés parfaits.

Ainsi, les ordinateurs ont été instrumentalisés pour le traitement de probléemes restés non résolus
pendant longtemps (parfois méme des problémes anciens) en théorie des nombres. D’un autre coté,
il y a d’autres questions pour lesquelles nos techniques courantes semblent totalement inadaptées
pour les résoudre, ce qui laisse les expérimentations numériques comme étant la seule maniere de
les attaquer a présent. Par exemple, on a déja rencontré quelques-unes de telles questions dans
ce chapitre, questions pour lesquelles notre connaissance théorique n’est significativement pas plus
avancée que celle d’Euclide en 300 avant J.-C. environ :

21. Il était encore courant de considérer 1 comme un nombre premier au temps de Goldbach, et donc il a effecti-
vement écrit 2 a la place de 5.
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(1) Est-ce que tout nombre premier apparait dans la premiere séquence d’Euclide-Mullin ?
(2) Y a-t-il des nombres parfaits impairs 7
(3) Y a-t-il un nombre infini de nombres premiers de Mersenne ?

On ne devrait jamais tenter de placer une limite a 'ingéniosité des étres humains (ou de leurs
machines), mais comme Godel ’a montré, il y a des questions pour lesquelles on ne peut connaitre
la réponse, et il est concevable que I'une d’entre elles soit dans cette catégorie. (En fait, trouver
un exemple “naturel” d’une telle question était la motivation originale derriere la construction
de Mullin). D’une certaine maniere, cela est bon, puisque ¢a laisse ouverte une avenue pour les
mathématiciens amateurs et dont c¢’est le hobby, y compris ceux qui peuvent former la prochaine
génération des théoriciens des nombres informaticiens, pour s’impliquer dans ce qui deviendrait
sinon un sujet sophistiqué et impénétrable.

Le futur des ordinateurs en théorie des nombres. Nous voici arrivés a une époque main-
tenant ou presque tout mathématicien a sur son bureau un outil auquel Gauss ne pouvait que
réver. Comme on 'a vu ci-dessus, les ordinateurs commencent a fagonner les résultats en théorie
des nombres. Il semble que cette tendance continuera jusqu’a ce que les ordinateurs soient devenus
indispensables pour faire de la recherche, et ou personne ne travaillera completement sans eux.
Peut-étre, comme une évolution naturelle du boom actuel sur les preuves formelles, les ordinateurs
finiront par faire quelques raisonnements par eux-meémes.

Dans un exposé célebre en 1900, David Hilbert a donné une liste de 23 problemes non résolus
décrivant sa vision du développement des mathématiques dans le prochain siecle. Le probleme
numéro 8 de la liste était la théorie des nombres, incluant a la fois HR et la conjecture de Gold-
bach. Malheureusement, nous ne sommes guere plus proches d’une preuve d’HR aujourd’hui qu’en
1900, avec des découvertes telles qu'un lien avec la théorie des matrices aléatoires qui semble en-
gendrer plus de questions que de réponses. (Hilbert aurait pu anticiper cela; il I’énonce dans cette
citation “Si je me réveillais apres avoir dormi un millier d’années, ma premiere question serait :
I'hypothese de Riemann a-t-elle été résolue 7). Néanmoins, un progres significatif a été fait sur la
plupart des problemes de Hilbert, quelquefois de manieres inattendues ; par exemple, le travail de
Godel mentionné ci-dessus, ainsi que celui de Turing apres lui, était tres contraires aux attentes de
Hilbert.

Au tournant d’un nouveau siecle en 2000, plusieurs listes furent proposées en remplacement de
celle des problemes de Hilbert. Celle qui a recu le plus d’attention est la liste des sept problemes
du millénaire publiée par I'Institut Clay des mathématiques, qui offre un million de dollars pour
la solution d’un quelconque d’entre eux. Jusque-la, un probleme, la conjecture de Poincaré, a été
résolu. Des six problemes restant, nous en avons rencontré trois dans ce chapitre au sujet du travail
de Turing : 'hypothese de Riemann, la conjecture BSD et le probleme P vs. NP. Cela ne signifie
pas que les recherches de Turing sur le Manchester Mark 1 aient eu une grande influence directe
sur ces choses, mais au moins, cela témoigne de l'étrange capacité de Turing a reconnaitre et a
s'impliquer dans des problemes d’intérét durable.

A quoi ressemblera la liste des problemes du 22™¢ siecle? Il est probable qu’aucune personne
vivante aujourd’hui ne puisse faire une prédiction significative. Pourtant, il semble sain de parier
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qu’une telle liste contiendra au moins un probleme de théorie des nombres ; si tel est le cas, peut-étre
sera-ce I'un des problemes qui a été découvert par un ordinateur. Turing, qui n’avait jamais peur
de donner son sentiment, I’a mieux dit dans une interview apres la couverture de presse initiale
pour le Mark 1 :

C’est seulement un avant-gott de ce qui va advenir, et seulement 'ombre de ce qui sera.
Nous devons avoir quelque expérience avec la machine avant de connaitre ses capacités.
Cela peut prendre des années avant que les nouvelles possibilités ne soient installées, mais
je ne vois pas pourquoi ces possibilités ne pourraient pas étre utilisées dans n’importe le-
quel des domaines normalement couvert par 'intelligence humaine et finalement, rivaliser
sur un pied d’égalité.
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