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Résumé
Dans cet article, nous présentons un langage de définition de bases de données simple :

celui des catégories et des foncteurs. Un schéma de base de données est une petite catégorie et
une instance est un foncteur à valeurs dans les ensembles. Nous montrons que les morphismes
de schémas induisent trois “foncteurs de migration de données”, qui traduisent les instances
d’un schéma à l’autre de manière canonique. Ces foncteurs paramétrisent les projections, les
unions et les jointures sur toutes les tables simultanément et peuvent être utilisés à la place
des requêtes conjonctives et disjonctives. Nous montrons également comment connecter une
base de données et un langage de programmation fonctionnel en introduisant une connexion
fonctorielle entre le schéma et la catégorie des types de ce langage. Nous commençons l’article
par une multitude d’exemples pour motiver les définitions, et vers la fin, nous fournissons un
dictionnaire permettant de traduire les concepts de bases de données en concepts catégoriques
et vice-versa.

1. Introduction
Cet article a deux objectifs principaux. Le premier est de présenter un modèle catégorique simple
des bases de données selon lequel tout théorème sur les petites catégories devient un théorème sur
les bases de données. Pour ce faire, nous présenterons une catégorie Sch des schémas de bases de
données, qui possède trois caractéristiques importantes :

- la catégorie Sch est équivalente à Cat, la catégorie des petites catégories,
- la catégorie Sch est un modèle fidèle pour les schémas de bases de données réels, et
- la catégorie Sch sert de fondation sur laquelle les concepts de bases de données de haut niveau

reposent facilement et harmonieusement.
Le second objectif est d’appliquer cette formulation catégorique pour fournir de nouveaux fonc-
teurs de migration de données, afin que pour toute traduction de schémas F : C → D, on puisse
transporter les instances du schéma source C vers les instances du schéma cible D et vice-versa,
avec des propriétés d’“aller-retour” prouvables. Par exemple, les homomorphismes d’instances sont
préservés par tous les foncteurs de migration. Bien que ces foncteurs de migration ne semblent pas
avoir été discutés dans la littérature sur les bases de données, leurs analogues sont bien connus
dans la théorie moderne des langages de programmation, par exemple la théorie des types dépen-
dants ([Mar]), et des types de données polynomiaux ([Kan]). Cela fait partie d’une connexion plus
profonde entre les schémas de bases de données et les genres (collections structurées de types, voir
[SH], [Ham]) dans les langages de programmation. Voir aussi la section 3.6.

Un nombre croissant de chercheurs dans une variété croissante de disciplines constatent que les
catégories et les foncteurs offrent des modèles de haute qualité, qui simplifient et unifient leurs
domaines respectifs. La qualité d’un modèle doit être jugée par son efficacité en tant que proxy ou
interface - c’est-à-dire par la facilité avec laquelle un expert peut travailler avec la seule compré-
hension du modèle, et ce faisant, opérer avec succès sur la chose elle-même. Notre objectif dans cet
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article est de fournir un modèle de haute qualité des bases de données.

D’autres modèles catégoriques de bases de données ont été présentés dans le passé ([JoM], [BCW],
[JRW], [IP], [PS], [DC], [Tui]).

Presque tous utilisaient la notion plus expressive d’esquisse (sketch) là où nous avons utilisé des
catégories. L’expressivité supplémentaire a eu un coût qui peut être formulé en termes de nos deux
objectifs pour cet article. Premièrement, les modèles précédents étaient plus complexes et cela a
pu créer une barrière à la compréhension et à l’adoption à grande échelle. Deuxièmement, les mor-
phismes d’esquisses n’induisent généralement pas les types de foncteurs de migration de données
que les morphismes de catégories induisent.

Nous espérons que le présent modèle est suffisamment simple pour que quiconque ayant une com-
préhension élémentaire des catégories (c’est-à-dire qui connaît la définition de catégorie, foncteur et
transformation naturelle) puisse, sans trop de difficulté, comprendre l’idée de base de notre formu-
lation : les schémas de bases de données en tant que catégories, les instances de bases de données
en tant que foncteurs. De plus, nous fournirons un dictionnaire (voir section 3.7, Tableau 1) grâce
auquel les principaux résultats et définitions de cet article correspondront simplement à des résul-
tats ou définitions de la théorie des catégories standard ; ainsi, le lecteur pourra s’appuyer sur des
sources éprouvées pour expliquer les idées plus techniques présentées ici. De plus, on peut espérer
tirer parti de la théorie mathématique existante pour ses propres problèmes de bases de données
grâce à cette connexion.

Avant de décrire le plan de l’article dans la section 1.2, nous donnerons une brève introduction
à l’idée fondamentale sur laquelle repose l’article, et fournirons une “forme normale catégorique”
correspondante pour les bases de données, dans la section 1.1.

1.1. Forme normale catégorique
Un schéma de base de données peut contenir des centaines de tables et de clés étrangères. Chaque
clé étrangère relie une table à une autre, et chaque séquence de clés étrangères T1 → T2 → · · · → Tn

résulte en une fonction f de l’ensemble des enregistrements de T1 vers l’ensemble des enregistrements
de Tn. Il est courant que deux chemins de clés étrangères différents, reliant tous deux la table T1 à la
table Tn, existent ; et ils peuvent ou non définir la même application au niveau des enregistrements.
Par exemple, un téléphone “fixe” opérationnel se voit attribuer un numéro de téléphone dont
l’indicatif régional correspond à la région où se trouve le téléphone physique. Ainsi, nous avons
deux chemins de OLP (LigneTelOperationnelle) vers R (Region) OLP → R :

NumTel CodeDeRegion

LigneTelOperationnelle TelephonePhysique Region

a

Assigne
Corresp

est SitueDans

(1)

et l’architecte de données pour ce schéma sait si ces deux chemins doivent toujours produire la
même application. Dans (1), les deux chemins OLP → R produisent la même application, et le
signe≃ est destiné à enregistrer ce fait. Par contraste, si nous remplaçons operationalLandlinePhone
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par operationalMobilePhone (OMP), les deux chemins OMP → R ne produiraient pas la même
application, car un téléphone portable n’a pas besoin d’être actuellement situé dans la région
indiquée par son indicatif régional. Ainsi, nous obtiendrions un diagramme similaire mais différent,

NumTel CodeRegion

TelephoneMobileOperationnel TelephonePhysique Region

a

corresp

est

assigne

SitueDans

(2)

Nous soulignons ici que la notion d’équivalence de chemin est une contrainte d’intégrité importante
et naturelle, qui fournit un indice crucial sur la sémantique prévue du schéma. Son application
est souvent laissée à la couche applicative, mais elle devrait en fait être incluse dans le schéma
([JD]). L’inclusion d’informations d’équivalence de chemin dans le schéma de base de données a
trois avantages principaux :

- elle permet l’inclusion de colonnes de requête “chaudes” sans redondance,
- elle fournit une vérification importante pour la création de mappages de schémas, et
- elle favorise une évolution saine du schéma.

Une catégorie (au sens mathématique) est à peu près un graphe avec un petit supplément de
pouvoir expressif : la capacité de déclarer deux chemins équivalents. Nous avons maintenant la
connexion souhaitée entre les schémas de bases de données et les catégories : les tables d’un schéma
sont spécifiées par des sommets (ou comme nous les avons dessinés dans le diagramme (1), par
des boîtes) ; les colonnes sont spécifiées par des flèches ; et l’équivalence fonctionnelle des chemins
de clés étrangères est spécifiée par la notion catégorique d’équivalence de chemin (indiquée par le
symbole ≃). La définition catégorique du schéma sera présentée rigoureusement dans la section 3.

La collection d’idées ci-dessus nous conduit à la forme normale suivante pour les bases de données.

Définition 1. Une base de données est sous forme normale catégorique si
- chaque table t a une seule colonne de clé primaire IDt, choisie au départ. Les cellules de cette

colonne sont appelées les id-de-ligne de t ;
- pour chaque colonne c d’une table t, il existe une table cible t′ telle que la valeur dans chaque

cellule de la colonne c se réfère à un id-de-ligne de t′. Nous dénotons cette relation par

c : t→ t′;

- en particulier, si une colonne d de t consiste en “données pures” (comme des chaînes de
caractères ou des entiers), alors sa table cible t′ est simplement une table à 1 colonne (c’est-
à-dire un vocabulaire contrôlé, contenant au moins le domaine actif de la colonne d), et nous
écrivons toujours d : t→ t′ ; et

- lorsqu’il y a deux chemins p, q à travers la base de données de la table t à la table u (notés
p : t → u, q : t → u) et qu’il est connu du concepteur du schéma que p et q doivent
correspondre à la même application des id-de-lignes, alors cette équivalence de chemin doit
être déclarée comme faisant partie du schéma. Nous dénotons cette équivalence de chemin par

p ≃ q.
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1.2. Plan de l’article
Nous commençons à la section 2 par une variété d’exemples, qui illustrent les vertus de l’approche
catégorique. Ceux-ci incluent la clarté conceptuelle, la migration simplifiée des données, les vues
mises à jour, l’interopérabilité avec les données RDF, et une connexion étroite entre les données et
le programme. Dans la section 3, nous donnerons les définitions précises des schémas catégoriques
et des traductions, et montrerons que la catégorie de ceux-ci, notée Sch, est équivalente à Cat,
la catégorie des petites catégories. Dans cette section, nous définirons également la catégorie des
instances de base de données sur un schéma donné. Dans la section 4, nous définirons les foncteurs de
migration de données associés à une traduction et commencerons à conclure notre tour en revenant
aux exemples de la section 2 pour un traitement plus approfondi. Nous terminons ce travail dans
la section 5, où nous discutons des types de données et du filtrage.

1.3. Terminologie et notation
Un obstacle à l’écriture de cet article est un certain chevauchement de terminologie entre les bases
de données et les catégories : le mot “objet” est couramment utilisé dans les deux contextes. Bien
que les bases de données orientées objet soient intéressantes et peut-être pertinentes pour certaines
des idées présentées ici, nous n’en discuterons pas du tout, gardant ainsi l’espace de noms clair
pour la terminologie catégorique. Sauf indication contraire, le mot objet sera toujours entendu au
sens catégorique.

Disons que nous avons des applications A
f−→ B

g−→ C ; nous pouvons dénoter leur composé A→ C
de l’une des deux manières suivantes, selon ce qui semble le plus lisible. La première est appelée
“ordre diagrammatique” et s’écrit f ; g. La seconde est appelée “ordre classique” et s’écrit g ◦ f .
Nous pouvons parfois choisir de ne pas écrire de symbole entre f et g, et dans ce cas nous utilisons
l’ordre diagrammatique fg : A→ C.

1.4. Remerciements
Le présent article est une refonte totale de [Sp1], qui, dans une tentative d’accommoder deux com-
munautés disjointes (mathématiciens et experts en bases de données), a fini par être un document
tentaculaire et quelque peu incohérent. Mes remerciements vont aux arbitres et à Bob Harper pour
m’avoir orienté vers une présentation épurée. Je voudrais également remercier Peter Gates, Dave
Balaban, John Launchbury et Greg Morrisett pour de nombreuses conversations utiles. J’apprécie
beaucoup les encouragements de Jack Morava, en particulier sous la forme de sa vision ([Mor]) de
la façon dont les idées de cet article peuvent être utiles pour exposer des motifs en mathématiques
pures. Des remerciements spéciaux vont également à Scott Morrison pour avoir codé beaucoup des
idées de cet article sous forme fonctionnelle, disponible en ligne pour démonstration ou participation
open-source à http://categoricaldata.net/ .

2. Vertus par l’exemple
Dans ce qui suit, nous illustrons les mérites de l’approche catégorique au moyen de plusieurs
exemples. Une chose à noter est que chacune de ces caractéristiques découle naturellement de
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nos définitions mathématiques compactes des schémas et des traductions. Ces définitions seront
données dans la section 3.

2.1. Clarté conceptuelle
Dans un schéma catégorique (Définition 3.2.6), chaque table est un sommet et chaque colonne est
une flèche. Une flèche T c−→ U représente une colonne de la table T, avec la table cible U, c’est-à-dire
une contrainte de clé étrangère déclarant que chaque cellule de la colonne c se réfère à un id-de-ligne
de la table U. Nous dessinons une boîte autour de notre système de sommets et de flèches, et le
résultat est une représentation catégorique du schéma.

Exemple 2. L’image suivante représente un schéma S avec six tables, dont deux sont des “tables
de faits” multi-colonnes et quatre sont des tables “feuilles” à 1 colonne.

C :=

SSN

Prenom

T1 T2

Nom

Salaire

(3)

La table de faits T1 a trois colonnes (pointant vers SSN, Prenom, Nom), en plus de sa colonne ID ;
la table de faits T2 a également trois colonnes non-ID (pointant vers Prenom, Nom, Salaire). Les
tables feuilles, SSN, Prenom, Nom et Salaire n’ont que des colonnes ID, comme on le voit par le
fait qu’aucune flèche n’en émane.

En tant qu’ensemble de tables, une instance sur le schéma C peut ressembler à ceci :

T1
ID SSN Prenom Nom
T1-001 115-234 Bob Smith
T1-002 122-988 Sue Smith
T1-003 198-877 Alice Jones

T2
ID Prenom Nom Salaire
T2-A101 Alice Jones $100
T2-A102 Sam Miller $150
T2-A104 Sue Smith $300
T2-A110 Carl Pratt $200

(4)

SSN
ID
115-234
118-334
122-988
198-877
342-164

Prenom
ID
Adam
Alice
Bob
Carl
Sam
Sue

Nom
ID
Jones
Miller
Pratt
Richards
Smith

Salaire
ID
$100
$150
$200
$250
$300

(5)
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La chose à reconnaître ici est que chaque en-tête de colonne c de T1 (respectivement, de T2) pointe
vers une table cible, de telle sorte que chaque cellule de la colonne c se réfère à un id-de-ligne de
cette table cible. Les tables feuilles servent de vocabulaires contrôlés pour les tables de faits.

Notation 3. Dans l’exemple 2, nous avons écrit les quatre tables feuilles (Affichage 5). À l’avenir,
nous n’écrirons généralement pas les tables feuilles pour des raisons d’espace. En fait, toute table
qui n’ajoute pas de pouvoir explicatif à un exemple donné peut être omise de nos affichages.

Exemple 4. Dans cet exemple, nous présentons un schéma C qui inclut des équivalences de chemin,
et tire donc parti de toute l’expressivité des catégories. Nous imaginons une entreprise avec des
employés et des départements ; chaque employé est dans un département, chaque employé a un
manager employé, et chaque département a un employé secrétaire. En utilisant les équivalences de
chemin, nous imposons les faits suivants :

- le manager d’un employé est dans le même département que cet employé, et
- le secrétaire d’un département est dans ce département.

Ces faits sont enregistrés comme des équations au sommet du diagramme suivant :

(6)

En tant qu’ensemble de tables, une instance sur C peut ressembler à ceci :

Employe
ID Prenom Nom Mgr isIn
101 David Hilbert 103 q10
102 Bertrand Russell 102 x02
103 Alan Turing 103 q10

Department
ID Name Secr
q10 Sales 101
x02 Production 102

Ce n’est pas une coïncidence s’il y a un total de six colonnes non-ID dans les deux tables et un total
de six flèches dans le schéma C. Les équations peuvent être vérifiées sur ces cellules ; par exemple,
nous pouvons vérifier la première équation sur le id-de-ligne 101 :

101.Manager.isIn = 103.isIn = q10 et 101.isIn = q10.

Une instance I sur C n’est valide que si les deux équations tiennent pour chaque ligne de I.
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2.2. Migration simplifiée des données
Une traduction F : C → D de schémas (Définition 3.3.1) est une application qui envoie les sommets
de C vers les sommets de D et les flèches de C vers des chemins de D ; ce faisant, elle doit respecter les
sources des flèches, les cibles des flèches et les équivalences de chemin. Nous utiliserons la traduction
suivante F : C → D tout au long de la section 2.2.

C :=

SSN

Prenom

T1 T2

Nom

Salaire

F−→

SSN

Prenom

T

Nom

Salaire

=: D (7)

L’application F est dessinée de manière aussi suggestive que possible. À l’avenir, nous nous fierons
à ce “pouvoir de suggestion” pour indiquer les traductions, mais cette fois nous serons explicites.
Chacun des quatre sommets feuilles, SSN, Prenom, Nom et Salaire dans C est envoyé vers le sommet
de D de même étiquette. Les deux autres sommets de C, à savoir T1 et T2, sont envoyés vers le
sommet T de D. Comme les traductions doivent respecter les sources et les cibles des flèches, il n’y
a pas de choix supplémentaire quant à l’endroit où les flèches de C sont envoyées ; par exemple F
envoie la flèche T1 → Prenom de C vers la flèche T → Prenom de D.

Nous avons maintenant spécifié une traduction F du schéma C vers le schéma D, illustrée dans
le diagramme 7. De cette traduction jaillissent trois foncteurs de migration de données, que nous
discuterons tour à tour dans les exemples 2.2.1, 2.2.3 et 2.2.5. Ils migrent les données d’instance
sur D vers des données d’instance sur C et vice-versa. Les instances sur C (respectivement sur D)
forment une catégorie, que nous dénotons par C-Inst (respectivement par D-Inst) ; elles sont définies
dans la définition 3.5.1. Nous avons le tableau suivant, dont le jargon sera introduit sous peu :

Foncteurs de migration de données induits par une traduction F : C → D
Nom Symbole Symbole long Idée de la définition

Pullback ∆F ∆F : D-Inst → C-Inst Composition avec F
Pushforward droit ΠF ΠF : C-Inst → D-Inst Adjoint à droite de ∆F

Pushforward gauche ΣF ΣF : C-Inst → D-Inst Adjoint à gauche de ∆F

Tout dans le tableau sera défini dans la section 4. Pour l’instant, nous donnons trois exemples.
Dans chacun, nous partirons de la traduction F : C → D, donnée ci-dessus dans le diagramme (7).

Exemple 5 (Pullback). Soit F : C → D la traduction donnée dans le diagramme (7). Dans cet
exemple, nous explorons le foncteur de migration de données ∆F : D-Inst → C-Inst en l’appliquant
à une instance D-instance J . Notez que même si notre traduction F pointe vers l’avant (de C vers
D), notre foncteur de migration ∆F pointe “vers l’arrière” (des instances D vers les instances C).
Nous verrons pourquoi cela fonctionne ainsi, mais d’abord, ramenons la discussion sur terre en
travaillant avec une instance D particulière.
Considérons l’instance J , sur le schéma D, définie par la table
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J :=

T
ID SSN Prenom Nom Salaire
XF667 115-234 Bob Smith $250
XF891 122-988 Sue Smith $300
XF221 198-877 Alice Jones $100

(8)

et ayant les quatre tables feuilles de l’exemple 2, Affichage (5). En tirant en arrière le long de la
traduction F , nous sommes censés obtenir une instance ∆F (J) sur le schéma C, que nous devons
décrire. Mais la description est facile : ∆F (J) divise les colonnes de la table T selon la traduction
F . Les quatre tables feuilles seront exactement les mêmes que ci-dessus (c’est-à-dire les mêmes que
dans l’exemple 2 (5)), et les deux tables de faits seront quelque chose comme

T1
ID SSN Prenom Nom
XF667T1 115-234 Bob Smith
XF891T1 122-988 Sue Smith
XF221T1 198-877 Alice Jones

T2
ID Prenom Nom Salaire
A21 Alice Jones $100
A67 Bob Smith $250
A91 Sue Smith $300

(9)

Le fait que T1 et T2 soient simplement des projections de T est un résultat de notre choix de
traduction F .

Remarque 6. Nous avons vu que le foncteur de pullback ∆F , qui surgit naturellement pour
toute traduction F entre schémas, produit automatiquement des projections.

Dans les deux exemples suivants, nous explorerons les foncteurs de migration pushforward droit et
gauche induits par la traduction F : C → D donnée dans le diagramme (7). Ces foncteurs, notés
ΠF et ΣF , envoient les instances C vers les instances D. Ainsi, nous commençons avec l’instance I
(qui a été présentée dans l’exemple 2) et expliquons ses pushforwards ΠF (I) et ΣF (I) ci-dessous
dans les exemples 7 et 9, respectivement.

Exemple 7 (Pushforward droit). Soit F : C → D la traduction donnée dans le diagramme (7).
Dans cet exemple, nous explorons le foncteur de migration de données ΠF : C-Inst → D-Inst
en l’appliquant à l’instance C-instance I montrée dans les affichages (4) et (5). Notez que notre
foncteur de migration ΠF pointe dans la même direction que F : il prend les instances C vers les
instances D. Nous décrivons maintenant l’instance D-instance ΠF (I), qui a quatre tables feuilles
ΠF (I)(SSN), etc., et une table de faits ΠF (I)(T).
Les quatre tables feuilles de ΠF (I) seront comme dans l’affichage (5). La table de faits de ΠF (I)
sera la jointure de T1 et T2 :

T
ID SSN Prenom Nom Salaire
T1-002T2-A104 122-988 Sue Smith $300
T1-003T2-A101 198-877 Alice Jones $100

Remarque 8. Nous avons vu que le foncteur de pushforward droit ΠF , qui surgit naturelle-
ment pour toute traduction F entre schémas, produit automatiquement des jointures.
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Exemple 9 (Pushforward gauche). Soit F : C → D la traduction donnée dans le diagramme
(7). Dans cet exemple, nous explorons le foncteur de migration de données ΣF : C-Inst → D-Inst
en l’appliquant à l’instance C-instance I montrée dans les affichages (4) et (5). Notez que notre
foncteur de migration ΣF pointe dans la même direction que F : il prend les instances C vers les
instances D. Nous décrivons maintenant l’instance D-instance ΣF (I), qui a quatre tables feuilles
ΣF (I)(SSN), etc., et une table de faits ΣF (I)(T).

Au lieu d’être une jointure, comme dans le cas de ΠF (I) ci-dessus, la table de faits T dans l’instance
ΣF (I) sera l’union de T1 et T2. On peut se demander alors comment la construction catégorique
traitera le fait que les enregistrements de T1 n’ont pas d’information de salaire et que les enre-
gistrements de T2 n’ont pas d’information de SSN. La réponse est que les cellules respectives sont
skolémisées. En d’autres termes, la réponse universelle est de simplement ajouter une toute nou-
velle “variable” partout où cela est nécessaire dans et en aval de T. Ainsi, dans l’instance ΣF (I),
la table T ressemble à ceci :

T
ID SSN Prenom Nom Salaire
T1-001 115-234 Bob Smith T1-001.Salaire
T1-002 122-988 Sue Smith T1-002.Salaire
T1-003 198-877 Alice Jones T1-003.Salaire
T2-A101 T2-A101.SSN Alice Jones $100
T2-A102 T2-A102.SSN Sam Miller $150
T2-A104 T2-A104.SSN Sue Smith $300
T2-A110 T2-A110.SSN Carl Pratt $200

Les variables de Skolem (telles que T1-001.Salaire) peuvent être assimilées à des valeurs réelles plus
tard. Elles peuvent également être assimilées les unes aux autres ; par exemple, nous pouvons savoir
que T1-001.Salaire = T2-002.Salaire, sans connaître la valeur de ces salaires.

Remarque 10. Nous avons vu que le foncteur de pushforward gauche ΣF , qui surgit natu-
rellement pour toute traduction F entre schémas, produit automatiquement des unions et
skolémise automatiquement les valeurs inconnues.

2.3. Vues mises à jour et multi-vues liées
Supposons que nous ayons une traduction F : C → D. Dans ce cas, nous pouvons considérer D
comme une vue sur C et considérer C comme une vue sur D. Contrairement à la version classique
des vues, notre définition permet un nombre arbitrairement grand de clés étrangères entre les tables
de vue ; en effet, C et D peuvent être des schémas arbitraires. Les systèmes de gestion de bases de
données relationnelles typiques tels que SQL ne supportent pas les “multi-vues liées”, c’est-à-dire
plusieurs tables de vue avec des clés étrangères entre elles. Pour nos foncteurs de migration de
données ΠF , ΣF et ∆F , ce n’est pas un problème.

En fait, de par la nature même de ces trois foncteurs de migration (c’est-à-dire par définition du
fait qu’ils sont des foncteurs), nous avons accès à de puissants théorèmes reliant les mises à jour
des instances C aux mises à jour des instances D. Par exemple, étant donné une instance I sur D
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dont la vue ∆F est l’instance J = ∆F (I) sur C, et étant donné une mise à jour J → J ′ sur C, il
existe une unique mise à jour I → ΠF J ′, d’instances sur D. Un résultat similaire tient pour ΣF à
la place de ΠF : ces faits découlent du fait que Π (respectivement ΣF ) est “adjoint” à ∆F . Voir la
section 4.

Le problème de la mise à jour des vues est souvent formulé comme demandant que “les allers-retours
soient des équivalences” ([BCFGP]), ce qui pour nous revient à dire que les composés ∆F ΠF et
ΠF ∆F (respectivement ΣF ∆F et ∆F ΣF ) sont des isomorphismes. Cela ne se produira que si F est
une équivalence de catégories. Cependant, nos adjonctions de migration de données fournissent des
mises à jour de vues dans des circonstances plus générales, et celles-ci ont des propriétés formelles
prouvables (par exemple, ΣF et ∆F commutent avec les insertions et ΠF et ∆F commutent avec
les suppressions). Mais bien sûr, les meilleures propriétés formelles se produisent lorsque F est une
équivalence.

L’exemple suivant montre deux choses. Premièrement, il donne un exemple de multi-vue liée (clés
étrangères entre vues). Deuxièmement, la traduction F est une équivalence de catégories (un fait
qui repose essentiellement sur le fait que C a des équivalences de chemin déclarées), et donc les
foncteurs de migration de données ∆, Π et Σ sont aussi des équivalences - ils ne présentent aucune
perte d’information.

Exemple 11. Considérons les deux schémas dessinés ici :

(10)
Les flèches i12 et i21, qui sont déclarées mutuellement inverses, assurent que les données qui peuvent
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être capturées par le schéma C sont équivalentes à celles qui peuvent être capturées par le schéma
D. La traduction F envoie i12 et i21 vers le chemin trivial idT sur T (voir Définitions 3.2.1 et 3.3.1,
et Exemple 3.3.3).

Si la table T est comme dans l’exemple 5 (8), alors son pullback sous ∆F vers une instance sur C
est similaire à (9), mais avec des colonnes supplémentaires i12 et i21 (parce que notre schéma a des
flèches supplémentaires i12 et i21) :

T1
ID SSN Prenom Nom i12
XF667T1 115-234 Bob Smith A67
XF891T1 122-988 Sue Smith A91
XF221T1 198-877 Alice Jones A21

T2
ID Prenom Nom Salaire i21
A21 Alice Jones $100 XF221T1
A67 Bob Smith $250 XF667T1
A91 Sue Smith $300 XF891T1

(11)
Les colonnes de clés étrangères i12 et i21 sur la vue C gardent la trace des données nécessaires pour
un aller-retour réussi. Une mise à jour d’une instance D produira une mise à jour correspondante
d’une instance C et vice-versa. Le fait que F soit une équivalence de catégories implique que ΣF , ΠF

et ∆F sont aussi des équivalences de catégories, et les isomorphismes d’aller-retour tiendront pour
toutes les mises à jour possibles.

2.4. Interopérabilité avec les données RDF
Le Resource Descriptive Framework (RDF) est le format de données standard du web sémantique
[KC]. L’idée de base est d’encoder tous les faits en termes de triples de base

(Subject Predicate Object)

tels que (Bob hasMother Sue). Il y a des articles consacrés à la compréhension de la transformation
des bases de données relationnelles vers les triple stores RDF, et vice-versa ([ASX],[KT]). Dans
cette section, nous supposerons une familiarité de base avec le jargon de ce domaine, tel que URI
(uniform resource identifier).

Catégoriquement, la formulation des triple stores RDF est assez simple. Étant donné un schéma
C, un triple store sur C est une catégorie S (représentant les triples) et un foncteur π : S → C
(représentant leurs types). Les objets de S sont des URI ; les flèches de S sont des triplets

subject︸ ︷︷ ︸
•

Predicate−−−−−→ object︸ ︷︷ ︸
•

Étant donné un objet c ∈ C dans le schéma, l’image inverse π−1(c) ⊆ S consiste en toutes les URI
de type c. Étant donné une flèche f : c → c′ dans C, l’image inverse est la f -relation entre π−1(c)
et π−1(d).
Il existe une opération catégorique de base qui convertit une instance de base de données relation-
nelle en un triple store RDF (et un inverse simple également, convertissant un triple store RDF en
une instance de base de données relationnelle). Elle est appelée la construction de Grothendieck.
Considérons par exemple l’instance I de l’exemple 4, Affichage (6) :
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Employe
ID Prenom Nom Mgr isIn
101 David Hilbert 103 q10
102 Bertrand Russell 102 x02
103 Alan Turing 103 q10

Department
ID Name Secr
q10 Sales 101
x02 Production 102

En prenant la construction de Grothendieck, on obtient le triple store suivant S = Gr(I) où chaque
flèche désigne un triple RDF, comme ci-dessus :

(12)

Dans l’affichage (12), dix flèches ont été omises de l’image de S (par exemple, la flèche 102 Nom−−→
Russell n’est pas représentée) pour des raisons de lisibilité. Le point est que le triple store RDF
associé à l’instance I est bien représenté en utilisant la construction standard de Grothendieck.

2.5. Connexion étroite entre les données et le programme
Actuellement, il y a un “décalage d’impédance” entre les bases de données et les langages de pro-
grammation ; leurs formulations respectives et leurs modèles sous-jacents ne cohèrent pas aussi bien
qu’ils le devraient ([CI]). Alors que la communauté des langages de programmation (PL) a adopté
la théorie des catégories pour la clarté conceptuelle et la puissance expressive qu’elle apporte, la
plupart des théoriciens des bases de données ont tendance à se concentrer sur des considérations
pratiques, telles que la vitesse, la fiabilité et l’évolutivité. L’importance des bases de données dans
le monde moderne ne peut être surestimée, et pourtant, pour que les bases de données atteignent
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leur plein potentiel, une meilleure intégration théorique avec les applications doit être développée.

Comme indiqué dans l’introduction (section 1), le premier objectif de cet article est de présenter
un modèle simple de bases de données selon lequel tout théorème sur les petites catégories devient
un théorème sur les bases de données. Ainsi, la catégorie préférée des théoriciens des PL, à savoir la
catégorie Type des types et des termes (pour un λ-calcul fixé, voir [Awo, Section 6.5]), est une sorte
de schéma de base de données infini : ses tables correspondent à des types et ses colonnes de clés
étrangères correspondent à des termes. Bien sûr, contrairement aux bases de données réelles dans
lesquelles les tables modélisent des entités du monde réel et leurs relations (comme les personnes
et leurs tailles), le schéma Type modélise des entités mathématiques et leurs relations (comme les
entiers et leurs factorielles). Cependant, ces idées vivent clairement dans le même royaume plato-
nicien, pour ainsi dire, et cette notion est exprimée en disant que les schémas de bases de données
et Type peuvent être considérés comme des catégories et reliés par des foncteurs.

Cela conduit à une belle intégration entre les données et le programme. Par exemple, de nombreuses
capacités de tableur, comme la somme des valeurs de deux colonnes pour obtenir la valeur d’une
troisième, peuvent être incluses au niveau du schéma. À ce stade de l’article, nous n’avons pas encore
la machinerie nécessaire pour montrer exactement comment cela devrait fonctionner (voir section
5.1), mais dans le diagramme suivant, on peut voir la présentation schématique de la sous-catégorie
pertinente de Type :

P := (Int, Int) Int+

outl

outr

(13)

Le point est de voir simultanément deux choses différentes dans ce seul diagramme (comme une
illusion d’optique). La première chose à voir dans le diagramme (13) est un schéma de base de
données. Dans le schéma P , nous avons deux tables :

(Int,Int)
ID outl outr +
P0c0 0 0 0
P1c0 1 0 1
P1c1 1 1 2
P0c1 0 1 1
P2c0 2 0 2
P2c1 2 1 3
P2c2 2 2 4
P1c2 1 2 3
P0c2 0 2 2
... ... ... ...

Int
ID
0
1
2
3
4
...

La seconde chose à voir dans le diagramme (13) est une sous-catégorie P ⊆ Type, c’est-à-dire une
connexion étroite avec la théorie standard des PL. La même catégorie P est vue extensionnellement
dans le contexte des bases de données et intentionnellement dans le contexte des programmes. Cette
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double citoyenneté des catégories fait de la théorie des catégories un bon candidat pour résoudre
le décalage d’impédance entre les bases de données et les langages de programmation.

3. Définitions
Dans cette section, notre objectif principal est de définir une catégorie de schémas et de traductions,
et de montrer qu’elle est équivalente à Cat, la catégorie des petites catégories. En cours de route,
nous définirons la catégorie des instances sur un schéma donné. Enfin, nous donnerons un diction-
naire que l’on peut utiliser pour traduire entre les concepts de bases de données (par exemple,
trouvés dans [EN]) et les concepts catégoriques (par exemple, trouvés dans [Mac]).

3.1. Quelques références
Tout au long de cette section, nous supposerons que le lecteur est familier avec les notions fonda-
mentales de la théorie des catégories : objets, morphismes et diagrammes commutatifs dans une
catégorie ; ainsi que les catégories, foncteurs et transformations naturelles. Il existe de nombreuses
bonnes références sur la théorie des catégories, notamment [LS], [Sic], [Pie], [BW1], [Awo] et [Mac] ;
les première et deuxième sont adaptées au grand public, les troisième et quatrième aux informa-
ticiens, et les cinquième et sixième aux mathématiciens (dans chaque classe, la première référence
est plus facile que la seconde). On peut également consulter [SK] pour une perspective différente.

3.2. Graphes, chemins, schémas et instances
Un graphe (parfois appelé multi-graphe dirigé) est une collection de sommets et de flèches, ressem-
blant à ceci :

A B C

D E

f
g

h

i

j

k

(14)

C’est un graphe avec deux composantes connexes ; il a cinq sommets et six flèches.

Définition 12. Un graphe G est une séquence G = (A, V, src, tgt), où A et V sont des ensembles
(respectivement appelés l’ensemble des flèches et l’ensemble des sommets de G), et src : A→ V et
tgt : A→ V sont des fonctions (respectivement appelées la fonction source et la fonction cible pour
G). Si a ∈ A est une flèche avec source src(a) = v et cible tgt(a) = w, nous la dessinons comme

v
a−→ w.

Définition 13. Soit G = (A, V, src, tgt) un graphe. Un chemin de longueur n dans G, noté p ∈
Path(n)

G , est une séquence tête-à-queue

p = (v0
a1−→ v1

a2−→ v2
a3−→ . . .

an−→ vn) (15)
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de flèches dans G. En particulier, Path(1)
G = A et Path(0)

G = V ; nous appelons le chemin de longueur
0 sur le sommet v le chemin trivial sur v et le notons idv. Nous notons PathG l’ensemble de tous
les chemins sur G,

PathG :=
⋃

n∈N
Path(n)

G .

Chaque chemin p ∈ PathG a un sommet source et un sommet cible, et nous pouvons abuser de la
notation et écrire src, tgt : PathG → V . Si p est un chemin avec src(p) = v et tgt(p) = w, nous
pouvons le noter p : v → w. Étant donné deux sommets v, w ∈ V , nous écrivons PathG(v, w) pour
désigner l’ensemble de tous les chemins p : v → w.

Il y a une opération de composition sur les chemins. Étant donné un chemin p : v → w et q : w → x,
nous définissons la composition, notée pq : v → x, de manière évidente. En particulier, si p (resp.
r) est le chemin trivial sur le sommet v (resp. le sommet w), alors pour tout chemin q : v → w,
nous avons pq = q (resp. qr = q). Ainsi, pour plus de clarté, nous pouvons toujours noter un
chemin comme commençant par un chemin trivial sur son sommet source ; par exemple, le chemin
p du diagramme (15) peut être noté p = idv0a1a2 · · · an.

Exemple 14. Dans le diagramme (14), il n’y a pas de chemin de A à D, un chemin (f) de
A à B, deux chemins (fg et fh) de A à C, et une infinité de chemins {ip1(jk)q1 · · · ipn(jk)qn |
n, p1, q1, . . . , pn, qn ∈ N} de D à D.

Nous définissons maintenant la notion de relation d’équivalence catégorique sur l’ensemble des che-
mins d’un graphe. Une telle relation d’équivalence (en plus d’être réflexive, symétrique et transitive)
a deux sortes de propriétés supplémentaires : les chemins équivalents ont la même source et la même
cible, et la composition de chemins équivalents avec d’autres chemins équivalents doit produire des
chemins équivalents. Formellement, nous avons la définition 15.

Définition 15. Soit G = (A, V, src, tgt) un graphe. Une relation d’équivalence de chemin catégo-
rique (ou CPER) sur G est une relation d’équivalence ≃ sur PathG qui a les propriétés suivantes :

1. Si p ≃ q alors src(p) = src(q).
2. Si p ≃ q alors tgt(p) = tgt(q).
3. Supposons que p, q : b → c soient des chemins, et m : a → b une flèche. Si p ≃ q alors

mp ≃ mq.
4. Supposons que p, q : a→ b soient des chemins, et n : b→ c une flèche. Si p ≃ q alors pn ≃ qn.

Lemme 16. Supposons que G soit un graphe et ≃ une CPER sur G. Supposons p ≃ q : a → b et
r ≃ s : b→ c. Alors pr ≃ qs.

Démonstration. L’image à avoir en tête est celle-ci :
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En appliquant la condition (3) de la définition 15 à chaque flèche du chemin p, il s’ensuit par
induction que pr ≃ ps. En appliquant la condition (4) à chaque flèche du chemin s, il s’ensuit de
même que ps ≃ qs. Parce que ≃ est une relation d’équivalence, il s’ensuit que pr ≃ qs.

Définition 17. Un schéma catégorique C consiste en une paire C := (G,≃) où G est un graphe
et ≃ est une relation d’équivalence de chemin catégorique sur G. Nous appelons parfois un schéma
catégorique simplement un schéma.

Exemple 18. Considérons le schéma, c’est-à-dire le graphe avec l’équivalence indiquée, représenté
dans la boîte ci-dessous :

Ce schéma modélise, par exemple, le phénomène d’envoi d’un email à soi-même. Supposons que
nous peuplions B avec des emails, C avec des personnes, g et h avec les champs expéditeur et
destinataire, respectivement. Alors pour que fg soit égal à fh, nous devons avoir que les expéditeurs
soient égaux aux destinataires sur l’image de f , et ainsi le sous-ensemble des auto-emails est un
ajustement parfait pour A. Voir l’exemple 20.

Plus d’informations sur le sujet des schémas catégoriques, y compris une image d’un schéma et
d’un ensemble de tables associé, peuvent être trouvées dans l’exemple 4.

Dans ce qui suit, nous définirons ce que signifie être une instance d’un schéma catégorique C. Nous
considérons le cas où nos instances sont des modèles ensemblistes de C, mais la même idée fonctionne
de manière beaucoup plus générale (voir définition 28).

Définition 19. Soit C := (G,≃) un schéma catégorique, où G = (A, V, src, tgt). Une instance sur
C, notée I, consiste en ce qui suit :

1. Pour chaque sommet v ∈ V , un ensemble I(v).
2. Pour chaque flèche a : v → v′ dans A, une fonction I(a) : I(v)→ I(v′).
3. Pour chaque équivalence de chemin p ≃ q, une garantie que l’équation I(p) = I(q) tient.

Exemple 20. Nous revenons maintenant à l’exemple 18, et écrivons une instance exemple I pour
le schéma C = (G,≃).
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A
ID f
SEm1207 Em1207
SEm1210 Em1210
SEm1211 Em1211

B
ID g h
Em1206 Bob Sue
Em1207 Carl Carl
Em1208 Sue Martha
Em1209 Chris Bob
Em1210 Chris Chris
Em1211 Julia Julia
Em1212 Martha Chris

C
ID
Bob
Carl
Chris
Julia
Martha
Sue

Pour chaque sommet v de G, l’ensemble I(v) est donné par l’ensemble des lignes de la table cor-
respondante (par exemple, I(A) = {SEm1207, SEm1210, SEm1211}). Pour chaque flèche a : v → w
de G, la fonction I(a) : I(v)→ I(w) est également évidente en tant que colonne dans la table. Par
exemple, I(g) : I(textitB) → I(C) envoie Em1206 vers Bob, etc. Enfin, l’équivalence de chemin
fg = fh est confirmée par le fait que pour chaque id-de-ligne de la table A, suivre f puis g donne
le même résultat que suivre f puis h.

3.3. Traductions
Une traduction est une application d’un schéma catégorique à un autre. Les sommets sont envoyés
vers des sommets, les flèches sont envoyées vers des chemins, et toutes les équivalences de chemin
sont préservées. Plus précisément, nous avons la définition suivante.

Définition 21. Soient G = (AG, VG, srcG, tgtG) et H = (AH , VH , srcH , tgtH) des graphes (voir
définition 12), et soient C = (G,≃C) et D = (H,≃D) des schémas catégoriques. Une traduction F
de C vers D, notée F : C → D, consiste en les constituants suivants :

1. une fonction VF : VG → VH , et
2. une fonction AF : AG → PathH

sujettes aux conditions suivantes :
1. la fonction AF préserve les sources et les cibles ; en d’autres termes, les diagrammes d’en-

sembles suivants commutent :

AG PathH

VG VH

AF

srcG srcH

VF

AG PathH

VG VH

AF

tgtG tgtH

VF

2. la fonction AF préserve les équivalences de chemin. Précisément, supposons que l’on nous
donne des longueurs m, n ∈ N et des chemins p = idv0f1f2 · · · fm et q = idv0g1g2 · · · gn dans
G. Soit v′

0 = VF (v0) et pour chaque i ≤ m (resp. j ≤ n), soit f ′
i = AF (fi) (resp. g′

j = AF (gj)),
et soit p′ = idv′

0
f ′

1f
′
2 · · · f ′

m (resp. q′ = idv′
0
g′

1g
′
2 · · · g′

n). Si p ≃C q alors p′ ≃D q′.
Deux traductions F, F ′ : C → D sont considérées identiques si elles coïncident sur les sommets
(c’est-à-dire VF = VF ′) et si, pour chaque flèche f de C, il y a une équivalence de chemin

AF (f) ≃D AF ′(f).
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Dans les deux exemples suivants, nous reconsidérerons les traductions discutées dans la section 2.

Exemple 22. Rappelons l’application F donnée dans le diagramme (7). Les schémas C et D sont
juste des graphes dans le sens où il n’y a pas d’équivalences de chemin déclarées dans l’un ou l’autre.
L’application F envoie les sommets de C vers les sommets de D et les flèches de C vers les flèches
de D. Puisqu’une flèche est un type particulier de chemin, et puisqu’il n’y a pas d’équivalences de
chemin à préserver, F : C → D est bien une traduction.

Exemple 23. Rappelons l’application F donnée dans l’exemple 11, diagramme (10). Dans cette
configuration, C a des équivalences de chemin déclarées et D n’en a pas ; cependant D a encore une
relation d’équivalence de chemin catégorique ≃D sur lui, la relation réflexive minimale. L’applica-
tion F sur les sommets (VF ) est explicite ; les seules flèches sur lesquelles AF n’est pas explicite
sont i12 et i21, toutes deux envoyées vers le chemin trivial idT sur le sommet T.

Parce que VF (T1) = VF (T2) = T, il est clair que AF préserve les sources et les cibles. Les équiva-
lences de chemin i12i21 = idT1 et i21i12 = idT2 sont préservées parce que AF (i12) = AF (i21) = idT ,
et la concaténation d’un chemin trivial avec n’importe quel chemin p donne p.

3.4. L’équivalence Sch ≃ Cat
Nous supposons une familiarité avec les catégories et les foncteurs, et en particulier la catégorie Cat
des petites catégories et foncteurs (une liste de références est donnée dans la section References.
Dans cette section, nous définirons la catégorie Sch et montrerons qu’elle est équivalente à Cat.
C’est ce résultat qui justifie notre annonce dans l’introduction que “tout théorème sur les petites
catégories devient un théorème sur les bases de données”.

Définition 24. Rappelons les notions de schémas catégoriques et de traductions des définitions 17
et 21. La catégorie des schémas catégoriques, notée Sch, est la catégorie dont les objets sont des
schémas catégoriques et dont les morphismes sont des traductions.

Construction 25 (Du schéma à la catégorie). Nous définirons un foncteur L : Sch → Cat. Soit
C = (G,≃C) un schéma catégorique, où G = (A, V, src, tgt). Définissons C ′ comme la catégorie libre
avec objets V générée par les flèches A. Définissons L(C) ∈ Cat comme la catégorie définie comme
le quotient de C ′ par la relation d’équivalence ≃C (voir [Mac, Section 2.8]). Ceci définit L sur les
objets de Sch.

Étant donné une traduction F : C → D, il y a un foncteur induit sur les catégories libres F ′ :
C ′ → D′, envoyant chaque générateur f ∈ A vers le morphisme de D′ défini comme le composé du
chemin AF (f). La préservation de l’équivalence de chemin assure que F ′ descend vers un foncteur
L(F ) : L(C) → L(D) sur les catégories quotients. Ceci définit L sur les morphismes de Sch. Il est
clair que L préserve la composition, donc c’est un foncteur.

Construction 26 (De la catégorie au schéma). Nous définirons un foncteur R : Cat → Sch. Soit
C une petite catégorie avec ensemble d’objets Ob(C), ensemble de morphismes Mor(C), fonctions
source et cible s, t : Mor(C) → Ob(C), et loi de composition ◦ : Mor(C) ×Ob(C) Mor(C) → Mor(C).
Soit R(C) = (G,≃) où G est le graphe

G = (Mor(C), Ob(C), s, t)
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et avec ≃ défini comme suit : pour tous f, g ∈ Mor(C) avec t(f) = s(g) nous posons

fg ≃ (g ◦ f). (16)

Ceci définit R sur les objets de Cat.
Un foncteur F : C → D induit une traduction R(F ) : R(C) → R(D), parce que les sommets sont
envoyés vers des sommets, les flèches sont envoyées vers des flèches, et l’équivalence de chemin est
préservée par (16) et le fait que F préserve la loi de composition. Ceci définit R sur les morphismes
de Cat. Il est clair que R préserve les compositions, donc c’est un foncteur.

Théorème 27. Les foncteurs
L : Sch ⇄ Cat : R

sont des équivalences de catégories mutuellement inverses.

Esquisse de preuve. Il est clair qu’il y a un isomorphisme naturel ϵ : idCat → L◦R ; c’est-à-dire que
pour toute catégorie C, il y a un isomorphisme C ∼= L(R(C)). Ainsi le foncteur L est essentiellement
surjectif. Nous montrons d’abord que L est pleinement fidèle.

Choisissons des schémas X et Y , et supposons X = (AX , VX , srcX , tgtX) ; nous devons montrer
que la fonction L1 : HomSch(X, Y ) → HomCat(LX, LY ) est une bijection. Elle est clairement
injective. Pour montrer qu’elle est surjective, choisissons un foncteur G : LX → LY ; nous dé-
finirons une traduction F : X → Y avec L1(F ) = G. Définissons F sur les sommets de X
comme G est défini sur les objets de LX. Définissons F sur les flèches de X via la fonction
AX → PathX → Mor(LX) G−→ Mor(LY ), et choisissons un représentant pour sa classe d’équi-
valence dans PathLY (notez que deux choix quelconques résultent en la même traduction : voir
définition 21). Deux chemins équivalents dans X se composent vers le même élément de Mor(LX),
donc F préserve l’équivalence de chemin. Ceci définit F , complétant la preuve que L est une équi-
valence de catégories.

Par un raisonnement similaire, on prouve que R est pleinement fidèle, et on conclut qu’il est inverse
de L.

3.5. La catégorie des instances sur un schéma
Étant donné le théorème 27, la notion composée de schémas catégoriques et de traductions est
équivalente à celle de catégories et foncteurs. Dans le reste de l’article, nous élidons la différence
entre Sch et Cat, en utilisant la nomenclature de chacun de manière interchangeable.

On voit facilement (cf. définition 19) qu’une instance I sur un schéma C est la même chose qu’un
foncteur C → Set, où Set est la catégorie des ensembles. Ainsi, nous avons un concept tout prêt de
morphismes entre instances : les transformations naturelles de foncteurs. C’est une notion établie
dans la littérature sur les bases de données, souvent appelée homomorphisme d’instances (voir par
exemple [DNR]).

Définition 28. Soit C un schéma et soient I, J : C → Set des instances sur C. Un morphisme m de
I vers J , noté m : I → J , est simplement une transformation naturelle entre ces foncteurs. Nous
définissons la catégorie des instances sur C, notée C-Inst, comme la catégorie des instances et des
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morphismes, comme ci-dessus.

Plus généralement, soit S une catégorie quelconque ; nous définissons la catégorie des instances à
valeurs dans S sur C, notée C-InstS := SC, comme la catégorie dont les objets sont les foncteurs
C → S et dont les morphismes sont les transformations naturelles. Nous appelons S la catégorie de
valeurs dans cette configuration.

Remarque 29. Il semble que les théoriciens des langages de programmation n’incluent pas les
homomorphismes entre instances dans leur conception des instances de base de données en tant
qu’éléments d’un type, préférant plutôt travailler avec juste l’ensemble Ob(C-Inst) des instances
sur un schéma C. Cela facilite la définition de fonctions d’agrégation, telles que les sommes et les
comptages ; voir par exemple [LT].

Dans le reste de l’article, nous travaillerons généralement avec C-Inst, la catégorie des instances
à valeurs dans Set. Cependant, la plupart des résultats tiennent plus généralement pour C-InstS,
à condition que S soit complète et cocomplète (c’est-à-dire qu’elle ait toutes les petites limites et
tous les petits colimites). Évidemment, étant donné un foncteur S → S′, il y a un foncteur induit
C-InstS → C-InstS′ , donc le choix de la catégorie de valeurs peut être changé sans trop de coût.

Exemple 30. Étant donné un schéma C, il y a de nombreuses catégories S, autres que S = Set,
pour lesquelles on pourrait être intéressé par C-InstS. Par exemple, étant donné un lambda-calcul,
la catégorie associée S = Type des types et des termes est un bon choix ([Awo, Section 6.5]). On
peut aussi utiliser la catégorie Fin des ensembles finis, cpo des ordres partiels complets, Cat des
petites catégories, ou Top des espaces topologiques.

Le choix de la catégorie de valeurs est basé sur la façon dont on choisit de voir la collection de lignes
dans chaque table. Nous considérons généralement cette collection comme un ensemble, mais par
exemple on peut imaginer à la place un espace topologique de lignes, et dans ce cas chaque colonne
consisterait en une application continue d’un espace à un autre.

Les topos, inventés par Grothendieck et Verdier [GV] et étendus par Lawvere [Law], sont des
catégories qui imitent la catégorie des ensembles de plusieurs manières importantes (voir [MM]).
Dans la proposition 31, nous montrons que les catégories d’instances sont souvent des topos.

Proposition 31. Si S = Set alors pour tout schéma C ∈ Sch, la catégorie C-Inst = C-InstSet est
un topos. Si C est une catégorie finie alors pour tout topos S (par exemple S = Fin, la catégorie
des ensembles finis), la catégorie C-InstS est un topos. Si S est complète (resp. cocomplète) alors
C-InstS est aussi complète (resp. cocomplète).

Démonstration. La première paire d’assertions se trouve dans [JoP, A.2.1.3]. La seconde paire
d’assertions se trouve dans [Bor1, Théorème 2.15.2] et [Awo, Proposition 8.8], respectivement.

Étant donné une instance de base de données I, les mises à jour sur I incluent la suppression de
lignes, l’insertion de lignes, la division (une ligne devenant deux), et la fusion (deux lignes devenant
une). En fait, nous classons les insertions et les fusions ensemble comme mises à jour progressives
et nous classons les suppressions et les divisions ensemble comme mises à jour régressives. Alors
chaque mise à jour peut être considérée comme une mise à jour régressive suivie d’une mise à jour
progressive.
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Définition 32. Soit C un schéma et I ∈ C-Inst une instance. Une mise à jour progressive sur I
consiste en une instance J et une transformation naturelle p : I → J . Une mise à jour régressive
sur I consiste en une instance J et une transformation naturelle r : J → I. C’est-à-dire qu’une
mise à jour régressive est juste une mise à jour progressive en sens inverse. Une mise à jour est
une séquence finie de mises à jour progressives et régressives.

Proposition 33. Soit C un schéma et I une instance sur C. Toute mise à jour sur I peut être
obtenue comme une seule mise à jour régressive suivie d’une seule mise à jour progressive.

Démonstration. La composition de deux mises à jour progressives (resp. régressives) est une mise
à jour progressive (resp. régressive). Par conséquent, toute mise à jour sur I0 := I peut être écrite
comme un diagramme D dans C-Inst :

Mais la limite de ce diagramme (qui peut être prise, si l’on veut, en prenant des produits fibrés tels
que Ij−1,j → Ij ← Ij,j+1, et en répétant n2−n

2 fois), est ce dont nous avons besoin :

I0 ← lim D → In.

Remarque 34. Une autre façon de comprendre les suppressions est via le filtrage - on filtre toutes
les lignes d’une certaine forme. Le filtrage sera discuté dans la section Filtrage.

3.6. Construction de Grothendieck
Dans la section RDF, nous avons montré comment convertir une instance I : C → Set en une nou-
velle catégorie Gr(I), appelée la construction de Grothendieck ou catégorie des éléments de I. Cette
construction modélise la conversion des formes relationnelles vers les formes RDF des données. Il
existe une construction inverse qui est décrite dans [Sp4, Proposition 2.3.9].

Nous notons ici qu’il existe une construction de Grothendieck plus générale qui peut être utile
dans le contexte des bases de données fédérées. Dans la théorie des langages de programmation,
on peut entendre parler d’une catégorie de genres, dont chaque objet est lui-même une catégorie
de types. Ici, chaque genre est analogue à un schéma, et chaque type dans ce genre est analogue
à une table dans ce schéma. Étant donné une catégorie de genres, nous pouvons “jeter tous leurs
types ensemble” en appliquant la construction de Grothendieck généralisée. Ceci est analogue à
prendre une base de données fédérée (c’est-à-dire un schéma de schémas liés) et les fusionner tous
en un seul grand schéma. On peut appliquer cette construction au niveau des données également,
en fusionnant toutes les instances en une instance sur le grand schéma unique.
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La version de la construction de Grothendieck donnée dans la section RDF est pour les foncteurs
I : C → Set. Chaque objet c ∈ Ob(C) correspond à une table dont l’ensemble des lignes est I(c).
On peut trouver une description de cette construction dans [MM, Section 1.5]. La version de la
construction de Grothendieck dans laquelle les schémas fédérés sont combinés en un seul grand
schéma est pour les foncteurs D : C → Cat. Chaque objet c ∈ Ob(C) correspond à une base de
données dont la catégorie de tables est D(c). On peut trouver une description de cette construction
dans [JoP, B.1.3.1].

3.7. Dictionnaire
Notre espoir est que cet article serve de dictionnaire, grâce auquel les résultats de la littérature
catégorique peuvent être importés directement dans la théorie des bases de données. Dans la section
Migration des données, nous verrons un tel résultat : les traductions entre schémas fournissent des
foncteurs de migration de données qui ont des propriétés utiles et prouvables. Dans le tableau 3.7.,
nous rassemblons certains des liens fondamentaux entre les bases de données et les catégories, tels
que présentés tout au long de l’article.

Dictionnaire entre la terminologie des bases de données et la terminologie de la théorie des catégories.

Concept de base de données Concept de théorie des catégories

Schéma de base de données, C Catégorie, C

Table T ∈ C Objet T ∈ Ob(C)

Colonne f de T Morphisme sortant, f : T →?

Colonne de clé étrangère f de T pointant vers
U

Morphisme f : T → U

Séquence de clés étrangères Composition de morphismes

Colonne de clé primaire ID de T Flèche identité, idT : T → T

Vocabulaire contrôlé (c’est-à-dire table à une
colonne D)

Objet D sans morphismes sortants (sauf idD :
D → D)

Équivalence de chemin de clé étrangère dans
C

Diagramme commutatif dans C

Instance I sur le schéma C Foncteur I : C → Set (ou I : C → S pour une
autre catégorie “gentille” S)

Conversion de Relationnel en RDF Construction de Grothendieck

Mise à jour d’insertion u : I0 → I1 Transformation naturelle u : I0 → I1

Mise à jour de suppression u : I0 → I1 Transformation naturelle u : I1 → I0

Mappage de schéma C → D Foncteur F : D → C

Processus ETL de base C-Inst → D-Inst Foncteur de pullback, souvent noté ∆F ou F ∗ :
C-Set → D-Set
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4. Foncteurs de migration de données
Étant donné des schémas C et D, un foncteur de migration de données est chargé de transformer
toute instance C-instance I en une instance D-instance J (ou vice-versa). De plus, il doit le faire de
manière naturelle, ce qui signifie que les mises à jour progressives (resp. régressives) sur I doivent
résulter en des mises à jour progressives (resp. régressives) sur J . Les foncteurs de migration de
données ont été concrètement exemplifiés dans la section Migration des données simplifiée.

Dans cette section, nous commencerons par une traduction entre schémas F : C → D. Rappelons
de la définition 21 que ce n’est qu’une application des sommets de C vers les sommets de D et des
flèches de C vers les chemins de D, respectant l’équivalence de chemin. Toute traduction F génère
trois foncteurs de migration de données. Ceux-ci seront notés

ΣF : C-Inst→ D-Inst ∆F : D-Inst→ C-Inst ΠF : C-Inst→ D-Inst.

On peut remarquer que ∆F semble aller à l’envers - la direction opposée à celle de F . Bien que
cela puisse sembler contre-intuitif, en fait ∆F est le plus simple des trois foncteurs de migration de
données et le plus simple à décrire.

Avant de ce faire, discutons rapidement des catégories de valeurs. Rappelons de la définition 28
que pour toute catégorie S, nous avons une catégorie C-InstS des instances C à valeurs dans S,
c’est-à-dire la catégorie des foncteurs C → S. Le foncteur de migration ∆F : D-InstS → C-InstS
existe indépendamment du choix de S. Pour que ΣF existe, S doit être cocomplète, et pour que
ΠS existe, S doit être complète. Pour fixer les idées, la plupart des lecteurs devraient simplement
prendre S = Set, à moins d’être contraints de faire autrement. C’est le cas où les lignes de chaque
table forment un ensemble.

4.1. Le foncteur de migration de données pullback ∆
Supposons que nous ayons une traduction F : C → D. Étant donné une instance D-instance, I ∈ D-
InstS, nous devons la transformer en une instance C de manière naturelle. Mais c’est simple, parce
que I : D → S est un foncteur et la composition de foncteurs est un foncteur, donc le composé

C F−→ D I−→ S,

est un objet de C-InstS, comme souhaité. De même, une transformation naturelle m : I → J est
whiskerisée avec F pour donner une transformation naturelle (m ◦ F ) : (I ◦ F ) → (J ◦ F ). Ainsi,
nous avons défini un foncteur

∆F : D-InstS → C-InstS, ∆F (−) := (− ◦ F )

Le slogan est “∆F est donné par composition avec F”.

Nous avons maintenant défini le foncteur de pullback ∆F : D-InstS → C-InstS. Il a été explicitement
discuté dans l’exemple 5. En gros, il peut accommoder : le renommage de tables, le renommage de
colonnes, la suppression de tables, la projection de colonnes, la duplication de tables et la duplication
de colonnes.
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4.2. Le foncteur de migration de données pushforward droit Π
Supposons que nous ayons une traduction F : C → D. Étant donné une instance C-instance,
I ∈ C-InstS, nous devons la transformer en une instance D de manière naturelle. Nous le ferons
en utilisant l’adjoint à droite de ∆F ; cependant, pour ce faire, nous devrons supposer que S est
complète (c’est-à-dire que S a des petites limites). Notez que S = Set est complète.

Proposition 35. Soit F : C → D un foncteur, et soit S une catégorie complète. Alors le foncteur
∆F : D-InstS → C-InstS a un adjoint à droite, que nous notons

ΠF : C-InstS → D-InstS.

Démonstration. C’est [Mac, Corollaire X.3.2].

Nous avons maintenant défini le foncteur pushforward droit ΠF : C-InstS → D-InstS. Il a été ex-
plicitement discuté dans l’exemple 7. En gros, il peut accommoder : le renommage de tables, le
renommage de colonnes et les jointures de tables. Pour voir cela, on applique la “formule point par
point” pour les extensions de Kan droites, par exemple comme donné dans [Mac, Théorème X.3.1] ;
une formulation plus explicite est donnée dans [Sp3].

4.3. Le foncteur de migration de données pushforward gauche Σ
Supposons que nous ayons une traduction F : C → D. Étant donné une instance C-instance, I ∈ C-
InstS, nous devons la transformer en une instance D de manière naturelle. Nous le ferons en utilisant
l’adjoint à gauche de ∆F ; cependant, pour ce faire, nous devrons supposer que S est cocomplète
(c’est-à-dire que S a des petits colimites). Notez que S = Set est cocomplète.

Proposition 36. Soit F : C → D un foncteur, et soit S une catégorie cocomplète. Alors le foncteur
∆F : D-InstS → C-InstS a un adjoint à gauche, que nous notons

ΣF : C-InstS → D-InstS.

Démonstration. Cela découle de [Bor1, Théorème 3.7.2] et [BW2, Proposition 9.11].

Nous avons maintenant défini le foncteur pushforward gauche ΣF : C-InstS → D-InstS. Il a été
explicitement discuté dans l’exemple 9. En gros, il peut accommoder : le renommage de tables, le
renommage de colonnes, l’union de tables et la création de variables de Skolem. Pour voir cela,
on applique la “formule point par point” pour les extensions de Kan gauches, par exemple comme
donné dans [Bor1, Théorème 3.7.2] ; une formulation plus explicite est donnée dans [Sp3].

5. Types de données et filtrage
Dans cette section, nous formulerons la relation de typage qui existe entre les données abstraites
et leur représentation. Jusqu’à présent, nous avons considéré les données comme simplement une
collection d’éléments interconnectés - une instance au sens de la définition 19 garde la trace de
divers ensembles d’éléments abstraits, ségrégés en tables et connectés ensemble de manière précise.
Cependant, en réalité, chacun de ces éléments est représenté dans sa table par un type de données,
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tel que des chaînes de caractères ou des entiers. Sémantiquement, chaque cellule d’une colonne
donnée c : t → t′ d’une table t devrait avoir le même type de données, à savoir qu’elles devraient
toutes avoir le type de données de la table cible, t′.

Cependant, les types de données ne fournissent pas seulement une méthode uniforme pour afficher
chaque élément de données, mais ils peuvent aussi porter une notion de valeur. Par exemple, les
salaires sont des nombres qui peuvent être additionnés pour donner des invariants significatifs.
C’est pour cette raison que nous devons trouver une connexion entre le formalisme des bases de
données et le formalisme des langages de programmation, comme discuté dans la section Données et
programme. La théorie des catégories fournit une telle connexion : les schémas de bases de données
et les langages de programmation forment des catégories, et ces catégories peuvent être reliées par
des foncteurs.

Ci-dessous, nous expliquerons ces concepts, en particulier comment attacher des types de données
d’un langage de programmation aux tables d’un schéma catégorique. Pour ce faire, nous utiliserons
les concepts de la section Migration des données. Après avoir défini les signatures de type sur
les schémas, nous procéderons à la définition des morphismes de signatures de type, ce qui nous
permettra de filtrer les données. Par exemple, pour filtrer tous les noms qui commencent par la
lettre R, nous pourrions tirer en arrière le long d’une inclusion {R} → Str, où Str est l’ensemble
des chaînes de caractères.

5.1. Assigner des types de données via une transformation naturelle
Nous commençons par deux exemples pour motiver la définition.

Exemple 37. Que signifie mathématiquement l’expression “un ensemble d’entiers” ? Considérez
qu’il s’agit d’un ensemble étiqueté X, avec une fonction f : X → Z. En permettant à notre en-
semble d’entiers de changer, nous obtenons différents ensembles étiquetés X et différentes fonctions
étiquetées f , mais l’ensemble Z des entiers est inchangé. Du point de vue catégorique, nous pouvons
comprendre “un ensemble X d’entiers” de plusieurs façons différentes :

1. comme une instance de base de données I : C → Set sur le schéma

C := X Zf

tel que l’image sur Z soit fixée comme I(Z) = Z ; ou
2. comme une instance de base de données J : D → Set sur le schéma

D := X

équipé d’une transformation naturelle f : J → {Z} (où {Z} est une abréviation pour le
foncteur D → Set donné par D(X) = Z).

Exemple 38. Supposons que nous ayons une base de données et que nous souhaitions imposer une
relation mathématique entre deux colonnes, disons t et d, dans une certaine table X. Par exemple,
il se pourrait que la colonne t, disons “temps passé” (en un nombre entier d’heures) soit liée à la
colonne d, disons “dette due” (en dollars) par une fonction mathématique d = r(t), disons

d(x) = r(t(x)) := $50 ∗ t(x)
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pour chaque x ∈ X. Tout comme dans l’exemple 37, cette situation pourrait être représentée ca-
tégoriquement de plusieurs façons, mais nous nous concentrerons sur une seule. À savoir, nous la
comprenons comme la collection d’instances de base de données J : D → Set sur le schéma D
comme exemplifié ci-dessous

(17)

Le fait que d ait le type de données dollar et que d = $50 ∗ t sont imposés par une certaine
transformation naturelle, f : J → P , où P est une instance de typage. Nous donnerons plus de
détails dans l’exemple 43.

Définition 39. Soit C un schéma et soit P ∈ Ob(C-Inst) une instance. La catégorie des instances
typées P sur C, notée C-Inst/P , est définie comme la catégorie “tranche” des instances au-dessus de
P (voir, par exemple, [MM, Préliminaires catégoriques]). En d’autres termes, une instance typée P
sur C est une paire (I, τ) où I est une instance et τ : I → P est une transformation naturelle ; et
un morphisme d’instances typées P est un triangle commutatif.

Remarque 40. Étant donné un schéma C, nous pouvons appeler toute instance P ∈ Ob(C-Inst)
une instance de typage si notre plan est de considérer des instances typées P , c’est-à-dire la catégorie
C-Inst/P .

Remarque 41. Fixons un schéma C et une catégorie S et soit E := C-InstS la catégorie des instances
à valeurs dans S sur C. En pratique, E est souvent un topos (voir proposition 31). Dans ce cas,
pour toute instance P ∈ Ob(E), la catégorie E/P des instances typées P à valeurs dans S sur C est
encore un topos (voir [MM, Théorème IV.7.1]).

Construction 42. Supposons donné une catégorie Type de types pour un certain langage de pro-
grammation et un foncteur V : Type→ S à valeurs dans S qui envoie chaque type vers son ensemble
(ou objet de S) de valeurs. Nous souhaitons souvent utiliser un fragment de Type pour ajouter des
informations de typage à notre schéma de base de données C. Si le fragment est donné par le
foncteur B F−→ Type et que B est associé au schéma via un foncteur B G−→ C,

S V←− Type F←− B G−→ C,

alors P := ΠG ◦ ∆F (V ) est l’instance de typage implicite. Nous appelons la séquence (B, F, G)
l’auxiliaire de typage dans cette configuration.
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Exemple 43. Nous revenons à l’exemple 38 avec le langage de la construction 42. Nous allons
maintenant décrire un auxiliaire de typage. Soit B la catégorie à une flèche dessinée ci-dessous, et
soit G : B → D le foncteur suggéré

Considérons aussi le foncteur F : B → Type envoyant Y′ vers Int, le type des entiers, Z′ vers Dollar
le type des valeurs en dollars, et r′ vers la fonction qui multiplie un entier par 50.

Avec V : Type→ S comme dans la construction 42, l’instance de typage implicite P := ΠG◦∆F (V ) :
D → S a

P (X) = Int× Dol; P (Y) = Int; P (Z) = Dollar,

et P (r) : P (Y)→ P (Z) est bien l’application de multiplication par 50.

Maintenant, une instance typée P τ : I → P est exactement ce que nous voulons. Pour chacun de
X, Y, Z, c’est un ensemble avec une application vers le type de données donné, et la naturalité de
τ assure les propriétés décrites dans l’exemple 38 (c’est-à-dire que d = $50 ∗ t dans la table J(X)
de l’affichage (38)). En d’autres termes, elle assure que pour toute ligne de J(X), la valeur de la
cellule dans la colonne d sera 50 fois la valeur de la cellule dans la colonne t.

5.2. Morphismes de signatures de type
Chaque foncteur de migration de données discuté dans la section Migration des données est une
sorte d’outil pour l’évolution du schéma. Au fur et à mesure que de nouvelles tables et colonnes sont
créées et que d’autres sont supprimées, la traduction entre l’ancien et le nouveau schéma induira des
foncteurs de migration de données qui convertissent de manière transparente les anciennes données
en nouvelles (et vice-versa) et les requêtes sur l’ancien schéma en requêtes sur le nouveau (voir
aussi [Sp4]).

Il existe un type légèrement différent d’évolution de schéma qui revient souvent, à savoir le chan-
gement de types de données. Par exemple, si une entreprise dépasse environ 32 000 employés, elle
devra peut-être changer le type de données de sa table Employe d’un smallint à un bigint. Des
changements plus complexes incluent la réduction de moitié du prix de chaque action, ou la conca-
ténation d’une paire prénom-nom pour former un nouveau champ. Il est important de pouvoir
raisonner sur la façon dont les requêtes contre le schéma d’aujourd’hui différeront de celles contre
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celui d’hier. Les foncteurs de changement de type sont comme les foncteurs de migration de don-
nées, et la nature formelle de leur description permet de raisonner sur leur comportement.

Soit C un schéma et soit E le topos C-Inst. Étant donné un morphisme d’instances de typage
k : P → Q, il y a des adjonctions induites

E/P
Σ̂k−→ E/Q E/Q

∆̂k−→ E/P

E/Q
∆̂k−→ E/P E/P

Π̂k−→ E/Q

En d’autres termes, k induit un morphisme géométrique essentiel de topos ([MM, Théorème IV.7.2]).

Définition 44. Soit C un schéma et k : P → Q un morphisme d’instances de typage. Nous appelons
les foncteurs induits

Σ̂k, Π̂k : C-Inst/P → C-Inst/Q ∆̂k : C-Inst/Q → C-Inst/P

des foncteurs de changement de type. Pour être plus spécifique, Σ̂k sera appelé le foncteur de chan-
gement de type pushforward gauche, Π̂k sera appelé le foncteur de changement de type pushforward
droit, et ∆̂k sera appelé le foncteur de changement de type pullback.

Exemple 45. Nous revenons à l’exemple 38 avec D et P comme définis là-bas. Considérons le
foncteur de changement de type pushforward gauche Σ̂k dans le cas où k : P → Q envoie une
valeur en dollars x vers True si x ≥ $200 et False si x < $200. Le foncteur Σ̂k convertit la table de
gauche en la table de droite ci-dessous :

τ :=

X
ID t d
CtrX13 4 $200
CtrX14 7 $350
CtrX15 2 $100

Σ̂k(τ) =

X
ID t d
CtrX13 4 True
CtrX14 7 True
CtrX15 2 False

Les autres foncteurs de changement de type, Π̂k et ∆̂k n’ont pas de résultats utiles dans le contexte
de cet exemple particulier, mais voir les exemples 46 et 47.

Le foncteur de changement de type droit Π̂ gère ce qu’on pourrait appeler la “satisfaction de groupe”.
Supposons que nous ayons un groupe (P ) de personnes et un ensemble (I) d’objets distribués parmi
elles (τ : I → P ). Si les personnes sont ensuite subdivisées en groupes (k : P → Q), alors nous
pouvons demander à chaque groupe q ∈ Q : “de combien de façons chacun de vos membres peut-il
offrir l’un de ses objets ?” (cardinalité de Π̂k(τ)−1(q) ⊆ Π̂k(I)). Par exemple, si l’une des personnes
s’est vu remettre un ensemble vide d’objets, alors son groupe n’aura pas une telle offre conjointe
(Π̂k(τ)−1(q) = ∅). Nous expliquons maintenant cela par exemple.

Exemple 46. Soit S une catégorie complète et écrivons C-Inst au lieu de C-InstS. Dans cet exemple,
nous expliquons comment, étant donné un morphisme d’instances de typage k : P → Q sur un
schéma C, le foncteur de changement de type Π̂k : C-Inst/P → C-Inst/Q opère sur une instance
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typée P pour retourner une instance typée Q par ce que nous avons appelé la satisfaction de groupe
ci-dessus. Supposons que nous ayons C et B comme dessinés,

B = L′ C = L Mf

avec le foncteur G : B → C donné par L′ 7→ L et le foncteur P ′ : B → S donné par P ′(L′) =
{1, 2, 3, 4}. Soit Q′ : B → S donné par Q′(L′) = {x, y} et soit k′ : P ′ → Q′ l’application envoyant
1, 2 7→ x ; 3, 4 7→ y. Enfin, soit

P := ΠG(P ′), Q = ΠG(Q′), et k := ΠG(k′) : P → Q.

Nous sommes prêts à calculer le foncteur de changement de type droit le long de k sur toute instance
typée P I → P ; nous avons juste besoin d’écrire une telle instance. Donc, si I ∈ C-Inst est la table
de gauche, alors Π̂k(I) est la table du milieu :

I :=

L
ID f
a 1
b 2
c 1
d 3
e 2
f 4
g 2

Π̂k(I) =

L
ID f
(a,b) x
(a,e) x
(a,g) x
(c,b) x
(c,e) x
(c,g) x
(d,f) y

et un croquis du raisonnement est

5.3. Filtrage des données
Dans cette section, nous montrons comment utiliser le foncteur de changement de type pullback
∆̂ pour filtrer les données (par exemple, répondre à des requêtes comme “retourner l’ensemble des
employés dont le salaire est inférieur à 100 ′′).

En fait, étant donné un morphisme d’instances k : P → Q, le foncteur de changement de type
pullback associé ∆̂k peut soit filtrer, soit multiplier les données (ou les deux) selon l’injectivité ou
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la surjectivité de k. Dans cette courte section, nous nous concentrons uniquement sur le filtrage,
car il semble plus utile en pratique. Nous travaillons entièrement par exemple ; la définition de ∆̂
est donnée dans la section Morphismes de types ou dans la littérature ([MM, Section IV.7]).

Exemple 47. Comme annoncé ci-dessus, nous montrons comment filtrer les employés par leur
salaire, en particulier en montrant seulement ceux avec des salaires inférieurs à 100 .
Supposons que nous ayons un schéma C et deux auxiliaires de typage, (B, P, G) et (B, P ′, G), montrés
ci-dessous :

Type Q′
←− P ′
←− B G−→ C

B := Salaire C :=

Nom

Employe

Salaire
Ici, nous voulons que Q′(Salaire) soit le type de données en dollars, nous voulons que P ′(Salaire) soit
le sous-type donné en exigeant qu’une valeur en dollars x soit inférieure à 100 , etnousvoulonsquek’ :
P’ → Q′ soit l’inclusion. Ces auxiliaires de typage induisent un morphisme d’instances de typage

k := ΠG(k′) : P → Q, où P := ΠG(P ′) et Q := ΠG(Q′).

Supposons maintenant que I ∈ C-Inst soit l’instance typée Q sur C montrée à gauche ci-dessous.
Alors Π̂k(I) est l’instance typée P à droite ci-dessous.

I :=

Employe
ID Name Salaire
Em101 Smith $65
Em102 Juarez $120
Em103 Jones $105
Em104 Lee $90
Em105 Carlsson $80

Π̂k(I) =

Employe
ID Name Salaire
Em101 Smith $65
Em104 Lee $90
Em105 Carlsson $80

Ainsi, nous voyons que le filtrage est simplement une application de la même histoire de foncteur
de migration de données.

5.4. Une forme normale pour la migration de données
Nous avons vu plusieurs formes différentes de foncteurs de migration de données tout au long de
cet article. On peut effectuer une séquence de foncteurs de migration de données, par exemple
déplacer des données d’un schéma à un autre, puis changer les types de données, et enfin filtrer le
résultat. Dans de nombreux cas, une telle combinaison de foncteurs de migration de données peut
être réécrite comme une séquence de trois : un pullback, un pushforward droit et un pushforward
gauche ; voir [SW]. Cela signifie qu’il existe une forme normale pour une classe assez générale de
requêtes. Toute combinaison de telles requêtes peut être écrite sous la forme ∆F ΠGΣH pour certains
F, G, H. Cette forme peut ne pas être optimale en termes de vitesse, mais elle peut servir de format
d’entrée unique pour les optimiseurs de requêtes.
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