Sur la loi de réciprocité quadratique
G. Rousseau

Résumé : une version de la cinquieme preuve de Gauss de la loi de réciprocité quadratique est
donnée qui utilise seulement des considérations simples de théorie des groupes (en se passant
méme du lemme de Gauss) et qui rend manifeste que la loi de réciprocité quadratique est
une conséquence simple du théoréme des restes chinois.

Comme on le sait, le critere d’Euler et les théoremes de Fermat et Wilson peuvent étre démontrés de
maniere tres simple en déterminant de deux manieres le produit des éléments d’un groupe abélien
fini adéquat (cf. Dirichlet [2]). On montre qu'il en est de méme pour la loi de réciprocité quadra-
tique. Cette loi est ainsi vue comme ne dépendant de rien de plus mystérieux que du théoreme
des restes chinois, sans nécessiter de lemmes particuliers ou de considérations auxiliaires qui vont
au-dela du domaine des simples congruences.

Pour un entier m, soit Z;, le groupe multiplicatif des restes réduits modulo m. Soient p et ¢
deux nombres premiers impairs distincts. On détermine le produit 7 des éléments du groupe
G = (Z5x T)JU, ou U = {(1,1), (=1, —1)}.

Clairement, {(i,7) : i = 1,2,....,p — 1;7 = 1,2,...,(¢ — 1)/2} est un systéme de représentants
pour les cosets de U.  Le produit des (i,j) est ((p— )12 ((g—1)/2)P 1), et
(g —1)/2)1? = (—1)@V/2(g — 1)! (mod ¢), donc

= ((p— 1)[(11—1)/27 (q — 1)!(p—l)/Q(_1)((p—1)/2)((q—1)/2))U'

L’ensemble {(k mod p,k mod ¢q) : k = 1,2,....(pg — 1)/2 ; (k,pq) = 1} est aussi un systéme
de représentants pour les cosets de U parce que Z;, = Z; x Z; (théoreme des restes chinois). Le
produit des k, modulo p, est
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avec une expression similaire pour le produit modulo ¢, donc par le critere d’Euler

m=((p— DI2(qlp), (q—1)PD2(p|q))U.

Comparer les deux expressions pour 7 donne

(1, (1) D2VEN T = ((q]p), (plq))U

(Regu le 21 décembre 1989),
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et par conséquent la loi de réciprocité quadratique,

(alp) = (=1){=V/AUD (p|g)

On note que, puisque la premiere expression pour 7 est symétrique en p et ¢, prendre
{(i,7) ;i =1,2,...,(p—1)/2; j=1,2,...,¢ — 1} comme systeme de représentants amenerait a la
méme expression. On obtient également la valeur réelle sans appliquer le théoreme de Wilson :

w0y = { G UF Spmas ot

La preuve ci-dessus nous a été suggérée par I’étude de la seconde preuve de H. Schmidt [4], qui
est en retour (comme noté dans [1]) une variante de la cinquieme preuve de Gauss [3]. La ca-
ractéristique remarquable de la preuve de Schmidt est qu’elle se dispense du lemme de Gauss alors
qu’elle retient en effet I'idée implicite de ce dernier de considérer les quotients Z?, /{1, —1}.
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